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ВВЕДЕНИЕ 

Теории множеств понадобилось полвека, чтобы стать об­
щепризнанной, и еще полвека, чтобы стать общепринятой. 
Конец первого периода был отмечен известной фразой Гиль­
берта о «канторовском рае», в которой Кантор явно сопо­
ставлен с богом-творцом, а его критики — менее явно — с 
дьяволом-искусителем. К настоящему времени теория мно­
жеств превратилась в .язык, на котором профессиональный 
математик учится говорить с рождения и очень скоро ут­
рачивает способность беспокоиться по поводу его семантиче­
ских темнот. Тяжелые споры начала века, о законности ак­
сиомы выбора сейчас почти не воспринимаются психологи­
чески. Даже ЧИСТО отрицательные результаты Гёделя и 
Коэна по континуум-проблеме стали ощущаться как ее реше­
ние, хотя 'словцо Черча unsolving гораздо точнее передает 
суть этих замечательных открытий. Главной причиной та­
кого положения' оказалась, безусловно, изолированность 
проблем бесконечности от остальной математики в сочетании 
с поразительной универсальностью, гибкостью и эффектив­
ностью самого языка множеств как средства общения, от­
крытия и фиксации материала. 

Все же эти проблемы остаются; по-прежнему нерешенные, 
они, пожалуй, стали лучше понятыми. 

Цель предлагаемой статьи состоит в изложении теорем 
Гёделя и Коэна о проблеме континуума. Изложение созна­
тельно ориентировано на математиков, не занимавшихся 
специально НИ логикой, ни аксиоматической теорией мно­
жеств, но привыкших к языку множеств. В частности, наш 
«метаязык» практически не формализован и является одной 
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из стандартных разновидностей математического арго. Это 
приводит к реальным трудностям в изложении теоремы Гё-
деля — но не Козна, — где на нескольких этапах доказатель­
ства математическим объектом исследования становится 
формальный вариант предшествующего неформального 
текста. Читатель, который доберется до соответствующего 
места и осознает эти трудности, начнет ощущать дух мате­
матической логики. 

Чтобы показать основные идеи как можно более выпукло,, 
автор пошел на увеличение объема работы и сознательные 
повторения, расположив весь материал тремя концентрами. 

Первый концентр составляет § 1, где дано изложение за­
дачи и идей «с птичьего, полета». Объясняя метод Козна, мы 
эксплуатируем здесь удачную педагогическую находку 
Д. Скотта, работая со «случайными вещественными числами» 
вместо огромного «булевозначного универсума», который по­
является в полном доказательстве. 

Второй концентр составляют §§ 2—5, где на нескольких 
узловых вычислениях для модельной задачи показано, как 
реализовать план доказательства, намеченного в § 1. Здесь 
же введены те элементарные понятия математической логи­
ки, необходимость которых должна была стать ясной из 
предшествующего изложения. 

Наконец, третий концентр составляет вся оставшаяся 
•часть работы. Мы оставляем вещественные числа и обраща­
емся к множествам, ординалам и полной аксиоматике Цер-
мело—Френкеля. B § 8 с пропусками" изложено доказатель­
ство теоремы Геделя; остальная часть работы от этого пара­
графа не зависит. 

В зависимости от своих целей и вкусов читатель может 
ограничиться просмотром § 1 ИЛИ первых двух концентров. 
В последней части можно пропустить проверку тех или ИНЫХ 
аксиом, коль скоро принцип доказательств станет ясен. Есди 
же читателя • интересует «настоящее» доказательство,. а не 
его. упрощенный вариант, он может опустить §§ 3-—5. 

В качестве стандартного курса логики мы принимаем 
книгу Мендельсона [3]. Глубокое и увлекательное обсуждение 
математико-философских аспектов проблемы континуума 
содержится в статье Гёделя [4] и книге Коэна [2]. Лекции 
Йеха [5] содержат много интересных новых результатов и 
йетодов в крайне лаконичном изложении. Часть их более 
подробно изложена у Россера [6]. Я глубоко благодарен 
В. Любецкому и Г. Чудновскому, которые очень внимательно 
прочли рукопись этой работы и сделали ряд ценных замеча­
ний. 



8 1. ЗАДАЧА, РЕЗУЛЬТАТЫ, ИДЕИ 

1.1. Кантору принадлежат две фундаментальные идеи в 
теории бесконечных множеств.: открытие (или изобретение?) 
шкалы их мощностей и доказательство неограниченности 
.этой шкалы. 

Напомним, что два множества М, N называются равно-
мощными (запись Card M = Card N), если между ними суще­
ствует взаимно однозначное соответствие. Мьг пишем 
CardM<Card-V, если М равномощно части N. Мы' говорим, 
что М и N сравнимы, если либо Card M<Card N, либо 
Card vV<Card M. Мы пишем Card M>Car<l N, если CardM> 
>Card А/, но М и N не равномощны. 

1.2. Т е о р е м а (Кантор, Шредер, §ернштейн, Цермело).. 
• а) Любые два множества сравнимы. Если Card M< 

<Card N и Card -V<Card M одновременно, то Card M = 
= Card N. Коротко: мощности линейно упорядочены. 

б) Пусть 5-(M) —множество всех частей (подмножеств) 
М. Тогда Card#>(M)>CardM. В частности, самой большой 
мощности не существует. 

в) В любом классе мощностей существует наименьшая. 
Коротко: мощности вполне упорядочены. 

В частности, за каждой мощностью имеется непосредст­
венно следующая. Вот стандартные обозначения: 

Card {1, . . . , п}=п; C a r d { l , . . . , n,.... } = и0; 
mi — мощность, непосредственно следующая за ш-; 

on — мощность, непосредственно следующая за «„-l 
•(n>l — целое); 
. 2

C a r d ^ = Card^(M); 
2Ш° —континуум — Card {вещественные числа}. (Чтобы про­

должить обозначения шкалы мощностей, у нас не хватает 
индексов: см. элементы теории ординалов в § 6.) 

1.3. Набросок доказательства, а) Доказательство сравни­
мости любых двух множеств использует аксиому выбора: 
выбирая по очереди элемент из оставшейся части М и эле­
мент из оставшейся части N, мы за траисфинитное число 
шагов упорядочим М и N и одновременно установим взаим­
но однозначное соответствие между М и частью N или N и 
частью М — в зависимости от того, «кто раньше кончится». 
(Физическая немыслимость такого процесса была в свое 
•время основной причиной жестокой, критики этого рассужде­
ния Цермело). 

Пусть теперь М равномощно части M ' C N и N равно-
мощно части J V i C A I s M , Отождествим М с М''. Мы полу­
чим три множества A^cMciV и взаимно однозначное отоб­
ражение / ; N {to}-/V\. Построить же нужно взаимно однозначное 
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отображение g:N-+M. Вот его явное описание: 
jf(x), если xQfn(N)—fn{M) для некоторого п>0; 

g\X)=\x B противном случае. 
Здесь /«00—/(/..-/(У)) (п раз)г fn(M)={fn(y)\y6N}f 
f°(y)=y. Проверка свойств g предоставляется читателю. 

б) Так как ^(M) содержит все одноэлементные подмно­
жества M, Card.9й(М)>CardМ. Кроме того, никакое отоб­
ражение f-.M-^-SPiM) не может быть биективным (или даже 
отображением на). Действительно, положим 

и покажем, что' N не лежит в образе / . Предположение о 
существовании nQM такого, что N=f(ti), немедленно при­
водится к противоречию, если рассмотреть положение п, 
относительно N: 

nQN^-nQf (n)^n^N цга определению N; 
n$N^n$f (ti)^-n£N по определению N. 

Это знаменитый «диагональный процесс» Кантора. 
в) Полная упорядоченность мощностей устанавливается 

одновременно со ' сравнимостью на первых шагах' теории 
ординалов. 

1.4. Проблема континуума. Каково место континуума на 
шкале мощностей? 

По теореме 1.26), 2Ш°>из0. Поэтому во всяком случае 
2а°>щ. Если же 2ш°>со1, то либо 2Ш —--% для некоторого /г,. 
либо 2ш°>шй<|, ибо континуум не может'быть объединением 
счетного множества подмножеств меньшей мощности (Кёниг). 

1.5. Гипотеза континуума (КГ). 2Ю° = шг. Обобщенная 
Чипотеза континуума утверждает, что 2СапШ. непосредствен­
но следует за CardM для любого бесконечного М. Вот 
почти все наши знания об этом вопросе: 
• 1.6. Теорема , а) Отрицание гипотезы континуума нель­

зя вывести из аксиом теории множеств, если они непротиво­
речивы (Гедель). 

б) Гипотезу континуума нельзя вывести из аксиом теории 
множеств, если они непротиворечивы (Коэн). 

То же верно для обобщенной гипотезы континуума. 
Если учесть, что аксиомы теории множеств и логические 

средства вывода, подразумеваемые в п. 1.6, фактически ис­
черпывают доказательный аппарат современной математики, 
можно сказать, что континуум-проблема представляет собой 
уникальный пример абсолютно неразрешимой задачи*. Хотя 

* Эту точку зрения высказывал Коэн. Крейзел отметил, что, проблема 
континуума перестает быть неразрешимой в языке второго порядка для 
теории множеств, но неизвестно, как она там решается. 
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теорема Гёделя о неполноте доставляет примеры неразре­
шимых суждений в любой формальной системе с разумными 
свойствами, эти примеры разрешаются «очевидным» образом 
в некоторой высшей системе. Положение с континуум-проб­
лемой выглядит гораздо труднее. Если согласиться, что она 
осмысленна, ее решение может быть достигнуто лишь введе­
нием нового принципа доказательств. Хотя разные возмож­
ности этого обсуждались, предложенные новые аксиомы тео­
рии множеств не кажутся ни достаточно убедительными, ни,, 
главное, достаточно эффективными в «большой» математике. 
За сто лет после введения трансфинитной индукции ни один 
новый метод конструкции множеств не вошел в обращение. 
Между тем, идея доказательств теоремы Гёделя 1.6 а) именно 
и состоит в проверке того, что все старые методы" позволяют 
построить не более чем «1 подмножеств {1, 2 п , , . . } 
(или вещественных чисел). 

1.7. Идея Гёделя. Гёдель рассматривает некоторые обыч­
ные теоретико-множественные операции: произведение, до­
полнение, сумму и т. п. и строит класс всех множеств, кото­
рые получаются трансфинитным итерированием этих, опера­
ций, исходя, скажем, из множества целых чисел (точнее,. 
конечных ординалов: см. § 6). Такие множества называются 
конструктивными (см. § 8). Заранее совершенно неясно,. 
любое ли. подмножество {1, 2 , . . . , п,... } конструктивно или, 
более общо, любое ли множество из данного «универсума»-
(см. § 6) конструктивно. (Оказывается, что эта задача столь 
же формально-неразрешима, как и'проблема континуума). 
Однако внутри, класса конструктивных множеств число под­
множеств {1, 2 , . . ., п,. .. } оказывается coi — вероятнее всего 
просто потому, что массу неконструктивных подмножеств мы 
пропустили. В то же время все аксиомы теории множеств,, 
ограниченные на этот класс, в разумном смысле слова ока-

, зываются истинными, как и все выводы из них. Поэтому 
отрицание КГ невыводимо, будучи неистинным в этой мо­
дели. 
V 1.8. Идея Коэна. Мьг излагаем ее ниже в варианте 
Д. Скотта и Соловея и к тому же на модельной задаче, 

Мы будем обсуждать КГ в следующей форме; не сущест­
вует подмножества вещественных чисел R, мощность кото­
рого была бы строго промежуточной между мощностями 
{\, 2 , . . . , п,... } и R. 

Действительно, если 2Ш° >coi, то множество мощности 
И] в R имело бы промежуточную мощность. 

Чтобы установить недоказуемость этого утверждения, что-
равносильно теореме Коэна, достаточно построить модель 
вещественных чисел, в которой все аксиомы и следствия из-
них выполняются, а множество промежуточной мощности су­
ществует. 
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Этой моделью будет служить множество R'случайны* 
чисел на очень большом вероятностном пространстве 2 . 
Подбирая 8, можно сделать R настолько большим, Ч Т О 
между Z (целые числа модели) и R (континуум модели) 
•будет множество промежуточной, мощности, погруженное в 
R внутри модели. 

Конечно, дело не может обстоять так просто, и прове­
дению этой программы должно что-то мешать. Мешает т о , 
что почти все свойства R, в том числе_болыпинство аксиом, 
оказываются ложными для R, так что R не может служить 
моделью R в обычном смысле слова- Способ преодоления 
этой трудности и составляет основную идею Коэна. Коэи 
заменяет свойство истинности утверждения другим свойст­
вом, которое мы будем называть временно «истинностью» в 
кавычках, и которое обладает нужными формальными каче ­
ствами. Именно, все аксиомы R оказываются «истинными» 
в R, все выводы из «истинных» утверждений по правилам 
логики приводят снова к «истинным» утверждениям, а К Г 
•оказывается не «истинной» и, значит, не выводимой и з 
.аксиом. 

Покажем подробнее, как это делается. 
1.9. Пусть / — множество мощности >coj. Положим 

'й = [0.1]"" с мерой Лебега $.= множество случайных чисел 
на 2 — множество вещественнозначиых измеримых функций 
•иa S . • . . ' 

1.10. Теорема , а) Для R «истинны» все аксиомы в е ­
щественных чисел и все выводы из них. 

б) Для R утверждение КГ не «истинно». Свойство: 
утверждение Р о случайных числах x,y,...QR «истинно» 
-нужно понимать так: если рассмотреть точку cogS, в з я т ь 
значения -x(w), у(ш), . . . случайных чисел х,у,... в ней и 
образовать утверждение Рш об этих обыкновенных вещест­
венных числах, то для почти всех ш£2 (кроме множества 
меры 0) Рш окажется истинным в обычном смысле слова. 

Короче: «истинность» — истинность при всех испытаниях 
•с вероятностью единица. 

Пример. Пусть Я —утверждение «в R нет делителей 
/нуля», т. е. «если х, yQR таковы, что ху = Ох то либо х== О, 
либо у = 0». Тогда утверждение «в R нет делителей нуля», 
•конечно, не истинно. Однако оно «истинно», потому ч т о 
истинно утверждение: «если х, y8R таковы, что ~ху = 0, т о 
.для почти всех cogS либо x(w) = 0, либо у(ш) = 0». 

1:11. Чтобы придать точный смысл определению «истин­
ности» и научиться эффективно проверять «истинность» до ­
статочно сложных утверждений, практически необходимо 
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•ввести формальный язык (в данном случае, язык теории ве­
щественных чисел). Это математический объект, и теорема 
1.10 в точной формулировке будет утверждением об этом 
юбъекте, а вовсе не об R и не об R. 

Связь этого языка с R осуществляется через систему не­
формальных рецепторов, которые позволяют переводить на 
этот язык обычные неформальные тексты об R, и через сис­
тему теорем, которые служат аргументами в пользу возмож­
ности и адекватности такого перевода. 

Роль. R сведется к вспомогательной конструкции, которая 
используется для определения и вычисления специальной 
функции «истинности» на формулах языка (формулы отве­
чают «утверждениям» неформальных текстов). 

Таково место логики в изложенной программе. 
1.12. Подробное доказательство теоремы 1.9 было бы до­

статочно длинным и нетривиальным ото нескольким /причинам. 
Прежде всего, описание формального языка и аксиом R в 
нем само по себе не может быть слишком коротким. Затем 
потребуется проверка «истинности» всех аксиом и не «истин­
ности» КГ, —: в общей сложности одна-две дюжины прове­
рок, каждая из которых является индуктивным вычислением 
•с бесконечными суммами и произведениями внутри булевой 
алгебры измеримых множеств в Q. Самые серьезные труд­
ности, однако, связаны с тем, что смысл всех утверждений 
об R в R сильно меняется, и не всегда в удобную сторону. 

Мы проиллюстрируем качественную сторону дела, попы­
тавшись объяснить, почему КГ не «истинна» и почему это 
нетривиально. 

Как было сказано, мы хотим построить подмножество 
N в JR мощности, промежуточной между мощностью Z и 
мощностью R. Для этого можно поступить так: пусть .для 
любого i£l случайное число xt: [0, l]-{to} [0, 1] есть i-я 
проекция. Выберем подмножество У с / такое, что 
% < Card У < Card/ • (это возможно, если / велико), и по­
ложим ' 

/V-={x y | / e /}c^ . 
Тогда в обычном смысле слова Card Z < Card /V<Card£ . 

Однако нам нужно доказать, что соответствующие утверж­
дения «истинны» в нашем пиквикском смысле. Но в этЪм 
смысле роль целых чисел берут на себя «локально целые», — 
целозначные при почти всех испытаниях случайные числа, 
мощность которых может быть гораздо больше, чем ш0. 
Поэтому необходимая нижняя оценка Card/V оказывается 
резко поднятой. Аналогично, описание /V, которое мы дали 
в наивных терминах, после формализации и последующей 
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расшифровки для JR начинает иметь другой смысл и приво­
дит к множеству, гораздо большему, чем «настоящее» JVV 
поэтому неясно, что сохранится верхнее неравенство Д Л Я 
CardN. To, что в конце концов все оказывается в порядке,-
выглядит почти как чудо. 

§ 2. ФОРМАЛЬНЫЕ ЯЗЫКИ 

В этом параграфе излагаются, первоначальные сведения: 
по математической логике, необходимые для дальнейшего. 

2.1. Формальные языки —это средство для стандартизо­
ванного представления математических рассуждений. Текст 
на формальном языке может рассматриваться как математи­
ческий объект безотносительно к его «смыслу». Свойство' 
текста быть доказательством или «формальным выводом» 
определяется в чисто комбинаторных терминах, и вопросы 
о доказуемости превращаются в комбинаторные проблемы 
более или менее финитного типа. 

Разные языки отличаются друг от друга в' первую.очередь-
широтой охвата формализуемых типов рассуждений; во вто­
рую очередь — ориентацией на конкретные математические 
теории; и в. третью — отбором элементарных суждений и-
оформлением — выбором алфайита, т. е. множества симво­
лов. 

Правила составления допустимых последовательностей 
символов (выражений языка), допустимых последователь­
ностей выражений и т. п. образуют синтаксис языка. Пра­
вильно составленные последовательности того или иного типа 
называются термами (имена объектов теории), формулами 
(аиалог утверждений теории), выводами (аналог доказа­
тельств теории) и т. п. ' 

Основные математические задачи о языке состоят в выяс­
нении «истинности» тех или иных классов формул. Этому 
предшествует уточнение разных аспектов понятия истинности, 
в частности, его разделение на выполнимость в модели и 
ВЫВОДИМОСТЬ, и выяснение соотношений между этими аспек­
тами. 

Выполнимость в модели вводится через понятие интерпре­
тации языка, т. е. придания «смысла» его правильно состав­
ленным выражениям. В этой статье язык интерпретируется 
в' наивной (или содержательной) теории множеств. (Более 
пуристская точка зрения, согласно которой наивная матема­
тика допускается лишь в той мере, в какой она поддается 
формализации, требует рассмотрения интерпретаций одного 

'формального языка в другом, например, в себе самом). 
Ниже будет точно описан класс языков Li («языки пре­

дикатов первого порядка»), важнейший для последующего. 
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2.2. Алфавит и синтаксис языка. Алфавит языка состоит 
из следующих множеств символов: 

а) СИМВОЛЫ переменных (в обозначениях х, у, г,... с ин­
дексами). Мы будем всегда считать, что это множество бес­
конечно. , 

Символы констант. 
СИМВОЛЫ операций (в обозначениях f. g, h,... с индекса­

ми). 
Символы отношений (в обозначениях р, q, г,... «с индек­

сами). Каждому символу операции (отношения) сопоставля­
ется натуральное число— ранг. Интуитивно это число аргу­
ментов операции (число мест отношения). 

б) Символы логических свявок: 
••<--• («равносильно»), {to} («следует»), V («или» нераздели­

тельное), Л («и»), | («не»).-
в) Квантор общности V, квантор существования Я. 
г) Скобки(,) и запятые. 
2.3. Конечные последовательности символов алфавита на­

зываются выражениями. Одно выражение может входить в 
качестве части в другое несколькими разными способами. 
Указать вхождение Q ъ S —: значит указать представление S 
в виде PQR, где Р я R — выражения. Заменить Q на Q' 
(в данном вхождении Q в 5) — значит построить выражение 
PQyR. 

Среди всех выражений языка L\ основную роль играют 
три класса выражений: термы, атомарные формулы и фор­
мулы. ВОТ ИХ описания. 

а) Термы. Символы переменных и констант суть термы. 
Если f — символ операции ранга п, a tu ..., tn — термы, то 
f(tu...,tn) есть терм. Любой терм получается применением 
этих правил конечное число раз. (В конкретных языках на­
блюдаются типичные отступления от такого порядка записи: 
пишут х-\-у вместо + (х, у) и т. п.). 

Интуитивно термы — это названия математических объек­
тов, о которых говорит теория; символы операций—-'назва­
ния действий над ними. Скажем, в языке арифметики х, у 
могут быть названиями целых чисел, a f — названием сло­
жения. Тогда \{х, у)—название «суммы х и у». Для нуля и 
единицы могут быть специальные символы констант. 

б) А т о м а р н ы е ф о р м у л ы . Атомарная формула есть 
выражение вида p(ti , . . . , tn), где р — символ отношения ран­
га п, a t\,...,tn — термы. (Как и термы, в конкретных язы­
ках атомарные формулы часто записываются иначе: ti-<^2 
вместо < (tu t2))• 

Интуитивно, p(^1, ...,.•„) есть формальная запись фразы 
типа «упорядоченная /г-ка объектов .tx, . . . , tn обладает 
•свойством p». В каждом ориентированном формальном язы­
ке символы отношений отвечают некоторому небольшому 
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набору первоначальных свойств, через которые все осталь­
ные выражаются 'Логическими средствами. Так, в языке 
теории .множеств достаточно иметь один символ б ранга 2; 
запись б (х, у) (или, чаще хву) означает «х есть элемент у». 

в) Ф о р м у л ы . Атомарные формулы суть формулы.. 
Если Рг, Я2—-формулы, - — любая связка, кроме |, х — 
любая переменная, то выражения 

• П(Л)> (Я1КЯ2), УХ(Р,), ax ( л ) 

суть формулы. Любая формула получается применением этих 
правил конечное число раз. 

Интуитивно формулы отвечают математическим утверж­
дениям. При записи формул применяются приемы сокраще­
ния, в частности, часть скобок обычно опускается. 

2.4.. Вхождение переменной х в формулу Р может быть 
свободным или связанным. Выбор альтернативы определяет­
ся индукцией: 

а) Всякое вхождение переменной в. атомарную формулу 
свободно, 

б) Всякое вхождение переменной в формулу ~1(P) или в 
(Pi)*(Pz) (* — любая связка) свободно (соответственно свя­
зано) в точности тогда, когда свободно (соответственно 
связано) соответствующее вхождение ее в Я (или Pi , 
или Я2). 

в) Всякое вхождение х в формулу Vx(P) или ax(P) 
связано. Вхождения остальных переменных таковы же,, 
как в Р . 

Формула называется замкнутой, если в ней нет свободных 
вхождений переменных. 

Наконец, пусть х — переменная, t — терм, Р — формула. 
Мы говорим, что х не ограничивает t в Р, если после под­
становки t в Р- вместо всех свободных вхождений х в Р все 
вхождения переменных из t остаются свободными в новой 
формуле. 

Эти определения понадобятся нам ниже, при описании ло­
гических аксиом. 

2.5. Правила вывода, а) Формула Q называется непос­
редственным следствием формул Р и (P)-*(Q) по правилу 
MP (modus ponens). 

б) Формула y x Q называется непосредственным следст­
вием формулы Q (х — любая переменная), по правилу Gen 
(обобщение). 

2.6. Формальный вывод. Пусть $ —некоторое множество 
формул данного языка. Последовательность формул 
Рг, Р2, . ..,Pn — Q называется выводом формулы Q из #, если 

а) Л 6 1 ; 
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б) для каждого £ > 2 либо Р-6$. либо Pt— непосредст­
венное следствие Я ; , Pk для _/, fe<i—.1 по МР, либо 
Р1 — непосредственное' следствие Я- для -/<:£ —1 по Gen. 

Утверждение «существует вывод'Р из #» кратко запи­
сывается в виде CS\-P-

Формальный вывод Р из с£ призван быть аналогом 
доказательства Р, исходя из ПОСЫЛОК С£. Однако это 
представление будет адекватным, лишь если множество 
Ч достаточно велико: ч должно включать в себя формаль­
ные эквиваленты всех логически безупречных рассужде­
ний, которые «истинны независимо от истинности, своих 
составных частей». Эти формулы называются логическими 
аксиомами (языка L-), и мы их сейчас опишем. 

2.7. Логические аксиомы, а) Т а в т о л о г и и. 
О п р е д е л е н и е , Формула. Р называется тавтологией," 

если существует такое конечное множество формул Р., . . . , 
. . . , Рп, что выполняется следующие два условия. 

1) формула Р получается из Ри .•.., Рп за конечное число 
применений правил (Q), (Qi) * (Q2) к Р\, .. ., Рп и к ранее 
полученным формулам (ср. 2.3 в) ) . 

2) Пусть ср : (Р1, . . .,P„){to}{0,l}—любое отображение 
(«функция истинности»). Тогда ср(Р)=1, где ср(Р) вычисля­
ется индуктивно по правилам: 

т ( |CQ))--1 —T(Q)" 
T((Q1)A(Q2))—rain(<P(Ql),f(Q2)); 
Т ((Qx)V(Q2)) = max (<p (Q-), cp 

? ((Qi) - (Q2))=1 - <P (Qi)(i - <? (Q2)>; 
>((QiMQ2))-=i- l?(Qi)-«p(Q2) | . 

Вероятно, первая содержательная теорема математиче­
ской логики — это результат о том, что множество тавтоло­
гий имеет в некотором смысле слова «конечный базис». Мы 
не будем ее формулировать здесь за ненадобностью. 

б) А к с и о м ы с к в а н т о р а м и . Это множество фор­
мул следующего вида (Я, Q — любые формулы, л;—-пере­
менная, t — терм; часть скобок опущена): 
V.?c(P->Q){to}(P{to}vxQ), если х не.входит в Р свободно; 
Ух1~\Р)++—\(йхР); 
VxP(x)^-P (t), если х не ограничивает t в Р (см. конец 
п. 2.4). В; последней «схеме аксиом» применяется следующая 
сокращенная запись. Пусть Я—-некоторая формула, 
л.1, .. .,хп — переменные, tu .. .,t—термы. Тогда P(x1, . . . ,хп) 
означает то же самое, что и Я, a P( t1 , . . . , t„ ) означает. 
результат подстановки в Р. терма t- вместо каждого из 
свободных вхождений переменной хг в Р, . . . . терма tn 
вместо каждого из свободных вхождений переменной хп в Я. 
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Множество всех тавтологий и аксиом с кванторами сос­
тавляет систему логических аксиом языка L1. 

2.8. В конкретных языках, ориентированных на те ИЛИ 
иные математические теории, выделяется еще класс формул, 
называемых специальными аксиомами. Скажем, в языке 
арифметики, где есть символ операции сложения, может быть 
формула-аксиома «сложение коммутативно». 

Приведем еще описание специальных аксиом равенства, 
общих для многих языков. 

Отношение ранга два, = (с записью tx — t2 вместо 
==^Х,Щ называется равенством, если в языке рассматри­
ваются лишь выводы из множеств cg, содержащих все фор­
мулы вида (аксиомы равенства): 

Ух{х=х)\ 
{х=у) {to} (P'(x, x) {to} Р (х, у)), 

где Р(х, у\ есть результат подстановки у вместо части сво­
бодных вхо'ждений х в Р. 

Некоторые авторы относят аксиомы равенства к числу 
логических аксиом. 

2.9. Цели формализации. Экспериментально установлено, 
что для любой математической теории существует языкпер-
вого порядка,-на который могут^быть адекватно переведены 
(формализованы) тексты этой теории. Более того, сущест­
вует универсальный ' язык (Цермело—Френкеля или Гё-
деля—Бернайса, см. § 7), годный для «всей» математики-
Кавычки относятся к одному важному классу исключений: 
теория текстов на языке должна быть формализована на 
другом языке, который, однако, может быть изоморфен дан­
ному. (Отождествление формального метаязыка с формаль­
ным языком, приводящее к парадоксам самоописания, было 
важнейшим техническим приемом Гёделя при доказательст­
вах его знаменитых теорем о неполноте). 

Формальная запись текстов (или хотя бы установление ее 
возможности) преследует несколько целей. 

а) Исторически она возникла из естествейного желания 
математиков разобраться в структуре и логических основах 
своей науки. 'Само обнаружение конечного (и очень неболь­
шого!) числа принципов, на которых строится все здание ма­
тематики, было, вероятно, важнейшим открытием логики. 
Гильберт придал этой идее .новый оттенок, усмотрев в ней 
рабочее решение философского вопроса о существовании ма­
тематических объектов; он предложил заменить проблему 
осмысленности текста проблемой его непротиворечивости. 
После Гёделя мы ясно понимаем ограниченность ЭТОГО реШе-
'НИЯ. 

16 



б) Лишь формализованный текст может в. свою очередь 
стать объектом мало-мальски сложного исследования. 

в) Хотя формализация практически никогда не проводит­
ся ПОЛНОСТЬЮ, последовательные приближения к ней являют­
ся важнейшим приемом соблюдения гигиены, который позво­
ляет сообществу математиков убедиться в том, что то или 
иное рассуждение является правильным и его результаты 
могут служить базой дальнейших работ. Психологически ин­
тересный феномен состоит в том, что, по-видимому, сущест­
вует оптимальный для человеческого мозга уровень форма­
лизации. Как понижение, так и превышение его приводит к 
утере интуиции и резкому увеличению количества ошибок. 

г) Максимальная степень формализации оказалась необ­
ходимой для общения с ЭВМ. 

2.10. Принципы формализации. Перевод текста на фор­
мальный язык неоднозначен и является творческим процес­
сом, Отдельные его элементы, в основном, приемы сокращен­
ной записи, которые только и делают перевод физически 
осуществимым, могут быть описаны и исследованы; некото­
рые образцы см. ниже, в §§ 3, 7, 8. B целом перевод являет­
ся искусством и научиться ему можно лишь после обильной 
практики. 

Стоит отметить, что такая общественная практика оказа­
ла сильное обратное влияние на вид неформальных матема­
тических текстов новейшего времени. Понятие «структуры» 
Hi Бурбаки и его систематическое использование во всех 

• книгах и работах этой школы несет на себе очевидный отпе­
чаток формального языка теории множеств. 

§ 3. ЯЗЫК ТЕОРИИ ВЕЩЕСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ 

3.1. В этом параграфе мы опишем конкретный язык, ори­
ентированный на теорию вещественных чисел. Это значит, в 
частности, что переменные х, у, г,. . . должны рассматривать­
ся как имена вещественных чисел. Однако при попытке 
записать на языке первого порядка интересующие нас ут­
верждения, например, гипотезу континуума КГ или даже' 
просто аксиому полноты (отличающую множество всех ве­
щественных чисел от рациональных), мы обнаружим, что не 
в состоянии этого сделать. Действительно, в этих формули­
ровках речь идет о произвольных подмножествах (или одно­
местных отношениях) вещественных чисел, тогда как в язы­
ках первого порядка нет символов для переменных отноше­
ний: это выражается, например, в запрете рассматривать 
формулы вида YP(P(U, • • •. in))- Поэтому нам придетсярас-
смотреть язык второго порядка L2 Real. Позже, при разборе 
языка множеств, читателю будет полезно сравнить ситуацию 
с нынешней и понять, почему язык первого порядка теории 
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множеств несравненно более выразителен. При описании 
языка мы будем кратки, отмечая в основном его специфику, 
связанную с ориентацией и особенностями второго порядка. 

3.2. Язык Z.-2-Rc.al. Алфавит состоит из символов перемен­
ных X, у, z,...; переменных функций ранга' \:f,g,h,..., кон­
стант 0, 1; операций -+, • ранга 2, отношений = , < ранга 2; 
связки, кванторы, скобки, запятые — те же, что в языках Li. 

Т е р м ы — это х, у, г,... и 0, 1; а также / (/), tvt2 и / i + 
+f2, если / — символ функции, t, t\ и ts — термы. Термы — 
имена вещественных чисел. 

А т о м а р н ы е ф о р м у л ы : /1 — /2 и t{ <t2, где U — тер­
мы. 

Ф о р м у л ы определяются'индуктивно в точности, как в. 
языках Li, со следующим дополнением: vf(Q) и з/(<2) — 
формулы, если Q — формула, f — символ переменной функ-
ции, 

Понятия свободного вхождения переменной (х или / ) , 
замкнутой формулы и т. д. очевидным образом переносятся 
на наш язык. ' , 

Подразумеваемая стандартная интерпретация формул 
языка должна быть очевидна из определений и следующих 
примеров формул, 
• 3.3. Формула Z(y): «у — целое число». Способ записать 
это, вероятно, не совсем очевиден:, мы пишем «у можно по­
лучить, прибавляя (или вычитая) 1 к 0», или-«любая функ­
ций / с периодом 1, обращающаяся в нуль в нуле, обращает­
ся в нуль в у», что дает: ' , 

^(^-•V/((/(0)==OAV^(/,:(A:)-—/(;c+l))){to}/(y)=0).4 , 

3.4. Формула КГ: «любое подмножество в R либо равно-
мощно R, либо счетно, либо конечно». 

Подготовленная словесная формулировка: «Для множест­
ва нулей любой функций (h) либо существует функций (g), 
отображающая его на все Д, либо существует функция (/), 
отображающая целые числа на него». 

Формула: 

К Г: Yh (я^Ууа х (h (x) — 0 л у --= g (х)) V 

V(Я/Уу (Л (у) —0{to} Ях (Z (л;)Ау=-/ 
Обратите внимание, что Z(x) входит в КГ как составная 
часть. ,- , 

'Запишем еще аксиому полноты:, 
3.5. Формула П: «любое ограниченное 'сверху подмно­

жество в Я (множество значений функции / ) имеет верх­
нюю грань (г)». 
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• д : v / (ayvx (/ (x) < у) {to} azVi/ (v.* (/ (x) < y)++z < r./». 
Все остальные интересующие нас формулы пишутся еще 
проще и не потребуют специальных комментариев. 

§ 4. БУЛЕВА ФУНКЦИЯ ИСТИННОСТИ 

В этом параграфе мы дадим точное о.прсделение свойст­
ва «истинности» замкнутой формулы языка L2 Real, нефор­
мально описанного в § Г Подчеркнем, что оно не является 
абсолютным, а зависит от выбора оснрвного вероятностного 
пространства В, которое используется для конструкции «мо­
дели» вещественных чисел. J 

4.1. Алгебра истинностных значений. Как в § 1, положим: 
/ — некоторое множество; 
Q — [0, l ] ' с мерой Лебега; 
В — алгебра измеримых множеств 8 по модулю подмножеств 
меры нуль; 
О — класс пустого множества в J5; 
1-класс 8 в В. 

В алгебре В определены следующие операции: 
а'-«дополнение» к элементу а(*В; 
ал-' — «пересечение» элементов а,Ь(±В; 
ауЬ — «объединение» элементов a,bQB± 
которые удовлетворяют обычным тождествам и определя­
ют на В структуру булевой алгебры. Мы пишем а < Ь, если 
a,f\b=a. 

Более того, операции пересечения и произведения одно­
значно доопределяются на бесконечные семейства элементов 
и продолжают удовлетворять обычным тождествам, которые-
выполняются в алгебре всех подмножеств любого множест­
ва. Мы не будем проверять это. Отметим лишь,'что здесь 
существенно отождествление множеств «по модулю нуля» 
и ЧТО тождества типа (A mod 0) л (-S mod 0) = (An В) mod О 
уже не переносятся на случай бесконечных семейств. 

Наконец, В удовлетворяет условию счетиости: если 
Vаа—Л и <залар=-0 для аф$, то а а ^ 0 не более чем для 
счетного множества индексов а. Это вытекает из положи­
тельности и аддитивности меры Лебега. 

Технически говоря, В является полной булевой алгеброй 
с условием счетности. Ее точное происхождение и наличие 
на ней меры играют менее важную роль. 

4.2. Интерпретационное множество. Мы введем сейчас 
большое множество Л, каждая точка которого I будет 
состоять в приписывании некоторых значений всем символам 
алфавита языка &2Real. После фиксации % каждая формула 
языка окажется конкретным высказыванием об измеримых 
функциях на Q и функционалах над ними. 
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_ Положим для этого: 
R—множество измеримых функций на 8; 
R(l)-----множество всевозможных отображений ./?-->/?, которые 
удовлетворяют условию 

^x,~yGR (множество {u>£Q\ х (и) = у (т)} .*£ 

<множество {ю6 |̂ 7(x)H—/(#)(--)}mod0). 
Интуитивный смысл определения RW таков. Если исклю­
чить в нем условие «mod 0», то требование будет означать 
просто, что значение случайной величины f(x) при каждом 
испытании должно определяться значением х при этом 
испытании. Конечно, это очень естественное требование, 
если мы хотим, чтобы / адекватно отображали свойства 
обыкновенных вещественнозначных функций в смысле § 1. 
Добавление «modQ» ослабляет это условие до требования 
«с условной вероятностью единица». 

Теперь вернемся к множеству М\ одна точка %&J6 состо­
ит в выборе 

x'6-/? для каждого символа переменной х\ 
f^&R^ для каждого символа переменной функции ./. • 

Опишем интерпретацию выражений языка, отвечающую 
выбору -;. 

а) Термы. Пусть t — терм, \£Л. Тогда t^QR — случайная 
величина, определяемая очевидным индуктивным процессом. 

б) Функция истинности || || на атомарных 
формулах. Пусть Я-—атомарная формула г?1</2 и л и 

ti-=-/-. Ее истинностным значением в точке \£М называется 
элемент алгебры В, который определяется так: 

ll*i <А11 (-) = 062 11\ И < t\ (ш)} mod 0. 
Аналогичное определение относится к t1 = t2. 

в) Функция истинности ||Я||(-;)вобщем случае . 
Общее определение индуктивное (ср. с определением 
тавтологий в п. 2.7 а)). 

IPPUHIPir; 
Pv-QIHIjlvllQII; 
II-0AQIH'II-0IIAIIQII; 

| |P{to}Q| |- | |p|rv | |Q | |; 

. Л\Р^\\-тМЫ\Р\\'л¥№-
В этих пяти формулах для краткости опущено указание 5. 

Наконец, 
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||v-*P|| (•?)— л ||-°||(^) (по BeeM £'» отличающимся от .И лишь 
изменением х); . 

\\я.хР\\(1)=у\\Р\\'(¥) (по тем же Г) 

и аналогично c кванторами по переменным функциям. 
Интуитивно, значение функции истинности утверждения 

о случайных числах—-это множество испытаний (modO), при 
которых это утверждение становится истинным как факт 
о вещественных числах. 

4.3. Лемма. Если Я—-замкнутая формула, то ||-°||(-:) не 
зависит от выбора -.бж и принимает только значения О 
или 1. 

(Устанавливается несложным' индуктивным рассуждением 
по длине описания Я. Удобнее доказывать более общий 
факт: если Я — любая формула, а . и , ' не отличаются на 
переменных, входящих в Р свободно, то ]|Я||(£) = ||Я|| (•;'))• 

Это общее значение ||P||(-;) мы можем обозначить просто 
||Р||. Теперь мы в состоянии сформулировать основное опре­
деление этого параграфа: 

4.4. О п р е д е л е н и е . Формула Р языка L2Re.al назы­
вается «ИСТИННОЙ», если |[Я||(Е)-=1 при всех %Ъ.М. 

§ 5. НЕВЫВОДИМОСТЬ КОНТИНУУМ-ГИПОТЕЗЫ В L2 Real 

5.1. О с н о в н а я л е м м а , а) Правила вывода сохраняют 
«истинность». 

б) Логические аксиомы языка L2 Real «истинны». 
в) Специальные аксиомы языка L2 Real- «истинны». 
г) КГ не «истинна», если Card />соь 
Отсюда вытекает 
5.2. Т е о р е м а . КГ не выводима из аксиом в языке 

LsReal. 
В этом параграфе мы приведем те фрагменты доказа­

тельства основной леммы, которые существенны и для «на­
стоящей» теоремы Коэиа, а не только для нашей модельной 
задачи. Отметим, что теорема 5.2 слабее теоремы Коэна по 
той причине, что язык Li Real содержит гораздо меньше вы­
разительных средств, чем язык теории множеств. Хотя на 
нем и формулируется континуум-гипотеза, в силу общих ре­
зультатов Гёделя нет никаких оснований ожидать, что вооб­
ражаемое ее доказательство тоже обязано допускать форма­
лизацию на этом языке. Например, для вывода могло бы 
потребоваться введение функционалов от функций, функцио­
налов от функционалов и т. д. Язык теории множеств содер­
жит средства для одновременного рассмотрения всех этих ко­
нечных и даже трансфинитных уровней. 
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- • 5.3. Доказательство 5.1а). Если LP И 1 и ||P{to}Q||--=1, 
т о при _ о и ||P||'V.|Q||=-> 0ТКУДа I/QII-— *- . „ , 

Если ||Я|| = 1, то \\РШ) = \ Для в с е х ^ -А но тогда (-
пробегает изменения \ по x): 

Аналогично разбирается Оеп по функциям. 
5.4. Доказательство 5.16) (набросок). 

Т а в т о л о г и и . Есть два способа проверить «истинность» 
тавтологий (определение которых в языке Z2Real такое же, 
к а к в языках 1Х). Один способ состоит в том, чтобы рас­
смотреть по очереди элементы некоторого конечного бази­
са тавтологий и вычислить их истинные значения по фор­
мулам из п. 4.2. Пример: 

llPMQ^pm=UPm'vi\Q^P\№=. 
H|-Wvll«'v|™—i. 

Список базисных тавтологий см. в [3], § 4. 
Другой способ не требует теоремы о конечности бази­

са, но опирается на результат из теории булевых алгебр: 
е с л и элемент а£В' при всех гомоморфизмах конечно порож­
денной булевой алгебры В' в булеву алгебру {0, 1} пере­
х о д и т в 1, то,а-=Ь'. Из этой леммы «истинность» тавто­
логий следует сразу же, потому что формулы из п. 4.2 в 
применении к булевой алгебре {0, 1} превращаются в фор­
мулы из п. 2.7а), так что истинностное значение тавтологии 
при всех гомоморфизмах В' в {0, 1} переходит в 1. В качест­
ве J3'cB нужно взять подалгебру1, порожденную значениями 
истинности всех подформул данной тавтологии при фикси­
рованной точке iQJi. 

А к с и о м ы с кв а н т.о р а м и. Доказательство получа­
ется индукцией по длине описания формул, входящих в схе­
мы аксиом, и является вполне прямолинейным, так что мы 
его опускаем. 

5.5. Доказательство 5.1в) (набросок). Мы ограничимся 
указанием списка аксиом и краткими комментариями. 

С п е ц и а л ' ь н ы е аксиомы т е о р и и м н о ж е с т в : 
это аксиомы равенства (п. 2.8) и (схема) аксиом выбора: 

АВ: УхЩР (х, у) {to} ZfYxP (x, / (*)), 
где J 0 -любая формула, не имеющая свободных переменных, 
кроме х и у, я у не ограничивает / в Р. 

С п е ц и а л ь н ы е аксиомы т еории по лей: аксиомы 
аддитивной группы, мультипликативной группы, дистрибу­
тивности сложения относительно умножения. 

С п е ц и а л ь н ы е аксиомы п о р я д к а : 
х<МУ<х; 
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(x<yfry<x)*->-x=у; 
л;<£/->(х + г:<у + г:); 
x<y/\Q<z-+xz^yz. 

А к с и о м а п о л н о т ы (п. 3.5). 
Наибольших усилий требует проверка «истинности» ак­

сиом выбора и полноты- Характер вычислений при этом, од­
нако, аналогичен вычислениям в доказательстве «ложности» 
КГ, которые мы проведем подробно ниже. Поэтому эти про­
верки мы здесь опускаем. . 

Первая аксиома равенства тривиальна. Вторая 'проверя­
ется сначала для атомарных формул Р, затем проводится 
индукция по длине описания Р. Рассуждения довольно кро­
потливые, но простые. 

Аксиомы упорядоченного поля проверяются без труда. 
Ограничимся одним примером: «ненулевое число имеет об­
ратное»: 

[|vx(~((x-=6){to}3y(A-y-=1))H_A(i|x = 0||rV_V_||3.& = ll|). 

Чтобы проверить, что это значение равно 1, достаточно 
установить это для каждого члена с фиксированным значе­
нием xQR, ДЛЯ чего в свою очередь достаточно построить 
яо _x такую случайную величину ~y£R, что ||x = 0||'V 
\/\\ху= 1Ц — 1- Для этого положим 

[х(щ)_1, если x(co)----0; 
{ 0, если x((o)=-.0. 

5.6. Доказательство 5.1 г). Напомним сначала, как вы­
глядит КГ: 

vh (agyc/ax (h (x)=0 л у=g (x)) V 
V (я/ vy (It (у) = 0 -> ях (Z (х) л у=/ (x))))) • 

Обозначим через Я-, Р2 первую и вторую альтернативы в 
этой "формуле: КГ имеет вид 4h{P\\/PJ). Мы хотим дока­
зать, что для любой точки \^М имеем ||Vh(P1V./->2)l|(-)—0. 
•Согласно определению в п. 4.2 ' , 

. ||VA (/--iV-̂ a) || (6) -= /\ (П-Р,!!̂ ') 
где V пробегает все изменения i- no h. Чтобы проверить, 
что это значение равно 0, достаточно установить сущест­
вование такой точки V, что ||-*°г|| (--/) = ||-̂ Э2|1 (̂ ')—=0- Посколь­
ку в /-*! и Р2 все переменные, кроме /г, связаны,_отыскание 
¥ равносильно выбору hv =h6-R(1). Мы укажем h явно: это 
•будет функция, «множество нулей которой имеет промежу­
точную мощность». 
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С этой целью, как в § 1, фиксируем подмножество / с / 
мощности, строго промежуточной между % и Card/. На­
помним, что xfiR для каждого гб/ есть функция «г-я коор­
дината». 

Далее, для каждой случайной величины xQR выберем 
такое подмножество Q(x)c2, что 

. V ||.x=-x}||-=Й (x) mod О 

(здесь используется полнота 5). Наконец, определим hQR{1'* 
положив для каждой xGR И »€S: 

Л(.Зс)(ш)-=-|9' если fflGQ (-*); 
v •"• ' [1 иначе. 

5.7. Утверждение о корректности, a) h{x) как_ функ­
ция от ш (при фиксированном х) измерима, так что h отоб­
ражает R в R. 

б) Для каждой x£R имеем: 
||A(x)=0||-V \\x=xf\\. 

JQJ 

в) hQRW (см. п. 4.2), так что существует точка z'GJf,. 
для которой №—Тг. 

Доказательство, а) /г(х) принимает на 2 всего два зна­
чения, 0 и 1, и множества уровня этих значений измеримы 
по определению и свойству полноты 5. 

б) Очевидно из определения. 
в) Мы должны проверить, что для всех x, yQR имеем: 

{о>е2|]с(а)).= ~(ш)}С{а)еа|А (.Зс)(ш) = А (.у)(ш)} modO. 
Покажем, что множество точек шб-2, для которых одновре­
менно x(u)) — y(u>) и Е(х)(ш)^Ъ(у)(ш), имеет меру нуль. 

Достаточно разобрать случай Л(;ё)(ш)=---0, Н(у)(ш) = \,. 
т. е. установить, что 

llx = y||A||A(x) = 0||A|rh(3')=l||-=0. 
Запишем-второй множитель в виде у ||-̂  = -xy|i (см. 5.7 б)) 
и применим к нему и первому множителю правило дистри­
бутивности (используется полнота В). Учтем, кроме.того,. 
что ||^=y||A||x=xy||<||y=x ; | |. Тогда получим: 

. p = ^ | |A | |h (x)-0 | |<V| |y-^ | | — ||A(y)—0||, 
•'б 

откуда и следует требуемое. 
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Пояснение. Выбор ft—существенное место доказатель­
ства, и мы хотим его мотивировать. 

Напомним, что /г —это название той функции, мощность 
множества нудей которой нас интересует. Выбор конкрет-
.ной Ъ ДЛЯ «опровержения» КГ осуществляется так, чтобы 
среди «почти всюду нулей» h были элементы множества 
{Xj\jQJ}, которое имеет промежуточную мощность в наив­
ном смысле слова (ср. § 1). Однако 7г не может быть каким-
угодно отображением R в Д: на нее наложено сильное 
ограничение TiQRW. Поэтому вместе со всеми Xj в множество 
«нулей И почти всюду» может оказаться неизбежным вклю­
чить еще какие-то y6R, а также «частично включить» ка­
кие-то zQR. Последнее выражение есть попытка передать 
возможность того, что р(г)—0|| есть не 0 и не 1, так что 
г является нулем Ъ с «некоторой вероятностью». 

Таким образом, «множество нулей» Л может оказаться 
больше, чем мы хотим, так что естественно ожидать за­
труднений в доказательстве того, что его нельзя отобра­
зить на все Я (альтернатива Р1). Казалось бы, это обстоя­
тельство сделает тривиальным опровержение альтернативы 
Р2 (Z нельзя отобразить на множество нулей), однако, и 
это неверно! Как мы уже отмечали, окажется, что 
||Z(x)|] = 1 для многих х, не являющихся постоянными цело-
значными функциями на Q, да.к тому же ||Z(x)||-7--0, 1 еще 
для каких-то х, так что «множество целых чисел» в нашей 
модели также резко возросло. 

Последнее замечание: в нашем обсуждении по существу 
возникло понятие «^-случайного множества», которое будет 
центральным в последующем изложении (см. § 9). Именно» 
«множество нулей h» является случайным-в том смысле, 
что для каждой zQJR утверждению «zg (нули Л)» естествен­
но приписывается булево значение истинности ||A(z)=0||. 

Теперь вернемся к прерванному доказательству того, 
что ||КГ|| = 0. 

5.8. Доказательство. ||-°1||(£')—0. Согласно правилам 
вычисления функции истинности находим: 

11-°1||(^=УЛу{||М-*)--0||Л||У-г(л)||} 
_ , S У х _ 

(h определена выше, g пробегает все элементы Т?*-1), а 
х, г/ —все элементы R). Мы предположим, что ЦР1Ц (^)^Q-
и придем к противоречию. Обозначим это значение через. 
Va(g). 
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Если^оно -7-.0, то a (g)=£0 для какой-то конкретной функ­
ции g"6R(I). Выберем ее и положим 

a = AV (V llx=x,\\A\\y=g{x)\\). 
У X ]& 

•Здесь V появилось как замена ЦД(я)=--0|[ в силу 5.7 6). 

Далее, ||x-=x;||A||#—.{cdot}?(x)||<||y—g^ll. Пользуясь этим и 
дистрибутивностью, находим: 

a<AV||,y—ffC«;)ll. 

"В частности, для каждой х{ вместо у 
• a<V||xi=i(xy)||. 

Если, как мы предположили, а=£0, ТО для каждого I найдет-
*ся j(t)& "такой, что 

, \\xi=~g(xm)\\*0. 
'Поскольку / несчетно и Card/<Card/, должен существо­
вать такой индекс /обЛ что у'о-=/(£) для всех i из несчет­
ного подмножества / 0 с / . Это, однако, противоречит_условию 
•ечетности для В, потому что члены семейства \\х -g(xj t) 
(ig/-) попарно не пересекаются. В самом деле, 

, llx'1-=^(x/,)||A||xi2—g(x/o)||<||^I— Я | | = 0 , 
•если l\=hi%. 

Обратите внимание, в какой мере это рассуждение 
.-параллельно «наивному» из §1. Функция g, по предположе­
нию, отображает нули h на R «с ненулевой вероятностью». 
Но точный смысл вычислений едва ли поддается словесной 
формулировке. 

Вычисление ||.2(«/)||. Формула Z(y), ну—целое число», 
выписана в п. 3.4. Так как она входит в Р2, вычисление 
•||2'(у)|| необходимо для вычисления ||P2|j. 

5.9. Лемма, Пусть y]QM, y^ = yBR. Тогда ; 

R ^ I N - V \\у ==п\\ = {шв&\ У («>)&} ™d0. ,'' 

Доказательство. Мы должны установить, что 
. A(||/(0)—o||/v(y||7(x)—7(x+i)||Ov||7(y)—o||) — 

f • х , 

= V \\У = n||-

Проверим no очереди неравенство в обе стороны. 
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Неравенство < . Достаточно найти конкретную функцию 
f£Rm, для которой соответствующий член левой части 
содержался бы_в правой части. 

Определим/, положив jF(x)(u>)----sin2itx(--) (вместо sirfi-g 
можно взять любую измеримую функцию R-^R с периодом 
1 и нулями только в целых точках). Легко видеть, что 
7ШЯ и JeRm. Тогда \\f (0)=0||'=-0 и'ЦГ(x)=- 7(* + 1)||' = 0 . 
Поэтому нужно лишь проверить, что 

||sin2^ — 0||< Vj|y — / i | | , 

а это очевидно. 
Включение > . Достаточно проверить, что для любых 

фиксированных значений nQZ, J^R{1\ yQR, имеем: 
,.- I1WW p=||F(0)—oirv(v||f(x)—f"(i-+i)ir), 

b-=|]f(r/)=0||. 
Но включение a<b\/c равносильно тому, что a/\cr<b. 
Далее, в нашей ситуации ! 

'аЛс' = \\у = п\\Л\\1№=0\1'<\\7(п)=Щ' 
(п 'под знаком /—постоянная случайная величина, всюду 
равная п). • ' 

Поэтому достаточно убедиться, что 
]| J(n)=о|Г < || f(o) —oir v(v|| № - f(x+1)||0 , 

X 

или, переходя к дополнениям, что 
l|f(n)=oii>i!f(a)--=o;|A(A|ir(x)— f(*+i)ll). 

X 

Мы лишь увеличим правую часть, если оставим в ней толь­
ко члены, отвечающие x = 0 , 1 , 2, . . . , ti — \. Ho пересечение 
этих членов, очевидно, равно 

l|f(0)—0||A||f(0)—f(l)^ ... =Дя)||<||7(/г)-=0||. 
5.10. Доказательство ||Р2||(£0—0. По правилам вычис­

ления ||Р?||, учитывая предыдущую лемму, находим: 
liP2||(.0==yA(||h(y)-0irvy(V||i"—/i||A||^—7(x)||)). 

f у х " _ 

TaK как /QR{1\ имеем ||x—n||<i|f(x)—7(n)||, так что 
l|x=nllAl|y—7(x)ll<l|y=7(n)l|. 

Далее, достаточно доказать, что член, отвечающий 
• любому конкретному выбору f, равен 0. Допустим, что это 
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не так, и придем к противоречию. Пусть аФ 0—член, отве­
чающий / . По сказанному, 

«<A(l|A(y)=-=0|rvv|^=7(«)||). 
1. п 

В частности, для каждого JQJ мы должны иметь (cxf 
вместо у): 

a<V||x/-7(n)|| 
я 

(учесть, что ||А(л:/) = 0||/'==0. в силу 5.76)). Значит, для 
каждого ; должно найтись такое целое число n(j), что 
||лГу=-= .̂ "(/z. (/))|| =(=0. Так как J несчетно, существует n0 и не­
счетное подмножество . / - . с / таких /, что «(/)--=«- для всех 
УобЛ- Тогда \\Xj=J(n0)\\, j£J0 образуют несчетное множе­
ство ненулевых попарно непересекающихся элементов E . 
ЭТО противоречит условию счетиости для 5 . 

§ 6. НЕФОРМАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ МНОЖЕСТВ. 
ОРДИНАЛЫ И УНИВЕРСУМ ФОН НЕЙМАНА 

6.1. Предпосылки канторовской «наивной» теории мно­
жеств СВОДИЛИСЬ к следующим: множество может состоять 
из любых различимых элементов (физического или интеллек­
туального мира); множество однозначно определяется набо­
ром своих элементов; любое свойство определяет множест­
во объектов, которые этим свойством обладают'. 

Формальный язык теории множеств, который будет опре­
делен в следующем параграфе, призван описывать более 
ограниченный класс множеств (универсум), чем канторов-
ские. Часть этих ограничений вызвана соображениями удоб­
ства, другая часть — желанием избежать так называемых 
«парадоксов». Это дает «оценку сверху» для рассматривае­
мых классов, «Оценка снизу» определяется желанием, чтобы 
рассматриваемый класс множеств был замкнут относительно 
всех математических конструкций, необходимых для реали­
зации той или иной части (в идеале «всей») содержательной 
математики. 

6.2. Вслед за Церме'ло, фон Нейманом и другими мы рас­
сматриваем два основных ограничения на множества. 

а) Элементами множеств могут быть лишь множества. 
В частности, в универсуме фон Неймана V (см. ниже) лю­
бая цепочка включений ХоЭ Xi9 X2E) ••• обрывается, и, зна­
чит, последним элементом ее обязательно является пустое 
множество. Таким образом., все множества V строятся «из 
ничего». 

б) Предположение о том, что всякая совокупность хотя 
бы таких множеств образует множество, немедленно приво-
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дит к противоречию (Бурали—Форта, Расселл и др.). В част­
ности, совокупность всех множеств универсума множеством 
не является. Поэтому требуется точная формулировка (по 
крайней мере части) тех свойств, которые приводят к мно­
жествам. Принятое их описание удобно делать на формаль­
ном языке, и мы отложим его до следующего параграфа. 
Здесь отметим лишь, что два основных формальных языка 
теории множеств — Гёделя — Бернайса' и Цермело—Френке-
ля — отличаются тем, именами каких - объектов являются 
символы переменных. У Цермело—Френкеля это имена мно­
жеств. У Гёделя—Бернайса это имена таких совокупностей 
множеств —- классов, которые • «не обязательно являются 
множествами», и свойство класса «быть множеством» спе­
циально определяется как свойство «быть элементом другого 
класса». Язык Гёделя—Бернайса изучен в гл. 4 книги Мен­
дельсона [3]. 

В этом параграфе мы опишем универсум фон Неймана, 
пользуясь общепринятыми средствами обычной содержатель­
ной математики. После описания формального языка мы 
вкратце объясним в §§ 7 и 8, как наши конструкции могут 
быть выражены на этом языке и оправданы аксиоматически. 

6.3. Ординалы. Пусть X — некоторое множество (или 
класс), на котором задано бинарное отношение < . Рассмот­
рим следующие свойства этого отношения: 

а) Г < Г для всех У&Х\ если К 1 <КаиК 2 <.К а , т о К ^ К в -
б) Для любых Y, ZQ.X либо Y<.Z, либо Z<Y, либо 

Y- = Z. 
в) Любое непустое подмножество (подкласс) X имеет 

наименьший (в смысле < ) элемент. 
Отношение < частично упорядочивает X, если оно удов­

летворяет а); линейно упорядочивает X, если оно удовлетво-, 
ряет а) и б); вполне упорядочивает X, если' удовлетворяет 
веем трем условиям а), б), в). 

Пусть (X, < ) вполне упорядочение. Начальный- отрезок 
X, определенный элементом У, — это вполне упорядоченное 
множество (Z, < ) , где Z — {Y'\Y'<Y). Как принято, говоря о 
вполне упорядоченном множестве, мы можем опускать явное 
указание порядка. 

6.4. Л е м м а . Пусть X, У — два вполне упорядоченных 
множества. Тогда имеет место ровно одна из трех альтерна­
тив: • 

а) X и У изоморфны; 
б) X изоморфно начальному сегменту У; 
в) У изоморфно начальному сегменту X. 
Изоморфизм, существование которого утверждается, оп­

ределен однозначно. 
В качестве предварительного определения мы можем 

теперь рассмотреть класс всех вполне упорядоченных мно-
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жеств, изоморфных данному вполне упорядоченному х, я 
назвать его ординалом. Два ординала а, р связаны отно­
шениями а — р, а-ЧР или ас-р в зависимости от того, какая 
из трех альтернатив леммы 6.4 выполняется для предста­
вителей XQa, Y6P (от выбора представителей это отноше­
ние, очевидно, не зависит). • 

Следующий шаг, естественно, СОСТОИТ В ТОМ, чтобы рас­
смотреть «все» ординалы как класс и показать, что —-, инду­
цирует па, нем отношение полного порядка, получив таким 
образом универсальную шкалу полного порядка. Здесь, одна­
ко, возникает излишняя сложность: мы должны обеспечить, 
чтобы класс вполне упорядоченных множеств, изоморфных 
данному X, сам образовывал множество,—иначе он не мо­
жет быть элементом. другого класса. Фон Нейману принад­
лежит изящная техническая находка, снимающая эту труд­
ность: вместо многообразия навязанных извне отношений 
порядка на X рассмотреть единственное отношение, задан­
ное внутренними свойствами. 

6.5. О п р е д е л е н и е . Ординалом называется множе­
ство X, которое вполне упорядочено отношением g между 
его элементами и транзитивно, т. е. если ZgFeX, то-
zex. t 

6.6. Теорема , а) Класс ординалов Оп вполне упорядо­
чен отношением абР (мы будем записывать его также а <р). 

б) Любое вполне упорядоченное множество изоморфно 
однозначно определенному ординалу а, а также однозначно 
определенному начальному отрезку ординалов (не прево'с-
хйдящих a U {а))-

Вот элементарные свойства ординалов. 
6.7. а) Конечные ' ординалы — это «натуральные числа» 

(и нуль) будущего универсума V. Так мы и будем их 
зачастую обозначать: 

, 0 = 0 , 1 = { 0 } , 2 -= {0 , {0 } } , 3== {0 , { 0 } , { 0 , { 0 } } } , . . . 
б) Ординал, непосредственно следующий за данным а,. 

есть аU {а]. Он обозначается также а-f-l, что для конеч­
ных а находится в согласии с отождествлением в пункте а). 

в) Ординал р называется предельным, если §=£а-\-\ ни 
для какого а. Первый предельный ординал со как вполне-
упорядоченное множество изоморфен {0,1, 2,3, . . ., п, ...}. 
Если а—-предельный ординал, то а =— U Р- Верно и обратное. 

Мы. будем пользоваться ординалами для трех главных: 
целей: доказательств с помощью (трансфинитной) индук­
ции, конструкций с помощью (трансфинитной) рекурсии и-
для измерения мощностей. Вот основные принципы. 

6.8. Трансфинитная индукция. Пусть С---некоторый; 
класс ординалов, причем 
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а) 06G; .•• ' 
б) если agC, то а + 1бС; 
в) если множество ординалов (а.) содержится .в С, то-

Ua.-eG. 
Тогда С содержит все ординалы. • 
Действительно, иначе существовал бы наименьший орди­

нал, не содержащийся в С; но он не мог бы быть пустым в 
силу а), предельным в силу в), и любым другим в силу б). 
В конкретных приложениях проверка а) и. в) часто оказыва­
ется тривиальной и опускается. 

6.9. Трансфинитная рекурсия. Пусть G — некоторая функ­
ция от множеств (в дальнейшем будет достаточно считать, 
что она определена на всех множествах универсума) со зна­
чениями в множествах. Тогда существует единственная функ­
ция от ординалов F, удовлетворяющая соотношению: 

F(a) = G (множество значений F на элементах а ) . 
Действительно, это соотношение однозначно определяет 

F(O) = G ( 0 ) , затем ^(1) = G({F( 0)}) , F(2) =G({F(0)} , 
{F(l)}) и т. д. Таким образом, если мы рассмотрим класс 
С таких ординалов, а, что F с нужным, свойством можно оп­
ределить на начальном отрезке ординалов < а , то этот класс-
будет удовлетворять условиям 6.8 и, значит, С — Оп. Единст­
венность устанавливается попутно (если F = Fy, .рассмотреть 
наименьший а с F(a)'¥=F'(а)). 

6.10. Измерение мощностей. Разные ординалы могут быть 
равномощными — например,- все ординалы со0, <Во+-> «о+ 
+ 2 , . . . (и многие последующие!)—счетные. , Однако- как. 
угодно далеко происходит скачок мощности. 

Ординал, который не равномощен никакому предшествую­
щему ординалу, называется кардиналом. 

Любой бесконечный кардинал является, конечно, предель­
ным ординалом. Далее, любое множество равномощно кар­
диналу, и притом единственному. Бесконечные кардиналы 
образуют вполне упорядоченный класс, который естественно' 
нумеруется ординалами. Итак: 

ш0—первый счетный ординал; 
Ш1 = первый ординал мощности>Card ю- (или п р о с т о 

>соо) = множество всех счетных и конечных ординалов; 
(о2 —первый ординал мощности >coi = множество всех ор­

диналов мощности <coi и т. д. 
Теперь мы можем дать наше основное определение., 

Напомним, что для любого множества X через 3°(Х) обоз­
начается множество его частей. 

6.11; О п р е д е л е н и е . Универсумом V (фон Неймана)' 
называется класс множеств U Va, где множество V„ опре-
деляется следующей трансфинитной рекурсией: 

V - o - 0 ; - • 
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Va— и Vp, если а —предельный ординал. 
Приведем некоторые элементарные свойства универсума V. 
6.12.1/1 = {0},1/2 = {0, {0}}, V W 0 . {0}.{{0}}. ( 0 , {0}}} 

и. т. д. Вообще, У. состоит из 22- • '-(я — 1 двоек)конечных мно-
00 

жеств. Множество Уш — IJ V.n счетно, a Vto0+i--=55(l̂ co„) уже 
имеет мощность континуума. 

6.13. Каждое множество Va транзитивно: если YQXQVa, 
то YQVo. (иными словами, l/acVa+i). 

Допустим,, что это неверно. Тогда должен существовать 
наименьший ординал a c.l/-.c£l^a+i, причем a > 2 . Если а не 
предельный, а =.В+1, YQXQVa и УФ!/"-», то противоречие 
получается так: 

потому что для [3 еще верно, что VpCVp+i по выбору а. 
Если а предельный, противоречие достигается аналогично 
•(находим т<а с Уб-XeVY- У^УЛ). 

Определим ранг любого множества X&V: ранг X = a, 
если -лб^о+ь и это наименьший а с таким свойством. Если 
Y6X, то ранг Х> ранг У + 1. 

6.14. Все ординалы принадлежат У; ранг a-—a. 
Покажем сначала, что a6l^a+i для всех ординалов а. Это 

так для а==0. Предположим, что а —наименьший ординал 
•с щУа+и Если а = р+1, то peVp+i, откуда р, {p}6Vp+2 = 
= ^(Vp+i) и, значит, а —[3 + 1—pu{f-}6Vp+2-=Va+i—противо­
речие. Если же а —предельный ординал, то a = 1J Р и 
1-6Vp+iCV0 по выбору а, так что <-.-= U pc[J l/p — VM и 
a6 (̂Vc(,) —Va+i — противоречие. Таким образом, ранг a < a ; 
аналогично доказывается- строгое равенство. 

6.15. Универсум V замкнут относительно стандартных 
операций над множествами: разность, объединение, пересе­
чение,. образование SP(X) и IJ У, «собирание» множеств, 
пронумерованных некоторым множеством: {XY}YQZ- В част­
ности, если X, УЕУа, то пара {X,Y}dVa+l. Мы пишем {X} 
вместо {Х,Х}-

6.16. Прямые произведения, отношения, функции также 
могут быть определены как элементы V с ПОМОЩЬЮ приема, 
•открытого Куратовским. Интуитивное. представление об 
упорядоченной паре множеств X, YQV реализуется с помо­
щью множества 

(X,Y) = {{X},{X,YMV. 
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Упорядоченные пары как элементы V характеризуются 
следующими свойствами: это множества из двух (возможно 
одинаковых) элементов X'', Y'\ один из них является под­
множеством другого (скажем, АГ'сУ'); если X'CY', T O X ' - -
= {X}— одноэлементное множество, и его единственный 
элемент X называется первым членом пары; Y' является 
не более двухэлементным множеством, и его отличный от 
X элемент Y (если он есть) или сам X (в противном слу­
чае) называется вторым членом пары. 

Подчеркнем, что это определение вводится для того, что­
бы при конструкции прямых произведений не выходить за 
пределы V и чтобы множество, отвечающее прямому произ­
ведению, МОЖНО было описать только в терминах отношения 
6 , т. е. на языке Цермело—Френкеля (см. следующий пара­
граф). " 

Упорядоченная n-ка множеств определяется как 

(Z-,...,X„) = (...((X.,X.-), X3),...). 
Прямое произведение: •» 

XXr = {(U, W)\U£X/\W&}-
Аналогично 

ХХХ • • • XX„ = ({cdot} • • ((X-XXOXXOX • •.)• 
Заметим, что, вообще говоря, (XXY)XZ=£=XX(YXZ)-
между этими множествами существует лишь каноническое 
взаимно однозначное соответствие. 

Бинарное отношение (или соответствие) г есть множест­
во (или класс), элементами которого являются только 
упорядоченные пары. Если r£V — отношение, то его область 
определения dom(r) есть класс всех первых членов эле­
ментов г, а область значений rng(r) есть класс всех вторых 
членов. 

Функция есть бинарное отношение, каждый элемент 
которого однозначно определяется своим первым членом. 
Таким образом, функции как отображения множеств в V 
отождествляются со своими графиками. Если / — функция, 
мы часто пишем W=f(U) вместо (U, W)£f. Кроме того, 

r\X) = {Y\f{Y)£X}\ 

•/I.X =.{(£/, W ^ e / | U € * } . 

Семейство {XY}Y^Z как элемент V есть функция, состоя­
щая из пар {(К, Xr)\Y&Z} и т. п. 

Еще раз подчеркнем: самое главное в этих определениях 
то, что мы не вводим никаких новых объектов, кроме 
элементов V, и никаких новых отношений, кроме выразимых 
в терминах б. Стоит также отметить, что в соответствии 
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с обычным пониманием, свойство элементов множества XQV 
есть подмножество УС.Х (состоящее из всех элементов 
с этим свойством). Поэтому YQY, так что свойства, и свойст­
ва свойств, и свойства множеств свойств . . . (с трансфи­
нитной итерацией) суть элементы V. 

Универсум V заслуживает своего имени. 
6.17. Покажем, наконец, что цепочки ХХ%Х2Ъ--- из эле­

ментов V обрываются. 
Мы установим, что если X непусто, то существует УвХ 

с YnX—0 (обрыв цепочек получается, если применить это 
утверждение к множеству X членов цепочки). Действитель-
но, пусть У —элемент наименьшего ранга в X (он существу­
ет, ибо ранги, будучи ординалами, вполне упорядочены). 
Если бы оказалось, что Х'[)У = 0, то элемент Z£Xf\Y 
имел бы ранг, меньший ранга К —противоречие. 

§ 7. ФОРМАЛЬНЫЙ ЯЗЫК 
И АКСИОМЫ ЦЕРМЕЛО-ФРЕНКЕЛЯ 

7.1. Это язык первого порядка X1Set (см. п. 2.2) с одной 
константой 0 и двумя символами отношений ранга два: б 
и -=. Как обычно, мы пишем хбу вместо Q(x, у) и аналогично 
для = . Из объединения, логических аксиом (п. 2.7) и спе­
циальных аксиом Цермело—-Френкеля-(см. ниже) по правилам 
вывода вытекают аксиомы равенства для — (п. 2.8; см.,. 
например, Мендельсон [3], глава .4). • 

Напомним, что символы переменных суть имена множеств, 
а 6 — имя отношения «быть элементом»; 0—имя пустого-
множества. 

Аксиомы Цермело—Френкеля формулируются на языке 
L{ Set, как и гипотеза континуума КГ, и. при доказательстве 
невыводимости КГ из аксиом нет нужды выходить за преде­
лы L\ Set. 

Однако, чтобы убедиться, что выводимые из аксиом фор­
мулы в языке Li Set действительно исчерпывают 'Содержа­
тельно доказуемые теоремы о множествах,, нужно написать 
формальные доказательства хотя бы достаточно большой 
части теорем. При этой оказывается, что сами формулы и 
формальные выводы резко сокращаются, и приближаются по 
структуре к неформальным, если разрешить расширять язык 
(т. е, его алфавит, а вслед за этим автоматически множество 
термов, логических аксиом, аксиом равенства и т. п.). На­
пример, существование неупорядоченной пары множеств 
гарантируется аксиомой, которая по существу эту пару опре­
деляет. Но специальной буквы (двуместной операции) для 
конструкции терма «неупорядоченная* пара х и у» в алфави­
те Li Set у нас нет. To же относится к терму «множество 
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всех подмножеств х» и т. п. Между тем, очень удобно иметь 
такие символы. 

Мы будем вводить их по ходу дела и, таким образом, пе­
риодически расширять язык (однако, не выводя его из клас­
са языков первого порядка). 

Существенно знать, ЧТО ДЛЯ нашей основной задачи это 
ничего не изменит, ибо невыводимые из аксиом формулы в 
L1 Set останутся невыводимыми и в расширениях. 

Это вытекает из следующего результата. Его доказатель­
ство одновременно описывает некоторые принципы перевода, 
о которых мы говорили в п. 2.10. 

Пусть U— некоторый язык класса Lx с равенством; 
Р'{х) — некоторая формула Z/, в которую х входит свобод­
но. Будем писать для краткости З-хР' (х) вместо ЯлР'(л:)Л 
/\УхЧу(Р! {х) /\Р' (у)->х*=у). (Таким образом, ЩхР'.(х) 
читается «существует единственный х со свойством Р'»). 

7.2. П р е д л о ж е н и е . Пусть %'—некоторое множест­
во формул в V', содержащее все логические аксиомы и 
аксиомы равенства. 

Допустим, что из $ ' выводима формула гАхиР' (и,уи...,уп). 
Рассмотрим язык L класса L-, алфавит которого состоит 

из алфавита U и нового символа операции / ранга п, 
если п>\, и константы / , если п = 0. Построим наименьшее 
множество формул % языка L, содержащее все логические 
аксиомы, аксиомы равенства, <$' и формулу Р'(/(уи ••-, у„), 
Уи---,Уп)- ^ 

Тогда существует явно описываемое отображение (пере­
вод) множества формул языка L в множество формул язы­
ка U', Q^-Q', со следующими свойствами: 

а) Если / не входит в Q, то перевод Q совпадает с Q. 
б) Для любой формулы Q и ее перевода Q' формула 

Q'-^-Q выводима из #. 
в) Если формула Q выводима из $, то ее перевод Q' 

выводим из ? ' . 
В частности, множество формул L', выводимых из, 4gr, 

совпадает с множеством формул L, не содержащих / и 
выводимых из Я. 

Доказательство (набросок). Перевод формул- Пусть п> 
>\ (случай n = 0 разбирается аналогично, но проще). До­
бавление f сказывается прежде всего на увеличении множе­
ства термов: в языке L есть термы / ( / ь . . -, tn), где f в свою 
очередь может входить в t\,.. ., tn, и т. д. Чтобы уменьшить 
количество упоминаний f при назывании f(ti, . . . , tn), прихо­
дится говорить обиняками: «такой х, что Р1(х, tu...,tn)». 
Это и есть основная идея перевода формул. Дадим теперь 
индуктивное точное определение. 

, а)'Терм f(tu---,tn) называется простым f-термом, если 
/ не входит Bti,...,tn. 
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б) Пусть Q — атомарная формула в L. Если,/ не входит 
в Q, назовем ее своим собственным переводом. Если / входит 
в Q, то существует простой f-терм, ВХОДЯЩИЙ В Q. Возьмем 
самое левое вхождение простого /-терма в Q, выберем сим­
вол переменной х, не входящий в Q, подставим его вместо 
этого вхождения, получив формулу Q*, и построим формулу 

Q,
1:zx(P'(x,tu...,tn)AQ*{x)). 

Применив эту процедуру к Q'v получим Q'2 и т. д. После конеч­
ного числа шагов получится формула Q', в которую / не 
входит; она и будет переводом Q. 

в) Если Q — не атомарная формула, она имеет вид ~\ Q1 
или Q^-Qo (*-связка),' или vxQ., или .-UQ1. Во всех этих 
случаях перевод Q получается из переводов ее составных 
частей автоматически—-«добавлением штриха». 

Убедиться в том, что из % выводима эквивалентность 
Q'^Q, нетрудно. Это полезное упражнение для читателя, 
который не работал с формальными выводами. Гораздо труд­
нее последняя часть предложения 7.2: 

Перевод выводов. Задача состоит в следующем: пусть 
Qi, .. .,Qn=Q — вывод Q из щ и пусть Q'— перевод Q. 
Нужно построить вывод Q' из <&'. Первое, что приходит в 
голову, — построить последовательность переводов 
QJ, . . . , Q'n. Почему она может не быть выводом Q из g, 
хотя MP и Gen переводятся тривиальным образом, а тав­
тологии переводятся тавтологиями же? Потому, что в неко­
торых местах может стоять, например, логическая аксиома 
VxR(x)->R(t), которая после перевода перестает быть 
аксиомой, е с л и ' / входит в ./•>. Значит, мы должны допол­
нить последовательность Q'v ..., Q'n выводами некоторых ее 
промежуточных членов из §?', чтобы превратить ее в вы 

вод Q, Это довольно громоздкая комбинаторная процедура, 
с которой можно познакомиться по § 74 книги Клйни «Вве­
дение в метаматематику», Москва, 1957. (Мораль изложен­
ных соображений состоит в том, что введение новых обозна­
чений типа /(г/i уп) действительно очень сокращает как 
формулировки, так и доказательства, что известно каждому 
математику из повседневной практики). 

В книге Мендельсона [3] (стр. 93—94) изложено другое 
доказательство предложения 7.2в), которое обходится без 
явной конструкции перевода вывода, а лишь неэффективно 
устанавливает его существование с помощью гёделевской 
.теоремы о моделях. 

'Теперь мы перейдем-к описанию специальных аксиом 
Цермело—Френкеля в языке Li Set. Попутно мы будем ука­
зывать некоторые полезные,, выводимые из них формулы и 
удобные расширения языка в стиле п. 7.'2. .Хорошим упраж-
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пением для читателя была бы частичная формализация ре­
зультатов, описанных в § 6- В главе 4 книги Мендельсона 
[3] такая работа проделана для языка Гёделя—Бернайса, а 
в книге Коэна [2] ЭТИ два языка сравниваются. 

Напомним еще, что аксиомы призваны описывать универ­
сум фон Неймана V, так что полезно следить за их интуи­
тивной выполнимостью в V. Более формализованное понятие 
выполнимости будет обсуждаться в следующем параграфе. 

7.3. А к с и о м а п у с т о г о м н о ж е с т в а 
VA.(—U60). 

7.4. А к с и о м а о б ъ е м н о с т и . Каждое множество 
однозначно определяется своими элементами: 

Уг (zQx^z£y)*+x = y. 

Как уже говорилось, из этой аксиомы и логических ак­
сиом формально выводятся все аксиомы равенства для = , 
так что мы можем ими пользоваться, а также применять 
предложение 7-2, позволяющее безопасно расширять язык. 

7.5. А к с и о м а ( н е у п о р я д о ч е н н о й ) п а р ы . Любые 
два множества (и, v) являются единственными элементами 
некоторого третьего множества (x) —их Пары: 

VuVvRxVz (z6x+->-2 = u\/z = v). 
Комбинируя эту формулу с аксиомой объемности и логи­

ческими аксиомами, легко вывести отсюда формулу 
SlxYz(z$x++z=u\/z — v). Применяя к этой формуле предло­
жение 7.2, мы можем расширить язык, введя символ опера­
ции (скажем, / ) «неупорядоченная пара». Вместо / (х, у) мы 
будем писать {х, у} — это новый терм. Как в § 6, мы вве­
дем специальное сокращенное обозначение (х, у) для терма 
{{х}, {х, у}}, где.{л:}-— {x, х], и будем называть его упорядо­
ченной парой х и у. Из уже написанных аксиом выводится 
формула (х, y) — (u,v)++x — u/\y = v (упражнение). 

B этом расширении языка удобно записываются опреде­
ления из § 6: 

«у — бинарное соответствие»: 
v s (гб#-> аиЯда (г=(a, ?«))); 

«у — функция»: 
«у — бинарное соответствие» А^и^Щ^Щ((,0;Щ)ЕУ/\ 

A(u,w2)ey-^wl = w2); 
«/ — функция с областью определения хк 
«у —функция» /\Чи(uEx*+ftw ((и, w)£y)). 
7.6. А к с и о м а с у м м ы . Для всякого множества (x) 

существует множество (у) — объединение всех множеств-
элементов ,х: 

VxRyVu (яг (u£z/\z£x)^u£y). 
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Как выше, мы можем снять в этой формуле Ух и заме- • 
нить Яг/ на Ягу: результат выводим. Применив затем пред­
ложение 7.2, мы можем ввести символ операции IJ ранга 1: 
U (х) есть имя объединения всех элементов х. Стандартное 
сокращенное обозначение: x\Jy—\J {х, у). 

7.7. Аксиома степени . Для всякого множества х 
существует множество всех подмножеств: 

УхЩЧг (zCx^ze.y)t 
где гсх—сокращенная запись для Уи(и£г->и£х). 

Как выше, можно снять в этой формуле Ух, заменить 
Яу на Щу и ввести терм 9* (х)—имя множества всех под­
множеств х. 

Если ограничиться выписанными аксиомами, то ясно, что 
все они выполнены для подкласса V, состоящего из конеч­
ных множеств. Бесконечное множество вводится выписы­
ванием одного шага индукции от п к п-\-\, 

7.8. Аксиома б е с к о н е ч н о с т и . 
ax (06xAVy (Убх^ {у}вх)), 

т. е. х содержит 0 , {0}, {{0}} и т. д. 
Другой вариант состоял бы в формализации фразы 

ВхЯу (у — собственное подмножество х. А существует вза­
имно однозначное отображение у на х). 

7.9. Аксиома п о д с т а н о в к и . Это схема аксиом: 
vz.... УгпУ.и (vx (xett ~>ЩуР(х,у,ги..., г„))) -> 

->awvy(yew<->Zx(reuAP(x,y,zb ...,zn))). 
Она выражает следующее: если задана функция с областью 
определения и, то область ее значений также является 
множеством да; при этом функция должна определяться 
формулой языка «с параметрами» zv ...,zn. Очень полезно 
отметить, что из этой и предыдущих аксиом выводима так 
называемая формула выделения (на самом деле схема фор­
мул): ^ , 

V.-.1... Уг„Ух3.уУи (иву^-ивхАР (и, г.., . . . . г„)). 
T. е. если класс множеств и со свойством Р. пересечь с 
множеством х, то получится .множество. «Свойство», конеч­
но, описывается формулой Р и зависит от параметров 
г.,.. .,г„. 

7.10. Аксиома р е г у л я р н о с т и . 
у.«(.~.«=-0^Я.У(Уб.«'ЛуЛ.«!-0)), 

где yflx=0> конечно, означает уг :~i {zQyAzQ,x). Это свой­
ство универсума V, которое мы обсуждали в п. 6.17 и 
которое равносильно обрыву цепочек x9.-v19x29 .,•• 

7.И. Аксиома выбора. 
t 
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v.xgy (у---функция с областью определения х/\ 
/\vu(a(<XA73u = 0-+Qw(wGuA{u, -ви) 6У)). 

т. е. у выбирает по одному элементу те, из каждого не-
шустого элемента uQx. 

§ 8. МОДЕЛИ. КОНСТРУКТИВНЫЙ УНИВЕРСУМ ГЕДЕЛЯ 
И НЕПРОТИВОРЕЧИВОСТЬ ГИПОТЕЗЫ КОНТИНУУМА 

8.1. Пусть V —универсум фон Неймана, McV —некото­
рый непустой его подкласс, Р — формула языка" L- Set. 

Обозначим через M интерпретационный класс, связанный 
с M: одна точка i;6M определяет придание значений x5 

всем символам переменных х языка L1Set, и эти значения 
-суть любые элементы М. Точка \' называется изменением 
\ по х, если y-' — у̂  для всех символов у, кроме, возмож­
но, X. . 

Пусть P—некоторая формула ,языка. Для любой точки 
-,6-M мы определим значение M-истинности [.Р]Д1 (£) индук-
щией по длине Р: 

а) Атомарные Р: 

1 W J v ' [0 иначе. 
г , ,,ч |1 , если х% = у^-; 

б) Р=~lQ1 или Qi*Q2. Здесь [Р]м$) вычисляется через 
[Qi\M{i) по обычным правилам (п. 2.7 а)). 

в) Действие кванторов: 
№хР]м$)~М[Р]мЮ 

ло всем изменениям ij'GM точки i. по л; 

то всем изменениям V&M точки !• по X 
Пусть P(Xi, . . - , ХЦ, у1, . . . , У„) — некоторая формула 

языка, Y-, ..., Y„€M. Формальное выражение вида 
Р(хь ..., хп, Уи ..., Уп) (которое получается из Р под-
становкой Yi на место всех свободных вхождений у2 в 
Р, 1 = 1, ...,п) мы будем называть формулой с константа­
ми из М. Для формул с константами из М также опреде­
ляются значения истинности [/?].«(••.) по формулам а), б), в), 
в которых следует считать, что Х^—Х для любой «кон­
станты» X и точки £. 

8.2. Пусть Р — некоторая формула с константами из М. 
Мы будем говорить, что Р M-истинна, если [Я]ж(£) — 1 
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для всех iiGM. Мы будем говорить, что M является мо­
делью для множества формул щ (с константами из Щ, 
если все P&g M-истинны. Универсум фон Неймана V явля­
ется моделью для аксиом Цермело — Френкеля. 

Нетрудно проверить, что 
а) все логические аксиомы M-истинны при любом М; • 
б) правила вывода MP и Gen сохраняют М-истиниость. 
На этом основаны различные доказательства непроти­

воречивости: если удастся построить модель М для мно­
жества формул % и показать, что формула Р'М-истинна, 
то множество C£\J{P} совместно: из % нельзя вывести IP. 
В этом параграфе мы опишем класс L конструктивных мно­
жеств Геделя и покажем, что он является моделью .для 
аксиом Цермело —Френкеля и континуум-гипотезы! 

Прежде, однако, сформулируем одно понятие, очень 
полезное при проверках . M-истинности. Заметим, что 
Mcp. 

8.3. Определение. Формула (возможно, с констан­
тами _из M) называется M-абсолютной, если для всех 
-iGMcI/ имеем 

[PU00=[ЯИ-)-
Используется это понятие чаще всего так: если провере­

но, что Р .М-абсолютна, то из ее V-истинности заведомо сле­
дует М-истииность. 

Следующая простая лемма полезна-для проверки абсо­
лютности. 

8.4. Лемма, а) Атомарные формулы -М-абсолютны для 
всех М. 

б) Если формулы Р, Ри Pj M-абсолютны, то " 'Я , Рг*Р 
(для любой связки *) M-абсолютны. 

в) Допустим, что класс М транзитивен, т. е. из XQYQM 
следует XQM. ЕСЛИ формула Р M-абсолютиа, то формулы 

Yx(xey->P), &х(хеулР) 
также M-абсолютны.' 

Доказательство. Не совсем очевиден, возможно, лишь 
пункт в). Пусть aeM, у — YQM, Q = ^x(xeyAP)- Тогда 

[Qk(l:)-=sup([X6K].«.[P].«(e')). 

где ..'GM—такое изменение 5 по x, что х^—Х. Из абсо­
лютности Р следует, что [Р]мЮ = [Р]у(¥), а из транзи­
тивности M следует, что если X6M, то [XGY]M= 
= [XQY]v — 0. Поэтому значение правой части не изменится, 
если заменить ее на sup [XGY]v[P]v (%'), где на этот раз ?' 
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пробегает все изменения \ по х в V. Но это выражение 
и есть [Q]v (Е). 

Аналогично разбирается квантор общности. 
8.5. Пример. Покажем, что если класс М транзити-

вен, то аксиома объемности M-истинна. 
Действительно, она эквивалентна формуле 

Vz(z£x->z(<y)/\yz(z£y->z&xy*:*x=y, . . . 
абсолютность -которой видна из леммы 8.4. Поэтому ее 
M-истинность обеспечивается ^-истинностью. 

8.6. Универсум L конструктивных множеств. В ЭТОМ 
пункте мы опишем универсум Гёделя LcV. Затем будет 
вкратце объяснено, почему он является моделью для систе­
мы аксиом Цермело—-Френкеля и для гипотезы континуума 
(даже для обобщенной). 

Рассмотрим следующие операции над множествами: 
E1 — F-: 

Fl{X,Y) = {XJ); 
F 2 (X ,F)=X - r ; 
F3(X,Y)=XxY; 

E4(X)=Ha-o((a,*0eX)}; 
F-(X)-={(tt, v)\{a, v)eX/\uev}; 
Fe(X) = {(a,b,c)\(b,c,a)eXy, 
F7(X) = [(atbtc)\(c,b,a)eX)\ 
F8(X)~={(a,b,c)\(c,b,a)&X}-

Обозначим далее через cl 5 наименьшее множество JTOS' 
замкнутое относительно операций E-— E8, и положим 

* Lo-=0; 
£a+1=.3-(La)ncl(LaU{£a}); 

La=ULp, если а—предельный ординал; L—ULa-
p<a aQ°n 

Элементы L и называются конструктивными множествами. 
Очевидно, £асУа. Класс L замкнут относительно операций; 
Fx — F8, транзитивен и содержит все ординалы. 

Заметим, что операции Fi—Fs и простые их комбинации 
вместе с трансфинитной рекурсией, встроенной в определение 
La , составляют почти весь арсенал первоначальнйх теора-
тико-множественных конструкций, используемых в матема­
тике (ср. «Сводку результатов /теории, множеств» Н. Бурба-
ки). Оказывается, только применение аксиомы выбора может-
(но не обязано) выводить нас за пределы L. Вопрос о том, 
совпадает ли L с V, не разрешим в аксиоматике Цермело— 
Френкеля: обе возможности не противоречат ей. 
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Проверка того, что L является моделью для аксиом, опи­
рается на следующий важный технический факт. 

8.7. Пр едложение . Пусть Р(%,..., ип) — формула 
«с константами из L. Тогда для любого XQL существует 
'такая композиция G операций Гёделя Ft — F8 и такие 
.XI, ...,XkeL, что 

{(U1 U„)|Ui, . ..,UneXAP{U» •..,£/„) .£-истинна} = 
= G(X,Xi, .. чХь). 

Иными словами, свойство n-ок элементов X, выражаемое 
-.формулой, может быть описано и конструкцией Гёделя. Про-
.верка опущена; см. Йех [5], стр. 29. 

8.8. L-истинность аксиом. 
а) П у с т о е м н о ж е с т в о . Очевидно. 
б) Объемность . Согласно 8.5 достаточно проверить 

что. L транзитивен. Иначе существовал^ бы непредельный 
-ординал а + 1 и такие X, Y, что.ХЕУ^а+т. и X$L; но этого 
не может быть, ибо, по определению, Y является подмно­
жеством La-

в) Аксиома пары. Она Z-истинна, ибо L замкнут от­
носительно E-. • 

г) Аксиома регулярности . Она немедленно следует 
из транзитивности L. 

д) Аксиома суммы; В проверке этой и следующих 
аксиом постоянно используется следующий факт: пусть 

-XrQV—множество, все элементы которого конструктивны. 
Тогда существует конструктивное множество X такое, что 
Хэ_Х'. (В самом деле, все элементы X' содержатся в La 
для некоторого общего а, но, очевидно, La6La+i). 

Теперь L-истинность аксиомы суммы 
YxRyYu (.Hz (йбгЛгб-х:) <->• tiQy) 

..проверяется так. 
Пусть IQL, I' —любое изменение k no х, x^'=XQL. МЫ 

должны проверить, что 
[ЯуУи (Яг (ti&AzeX) <-> иву)1 (•;')== - • 

..'Для этого достаточно найти такое -K6L, что 
[Vti (Яг {u£z/\zQX) ++ u&)\L = 1, 

т . е. чтобы для всех YQL 
[zz(uezAzeX)]L=[UeY]L. 

Ясно, что можно взять Y=u(.X), если только убедиться, 
что Y конструктивно. В силу транзитивности L все элементы 
У конструктивны. Значит, существует конструктивное V 
•такое, ЧТО Y'~DY. После этого Y можно определить так: 
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Г-= (UIU6Y'Л аг (UezAzeX) L-истинна} 
и воспользоваться предложением 8.7. 

(В дальнейшем мы обычно будем опускать явное упоми­
нание о точках i;6L). 

е) Аксиома с т е п е н и VxRyYz(zcix++z6y). Фиксируем 
X6L; возьмем множество К конструктивных подмножеств X 
и покажем, что оно конструктивно. Действительно, пусть 
-К'-ЭГ и Y' конструктивно; тогда 

Y = {U\UeVrAUcX L-истинна}, 
так что можно воспользоваться предложением 8.7. После 
этого 

[Yz{z£X^zeV)}i = \. 
ж) Аксиома бесконечности . Она L-истинна, ибо мно­

жество {0, {0}, Ц0}},...}, как легко убедиться, кон­
структивно. 

з) Аксиома п о д с т а н о в к и . Пусть z — (zx,..., zn): 
YzYu(YK(xQU^'3.lyP (X, У, z))) -s-

~>'3.wYy(y£'W+*'3-X(x&u/\P{x, У, за­
фиксируем Zi, . . . , Zn£L, Z—'(ZU..., Zn) и U6L. Достаточно 
разобрать случай, когда посылка L-истинна: для всех X6/. 

, [Хеи^ЩуР(Х, у, Z)]L = l. 
Нужно найти W, значение w, при котором заключение 
Х-ИСТИШ-Ю. Положим . 

W = конструктивное множество, содержащее в качестве 
элементов все конструктивные Y, для которых aX(X6UA 
/\Р (X, Y, Z)) L-истннна. Оно существует, ибо при L-истин-
ности посылки каждому XQU отвечает не более одного 
конструктивного Y. -После этого положим 

W^lYlYQW'A^xixQUAPix, у, Z)) L-истиниа}. 
Оно конструктивно по предложению 8.7, и по определению 

\Yy(yeW +>Zx(x£UАР (х, у, Z)))]L = \. . 
и) А к с и о м а в ы б о р а . Идея доказательства состоит 

в том, чтобы перенумеровать элементы L ординалами доста­
точно «конструктивным» образом и затем выбирать в каж­
дом множестве элемент с наименьшим номером. Это доста­
вит доказательство V-истиниости утверждения о том, что для 
конструктивного множества есть конструктивная выбираю­
щая функция. Проверка L-истинности требует еще доказа­
тельства абсолютности. Ниже следует описание конструкции 
с опущенными проверками. 
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Упорядочим пары ординалов (а, р) отношением 
(е.!, р.) < (а2, р2) & либо max (а., Р1) < max (а2, (32), 

либо эти максимумы равны, но а- < a2v 
либо они равны a, —a2, но Р1<Рг.. 

Далее, упорядочим тройки (г, а, р), где i — 0 , . . . , 8 , отно­
шением 

(-1. «1, ViXi'h, «2, Р2)^либо (a., Pi)<(a2l %), 
либо (aj, (-•!)-= (а2, (32), но ix < i2.. 

Легко видеть, что класс троек (г, а, (3) вполне упорядочи-
вается этим отношением. Поэтому существует изоморфизм 
вполне упорядоченных классов J : (ординалы) -> (тройки 
(с, а, Р». 

Теперь определим нумерующее отображение N: (орди­
налы)-*/. рекурсией: если J(i) — (i, a, (3), то 

. fE.(N(a), N([-)) при ; = 1,2,3; 
7V(T)-= E((N(a)) при г -=4 ,5 ,6 ,7 ,8 ; 

Ua При 1 = 0. 
Легко видеть, что это отображение на все L. 

Формализация этой конструкции позволяет доказать 
8.9. П р е д л о ж е н и е . Существует такая формула (без. 

констант) N (х, у) с двумя свободными переменными, что 
а) для любых- X,YW формула N(X,Y) 1/-истинна, если 

и только если X ординал я Y=N (X). 
б) Формула N (X, Y) /.-абсолютна. 
Теперь мы можем приступить к проверке L-истинностк 

аксиомы выбора: 
Ух'З.у {у функция Adom(y)=x/\Vz(z^0Azex->y(z)ez)). 

Мы должны выбрать произвольное XGL И построить Y6L 
так, чтобы соответствующая формула с константами стала. 
/.-истинной. 

а) К о н с т р у к ц и я в ы б и р а ю щ е й ф у н к ц и и YQV: 
Y=i(U, V)\UeXAV6Y/\(VvVwVw'(veU/\N(W, v)A 

AN(w', V))-y(w'^w\/w/ = 'w))}, 
T. e. У выбирает элемент с наименьшим N-номером. 

|3) П р о в е р к а т о г о , что У QL. Мы сможем приме­
нить к У предложение 8.7, если добавим в фигурных скобках 
фразу «/.-истинна». Эта добавка не изменит У, потому что 
формула в скобках Ь-абсолютиа: это легко следует из L-аб-
солютности N(X, У). 

7) П р о в е р к a L - и с т и н н о с т и а к с и о м ы в ы б о ­
ра с к о н с т а н т а м и X, У. По конструкции, эта формула 
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V-истинна. Поэтому нужно проверить лишь ее абсолютность, 
что делается ПОЧТИ механически с помощью леммы 8.4. 

На этом заканчивается проверка того, что класс L явля­
ется моделью для аксиом Цермело—Френкеля, включая 
аксиому выбора. 

Проверка L-истинности континуум-гипотезы'опирается на 
ряд вспомогательных результатов, которые мы приведем с 
частичными доказательствами. 

8.10. П р е д л о ж е н и е . Существует такая формула (без 
констант) с двумя свободными переменными Ь(х, у) и та­
кая выводимая из аксиом Цермело—Френкеля формула Т, 
что 

а) для любых X, Y&V формула L(X, Y) V-истинна, если 
и только если Y — ординал и X&Lr\ 

б) для любого транзитивного класса M.C-V, для которо­
го Т М-истинна, формула L M-абсолютна. Кроме того, Т 
L-истинна (см. Иех [5], § 11. Возможно, это наиболее «ло­
гическая» часть доказательства, ибо она требует проведения 
настолько ПОЛНОЙ формализации конструкции L, чтобы и су­
ществование формулы L(x, у),'и механизм ее абсолютности, 
который должна обеспечивать Т, стали ясными). 

8.11. П р е д л о ж е н и е . Пусть Ри ..., Рп — конечное 
множество формул с константами из множества AfoG V. Тог­
да существует такое множество Af-5Mo> для которого все 
Pi vW-абсолютны, и CardM = sup (Card MQ, a-). 

Отсюда следует, что для любой конечной подсистемы ак­
сиом Цермело—Френкеля (или выводимых формул) сущест­
вует счетная модель. Она, однако, априори может оказаться 
не транзитивной, что интуитивно является существенным не­
достатком: некоторые элементы множеств модели приходят 
«со стороны». Следующий результат показывает, что от этого 
недостатка можно избавиться, если только в модели выпол­
нены аксиомы объемности и регулярности. 

8.12. П р е д л о ж е н и е . Пусть N с ] / - некоторый класс, 
E —бинарное отношение на нем со следующими свойствами: 

а) Е экстенсионально, т. е. полагая Е~\ (X) = (Y\(Y,X)QE}, 
имеем 

X, YQN АХфY-^E-i (X) ф E-i (Г); 

"Т." б) Е регулярно, т. е. для ВСЯКОГО непустого' подклас­
са -SC.N существует такой XGS. что Sr\E~l(X) = 0. '' 

Тогда (N,E) изоморфно некоторому транзитивному клас­
су МсУ с отношением Q. Этот класс и изоморфизм опре­
делены однозначно. 

Доказательство. Построим M и отображение f:N->M 
•трансфинитиой рекурсией. 
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В силу б) с S—N существует такой X&S, что E-I(X) — 
= 0; в силу а), он определен однозначно. Обозначим его 
через 0м и ПОЛОЖИМ 

-Vo=--{0.w}. Mo—{0}> / о ( 0 ж ) = 0 . 
Допустим, что Na, Ма, fa Уже построены, и / а явля­

ется изоморфизмом (Na, EINa) на (Ма, G\Ma). Положим тог­
да 

JVa+1 = {X6-V|E-1 (.X)C/Vei XWa} UNa, 
/«•и (X) = {/«(Y)\YeE~i (X)) для XeNa+1\Na; 
/a-n|-Vo=-/cii 
Ma+1 = m g / a + 1 . 

Наконец, для предельных ординалов [3 положим Np={jNa, 
Мл= I)Ма, M-.+i-=rng/a+1. Читателю предлагается дока-
зать, что N—l)Na и что / = U / a есть требуемый изо­
морфизм Л/1 на UMa-

Следующая лемма играет основную роль в доказатель­
стве L-истинности обобщенной континуум-гипотезы: 2аа~ 
= <-%+. Для всех <*• 

8.13. Лемма. Пусть XCwa — конструктивное подмноже­
ство. Тогда X6Lffla+1. 

Доказательство. Лемма, в частности, утверждает, что 
МОЩНОСТЬ множества конструктивных подмножеств ша не 
больше u)a+i----Cardi-Qa+1. Чтобы перейти от ^-истинности 
этого утверждения к L-истинности обобщенной гипотезы 
континуума, нужно произвести соответствующую проверку 
абсолютности. 

Приступим теперь к доказательству леммы. Пусть Xcma 
конструктивно, XeZ-р. Обозначим через Р формулу с кон­
стантами 

(аксиома объемности) л (аксиома регулярности) ЛТЛ 
Л(Р-ординал)л£(Х, [-), 

а через N0 - множество <*>а U {X} U {(3} (определение Т и L, 
см. в предложении 8.10). Построим множество N, для ко­
торого ЯЛ^-абсолютна и Card ./v-Card А/",-<% с помощью 
8.11. . 

Так как Р У-истинна, то Р и N-истинна. Из iV-истиннос-
ти аксиом объемности и регулярности следует; что (N, 6). 
удовлетворяет условиям предложения 8.12. Поэтому суще­
ствует единственное транзитивное множество М такое, 
что (/у, 6) изоморфно (M, 6). 

Так как u)acN транзитивно, при этом изоморфизме <% 
переходит в себя, так же как и ХСта. Пусть' т — образ. 
р при этом изоморфизме. Так как формула ({$-—• ординал)* 
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V-истинна и iV-абсолготна, она -V-истинна; значит, формула» 
(7 — ординал) M-истинна. Но так как М транзитивно, то» 
7 — настоящий ординал, , тб-М. Значит, TCM, и Сагс1т< 
<CardM=?u)a, так что т<ша+1 . 

Так как формула Т JV-истинна, то L {х, у) УУ-абсолготна; 
тогда ,L(X,P) УУ-истинна, ибо она 1Листинна. Значит, форму­
ла L (X, -[) M-истинна. Отсюда вытекает, что она V-истинна,. 
т. е. XQLy. 

8.14. Конец доказательства. Мы показали У-истишюсть-. 
утверждения • • 

Уг (2Co)aA26L {to} г&Ша+1). 

Так как формула zQL L-истинна, отсюда следует L-истин-
ность формулы 

Остается еще проверить L-истинность формулы •CardLt0-1< 
<ш-,. Это вытекает из ее 1/-истинности и /.-абсолютности,. 
проверку чего мы опускаем. 

§ 9. УНИВЕРСУМ НАД БУЛЕВОЙ АЛГЕБРОЙ 

9.1. В этом параграфе мы фиксируем некоторую полную.. 
булеву алгебру В и построим над ней'универсум Vs «В-слу-
чайных множеств». Он окажется моделью для аксиом Цер-
мело—Френкеля в том же обобщенном смысле, в каком слу­
чайные числа R были моделью вещественных чисел R в § 4... 
Мы проверим «истинность» всех аксиом Li Set в §§ 10—12 и 
затем «ложность» гипотезы континуума при подходящем вы­
боре В — в § 13. 

Объекты VB будут обозначаться большими буквами 
X, Y, Z, Вместе с каждыми двумя объектами будут 
определены элементы ||X-SK||6/3 и ||X==Y||6i3. Интуитивный 
см.ысл их таков: если /3 — алгебра измеримых множеств-
вероятностного пространства, то Ц-АГб-КЦ есть максимальное-
множество, на котором «X является элементом Y с вероят­
ностью единица». Так как в общем случае вероятностные 
меры не играют роли, мы будем цазывать «вероятностями»-
просто элементы /3, и тогда ||X6Y|| есть просто вероятность. 
включения X в Y. 

Конструкция точных определений не тривиальна, потому 
что мы хотим сохранить «истинность» аксиомы объемности.. 
Если'случайное множество должно однозначно определяться 

. своими элементами (тоже' случайными) хотя бы в обобщен-
/ном смысле, то оно не может быть «слишком» случайным:: 
см. п. 9.3. • • 
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Мы. будем считать, что алгебра В как множество являет­
ся элементом универсума- фон Неймана V. В таком случае 
все объекты VB тоже будут элементами V, и нужные нам 
конструкции можно будет формализовать средствами Li Set. 
Это позволяет в принципе принять более формалистическую 
точку зрения, чем наша; тогда излагаемое ниже доказатель­
ство независимости КГ можно рассматривать как руководст­
во к построению гораздо более синтаксического варианта, с 
использованием «внутренней интерпретации» языка L1 Set в 
самом, себе. Предложение о непротиворечивости аксиом 
Цермело—Френкеля в формулировке теоремы 1.5 приобретет 
тогда смысл разумной предосторожности, ибо эта непротиво­
речивость не может быть установлена средствами самрго 
языка (Гёдель). В нашем изложении эта оговорка является 
чистым лицемерием, ибо принятое нами «существование», 
универсума V, являющегося моделью аксиом, и «доказывает» 
их непротиворечивость. (Это же соображение относится к со­
держанию предыдущего параграфа). 

9.2. Конструкция VB. Мы построим для каждого орди­
нала а множество V^ трансфииитной рекурсией по а й затем 
положим 1 / в = и ^ . Начало индукции: Vfi = 0. 

И н д у к т и в н о е п р е д п о л о ж е н и е . Для ординала 
ес>1 определено множество У^; 

для каждого элемента XQV-^ определено подмножество 
D(X)cV^ (его интуитивный смысл будет объяснен позже); 

для каждой пары элементов X, YQV^ определены «буле­
вы функции истинности» 

||.Xer||6.fl, IIX-HI6-5, 
которые следует интуитивно представлять себе как «веро­
ятность того, что X есть элемент Y» и «вероятность того, 
что X совпадает с К» соответственно. 

Эти данные, по предположению, удовлетворяют следую­
щим условиям: 

а) Еслир1<р 2 <а , то V*OfB 
б) Если р<а , XeVf+l\Vf, TO D(X) = Vf. 

Bi) IIXeYll- v (||X-Z||A||zeY||).' ' (i)« 
ZQO{Y) 

Условие (1)а, является отражением требования, чтобы 
«истинной» оказалась следующая формула теории множеств, 
легко выводимая из аксиом: 

•в2) ||X=F||—( л ||Z6X||'vl|zer]|)A(A||zeYirv|izeX||). (2)« 
ZQD{X) ZQD(Y) 
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Условие (2)-. является отражением «истинности» выводи­
мой формулы 

Заметим, что на этом уровне не совсем понятно, почему, 
% скажем, в (1)а мы ограничились только теми Z, которые 
"содержатся в D(Y): казалось бы естественным проверить 
все вообще Z. Позже мы увидим, что формула остается 
верной, если булево объединение брать по всем Z. 

На этом мы заканчиваем описание данных, для V%. 
Теперь укажем явную рекурсивную конструкцию V*+1 

и связанных с ним данных. 
О п р е д е л е н и е V*+1 и D. Положим V%,+l = V%l)V%*+v 

где V"̂ *1 состоит из всевозможных функций Z с областью 
определения V% и областью значений c S , которые удов­
летворяют следующему «условию экстенсиональности»: 

для всех X, YeVg ||X—F||AZ(X) = ||X = F||A^ (П- (3) 
Чуть ниже мы определим ||X6Z||=.Z(X) для X6^, 

£0Уа+1\У%>- поэтому (3), как выше, можно интерпретиро­
вать как отражение «истинности» формулы 

(x=у) Л (х&) +•> (x = у) Л (£/бг). 
Ср. также комментарии в п. 4.2 по поводу определения R^K 

Элементы У^+А^а мы будем называть новыми (ранга а), 
а элементы V^-старыми. Положим D(Z)=V^, если-Z новый. 

О п р е д е л е н и е б у л е в ы х функций истинности . 
На парах старых элементов эти функции уже определены. 
Положим далее:^ 

\\ХеУ\\ = У {X), если X старый, a Y новый, (4) 
IIX-Y|I=( л i|Z6Xirv||zer||)A( л i|zer|rvFeX||). (5) 

ZQD(X) ZQD(Y) 
Формула (5) автоматически выполнена, если X и Y оба 
старые, в силу (2)а; в остальных случаях она однозначно 
определяет | |X-У|| с учетом (4) и того, что Z в (5) пробе­
гает только старые элементы. 

Наконец, положим: 
p e r n - v ||X=z||A||Z6r|i, (в) 

ZgZ3(K) 
если X-новый элемент, а У-любой. Правая часть одно­
значно определяется с помощью (4) и (5), ибо D(Y)c.V%. 

Формулы (4) и (6) для новых X и старых Y показывают 
следующее. В качестве первого приближения мы можем счи­
тать, что случайное множество У ранга а «состоит» из мно-
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• жеств Z меньшего ранга, входящих в У с вероятностями 
Y(Z), которые можно выбирать со значительной степенью 
произвола, подчиняясь лишь условию экстенсиональности (3). 

Однако затем оказывается, что'мы должны автоматически.-
«включать» в У все новые и новые элементы X с вероятно­
стями, которые уже предписываются формулой (6), Условия 
(3) и (6) и означают, что наши множества не могут быть 
совсем случайными. 

Определение V% и других данных для пре­
дельных ординалов а. Мы просто полагаем у&= \J VB, 
а все остальные данные уже построены. 

9.3, Проверка корректности определений. Мы должны 
проверить.(l)a+i и (2)01+1: свойства 9.2 а) и 6) при переходе 
от а к а + 1, очевидно, сохраняются. В свою очередь, 
единственное не совсем очевидное тождество получается, 
если в (l)a+i взять X старым, a Y новым: 

Г (А') — V (\\X=Z\\AV(Z)). ' 

OHO проверяется так. Неравенство > получится, если 
записать правую часть в виде V||X— Z\\/\Y (X) e помощью 

z 
(3). Неравенство < получится, если рассмотреть член 
c Z=X и учесть, что ||X=X|| = 1 для всех X (легкая 
индукция по а). 

Ha этом конструкция булевозначного универсума закон­
чена. 

9.4. Примеры и замечания. Рассмотрим несколько частных 
случаев наших конструкций, чтобы прояснить их структуру. 

а) Очевидно, Vf = {0), ибо существует единственная 
«пустая» функция, область определения которой является 
подмножеством 1/^ — 0 . Вычислим Vf = Vf ijVf*. Будем 
обозначать через {0}ьвУ$* функцию на одноэлементном 
множестве Vf, принимающую значение b£B. Все они экстен­
сиональны, так что 

l / f - { 0 , {0}-6 для всех ЬеВ). 
Из (4) следует, что 

1 . | | 0 e { 0 U | = £ . 
' Из (5) видно, что 

| | 0 = { 0 } й | | = -' ' . • 
Интуитивно эти формулы означают, что {0)ь состоит из 
одного элемента 0 «над Ь и пусто вне Ь. Снова применяя 
(5), находим 
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|| t0} e -{0}» | | - (a 'V6) Л (a\jbr) -(аЛ--1) V (а'АЬ')., 
Таким образом, {0}а и {0}й совпадают там, где они либо 
оба пусты, либо оба СОСТОЯТ ИЗ ОДНОГО элемента 0 , в со­
гласии с интуицией. . 

Применяя (6), находим: 
.'•Ц{0}ве{0}6||-||{0}а—0||л||0е{0Ы1—а'л* 

(единственно возможное включение типа 06{0} имеет место 
там, где {0}а пусто, а [0}ь непусто). 

Пусть, наконец, X§V<j* -некоторая экстенсиональная 
функция на подмножестве VB со значениями в В. Тогда 
по (6) 

| | X 6 { 0 y H I X = 0 | l A | | 0 e { 0 } 6 | | = ||X—0||A6 
и в силу (5) 

||X=0||=(A||{0}aeX|r)A||0eX|| /— ... : '• 

-(v||{0}aeX||v,||0eX]|)'. 
а&В 

Таким образом, ||X= 0.Ц интуитивно означает дополнение к 
носителю X в В, a ||X€{0}u|i есть множество, где одновре­
менно X пусто и {0}й непусто, опять в соответствии с 
обычной формулой 0 6 ( 0 } . Это показывает, каким образом 
новые объекты X могут оказаться случайными элементами 
старых с ненулевой вероятностью. 

б) Рассмотрим случай В-{0,1}. Соответствующее ве­
роятностное пространство одноточечное, и наши случайные 
множества должны стать детерминированными. Так оно и 
происходит: универсум VB естественно отображается на 
универсум фон Неймана V так, что если через X61/ обо­
значить образ Х£УВ, то для всех X, Y выполняются условия: 

]|Xer||—i^XeY, 

lpc=n|-1^X—?, 
-VB: | | 0«{0} e |H1 , но 0 ^ { 0 } о . , 

Для конструкции этого отображения положим 0 = - 0 , 
{0}=={0}.' Далее, допустив, что отображение V^-1-"->'•/,-. 
с нужными свойствами уже построено, продолжим его до 
a-j-1. С этой целью новому элементу X&VQ$ поставим в 
соответствие сначала то подмножество V -̂1-", на котором X 
принимает значение 1, затем образ этого подмножества в 
Ус, т. е. элемент 3* (V а) = V a+i- по определению, это и 
будет X. • 
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Проверка свойств этого отображения предоставляется 
читателю. 

в) Булевы функции истинности формул язы­
ка L.Set. Мы определим их по образцу § 4. Введем интер­
претационный класс М: каждая точка \&М ставит в соот­
ветствие любому символу переменной х языка L- Set неко­
торый объект >fi=X универсума Vs. Будем еще считать, 
что любая точка Л отображает символ языка 0 в пустое 
множество Vе, 

ЕСЛИ Р — атомарная формула xQy или х—у языка L-Set, 
то значения ||Я||(-=) определяются как ||.x"6i/-||6-S и \\х^ = 
=ф \\QJB соответственно. 

Для всех остальных формул Р языка значения ||P||(-i) 
затем определяются индуктивно, в точности теми же фор­
мулами, что в п. 4.2. Нужно ЛИШЬ заметить, что хотя 
в вычислениях с кванторами приходится рассматривать 
выражения' V^g, A#g по семействам, перенумерованным 
классом Л, разные элементы семейства образуют подмно­
жество В, так что эти выражения имеют смысл. Мы будем 
называть формулу Р «истинной» (в модели . Vs), если 
||P||(-i)-=1 для всех £, и «ложной», если ||Р||(£)-=-0 для всех %. 

Как в пунктах 5.3 — 5.4, проверяется, что все тавтологии 
и логические аксиомы с . кванторами «истинны» и что пра­
вила вывода сохраняют «истинность». Поэтому оставшаяся 
нам часть работы состоит в проверке «ИСТИННОСТИ» аксиом 
Цермело —Френкеля (при любой E) и «ложности» гипотезы 
континуума (при подходящей В). 

! - § 10. АКСИОМА ОБЪЕМНОСТИ «ИСТИННА» 

• Мы начнем, с доказательства нескольких соотношений, 
связывающих функции истинности. Прежде всего, из фор­
мулы (5), § 9 видно, что | |X----r | | - | | r-X | | и ||X=X|| = Г 
Следующая лемма требует более кропотливой работы: 

10.1. Лемма. Для любой X, Y, Z^VB имеем: 
| |X=r | | A | | r=Z | |< | |X=Z| | , (1) 

||X--=r||A||reZ||<||X6Z||, (2) 
. . '_ ||Xer||A||r—Z||<||X6Z||. _ (3) 

Доказательство, а) (3) верно, если XQD(Y). Действи­
тельно, тогда по формуле (5), § 9 
; - , ||Y=z||<||Xer|rvilXezij, 
откуда, пересекая с ||X6Y||, находим требуемое. 
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б) (3) верно, если X, Y6l/a, ZeVa+i новый. Действитель­
но, выберем U6D(Y) и применим уже доказанный частный 
случай (3): 

IIUer||Ar-z||<||U6Z||. 
Возьмем булево пересечение обеих частей с ||X=-=U|| и 
булеву сумму по всем UQD(Yt); затем к левой части при­
меним формулу (6), § 9 и воспользуемся дистрибутивностью. 
Это дает: , 

| |X6r | |A| | r=Z| |< V ||X=Ui|A||UGZ||< 
UQD{Y) 

< v ||X=U||Al|Uez||—||Xez||. 

в) (1) верно в Va+ъ если (3) верно в V„. Рассмотрим 
элемент U£D(X)c.Va- Согласно а), 

l|UeX||A||X—r||<||U6r]|. 
Возьмем булево пересечение с ||F-=Z||: 

\\uex\\A\\x^Y\\A\\r=z\\<\\uer\\A\\r^z\\. 
Правая часть всегда <||r6Zj|: если Ytyl, то по пункту б) 
или индуктивному предположению; если же Уб^а-н новый, 
то по пункту а). 

Итак, мы установили, что для всех X, У, Z^Ya+v 
Цф{Х) 

||UeX||A||X — r| |A| |r-=Z||<| | t /6Z| | . 
Воспользовавшись тем, что в любой булевой алгебре из 
аАЬ'<с следует Ь^а'Х/с, получаем отсюда 

\\х=у\\л\\г~г\\<\\иех\\'щиец 
и далее 

l|z=Y||A||Y—z||< л liUeXii'vllUe-qi.. 
UQD{X) 

Меняя здесь местами X и Z, получаем для всех UGD(Z) 

||Z = Y||A||r—X||< /eAjU6Z||'V|IUeX||. 
Из двух последних формул и (б) очевидно следует (3). 

г) (2) верно в Va-fi, если (1) верно в Va+i- Действи­
тельно, пусть U6Z)(Z). Согласно (1) 

,||X=Y||A||Y—L/||<||X—U||. 
Возьмем булево .пересечение c ||U{in}Z)| и булеву сумму по 
всем UeD(Z): 
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,||X—r||A^vj|Uez||A||Y=-U||){le} v(j|X—U||A||Uez||. 
Применяя (l), § 9, получаем (2). 

д) (3) верно в !/«+!, если (2) верно в У«+1. Действи­
тельно, пусть UQD(Y). ПО пункту а), 

||U6y||Ar-=z||<||Uez||. 
ВЗЯВ булево произведение с ||A!—U|| и применив (2) к пра­
вой части, получим: 

||z=U||A||Uer||A||r—^||<||Xez||. 
Наконец, построим булеву сумму по всем UQD (Y) И вос­
пользуемся (1), § 9; получим (3)°. 

Очевидно, все доказанное обеспечивает индуктивный 
переход от а к а-f-l. 
1 Теперь мы уже можем установить основной результат' 

этого параграфа. 
' 10.2. Предложение . Аксиома объемности 

х=у ++ Vz (zQx ++ zQy) 
«истинна». 

Доказательство. Формула jj/-* *{to} Q|K-i) -=-= 1 равносильна 
P|| (£)----||Q||(-.). Поэтому достаточно доказать, что для всех 
x,r£v*-

)\х=г\\= л (||Z6X||v||zenr)A A (||Z€X||'v||zer||). 
zGvB , z6vB 

Неравенство > немедленно следует из формулы (2) § 9 . 
Чтобы получить обратное неравенство, запишем два оче­
видных следствия из (3) леммы 10.1: 

l|X=r|i<||zeX||v||zer||', 
.||X--=y||<||zeXirv||zer|| 

и возьмем булево произведение по всем Z. Отметим, что 
из (2) следует общее свойство экстенсиональности: для 
всех X,Y,ZQV* 

|IX=YI|A!|Yez||=||X-=r||A||X6Z||. 
10.3. С л е д с т в и е . Аксиомы равенства (см. п. 2.8) в 

языке Z-jSet «истинны». 
Действительно (см. Мендельсон [3]), они выводятся из 

аксиомы объемности и «истинных» .формул х—х, x = y++Vz 
(х&^'у&г) с помощью стандартных правил вывода, которые 
сохраняют «истинность». 

10.4. Замечание. В большинстве вычислений нам бу­
дут важны лишь значения ||X6.H| и HX-—Y||,, а не точное 
определение объектов X, Y. Заметим в связи с этим, что 
следующие два бинарных отношения на VB 
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a) UX — YIH1, 
б) vzevB, ||zeX||-H|zer||- . 

совпадают (легкое следстви'е (2) и аксиомы объемности). 
Мы будем называть такие X, Y эквивалентными и писать 
X-Y. 

§ 11. АКСИОМЫ ПАРЫ, СУММЫ, СТЕПЕНИ 
И РЕГУЛЯРНОСТИ «ИСТИННЫ» 

11.1. Вычисления предыдущего параграфа показывают, 
что основная работа по обеспечению «истинности» аксиомы 
объемности была вложена в определение универсума Vе. 
Явные формулы для рекурсивного вычисления ||X6r|| и 
j|X=Y|| отражали так много частных свойств включения и 
равенства, что их объединение гарантировало выполнение. 
•общей аксиомы. 

Проверка ряда других аксиом требует по существу 
определения в VB аналогов операций, имеющихся в V: не­
упорядоченной пары, множества подмножеств и т. п. Эти 
операции можно определить посредством формул языка. 
Напомним, однако, что если Р(х) — формула с единственной 
свободной переменной х, то совокупность x^V, для кото­
рых P(x) истинна, образует, вообще говоря, лишь класс," а 
не множество. 

Оказывается удобным ввести вспомогательное понятие 
«случайного класса» и по отношению к VB. Последующие 
конструкции операций в VB после этого часто производятся 
в два приема: сначала значением операции оказывается 
случайный класс, который затем уже «отождествляется» со 
случайным множеством с помощью отдельного рассуждения. 

11.2. О п р е д е л е н и е , а) Случайным классом назы­
вается любая функция W на VB со значениями в В, удов­
летворяющая следующему условию экстенсиональности: 

W(X)A\\X = V\\=W{r)A\\X=Y\\ для.всех X,Y^VB. 
б) Случайный класс W называется, эквивалентным слу­

чайному множеству ZaVB (запись W~Z), если 
W(X) = \\X$Z\l для всех XeV. 

11.3. Примеры и замечания, а) Для любого случайного 
множества Z функция X.->||X62|| экстенсиональна в силу 
(2), § 10, и потому является случайным классом. По анало­
гии с этим мы часто будем писать |[.ВД#"|| вместо W (X) и 
для любых случайных классов W. 

б) Существуют случайные классы, не эквивалентные 
случайным множествам. Например, «универсальный» случай­
ный класс: W(X) = l для всех X. (Иначе мы имели бы 
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||^gVS7||==1 в противоречии с аксиомой регулярности,. 
«истинность» которой будет проверена позже). 

в) Пусть W— случайный класс, а а---любой ординал. 
Определим элемент Wa6Va+i так: 

£>(Wa) = V», W№—ограничение W на V% (как функция, 
см. 9.2). Нетрудно видеть, что для всех XQVB имеем: 

\\xewa\\<\\xew\\. ; (1) 
В самом деле, пусть UQVa, XQVB. Тогда имеем 

||X-==U | |A^a(U)=,||X-U |JA^(U) = 
= \\X=U\\/\W(X)<W(X), 

откуда в силу (6), § 9: 
и д а ч н v \\x=u\\/\wa(U)<w{X)^\\xzw\\. 

Ниже мы часто будем проверять, что интересующий 
нас конкретный класс W эквивалентен множеству, отыски­
вая такой ординал а, что 'W---'Wa- Из (1) видно, что для 
этого достаточно проверить неравенство |[-^6^||<| |-^б^а|| 
для всех X. 

г) Пусть W, Wx, ^-случайные классы. Тогда W\ 
WiA^2> W^Wz — также случайные классы, ибо условие 
экстенсиональности для этих функций - проверяется триви­
ально. Мы будем писать W?,n # 2 , i^UW^ вместо WxЛ W2f 
Wx\jWi соответственно. 

д) Пусть W—случайный класс, а X— случайное мно­
жество. Покажем, что Wf]X эквивалентно , случайному 
множеству. Точнее, если D(X) = V%,, то W(}X~(W[)Х)а-
В самом деле, для любого YQVB имеем по (6), § 9: 

||ге(И7пЗД- v |jU—Y||A||Ue(^nX)a||= 

-=- v (||U=n|A||UeuHl)A||UeX[|— 
== V ||U=Y||A||Y6^||A|[UeX||== 

=||F6ir||A||YeX|H||rernx|[. 
ИЗ этого результата следует «истинность» формул выделе­
ния (см. п. 7.9). 

Следующее предложение дает общий способ конструк­
ции случайных классов.-

11.4. Предложение . Пусть Р(х,уи . ..,Уп)~фор­
мула, не содержащая свободных переменных, кроме 
•Х,уг, •.••• Уп- Пусть К-, .. ,,Yn£VB. Тогда функция 
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^(X) = | | P ( X , r i , . . . , F n ) | | 
является случайным классом. 

Интуитивно, W содержит каждое множество X с той ве­
роятностью, с которой для него истинно утверждение Р(Х,..,);: 
У1,..., Уп играют роль «констант». 

Доказательство. Воспользуемся «истинностью» соответст­
вующей аксиомы равенства: 
\\УхУу1...Ууп(х=у-+{Р{х, уи..., уп)->Р(у, и г/п)))||-1. 
Рассмотрев точку \ интерпретационного класса, которая 
придает х, уи..., уп- значения -X, У1, . . . , YnQVB соответ­
ственно, находим отсюда 

| |X=F||<|iP(X, Г , , , , . , К„)|ГУ||Р(К, Г , , . . . , К„)|| 
или 

||X = Y|[AW(X)<"7(r), 
откуда следует экстенсиональность W. 

Теперь мы можем приступить к проверке аксиом. 
11.5. П р е д л о ж е н и е . Аксиома пары 

VuVvttxVz (zQx -м- г = и \/г = у) 
«истинна». 

Доказательство. Имеем по определению 
\\VuYvQ.xVz(zGx++z = u\/z = v)\\ = 
- Л Л VA ||ZeX~Z—UVZ—l/||. 

и v х z 
Поэтому достаточно для •• любых U, VQVB найти такой 
XeVB, что для всех ZeVB 

||zeX||—||z—U||v||z—y|[. (2). 
При фиксированных U, V рассмотрим правую часть (2) как 
функцию от Z. Она является случайным классом X по. 
предложению 11.4, ибо отвечает формуле z — U\/z — V. 
Покажем, что он эквивалентен случайному множеству. 
Точнее, если U, VQVa, то X~Xa. По замечанию в конце-
п. 11.3 в) для этого достаточно проверить, что для всех Z 

\\zex\\<\\ZGXai\. 
Но так как ||U6X«||=-1, то по формуле (2) § 10 имеем 

ilz=U||<||zeXa|| 
и аналогично 

| |Z- l . |< | |Z6*«| [ , -
откуда следует требуемое. 
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11.6. Предложение . Аксиома суммы 
vxayvK (яг (кег A-26x)-i-»«6y) 

•«истинна». 
Доказательство. Фиксируем- XQVB И построим такое 

случайное множество У, что для всех (JQVB 

IIUeril -| |яг (uezAzex)\\ — v ||Uez|| N\\zax\\. 
Z&/B 

По предложению 11.4. случайный класс с таким свойством 
существует. Покажем, что если D(X) = Va, .то Y~Ya. Учи­
тывая, что D (Гa) = D(X), имеем: 

||Ue-^||-v|IU—-?||A||zera|| = 
:• ze°W (3) 

=-v ||U=z||A(v nze^iiAil^eXn). 
ZQD(X) Z&VB 

Покажем, что во внутренней сумме (3) можно ограничиться 
«суммированием по ZX£D(X). Действительно, для лнэбого Z1 

| |z i eX||-v iî —z-iiAiiz-eXii, 
ZiQD (X) 

lizez.ii A'liz^Xn— (зк) 
= v iizez^Ad^-z^iAiiz-eXlK v '||Z6Z-||A.nz26X||. 

•ZsgO (X) Z^D (X) 

Учитывая это, проведем в (3) суммирование сначала no"Z 
при фиксированном ZX£D(X).. Так как D(Zx)c.D(X), сумма 
по Z6L>(A0 совпадает с суммой по Z£D{Z^) и будет равна 
IIU6Z1H. Значит, 
•l|UeYa|[-v nUe^iiAilz^Xn—v iiUe^iiAiiZieXii-HUeni 

Z,6D(x) zSVB
t 

в силу (За). 
11.7. Предложение . Аксиома степени 

A*ayvz (гся-н-гбу) 
«истинна». (Здесь sex- - сокращение для уи(и&-+и£Х)). 

Доказательство. Фиксировав ХвУв, мы построим такой 
YQVB, что для всех ZQVB '• V .../ • 

]|zer||—||zcX||=A ||Uez||'v||UeX||. (4) 
uGvB 

Правая часть (4) определяет Y как случайный класс в силу 
И .4. Покажем, что если D(X)=Va, то F — Ya+i. 

Прежде всего, построим элемент Za6V"a+b' рассмотрев Z 
как случайный класс Имеем в силу (1) 

||Ueza||'>||Uez||', • 
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•так что по (4) 
||Z6K|]<]|zaeY||=||zaeYa+t||. (5) 

.Мы докажем еще неравенство 
||2eY||<]|za--z[|. i (6) 

?Из (5) и (6) немедленно следует, что У ~ К а + 1 , ибо в силу 
<2), § 9 

||Z6K]]<||zaera+1]iA]|za-z||<||Z6rtt+1i]. 
Остается проверить (6). 
Пусть сначала U^D{X)^VB

a. Тогда ||U6Za|| — j|UeZ||, 
откуда ||UGZa^-UgZ||'-О и тем более 

||UeX|lA||Ueza~Uez|r=o. (7) 
Левая часть (7) при переменном U определяет случайный 
класс вида Xf)W, где W отвечает формуле , (u&Z^^-uQZ). 
Так как D{X) = Vl, в силу П.Зд) имеем' Xf\W ~{XC\W)a. 
Но согласно (7), (XPiW)a есть нулевая функция на V%, и 
значит ||U6Xfl^|| — ° Для в с е х U£VB- Следовательно, 

]|UeX||<||Ueza^Uezi| для всех U. (8) 
Теперь для проверки (6) запишем левую и правую части 
отдельно (пользуясь «истинностью» формулы za—z<-*Vu 

||zeY||— л i|t/ez||'v||UeX|l, 
u6vB 

l iz a=z| | - л ||Ueza-Uez|]. 
Теперь ясно, что требуемое в (6) неравенство имеет место 
почленно: для ||U6X|| это следует из (8), а для \\UQZ\\'— 
из того, что 

]|Uez^Uez|]=(||Ueza||'v||Uez||).A(l|U6Za||vl|t/eziio • _ 
и ]|UeZ||'<]|U6Za||' для всех U. 

11.8. П р е д л о ж е н и е . Аксиома регулярности 
vx (Tl (x = 0 ) {to} Щ (у&АУ П 'х—0)) 

«истинна». 
Доказательство. Фиксируем XQV B. Тогда аксиома с 

«константой» X вместо х имеет вид R-*S. Мы должны 
проверить, что |]^{to}S||-1. Для этого достаточно устано­
вить, что ||Я||Л||-5|| - 0 , где 
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IIRIH v \\rex\\, (9> 
rev5 

l|S||'= л i u w v ( v ||zer||A||zeX||). (ю> 
r6v s Z6VB 

Допустим, что ||.-?||Л||-5|Г-—a-i^O, и придем к противоречию.-
Из (9) и (10) следует, что существует Y£VB такой, что 
\\Y£X\\/\a=f=0. Выберем У наименьшего ранга с этим 
СВОЙСТВОМ. 

Снова из (9) и (10) видно, что 
цке*||лв< v |[zer||A||zeX||. 

zGvB 

Справа можно ограничиться суммированием по 2£D(K), не 
изменив всей суммы, поэтому должен существовать такой 
Z£D(Y), что 

||Z6X||A||reX||Afl¥=0 
и, значит, ||Z6X||Aa-^0. Но ранг Z меньше ранга У\ в про­
тиворечие с выбором У. 

§ 12. АКСИОМЫ БЕСКОНЕЧНОСТИ, ПОДСТАНОВКИ 
И ВЫБОРА «ИСТИННЫ-

12.1. Мы начнем этот параграф с описания еще двух по­
лезных способов конструкции случайных множеств. Первый 
из них, очень употребительный, решает следующую задачу. 
Пусть задано множество объектов XteVB, iQl, и семейство 
элементов afiV8, iQl. Предположим, что мы хотим построить 
случайное множество X, содержащее каждый Xt с вероят­
ностью at. Такое X может не существовать; оказывается.. 
однако, что всегда существует X с HX/6XH> at' для всех 
i£l\ и, более того, существует наименьшее X с таким 
свойством. 

12.2. Лемма, а) В условиях предыдущего пункта функ­
ция X от Y 

||YeX||—yaiA||r=X,[| .(1) 

является случайным классом X, эквивалентным случайному 
множеству. Кроме того, | 1X̂ 6X11 >а[ и если X'•— любой слу­
чайный класс, для которого ||X,6X'||>a.. при всех i, то 

•|l.K6.X'||>||.Ke.X|| при всех У. 
Мы будем говорить, что X (и любое эквивалентное ему 

множество) собирает Xt с вероятностями a,. 
б) В тех же условиях функций Z от У 

IIYezii—yaiAllYeXill (2) 
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является случайным классом от К, эквивалент ным случай­
ному множеству. Если, сверх того, а.-ЛЛ;— 0 при всех ьф], 
то ||Z=--X-|[>a; и для любого случайного класса Z' с усло­
виями ]|Z'----X/|[>a(- при всех i имеем ||K6 Z / | |>||F6Z|| при 
всех У. 

Мы будем говорить, что Z склеено из Xt с вероятно-. 
стями at. .. 

Доказательство. Экстенсиональность функций X и Z. 
•определенных формулами (1), (2), проверяется немедленно. 

Существует такой ординал а, что Х&УВ для всех i. 
Покажем, что Х~Х% и Z—Zffi . 

Имеем для любого FGVB 

• 11-^,11= v||K==-z||A||zeXal| = 

= V V | |r.-Z||Aa<A|[-Z-X,| | — 

- V V^Ar—XillAilZ—^ll. 

Рассматривая член с Z=Xt справа, получаем а г Л| |Г-X j | |< 
<||Y6Xa||, откуда в силу (l) ||K6X||<||K6X-a||, чего доста­
точно по П.З г). 

Аналогично, для любого VQVB 

||Y6Za||= V V| |K—Z| |A^APeX i | | -
ZQV* l 

= v у«гл||Ке^||л||К—2Ц. \ 

Кроме того, ||KeX,|| — V' ||Y-Z||A||yeX;||, откуда следует, 

что ffl.AFeXi|K||F6ZaH и, с помощью (2), ||YeZ||<||r6ZK||. 
Пусть теперь X, Z-•какие-нибудь случайные множества 

•со свойствами (1), (2). 
Из (1) ясно, что H^eXil > at. Если |[X,6X ' | |>ai. для 

всех г, то , . -' 
||r6Xq| = V|^—-2i|A||26X | |>V||F-=X / | |A||XeX ' | |>||Y6X | | 

Z I 
в силу (1). ' • 

Аналогично, если а,А<~7=-»0 для i=f=/, то из (2) видно, 
что al.AH^eZ|| = a/A||^6Xi|l, откуда 

^ A l l X ^ ^ I I - V ^ A H Y e X ^ YeZ||=a£ 

и ||X-=--Z||>-aj. Если же |[Xi=--Z'||>a#: для всех I, то 
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UYez'U>IIYeZ'nл||2'-.^ин.кетли.г:-*-[|>««лгед, 
так что ||FeZ'||>||K6Z||. 

ВОТ первый пример использования леммы 12.2 а). 
12.3. Предложение . Аксиома бесконечности 

ax (0 exAv# (#6x-> №6x)) 
«истинна». 

Доказательство. Проверяя «истинность» аксиомы пары,. 
мы для любых U, VQVB построим (с точностью до эквива­
лентности) элемент ZgVs со свойством ||F6Z|| — \\Y —UV 
VY--=V [̂| для всех U. Естественно обозначить такой 
элемент (U, V}B. Соответственно, пусть {U}B={U, U}B. 

Приступим теперь к проверке аксиомы. Положим Х0 — 0,. 
Xi == {0}в, •. • > Хп={Хп_1}в,..;. Далее, обозначим через; 
XQVB элемент, который собирает все Х1 с вероятностями: 
1. Мы проверим, что 

, ||0GXAV«(weX->W6X)||—1. 
Очевидно, достаточно установить, что для всех U61/5-' 
имеем ||UeX||<||{U}BeX||, т. е. в силу. (1): 

viiU—^lkviKUf—Xl 
Действительно, из «истинности» формулы «==x<H- {и} =---{л-]. 
и того, что Хм = {Xi)B, сразу же следует, что ; 

| |U=A1 = ||{U}B-X,hl||, * 
Лемма 12.2 б) понадобится нам для доказательства сле­

дующего вспомогательного факта: 
12.4. Лемма. Пусть W—некоторый случайный класс 

Тогда существует такой элемент X£VB, что 
V W(U)=W(X?. 

Левую часть можно представить себе в виде ||ax(x6№)||== 
- ||W ==~= 0||. Поэтому интуитивный смысл леммы таков:. 
вероятность того, что класс непуст, совпадает с вероят­
ностью вхождения в него некоторого конкретного элемента. 

Доказательство. Прежде всего, существует такой 
Ординал р, что 

V №(U)= V №(U). 
u&vB uQVf 

Действительно, пусть a v = V W.(U) и для любого а^В 
и$ув 

положим T(a)-=min(f|d;Y>a) (или 0, если av<a для всех 



7). Положим, наконец, р ----- sup 7 (a). Это ординал, так как. 
.В.—множество. Если т > ^ то ау>а$ в силу монотонности, 
но aY>ap не может быть по выбору т.-

Итак, пусть \ / ^ ( ^ ) = V W(U). Перенумеруем все 

элементы из V%, некоторым начальным отрезком ординалов: 
/аксиома выбора!): VB = {Ua}aQi- Положим 

a«-W(Ua)A( VW(Ujy, a6/ . 

Очевидно, аа,/\а^ = 0 при a-fy. Пользуясь леммой 12.26) 
склеем множества Ua с вероятностями аа (a-g/). Получим-
множество X с условиями | | X - = U a | | > a a > ^ (Ua). Поль­
зуясь экстенсиональностью W, находим: 

W(X)> V | | X - ^ a | i A ^ ( U a ) = V W(Ua)^ V W(U). 

12.5. П р е д л о ж е н и е . Аксиома подстановки 
VzVu (vx (x6« ->• -HiyP (x, y, z)) -> 

{to} swYy (z/e^^-ax (x6«AP (.x. У, 2)))) 
«истинна» (здесь z = (zu .. .,zn)). _ 

Доказательство. Мы фиксируем «вектор» Z={Zlt ,. .,Zn} 
с ZfiVB и элемент UQVB. Вместо P(x,y,Z) мы ' будем: 
писать• Р (х, у) и т. п. Представив аксиому с «константами» 
Z;, IJ в виде /?{to}S, мы должны доказать, что || jR{to}S j = 1 . 

12.6. Ч а с т н ы й случай; Если \\R ||==1, то || 51 = 1.. 
Покажем сначала, как общий случай выводится из этого. 
Пусть а^В. Обозначим через Ва множество {bQB\b^.a}. 

Операции В индуцируют на Ва структуру булевой алгебры; 
c единицей 1.-.— а. Естественное отображение В->Ва:Ь>-+ 
*-*-Ь/\а является гомоморфизмом. Легкая индукция по а по­
зволяет построить сюръективное отображение универсумов-
VB-+VB*\X^Xa такое, что для всех X, Y^VB 

• ||^enil=HXeY1(A«, 
||Xa=Ya|| = |JX=r||Aa. 

Теперь' выберем в прежних обозначениях a'.= ||i?||.-
Тогда ||-/?||0 = 1Я, так что в-силу 12.6. || S ||в = 1в. Это озна­
чает, что | |S | |>a , ' так что ||^{to}5||==1. (В этом рассуж­
дении мы пользовались п. 12.6 для VBa: ясно, что || ..г L̂||a•-= 
—li-^all B очевидных сокращениях.) 

12.7. Доказательство 12.6. Условие ||-R|l = 1 означает^ 
что для любого XQVB, 
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\\х&г\\<\\я1УР(х,у)\\.. (з) 
Чтобы проверить условие | |S| |=-1 , достаточно для любого 
UQVB отыскать тйкое WGYB, ЧТО ДЛЯ всех YQVB • 

| | F W | | = v i|XeU||A||/>(X,r)l|. (4) 
x£vB 

Формула (4) определяет W как случайный класс в силу 
И.4. Найдем такое а, что W~-Wa. 

С этой целью заметим сначала, что в (4) можно огра­
ничиться суммированием по XQD (U): 

\\YqW\\- V ||X6U||A||/>(X.K)|| . (5) 
XQD(U) 

(доказательство такое же, как рассуждение после форму­
лы (3) § 11). 

Теперь применим лемму 12.4 к 'классу Wx'. WxCO"--
= \\Р(Х, У)\\. Ора позволит для каждого XQD(U) найти• 
такой элемент Yx£VB, что 

||Я0Р(*.0)||Н|Я(Х,К;г)|| (6) 
(так как \\щуР(Х, у)\\<\\КуР(Х, у)\\, мы сможем восполь­
зоваться этими Yx для оценки ||X6U|| с помощью (9)). 

Положим 
a—sup(ax\Yx6Vax) по всем X^D(U) 

и покажем, что W~Wa для этого'а. Нам нужно проверить 
что для всякого Y имеем ||Гб1^||<||Г"6^а||, а для этого в 
силу (5) и (1), § 9 достаточно установить, что для лю­
бого xeD(U) 

|IXeU||A||P(X,r)||<||r-=r^iA||rx6^a||. (7) 
Имеем прежде всего в силу'(З) ||X6U||<||P(X, Yx)\\, отку­
да согласно (6), (5) и определению а: 

||XW|HIXeU||A||P (X. Ух)\\ < VxGW\\ = ||YxeiF«||. (s) 
Далее, рассмотрим формулу, которая «истинна», ибо выво­
дима из логических аксиом и аксиомы равенства: 

'&уР(Х, У)ЛР(Х, Уг)ЛР(Х, г/2){to}г/1 == у2. 
Из нее находим: 

\\^yP(X,y)\\A\\P(X,Y)\\A\\P(X,Yx)\\<\\Y=Yx\\. (9) 
Наконец, учитывая, что ||X6U|| < \\&\УР (-X> У)\\ в силу (3) и 
||X6U||<||P(X, Кл-)||, перемножим почленно неравенства (8) 
и (9). Это даст 

HXGUIIAII/MX. Y)||<||Yxera||A||r-rx||, 
т. е. (7). 

12.8. П р е д л о ж е н и е . Аксиома выбора «истинна». 
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Доказательство. Напомним, что аксиома выбора имеет 
вид Vx%y(Q/\RASAT), где Q означает: 

Уг(гбу->ЯйЯ-ш(г-—(ц, да))) 
(«у—бинарное соответствие»); R означает: 

VaVw1Vtw2((a, w>i) 6 У Л (и, 'И'а) б^ —>- *•—г =Щ) 
(««/—•функция»); S означает: 

У и C3.w((u, w) £у) {to} uQx) 
(«область определения у содержится в х»); 

Т означает: 
У и, (и Ф 0 Л и£х {to} ада (дабйЛ (а, да) €£/)) 

(«область определения г/ совпадает с л:\{0};г/ выбирает по 
одному элементу из каждого непустого элемента хь). 

Фиксируем XQVB И построим для X «выбирающую функ­
цию» Y. Для этого 

а) перенумеруем D(X) начальным отрезком ординалов: 
D(X) = {U0,Uu...,Ua,...}, об/;-

б) для каждого UaQD(X) отыщем по лемме 12.4 такой 
элемент Wa&VB, что 

|Fa€Ua||— v IFeUall; 
wGvB 

в) для каждого ag/ положим 
%=\\и*вх\\А (л ||UPeX||'v||UP=Ua|r); 

fl<a 
г) наконец, обозначим через У множество, собирающее 

«упорядоченные пары» (Ua, Wa)B с вероятностями att, ag/; 
здесь, конечно, (U, W)B={{U}B, {U, W}Bf. 

Смысл конструкции: в каждом Ua мы выбираем элемент 
Wa, входящий в Ua «c наибольшей возможной вероятностью»; 
но затем «пары» (Ua, Wa)B мы включаем в график Y функ­
ции выбора по очереди, каждую последующую лишь в той 
мере, в какой раньше Ua «не учитывалась» в X. 

Теперь подставим X,Y вместо х,у в аксиому выбора и, 
обозначая через Q, R, S, Т соответствующие формулы с 
константами, проверим, что ||Q||-||R|| — | |S| |- | |Т| | — 1. 

Мы будем ПОСТОЯННО пользоваться формулой, вытекаю­
щей из (2) и определения Y: 

||ZeF|] = V||2 = (UK,^a)fi||Aaa. (Ю) 
a 

12.9. ]|Q|| = 1, По определению Q, это означает, что для 
всех ZQVB должно быть 
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\\zer\\<v\\z=(u,wf\\, 
Uivr • 

а это очевидно из (10). 
12.10. | |R||=1. По определению R, для любых U.W71,. 

W^QV3 МЫ ДОЛЖНЫ доказать неравенство 
||(r/,^-)Be-'||A||(U.^2)Be-,||<||W'-----^--||. 

С помощью (10) левая часть переписывается в виде 
VllU-Ual lAl l^ — ^allA^AllU^UpllAll^-W-pllAa,-. 
сс,Р Р 

Так как ||^=Ua||A||U—Usll--ill-j«----Up|| и \\иа~щ\\/\аа/\ 
/\а^= '0 при a^p (см. определение аа), в этой сумме можно 
оставить лишь члены с a=fi. В каждом таком члене есть 
сомножитель ||"71-=^a||A||Wr2=l^a||<|[Wi = W2[|, что дока­
зывает требуемое. 

12.11. ||.S|j=-=1. Это тождество равносильно формуле 
.\\(u,wfeY\\<\\uex\\. 

Но левая часть равна в силу (10): 
V||U=^||AlF—Wa||Aa«<V||^-U{alpha}||A|F = Wa||A 
а а 

A|IUaeX||<v||U-Ua||A||L/Ke^||—||-i/6^H. 
а 

' 12.12. ||7|[-= Г Мы должны доказать неравенство (для 
любого UQVB): . 

\\ЩХ\\Л\\и^0\\< VWeU\\A\\(U,W)B6Y\\. (11> 
• . wGvB 

Как мы.уже неоднократно замечали 
v||UeX||Ai|U-£0||- v \\иех\\/\\\иф0\\. 

Поэтому в (11) достаточно ограничиться элементами Ua* 
ag/. Далее, 

l|Ua^0||Hl̂ (̂ eUa)||—y||W'e.-/{alpha}||—||v^et/a||. 

Поэтому (11) превращается в неравенство 

Для его доказательства применим индукцию по а. При 
а = 0 оно очевидно, ибо- справа член с W== W0 совпадает с 
левой частью. Пусть оно верно для .всех Р < а . . 

По определению аа, , ' 
||Ua€X|| — ааУ ( v \\U^X\\ A Wv = Ua\\ 

Р<а -
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Подставив эту формулу в левую часть (12), мы получим, 
Что нужно доказать два неравенства: 

aah\\Wa£Ua\\<V\\WeUa\\A\Wa, W)*GY\\,. (13) 

ll^»e^l|AllUij----Ua|iAlFeeUa||< vjFet/allAlKU». w)Bkr\\ (Щ 
для всех р < a. 

Неравенство (13) очевидно: рассмотреть справа член с 
Неравенство (14) следующим образом сводится к индук­

тивному предположению. Левая часть (14) мажорируется 
величиной 

. 1/ £/рел:|1 л Ц£/р=г/а|| л liw«€f/p|i < ]|£/Ре^||л |[£/р=с/„ц л H^pet/pH 
по определению U7p. Далее, по индукции и в силу экстен­
сиональности 

||Up—Ua||A||UPeX||A|F06U0|[< 
< V||Wet/&|iA|l(t/p, lV)B6niA||Up — Ua|| < 

<v||weUa|!A||(Ua,w)Beni-
-1то завершает проверку аксиомы выбора. 

§ 13. ГИПОТЕЗА КОНТИНУУМА «ЛОЖНА» 
для ПОДХОДЯЩИХ в * 

13.1. Напомним (лемма 12.2 а)), что множество X'aVB со­
бирает множества {X;} с вероятностями a^B^I), если 
| re .* | | = Vj|K»=>..||Aa/ для всех Y. 

i 
Пользуясь этим определением, мы можем ввести полез­

ное каноническое отображение универсума фон Неймана V 
в \ / B : zW. Пусть- 0 = 0 (напомним, что ||Yg0||=O для 
всех Y), и ' если s уже определены для всех seVa, то для 
t£Vu+\ положим: 

t собирает с вероятностями 1 все s для sQt. Иными сло­
вами, для любого Y^VB 

||Ye*|| — Al|K-=s||. • (1) 
(Собирающий объект определен неоднозначно, а лишь с 

точностью до эквивалентности, так что,строго говороя, следо­
вало бы указывать ранг t, например, потребовать, чтобы он 
совпадал с рангом t. Это несущественно, так-как нас будут 
интересовать лишь функции истинности, которые не меняются 
лри замене любого объекта на эквивалентный ему.) 

Теперь мы можем сформулировать дополнительные (кроме 
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полноты) условия, которые будут наложены на булеву алгеб­
ру В для нужд этого параграфа. Напомним, что со0 — первый 
бесконечный ординал; со 1 — первый ординал мощности >со0; 
©г — первый ординал мощности >coi. 

13.2. Условия на В. а) Условие счетности. Напомним 
его содержание: если дано семейство элементов {at}, ig/, 
с условиями at----0, a£Aa/=-0 при i=f=], то / не более чем 
счетно. 

б) Существует семейство элементов Ь (п., а)£В, пронуме­
рованное множеством %X<»2i со следующим свойством: ес­
ли Z(a) собирает элементы п., #gion, с вероятностями b (п, а), 
то ||.2(а)=^(р)||=0 при афр. 

Интуитивный смысл второго условия таков. Нетрудно 
видеть, что ||Z(a)Cu>0||----L В самом деле, это условие рав­
носильно ||Vx(At.Z(a){to}x6«0|| —1, T{cdot} e. 

vxevB, ||Xez(a)||<||X6i0ll, 
что очевидно из (1), ибо ш0 собирает п с вероятностями 1, 
а Z(a) —с вероятностями b.(ti, a) < 1. 

Таким образом, условие б) означает, что мы можем наб­
рать ш2 различных подмножеств Z(a)c<o0, так что в наив­
ном смысле слова Card 3- (ш0) > ш1 — это и есть отрицание 
континуум-гипотезы. Конечно, нужно еще проверить, что 
это интуитивное соображение можно превратить в доказа­
тельство. , * 

13.3. Существование В с нужными свойствами. Можно 
было бы воспользоваться измеримыми множествами, как в 
§ 4. ДЛЯ разнообразия приведем еще одну конструкцию. 
Пусть (0, 1)—дискретное двухточечное пространство; /.= 
-=сооХ--2, X—(0, 1)- — пространство векторов из 0 и 1, коор­
динаты которых перенумерованы множеством I, Введем на X 
топологию прямого произведения." Ее стандартный базис об­
разует открытые подмножества, состоящие из всех векторов, 
у которых координаты на некотором конечном подмножестве 
/ с / фиксированы. 

Если acX, положим а—дополнение замыкания а в X, и 
а":={а')'. 
• • Г3.4. Т е о р е м а . Положим 

В = {асХ\а"=а], 
aAb=af}b, 

a\Jb = {aUb)". 
Тогда В с операциями л, V и 'является полной булевой 
алгеброй с условием счетности, и va.--=(Ua()" для любого 
семейства afiB. 
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Доказательство мы опустим: см. Россер [6], гл. 2. 
13.5. Лемма. В условиях 13.4 положим Ь(п,а) = 

----множество векторов с 1 на месте (/г., а) и определим 
Z(<x) как в п. 13.2 б). Тогда ||Z(a).—Z(P)i|;-0 при a==[3. , 

Доказательство. По формуле (5) § 9 
||Z(a)=Z(P)|| = A (b(n,d)Ab(n,P))V(b(n,aYAb(n,Vy)' 

Правая часть-может лишь увеличиться, если заменить л 
на П и V на U; штрихи здесь совпадают с обычными до­
полнениями. Если ||Z(a)=Z(p)j|-----0, то должен был бы су­
ществовать элемент из стандартного базиса топологии X, 
описанного в начале 13.3, содержащийся в 

П (* (», «) П * (Я, Р)) U (* (Л, а)' П & (Л, 
ngco, 

Но это пересечение состоит из векторов, у которых коорди­
наты на местах (п, а) и (п, (3) одинаковы для всех щ тогда 
как в любом элементе стандартного базиса топологии огра­
ничения наложены лишь на конечное число координат. 

13.6. Формулировка отрицания континуум-гипотезы. 
Мы будем доказывать «истинность» следующей формулы 
ПКГ: 

ух((х ординал л х не конечен Avy(yGx->y конечен))-»-
{to} эдо (нет функции из х на все w л нет функции из ш на 
-3s (x))). Здесь 

х конечен: уу(у^хАуфх-^нег функции из у на все л-). 
Расшифровку остальных сокращений мы оставляем читателю. 

Посылка в ~КГ означает: ах есть первый бесконечный 
ординал», заключение: «ш есть множество мощности, строго 
промежуточной между мощностью х и мощностью £Р (Х)У>. 

МЫ будем сокращенно записывать "ПКГ в виде 
Vx(P(x)-+'a.w(Ql(x,w)/\Q2(x,w))). (2) 

13.7. Р е д у к ц и о н н а я лемма. Пусть Р(х), Q(x) — две 
формулы языка Цермело —Френкеля с единственной свобод­
ной переменной х и со следующими свойствами: • 

формула з.\хР (х) выводима из аксиом; 
X0dVB — такой элемент, что ||P(X0)||=-1. 

Тогда ||P(x)||=-||X=X0|| для всех X, и если ||Q(X0)|| — 1, 
то ||vx(P(x){to}Q(x))|L—1. 

Доказательство. Заметим, прежде всего, что ||axP(x)||> 
>||a{cdot}xP (л:)||=-1, ибо все йксиомы «истинны» в Vе, а правил 
л а вывода сохраняют «истинность». Значит, существова-
иие объекта X0£VB с ||P(X0)|| = 1 обеспечено леммой 12.4, 

Далее,, Р (Х)АР (y){to}x = y также выводима, откуда, 
применяя это к X вместо х и Х0 вместо у, находим 
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]|P(X)||<||X=--.X0||. (3) 
Ho ||P(X)||A||X-=Xo!|-ll-D(^o)liA||X-=X0||; сравнивая это с 
(3), получаем, что в (3) можно поставить равенство. 

Наконец, допустим, что \\Q (Х0)\\ = 1. Тогда по доказанному 
i[P(X)i[==l|Q(Xo)[|A||X-Xoll = IIQ(X)llA||X—Xo|| — ||Q(X)||A 

•• A | | / - ( X ) | | , 

откуда ||P(X)||<||Q(X)|| и ||Vx(P(x){to}Q(x))|| — 1. _ 
Эту лемму МОЖНО применять к доказательству |ГК 

в форме (2), потому что из аксиом выводима формула ~1.*:P(x), 
где P(x)-—посылка «x есть первый бесконечный ординал». 
Мы не будем приводить соответствующий формальный вывод 
удовлетворившись констатацией того, что единственность 
ш0 общеизвестна. _ 

Теперь в силу леммы 13.7 Для проверки iKP достаточно 
установить следующие факты: 

13,8. ||РК)||--=1. 
(Иными словами, роль X0 в .нашей ситуации играет ш0). 

13.9.-||Q,(50lSi,)JHl. 
13.10. | |Q2K.^)| | — 1. 

(Значит, рта, (Q ĉo.,, w)/\Qi('s>Q, w))\\ = 1, что завершает провер­
ку условий леммы), 

Проверка 13.8 проводится почти механически, и мы 
оставляем ее в качестве, упражнения. 

13.11. Проверка 13.9. Мы должны установить, что если 
В удовлетворяет условию счетности, то 

||э функция из ш0 на все ш1||--=0. 
Следующее доказательство дословно переносится на более 
общий случай, когда вместо ш0, ш, берется любая пара 
s, tQV с Cards<Cardt. и Cards бесконечно. 

Допустим, что 
0gfeaH|a/(/-функция AVy(yfr>i-+Zx(xeu0/\(x,yW)))\\ 

и придем к противоречию. Должен существовать такой 
элемент EGVB, что 

a< | |E функция||ЛЛ(...). 

Для каждого a.gu)t рассмотрим член произведения, отвечаю­
щий У — а, и учтем, что ||*6--.i|| — 1 . Получим: 

' a < j | F функция l||A(vtlX6«-:
fi|(AII(X. «)eF|D. ' (4) 

В силу (1), 
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.|IX^0||A||(X,a)eE||- v ||X=4A||(X,«)e/?||— 
n<a>, 

= V| |X = 4A||(«,a)6E||, 
Л<Шд 

так что, суммируя сначала по X, а ПОТОМ по 'п, МОЖНО 
представить (4) в виде 

a<\\F функция ||Д V ||(я, a)eF||. [ 

Значит, для каждого а<ш- найдется такой ге(<х)О0, что 
||E функция ||A!|(ft(a)"a)6F|[-¥=0. 

Поэтому существует такое значение п0 и такое подмно­
жество, ./Сей,, МОЩНОСТИ (01, ЧТО 

0-^йа —||E функция||Л||(я-о> ^)6F|| Для всех а б / . 
Остается проверить, что ааЛар—0 при а=£Р, в противоре­
чие с условием счетности для E. Так как по определению 
функции , 

ЛаЛар-Ц^. Функция ||Л|!К. *№\\Л\\(п0, P)eE|!<||a-r4|| 
достаточно проверить, что если аф$, то ||а==|.|[=--0. Действи­
тельно, если, скажем, "сба. но^ФР. то в формуле (5), § 9 для 
{|а = р|| есть нулевой-член ЦтбаЦ V'||T6p||- (Проверка того, что 
||fgp|| —0 при f$P> в свою очередь требует знания того, что 
J|f—8|| — 0 при т =?--<->, но лишь для 7 и -• меньшего ранга, чем a 
и р, так что полное доказательство требует индукции 
тю рангу).. i 

13.12. Проверка 13.10. Мы должны установить, что 
' |]Я функция из ш- на ^(св-^—О, 

т. е. что 
II я£ (8 функция Л^г (гс^0 -> щ (£/6̂ 1 Л (у, z)£g))) | | = 0. 

Допустим, что для некоторого OQVB имеем 
О-£а= ||О функция |]л Л.(•••). 

Для каждого а<ш2 рассмотрим член, отвечающий Z—Z(a) 
(определение в п. п. 13.1 и 13.5), и учтем, что ' 

0 ^ a < | | G функция ||Л V ||Fe«1||A||(Y,2(a))eG||. (5) 

В силу (1) 

, ||ye--i||AIK-,,z(a))eo|H v \\r=$\\M(r*z(«MO\\-
! == v||r=p||A||(M(a))eG|!.. : • 

р<со, 
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Суммируя сначала по У, перепишем (5) в виде 
0 - ^ a < | | G функцйяЦЛ V ||(p,Z(a))eG||. 

Значит, для каждого <х<<о2 найдется такой р(о)<о)1, что 
0 ^ a a - | | O функция | |Л| |(Р(а)^, Z(a))6GH. 

Поэтому существует такое значение р0 •< со- и такое под­
множество ./Сш- мощности со2, ЧТ0 

0«--.aaHI G функция ||Л||(Ро,.-.(а))еО|| для всех абЛ . 
Мы придем к противоречию с условием счетности, как в 
предыдущем пункте, если покажем, что аад.зр-=0 при 
а-£|-. Но это следует из того, что 

йаЛ%<||2(<х)—2(!3)||—0 
в силу леммы 13.5. 
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УДК 519.56:51.0! 
10. И. Ma и и и, Проблема континуума. «Современные проблемы мате. 

матики». (Итоги науки и техники) 1974 г., 5, 5—72, библ. G 
Изложены результаты геделя и Коэна о независимости гипотезы конти­

нуума от аксиомы теории множеств- Изложение ориентировано на математи­
ков, не специализирующихся по логике и аксиоматической теории множеств-
Все необходимые сведения из логики приведены в тексте статьи. Метаязык 
не формализован и изложение ведется на содержательном уровне. 

УДК 517.52/.56 
П. К. С у е т и и, Ряды по многочленам Фабера и некоторые их обобще­

ния. «Современные проблемы математики». (Итоги науки и техники) 1974 г., 
5, 7:1-МО, библ. 57 

!г 
Рассматриваются асимптотические свойства многочленов Фабера в различ­

ных частях плоскости в зависимости от граничных свойств весовой функции 
и от степени гладкости границы области. Подробно излагаются условия пред­
ставления аналитических функций рядами Фабера внутри области и в зам­
кнутой области, а также условия сходимости общих рядов по многочленам 
Фабера. Приводятся некоторые результаты по проблеме С. М. Никольского 
в комплексной области, полученные с помощью просуммированных рядов Фа­
бера. Описываются различные обобщения многочленов Фабера: многочлены 
Фабера—-Уолта, рациональные функции Фабера—Джрбашяна, базисные систе­
мы Фабера—-Ерохина. отмечается применение многочленов Фабера в теории 
однолистных функций. 

УДК (517.946+517.934) :Б17.Б5 
С. Ю. Д о б р о х о т о в , В. П. М а с л о в, Некоторые приложения тео­

рии комплексного ростка к уравнениям с малым параметром. «Современные 
проблемы математики». (Итоги науки и техники) 1974 г., В, 141—211, библ. 13 

Излагается метод отыскания асимптотических решений некоторого ^класса 
дифференциальных уравнений в частных производных, в том числе и нелиней­
ных. Применение метода демонстрируется на ряде конкретных математических 
а Физических задач. 
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