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ДЕСЯТАЯ ПРОБЛЕМА ГИЛЬБЕРТА 

Ю. И. Манан 

Десятая проблема Гильберта СОСТОИТ В отыскании алго­
ритма, применимого к любому диофантову уравнению вида 
f(xi, . . . , xn) — 0 (f — многочлен) и позволяющего за конеч­
ное число шагов узнать, есть ли у этого уравнения решение 
в целых числах. Гедель, Пост, Черч, Тыоринг в 30-х и 
40-х годах открыли возможность точно поставить задачу, 
формализовав понятие алгоритма. После этого работы Дэ-
виса, Путнама, Дж. Робинсон, Ю. В. Матиясевича в 50— 
60 годах привели, в частности, к доказательству того, что 
искомого алгоритма не существует. 

В предлагаемом обзоре с практически полными доказа­
тельствами изложен этот замечательный цикл работ, начи­
ная от определения рекурсивной функции и кончая теоремой 
Матиясевича. Я глубоко признателен Ю. В. Матиясевичу, 
который прочел первый вариант этой статьи, сделал ряд 
критических замечаний, очень полезных для автора, и пред­
ложил улучшения ряда доказательств. 

§ 1. НЕФОРМАЛЬНОЕ ОПИСАНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Леви-Брголь обнаружил, что мышление первобытных людей 
, является не логическим, 'а, как он его назвал, «пралогиче-

ским». В частности, оно характеризуется безразличием к прин­
ципу исключенного третьего, выражаемому формулой а а = 0 
или утверждениями типа «нельзя съесть пирог, сохранив его». 
Это было очень важным и плодотворным открытием, особен-

, но потому, что, как указывали уже многие авторы, Леви-
Брюль, безусловно, ошибался, когда находил существенное 

i различие между «цивилизованным» и «первобытным» челове­
ком. Постепенно становится все более и более очевидным, что 
все мы — братья, несмотря на различие цвета кожи, и что ло-

( гическое мышление даже у «цивилизованных» людей похоже, 
скорее, на танцы лошадей, то-есть на трюк, которому можно 

, обучить некоторых, но далеко не всех, причем он может ис­
полняться лишь с большей затратой сил и с разной степенью 

t мастерства, и даже лучшие представители не в состоянии по­
вторять его много раз подряд. 

X. И. Ульдалль «Основы глоссематики» 
|> 

Следующие соглашения остаются в силе на всем протя-
* жении статьи. 
* Множество целых положительных (натуральных) чисел 

обозначается Z+. Аргументы почти всех рассматриваемых 



функций принадлежат (Z+)n — множеству n-векторов с нату­
ральными координатами. Удобно считать, что множество 
(Z+)° состоит из одного элемента. 

Подмножества Е — (Z+)n обычно молчаливо предполага­
ются непустыми в доказательствах. Запись типа «множество 
£: xi>#.-B (Л-I, x2> р, q, п) -пространстве» означает множества 
всех векторов {х\, х2, р, q, n)6(Z+)5 , y которых первая ко­
ордината больше второй. Как правило, мы для краткости не 
делаем различия в обозначениях «общего» и «специального» 
элемента множества. 

Вся статья написана в рамках наивной теоретико-множе­
ственной математики. Автор не делал никаких попыток при­
нять интуиционистскую или конструктивную точку зрения, 
исходя из прагматической уверенности в том, что метамате­
матика является частью математики, тогда как обратное 
неверно. 

Употребление логических символов у, я , & и т. п. яв­
ляется вольным и всегда понимается в смысле содержатель­
ной теоретико-множественной интерпретации. 

Основные результаты теории удобно формулируются в 
терминах связей между тремя счетными классами подмно­
жеств в (Z+)" (при всевозможных п). Элементы этих трех 
классов называются соответственно диофантовыми, разре­
шимыми и перечислимыми множествами. 

1.1. Диофантовы множества. Пусть f(xu . . . , хп, уи ..., 
ут) — многочлен с целыми коэффициентами и . множеством 
аргументов, разделенным на две части. 

Определим подмножество Ec(Z + )" условием: (хь . . . , л„ )6 
еЕ& существуют такие (уи ..., ут) 6 (Z+)"\ что f (хи ..., хи, 
У1> • • •> Ут) —О- Эквивалентное условие (рг—-проекция на 
xi, . . . , х,.)-пространство): 

E — pr(E0, 
Я - {(хь .. ., xh, у ь . . . , уЯ) 6 .(Z+)»+* | / (.*, у) = 0} 

Все множества E , получаемые таким способом при все­
возможных / и п, называются диофантовыми. 

Для краткости мы будем говорить часто, что описанное 
выше множество Е соответствует многочлену f. Конечно, 
одно и то же множество может соответствовать многим мно­
гочленам: например, пустое множество соответствует любо­
му многочлену вида f=g2 + \. 

П р и м е р ы . Множество х\>х2 соответствует многочлену 
Xi—x2—У\\ x l > x 2 МНОГОЧЛеНу Х\—Х2—£/2+1. 

Множество xi----x2 modx3 соответствует многочлену (дгг— 
~x2)—xs(yl~-y2), 

Как мы убедимся в § 8, множество Х\=х2
ха тоже соот­

ветствует некоторому многочлену. Кажется, никто еще не 
удосужился выписать этот многочлен явно, хотя это нетруд-
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но сделать, проследив за доказательством, очень нетриви­
альным, хотя и элементарным. 

1.2. Разрешимые множества*. Пусть А—какой-нибудь 
алгоритм, который применим к всевозможным п-векторам 
(xi, . . . ,хп) B(Z+)n и перерабатывает ИХ либо в 1, либо в 2. 
Определим множество Е условием: 
(Х\, ..., хп) б E"^ алгоритм A перерабатывает (х ь . . . ,xn) в 1. 

Все подмножества Е, получаемые таким способом при 
всевозможных А, называются разрешимыми. 

Перед описанием этого семейства поставлена звездочка, 
которая указывает, что это описание не является математи­
ческим и, следовательно, не может быть встроено ни в какое 
доказательство (ср., однако, п. 1.4). Цель логической части 
теории как раз и состоит в том, чтобы дать достаточно форма­

лизованное определение алгоритма (см. ниже, § 2), или по 
крайней мере результатов его работы. 

Интуитивно можно представлять себе алгоритм А как про­
грамму для абстрактной вычислительной машины (написан­
ную без учета ограничений на время и объем памяти, ска­
жем, на одном из алгоритмических языков). На вход про­
граммы подаются л-векторы (х., . . . , хп) 6 (Z+)n , выход со­
ставляет 1 или 2. 

1.3. Перечислимые множества*. Пусть А алгоритм, кото­
рый применяется ко всевозможным п-векторам (xi, . . . , xn) 6 
б (Z+)n и некоторые из них перерабатывает в 1, а для дру­
гих работает без конца и. Определим множество Е условием 
{х\,.. ,хп) GE'-n- алгоритм A перерабатывает (x i , . . ,xn) в 1. 

Все подмножества Е, получаемые так при всевозможных 
A, называются перечислимыми. Звездочки здесь и ниже по­
ставлены с той же целью, что и в п. 1.2. 

Следующий результат почти очевиден: 
1.4. Предложение. Имеют место следующие включения 

между описанными классами множеств: 
(диофаитовы) с (перечислимые) з (разрешимые). 

Д о к а з а т е л ь с т в о * , а) Пусть Ес (Z+)п — диофантово 
множество, отвечающее многочлену f (x i , . . . , xn> yu . . „ ут). 
Его перечислимость устанавливается алгоритмом, который 
перебирает по очереди упорядоченные по Кантору вектора 
{Уи •••> Ут) 6 {Z+)m и, «приставляя» их к вектору (xi, . . . , 

xn) , поданному на вход, проверяет, верно ли, что f(xu ..., хп, 
Уи • •>, Ут)= 0- Если это оказывается верным, на выходе пи­
шется единица и работа прекращается; в противном случае 
перебор продолжается. 

б) Пусть E c - (Z+ )n — разрешимое множество, отвечаю­
щее алгоритму А. Чтобы установить перечислимость Е, этот 

') Вместо этого можно допустить, чтобы алгоритм оканчивал работу, 
но с другим результатом. 
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алгоритм нужно «испортить», так, чтобы в тех случаях, ког­
да он должен выдать 2, он бы зациклился и продолжал ра­
ботать до бесконечности. 

Следующие две теоремы являются основными результа­
тами в этом обзоре. Они далеки от очевидности и принадле­
жат к вершинам теории. 

1.5. Т е о р е м а A, (Гедель, Черч, Пост, Тьюринг). Класс 
перечислимых множеств строго больше класса разрешимых 
множеств. 

Иными словами, существует такое множество Ed(Z+)n, 
что его элементы распознаются за конечное время некоторой 
программой на вычислительной машине, но не принадлежа­
щие ему элементы, поданные на вход, вынуждают програм­
му работать и работать... оставляя нас в недоумении, про­
сто ли у нас не хватило терпения дождаться положительного 
ответа, или ответа не будет никогда. 

Доказательство использует диагональный процесс Кан­
тора и является естественно-научным эквивалентом «Про­
цесса» Кафки. Оно неформально изложено в § 10 обзора, 
который можно читать сразу вслед за § Г 

1.6. Т е о р е м а Б. (Дэвис, Путнам, Робинсон, Матиясе-
вич). Класс перечислимых множеств совпадает с классом 
диофантовых множеств. 

Иными словами, диофантовых множеств гораздо больше, 
чем молено было бы ожидать (см. ниже пп. 1.9—1.13), Схема 
доказательства и его детали изложены ниже в §§ 2—9. 

Сопоставляя 1.4, 1.5 и 1.6, мы сразу же получаем, что 
существует диофантово неразрешимое множество, т. е.: 

1.7. С л е д с т в и е . Существует такой многочлен с целы­
ми коэффициентами f{X\, ..., хп, ух . . . , ут), что задача рас­
познавания «хвостов его решений» (хи ..., xn)£Ecz(Z+)n 

алгоритмически неразрешима. 
С другой стороны, существование алгоритма Н, распознаю­

щего наличие (натурального) решения у любого многочлена, 
конечно, доставило бы и алгоритмическое решение задачи 
1.7: нужно было бы, подав на вход (х°, ..., x«) 6 (Z+)n, при­
менять затем Н к многочлену f(x°, .. ., х°п, уи . . . , y,,) от 

У и • • • . . У ю -
Следовательно, такого алгоритма Н не существует —это 

и есть отрицательное решение десятой проблемы Гильберта. 
Рассмотрение целочисленных решений вместо натуральных не 
меняет дела: существование натурального решения у 
f {хъ ...,хп) = 0 равносильно существованию целого решения. 
уравнения 

в силу теоремы Лагранжа о представимости любого нату­
рального числа в виде суммы четырех целых квадратов. Эта 
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один из небольших трюков теории, другие примеры которых 
мы встретим ниже. 

Теорема 1.6, однако, является положительным результа­
том, который гораздо сильнее отрицательного ответа на воп­
рос Гильберта и который поразительно неожидан и даже 
неправдоподобен с теоретико-числовой точки зрения. Чтобы 
проиллюстрировать это утверждение, стоит рассмотреть не­
сколько конкретных примеров перечислимых множеств. Они 
становятся' еще эффектнее, если дополнить теорему Г6 сле­
дующим простым трюком Путнама: 

1.8. П р е д л о ж е н и е . Пусть EcZ+— перечислимое мно­
жество целых чисел. Тогда существует такой многочлен g с 
целыми коэффициентами, что Е совпадает с множеством 
всех натуральных значений g при натуральных (или, если 
угодно, целых — см. п. 1.7) значениях аргументов. 

Доказательство. По теореме 1.6, Е диофантово; пусть он 
отвечает многочлену / (х, у1, . . . , ут). Положим 

g(y0, У.. •••,Ут) = #о[--/2(Уо,У1. ••••У™)]-
Очевидно, при аргументах из (Z+)'n+1 имеем 

xeE**z(yu ...,ym), f(xtylt ..., ут) = ОФ 
4ФЯ (у0, . . . , ym), g (у0, уъ . . ., ljm) = X, 

что доказывает требуемое. 
1 Таким образом, следующие множества натуральных чи­

сел можно реализовать как множества всех натуральных 
значений некоторых целочисленных многочленов: 

1.9. Множество простых чисел. Его перечислимость и 
даже разрешимость очевидна. Ю. В. Матиясевич [111 пока­
зал, как построить перечисляющий многочлен степени 37 от 
24 переменных. 

1.10. Множество, 1, 10,100,..., Ю51, . . . или (1,22, З3', ...,. 
пп.--п(п раз), . . . ) , или еще более быстро растущая последо­
вательность. Удивительно, как значения соответствующего 
многочлена «проваливаются» до нуля и ниже в окрестности 
точек, где они так огромны. 

1.11. Множество Ферма F, состоящее из техгс>2,для ко­
торых уравнение xn-\-yn = zn имеет решение в натуральных 
х, у, z. 

Гипотеза Ферма состоит в предположении, что множество 
пусто. Оно заведомо перечислимо (для каждого п переби­
рать (л;, у, z), упорядоченные по Кантору) и, значит, по тео­
реме Б, диофантово. Таким образом, переменную п можно 
из экспоненты загнать в аргументы многочлена. 

Интересен и содержателен вопрос о том, разрешимо ли 
множество F. Отрицательный ответ означал бы непустоту F. 
Положительный ответ означал бы существование алгоритма, 
позволяющего для каждого п узнать, разрешимо ли уравне-
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ние Ферма с номером п, но, возможно, требующего больше 
и больше работы с ростом п. Нынешнее состояние наших 
знаний можно рассматривать как приближение к доказа­
тельству разрешимости F. Признаки отсутствия решений 
уравнения Ферма, принадлежащие Куммеру, Вифериху, 
Вандиверу и др., плюс последующий счет (вручную или на 
.ЭВМ) ДЛЯ их проверки — вот из чего состоят доказательства 
гипотезы Ферма для простых показателей, не превосходя­
щих нескольких тысяч. За ту же цену, в какую обошлась 
высадка «Аполлона» на Луну, гипотезу Ферма, может быть, 
удалось бы проверить для показателей < 1000000... 

1.12. Множество (10s,, 10-е2, . . . , 10%, .. .), где е— п-я 
после запятой цифра десятичного разложения е (или к, 
или -j!/~~2 или любого лругого „вычислимого" иррацио­
нального числа). Это удивительное свойство «алгебраично-
сти» некоторых трансцендентных чисел. 

1.13. Множество всех неполных частных разложения 
в непрерывную дробь т., или •рг2 , или любого иррацио­
нального алгебраического, или любого иррационального 
„вычислимого" числа. 

Напомним, что до сих пор неизвестно даже, конечно или 
бесконечно это множество хотя бы для -j/"2 . 

Все эти примеры, которые легко может умножить чита­
тель, позволяют надеяться на то, что теорема 1.6 и принци­
пы ее доказательства могут найти нетривиальные и неожи­
данные теоретико-числовые приложения, выходящие за пре­
делы немедленных следствий. 

Укажем еще, что для каждого перечислимого множества 
натуральных чисел, заданного своим порождающим алго­
ритмом, многочлен g из предложения 1,8 в принципе мож­
но явно восстановить по этому алгоритму. 

§ 2. АЛГОРИТМЫ И РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ 

В этом параграфе будет введено формальное определе­
ние тех алгоритмов A, которые фигурируют в пп. 1.2 и 1.3, 
точнее, результатов их работы. Удобно несколько иначе рас­
ставить акценты и взять здесь в качестве основного понятия 
не подмножества, а функции на (Z+)n со значениями в Z+, 
т. е. элементы множеств FW=M.ap((Z+)n, Z+). Каждому 
подмножеству Ecz(Z+)n отвечает его характеристическая 
функция из Р{п), равная 1 на Е и 2 вне Е (нуль не входит в 
Z+I). Разрешимость множества Е должна означать эффек­
тивную вычислимость его характеристической функции. Аде­
кватной формализацией ПОНЯТИЯ эффективно вычислимой 
функции служит определение рекурсивной функции, к кото­
рому мы сейчас приступим. 
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Общая идея состоит в том, что любая рекурсивная функ­
ция должна получаться из набора простейших функций 
(«очевидно», вычислимых) с помощью конечной последова­
тельности элементарных операций («очевидно», способных 
служить блоками алгоритма). 

2.1. Простейшие функции: 
sucgE1-1): sue (x)-= x-Ь 1 (successor, следующее число); 

IWQf(n) (ДЛЯ в с е х и): 1(">(х-, . . . , x„)=l ; рг(")еЯ'г) (1 = 1,... 
. . . , « ) : pri(xi, .. .,хп) = х£. 

2.2 Элементарные операции. 
а) Подстановка E(m)x(Fl'0)m~>-F(")- 0 н а функции /GF4"0 

и т функциям gu .. .,gmeF(lt) ставит в соответствие функцию 
hg.F('-> со значениями h(xv ..., xn) — f[g\ (хи . . . , хп), ... 
....gm(x1 ,х„)]. 

б) Рекурсия, т. е. индуктивное определение новой функции 
по данным старым: FW xE("+2)--*F('!+1). 

Индукция в нашем определении происходит по последнему 
аргументу. Паре функций /6E(n), g-£E('H-~) ставится в соот­
ветствие функция hGF(n+1), для которой h (хъ . . . , x„, 1)-— 
= /(x-, . . . , x„() (начальное значение); h(xu ..., хп, k -f-1)----
= g(xi, . . .,xn, k, h(xx, ...,xn, k)) (переход от k к k-\-\). 

Рекурсиям отвечают циклы в программах для ЭВМ. Их 
существование является основной причиной того, что програм­
ма фиксированной длины может реализовать как угодно дол­
гие вычислительные процессы. 

в) Перебор для отыскания значений неявно заданной функ­
ции. Он сопоставляет функции /gEC--.-1) функцию .gGF("\ кото­
рая определена так: 

g(xu . . .,x„) = miny|/(x1 , .. .,хп, y)= 1. -
Операция перебора определена лишь на подмножестве 
Fii("+1\ состоящем из тех функций f, для которых у с опи­
санным свойством существует при всех (x-,..., x„) б С--4")". 

•Это ставит перебор в особое положение по сравнению с дру­
гими двумя операциями. Многие из содержательно интерес­
ных функций можно вычислить, не используя перебора. 

С этой операцией связана также идея частично рекурсив­
ной, т. е. «не обязательно всюду определенной рекурсивной» 
функции. В нашем изложении это понятие не понадобится, и 
мы не приводим его здесь. 

2.3. Определение рекурсивных функций. Множеством 
оо 

рекурсивных функций U RW называется наименьшее подмно-
л-=0 

со 

жество в U EC"), содержащее все простейшие функции sue, 
1("), рг(">, и замкнутое относительно операций подстановки, 
рекурсии и перебора, применяемого лишь к элементам из FIX. 
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Если в этом определении исключить перебор, получится 
класс примитивно-рекурсивных функций. 

2.4. Тезис Черча. Пусть / — некоторая рекурсивная функ­
ция. Если она задана явно, т. е. указана последовательность 
элементарных операций, с помощью которых f строится из 
простейших функций, то ничего не стоит превратить это за­
дание в программу, которая будет табулировать функцию f. 
Таким образом, рекурсивные функции являются эффективно 
вЫЧИСлимЫМи.; 

Обратное утверждение составляет знаменитый тезис Чер­
ча: Любая функция, эффективно вычислимая на детермини­
рованной машине с неограниченной памятью, является ре­
курсивной". 

Отсылая за подробным обсуждением этого тезиса к об­
ширной логической литературе (см., например, [1], [2], [4], 
[5]), мы ограничимся здесь несколькими замечаниями. 

а) Тезис Черча не является теоремой, ибо понятие эф­
фективной вычислимости не было определено. 

б) Тезис Черча не является также только определением 
эффективной вычислимости, хотя именно в таком виде он 
фигурирует в математических текстах при интерпретации 
результатов. 

Важнее то обстоятельство, что он является очень силь­
ным эвристическим принципом, позволяя математику зара­
нее быть уверенным в том, что функция, которую он строит 
любым интуитивно детерминированным способом, обязатель­
но окажется рекурсивной. 

Эта уверенность, разумеется, в каждом конкретном слу­
чае должна быть подкреплена прямым доказательством. 
Она и .была подкреплена такими доказательствами во мно­
гих случаях, описанию которых посвящены книги и статьи. 
Навык превращать наивно-алгоритмическое описание в до-
казательство рекурсивности принадлежит к числу рабочих 
умений любого специалиста в этой области. Большинство 
сознательно допущенных пробелов в статье автора (кото­
рый не является специалистом) состоит в том, что такой пе­
ревод опущен. 

в) Тезис Черча в некотором смысле формализует также 
понятие любого алгоритма A, точнее, результата его работы. 
Действительно, алгоритм есть отображение: (множество 
входов)---(множество выходов). Из общих соображений ко­
нечности вытекает естественность предположения о том, что 
и выходы, и входы могут принимать ЛИШЬ счетное число зна­
чений. Перенумеровав их натуральными числами, мы пре-

4» Существуют более сильные формы тезиса Черча, связанные с по­
нятием частично рекурсивных функций, а также функций, рекурсивных от­
носительно некоторой системы функций-
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вратим Л-в функцию Z+-+Z+. Гёделю принадлежит конструк­
ция такой нумерации, что для всех предложенных определе­
ний в достаточно формализованных системах, функция ее 
оказывается рекурсивной. Это и доставляет сведение поня­
тия алгоритма к понятию рекурсивной функции. 

Теперь мы можем дать точное определение разрешимых 
и перечислимых множеств. 

2.5. О п р е д е л е н и е , а) Разрешимым множеством 
EC (Z+)n называется всякое множество, характеристическая 
функция которого рекурсивна. 

б) Перечислимыми множествами называются образцы 
разрешимых множеств относительно проекций (Z+)n+™->-
(-* ) П' (xb. . •> xn> xn+b . • .1 Хп+т) ->(xi,. . ., Хп) • 

З а м е ч а н и я . Если принять тезис Черча в том виде, 
как он здесь сформулирован, то согласие определения 
2-5 а) с интуитивным описанием разрешимых множеств в 
п. 1.2 становится очевидным, ибо возможность алгоритми­
чески распознать элементы из множества E равносильна вы­
числимости характеристической функции Е. , 

Что касается перечислимых множеств, то сразу ясно 
лишь, что новое определение 2.5 б) описывает множества, пе-
речислимые в смысле старого описания: доказательство та­
кое же, как предложения 1.4 а) . Дополнительный анализ, па­
раллельный тому, который проводится в обоснование тези­
са Черча, нужен для убеждения в том, что новое 
определение не уже старого. 

Отметим еще, что принятая здесь характеризация разре­
шимых и перечислимых множеств в других источниках вы­
водится из других определений, использующих понятия час­
тично рекурсивной функции, алгоритма (в том или ином ва­
рианте) и т. п. Преимущество такого подхода состоит в 
том, что исходное определение выбирается ближе к интуи­
тивному представлению, которое, в частности, связано ско­
рее с процессом вычисления, чем с его результатом. Пози­
ция автора в этом вопросе сводилась к тому, что при любом 
выборе начальных определении из математически эквива­
лентных для проверки тезиса Черча необходимо проделать 
большую работу, не имеющую прямого отношения к 10-й 
проблеме Гильберта и заслуживающую отдельного обзора. 
Путь от нашего определения к теореме Матиясевича наибо­
лее прям. 

§ 3. ПЛАН ДОКАЗАТЕЛЬСТВА 

В этом параграфе определены некоторые вспомогатель­
ные понятия и описан план доказательства теоремы Б 
• (п. 1.6). Теорему A (п. 1.5) мы выведем затем из нее. Исто-
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рически теорема A была доказана, конечно, раньше. Приме­
нение диагонального процесса к многочленам вместо рекур­
сивных функций позволяет, однако, сделать доказательство-
совершенно прозрачным и коротким. 

ДЛЯ доказательства теоремы Б удобно ввести сначала 
два вспомогательных класса множеств, занимающих проме­
жуточное положение между перечислимыми и диофантовы-
ми. Потом, конечно, окажется, что все эти классы совпадают. 

Начнем с нескольких терминологических соглашений. 
3.1. Пусть / : (Z+)"->Z—некоторая функция, mgZ. Мно­

жеством ш-уровня / (или просто иг-уровнем / ) называется 
прообраз / _ 1 (т), т. е. множество Bc(Z+)n, хЕЕ•& f (х) = т. 

Рассмотрим отображение, которое сопоставляет каждому 
подмножеству Ea(Z*)n новое подмножество Fc.(Z+)n по сле­
дующему правилу: 

(xj,.. .,x,!)eF<^Vife, l < ^ < x „ | ( x 1 , . , . , x n _ h k)eE 
Это отображение называется «ограниченным квантором 
общности». ДЛЯ краткости мы будем применять то же наз­
вание к аналогичной операции, проделанной над любой ко­
ординатой (не обязательно последней). 

Напомним, наконец, что отображения проекции опреде­
лены в п. 2.5 6). Мы часто рассматриваем их как операции 
над подмножествами в (Z+)n+TO, сопоставляющие каждому 
множеству его образ при проекции. 

3.2. О п.р е д е л е н и е - л е м м а. Рассмотрим следующие 
четыре класса подмножеств в (Z+)n (при всевозможных п). 

(I) Проекции множеств уровня рекурсивных функций. 
(II) Проекции множеств уровня примитивно-рекурсивных 

функций. 
(III) Наименьший класс множеств, содержащий мно­

жества уровня многочленов с целыми коэффициентами и 
замкнутый относительно операций конечного прямого про­
изведения, конечного объединения, конечного пересечения, 
проекции и ограниченного квантора общности. 

(IV) Проекции множеств уровня многочленов с целыми 
коэффициентами. 

Тогда справедливы следующие утверждения: 
а) Класс (I) совпадает с классом перечислимых мно­

жеств, а (IV)—с классом диофантовых множеств. 
Множества класса (II) мы будем называть примитивно-

перечислимыми, а класса (III) —D-множествамй. 
б) (I) э (П)з (III) з (IV) 
Доказательство, а) Разрешимое множество является 

множеством l-уровня своей характеристической функции, 
которая рекурсивна. Поэтому оно вместе со'всеми проекци­
ями прицадлежит классу (I). 
14 



Наоборот, пусть / — рекурсивная функция, Е — ее т-уро-
вень. Тогда характеристическая функция Е равна 
-So [(/ — ?n)2 + l], где s:Z't->Z+ характеристическая функция 
{1I6.Z+: 

s ( l ) = 1 , s(x) — 2 при x > 2 . 
Так как s и (/ — m)2 + 1 рекурсивны, Е разрешимо, а его про­
екции перечислимы. 

6) Не совсем очевидно только включение (Ш)с:(П). Преж­
де всего, множество т-уровня многочлена / является множе­
ством l-уровня примитивно-рекурсивной функции (/—m)2-f-1. 
Поэтому для проверки включения (III) с. (И) достаточно уста­
новить, что класс (II) замкнут относительно операций прямого 
произведения, объединения, пересечения (все в конечном числе) 
и ограниченного квантора общности. 

Пусть Е, E'c.{Z+)n, Е^с:(2.+У — три примитивно-перечисли-
мых множества, являющихся проекцией 1-уровней функций /,, 
/ ' , /1 соответственно: 

х = (хъ .. . ,x„)eE^a(y l ! . . . . y j — y, f(x, 30= 1; 
x = (xh .. ., xn) 6E' *•> Я (zu.. .,zq) = z, f'(x, 'z) = 1; 
#-=(«1, . . . , иг)6Ei^Я(ce'i, • • .,ws) = w, /1(и, вд)= 1. 

(1-уровнями можно ограничиться по замечанию в предыдущем 
абзаце). Тогда 

EXEi = проекция 1-уровня функции (ffi){x, у; и, w); 
EUE' = проекция 1-уровня функции ( /—1)( / '—1)+1; 

EDE—проекция 1-уровня функции (ff')(x; у, z). 
Эти три функции примитивно рекурсивны вместе с / , / ' , / 1 * 
Наконец, пусть множество F является образом Е относи­

тельно ограниченного квантора общности: 
(х-, . . . , хп_ь х,) GE^Vk < хп, (хи ..., х„_ь k) 6E. 

Мы хотим построить по функции / , 1-уровень которой 
проектируется на Е, новую примитивно-рекурсивную функ­
цию g, 1-уровень которой будет проектироваться на F. 

Естественная мысль—рассмотреть в качестве приближения 
к g произведение 

^ 11 / (хи • • • > хп-ь k; i/1 й, . . . , ymft), 
й - i 

где (у.-;,) — «независимые переменные». Неприятное обстоятель­
ство состоит в том, что число аргументов этой «функции» 
растет вместе с хп. 

Гёделю принадлежит простая и красивая идея, как спра­
виться с этой трудностью. Здесь она встречается в простей-
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шей форме, а многочисленные ее вариации будут нужны 
впоследствии. 

3.3. Лемма. Положим 
Gd (и, k, t) = остаток от деления и на 1 + Е 

Это примитивно-рекурсивная функция (функция Гёделя), кото­
рая обладает следующим свойством: 

для любого числа xgZ+ и любой последовательности 
a1, .. .,axQZ+ существуют такие и, t£Z+, что Qd(a, к, t) = ak 
для всех l < k < x . (Иными словами, рассмотрим Gd(u,k,t) 
как функцию от одной переменной к, зависящую еще от двух 
параметров и, t. Тогда, при подходящем подборе и, t, эта 
функция может воспроизвести на любом конечном интервале 
значений к любую, предписанную заранее функцию от к). 

Доказательство. Пусть x6Z+ дано. Положим t = Xl, где 
Х>х. Для любых ki=^k^<x имеем п. о. д. (\ + кгХ\, 
1 + k2Xl)=l. Поэтому можно решить относительно и систе­
му сравнений 

z«Esa,/.mod(l + kX\), l < £ < x . 

Выбрав X настолько большим, чтобы \-\-kX\>ak при всех 
1<&<x, получим, что ак есть остаток от деления и на 
\ + kX\. То, что Gd примитивно-рекурсивна, проверяется без 
труда: см. [2], [3]. 

Лемма доказана. 
3.4. Вернемся к прерванной конструкции функции g. Она 

будет зависеть от хъ ...,хп и 2т дополнительных аргумен­
тов (И1, ti, . . . , яи, t j : 

g (xi , . . ., Хп\ И1, iv1, . . ., ttm, tm) = 

= j Q / ( x i ' • • • . - V - i . •*. —-(«l. k\ t i ) , . . . , G d ( t t m , k,tm)). 
ft-1 

Она примитивно-рекурсивна, потому что k-й сомножитель 
получается из / и Gd подстановкой, а затем g строится по 
этому сомножителю рекурсией. 

Проверим, что множество F является проекцией 1-уровня 
функции g на (хи . . . , x„)-координаты. 

Действительно, если g(.xi, . . . , tm)=--1, то для всех 
l< /e<x„ имеем /(x1, . . . , & , . , . , Qd(um, k,tm) = l, т. е. для 
всех l</fe<x„ точка (хъ ..., хп_ъ к) принадлежит Е. Это 
значит, что (X!, . . . , x„) 6F. 

Наоборот, если (xj, .. ь, x„) 6F, мы можем поднять точку 
(хъ ..., хп_ь k), 1<к<.Хп, на 1-уравень / . Пусть у-коорди-
наты этой точки будут ylfl, ...,уть- Решим систему уравне­
ний относительно щ, tt: 

Qd(uL,k,ti) = ytk для всех l < k < x „ . 
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Это возможно по лемме 3.3. Найденные значения аргумен­
тов tii, U вместе с Х\ хп обращают g в единицу. 
Это. заканчивает доказательство леммы 3.2. 

3.5. Дальнейший план работы следующий. 
В § 4 показано совпадение классов (1) и (II), в § 5 — 

классов (11) и (III). В §§ 6—9 классов (III) и (IV). По 
лемме 3.2 отсюда следует теорема Б из § 1. 

Теорема A выводится из нее в § 10. 
3.6. Замечания. 'По ходу доказательства леммы 3.2мы 

получили следующие простые факты, которые следует по­
стоянно иметь в виду: 

а) В определениях классов (I) — (IV) всюду можно заме­
нить множества уровней на множества I-уровней (перейдя 
от/ к (/—m)2+l). 

б) Все классы (I) — (IV) замкнуты относительно опера­
ций произведений, пересечений, объединений (все в конеч­
ном числе) и проекций. (Доказательство этого для класса 
(II) в лемме 3.2 применимо и к остальным классам). 

Ограниченный квантор общности, доставляет значительно 
большие трудности. На самом деле, замкнутости класса ди-
офаитовых множеств относительно него посвящена наиболее 
техническая часть доказательства в §§ 6—9. 

§ 4. ПЕРЕЧИСЛИМЫЕ МНОЖЕСТВА 
ПРИМИТИВНО-ПЕРЕЧИСЛИМЫ 

Пусть f:E-+F— отображение двух множеств. Напом­
ним, что график f определяется как множество Ff = 
= {(x,y)6EXF|y = f(x)}c:EXE. 

Пусть /:(Z+)"{to}Z+—-рекурсивная функция. Тогда ее 
1-уровень можно представить в виде проекции на первые п 
координат множества r/D[(Z+)"X{1}]- Так как множество 
(2+)"Х{1) примитивно-перечислимо, ясно, что справедливость 
утверждения (l) = (II), вынесенного в заголовок параграфа, не­
медленно получится из следующего результата с учетом за­
мечания 3.66: 

4.1. П р е д л о ж е н и е . Графики рекурсивных функций 
примитивно-перечислимы. 

Доказательство. Мы проверим, ЧТО ЭТО СВОЙСТВО выпол­
нено для простейших функций и сохраняется при применении 
к функциям элементарных операций (см. пп. 2.1 и 2.2). Первое 
очевидно, ибо графики простейших функций далее диофантовы. 
Второе требует некоторой работы. 

£ f 
а) Подстановка. Пусть (Z+)"--->(Z+)m{to}Z+ такие отображения, 

что графики Г^ и Г- примитивно-перечислимы. Тогда график 
Гл, где h=fog, примитивно-перечислим. Действительно, имеем 
Гй.-рг[(Г,х2+)П((£+)*ХГ,)], где pr : (Z+)«X (Z+)'nX Z+-> 
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~>(Z+)"XZ+—проекция на два крайних сомножителя. Прими­
тивная перечислимость ГЛ теперь следует из замечания З.Зб), 

б) Рекурсия. Пусть /,,§•—функции от п, п + 2 перемен­
ных, графики которых примитивно-перечислнмы. Определим 
функцию h от и 4- l переменной с помощью рекурсии 

П (Х\, • • . , ЛГ„, 1 ) = = / ( x i , . • ., Хп)\ 

h (xh . •., .*,,, k + 1) ---•# (л,, . •., x„, к, /г (xj x„,&)). 
Тогда график Л примитивно-перечислим. 

Пусть F, G — примитивно-рекурсивные функции, 1-уровни 
которых проектируются на графики Fy, Vg соответственно: 
Ч = Дхи ..., .*„)*• Я (у„ . . . , ym),F(xb ..., хп, f, yh . . . , ym) = 1 
T==.§'(xl. • • •> •.--)«*---(Zi, • • •> ^p). G(xl xn+2. T. *b • • .,2p)-= 1 
(греческая буква здесь и ниже отмечает тот аргумент «боль­
шой» функции, который на графике становится значением 
«малой» функции). 

Построим явно функцию Я, проекция 1-уровня которой 
совпадет с графиком Гй. 

Аргументы И обозначаются хь . . . , хп+}; -ц; ух, ..., ут; и, t* 
щ, (и •.., ир, tp (р — число «дополнительных» аргументов О). 
График ГД получается проекцией уровня И — 1 на 
(x . , . . . , x„+1, rt). Чтобы записать Н явной формулой, положим 
сначала: 

s( l )—l, -s(x) = 2 при x > 2 ; 
Ок = 0{хи ..., х„; h—\; Gd{a, k — \J), Gd (и, k,t); 

Gd(ubk,t1),...,Od(up,k,tp)) 
и затем 

H = F(xb...,xn; Qd(a, 1,-t); yu • • •• Ут)Х 
•vn+i 

Xs h—Qd (a, x,l+v t)f + 1} П О*. 

(Функция Гёделя Gd введена в лемме 3.3). 
•"n+i 

Условимся считать, что И ==1, если хш = 1. Функция Н 
А=2 

примитивно рекурсивна, ибо таковы F, G, Gd, s. Равенство Н 
единице в какой-нибудь точке равносильно равенству единице 
всех сомножителей, входящих в Н. Пользуясь этим замеча­
нием, установим, что ГД=рг ( / / = 1), проверив включение в. 
обе стороны. 

Включение р г ( # — 1)сГл. Пусть (х- , . . . , tp) — точка на 
Fl = \. Мы должны проверить, что 7j=--h(.xb . . .,x„+i). 
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Из равенства единице второго сомножителя Я находим 
прежде всего 

. т.-=Gd (и, ,*:,.+1, *). _.. 
Если x„+i= 1, то равенство единице первого сомножителя дает 

-/] — Qd(u, 1,t)=--/(xj,.. . ,xJ — A(xb ...,xn, 1). 
Пусть теперь x„ + i> l . В таком случае из равенства Gft = 1 
находим в силу (*): 

Gd(«, к, t) = g(xu ..., хп; k — l, Gd(u, k—i, t)), 2 < й <x„+i> 
а из равенства F = l и определения /г 

Qd(w, M) = /(xi>- • • , x„) — h ( x b . . .,x„, 1). 
Поднимаясь no k от k = l до k = xml и пользуясь рекурсив­
ным определением Л, убеждаемся индукцией по к, что 
Qd (и, k, t) = h (Xi, . . . , хп_ь k) и в частности vj =— Gd (и, хп+ь £) = 
= Л (xi, . . . , x„+i). Включение ГЛсрг(Я — 1). Дана точка 
(хи . . . , xn+i, •vj-=- /г (x1, .. ., x„+i))6rft. Мы должны подобрать 
такие значения остальных аргументов Я, чтобы добиться ра­
венства Я-= 1. 

Если . x„+ 1=l, выберем и, t так, чтобы Gd(«, 1, £) = 
— h(xu...,xn,l) = f(Xi,...,xn). После этого поднимем точ­
ку (xb . . . ,x„); Gd (и, 1, ̂ )) до точки на уровне F — 1 и, в ка­
честве yi, •• .,ym возьмем значения ее дополнительных коор­
динат. Остальные аргументы можно выбрать как" угодно. 

Пусть теперь x,,+1>l. Тогда начнем с выбора и, £ с по­
мощью леммы 3.3 из следующей системы уравнений: 

Gd(«, l , t)-=/(x1 , . . .,.*„)== Л (x-, . . .,хп, 1); • 
Gd(n, k, t) = h{xx, . . .,xn, k)= , 

= g{xb ..., xn,k— 1, Gd(«, k— 1,2.)), 2<k<.v„+ 1 . 
Затем, подняв точку (xu....,xn; Gd(«, 1, £))£Vf на уровень 
F=l, отыщем у-, , , „ у г Наконец, для отыскания и;, t- сна­
чала поднимем точку 

(xi, .. .,хп_ъ хп, k — 1, Gd(u, к — l,t), Gd(u,k,t))£Fs 

(2<k<xn+1) 
до точки на 1-уровне Q, г-координаты которой пусть будут 
(Zi/i, . . ., Zpk). 

После этого решим относительно щ, tt систему уравнений 
ad (%,Мг) ==;=.„., 2<k<.x / t + 1 . 

Это обеспечит обращение в 1 сомножителей С?-.. Наконец, 
s-миожитель равен 1, потому что индуктивное (по k) оп­
ределение Gd(«, k,t) показывает, что Qd(u, xn+ut) = 
— А(.»„ . . . , x„ + 1 ) -=- - . . , 
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в) Перебор. Пусть / — функция от л + 1 переменной, гра­
фик которой примитивно-перечислим. Положим 

^(xi , . , . ,x„)--=miny|/(xi, . . . ,x. . ,y) -=l . 
Если g всюду определена, то график Те примитивно-пере­
числим. 

Пусть Т{ является проекцией 1-уровня примитивно-рекур­
сивной функции F: 

«P=-/(A:i, • . . ,xn + i)^-a(yi. . . . ,ym) |F(xi, . . . 
.'••. •*„+!,•?, ft. . . . . У/в)-—1. 

Введем функцию О от аргументов х „ , . . , х я ; т; y i , . . . , y m ; 
и, t\ щ, tv ...,um,tm, положив 

s'(l)==2, 7(x)=l при x > 2 , 
F,{ = F(xu ...,xn,k, Qd(u,k,t), Qd («1, k, tx), ... 

...,Gd (tim,k,tm)) 
и, наконец, 

7-1 

G = F(xu .:., xn, T. 1. У1. • • •. У») П s (Qd (и, k, t)) -Fk. 
k=\ 

о 
Как прежде, мы уславливаемся, что П==1. Легко проверяет­
ся, что G — примитивно-рекурсивна. Докажем, что Vg совпа­
дает с проекцией 1-уровня G на (xj, ...,хп,-;). 

Включение p r ( G = l ) c r _ . Пусть . (x., . . . , tm) — точка на 
G—1. Мы должны проверить, что ^ = g(xt, . . .,хп). Иными 
словами, нужно установить, что 

/ (xi, . . . , хп, 7 )= 1, 
f(xu ...,хп,к)>1 при 1<£. 

Первое равенство следует из обращения в 1 первого сомно­
жителя G. Если т-=1, больше проверять нечего. 

Пусть т > 1 . Обращение в 1 k-го сомножителя П дает 
ft-i 

тогда 
Qd(«, k, t) > 1 (s-множитель), 

Qd (и, k,t) = f (xu . . . , x„, k) (^-множитель). 
Это доставляет требуемое. 

Включение Г^срт (О-= 1). Пусть (хъ .. .,xn,'i)&Tg. Мы 
должны подобрать значения остальных координат так, чтобы 
сделать все сомножители О равными 1.. 
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Прежде всего, (хь '.". ,,хп, т, 1)бГ.- согласно определению g. 
Поднимая эту точку с Г. на уровень F— 1, подберем значе­
ния у-, ...,ут. В случае "f•—= 1 больше не о. чем заботиться. 
Пусть т > l. 

Значения и, t найдем из системы уравнений 
Qd(a,k, t) = / (x-, ...,xn,k), l < k l - 1 . 

s-множители обратятся в 1, ибо все эти числа > 1. 
Наконец, поднимем точку 

(xi, . . . , хп, k, Qd(u, k, 0)6Г/ 
до точки на уровне E = l с дополнительными координатами 
(Уиг, • • •> Уть)- После этого для отыскания щ, tt решим систему 
уравнений 

Ос1(и-,М{) —У/*. K K l - 1 . 
Это обратит в единицу все сомножители Fa. 

Доказательство предложения 4.1 закончено. 

§ б. ПРИМИТИВНО-ПЕРЕЧИСЛИМЫЕ МНОЖЕСТВА 
ЯВЛЯЮТСЯ -D-МНОЖЕСТВАМИ 

Согласно замечанию в начале § 4, любое примитивно-пе-
речислимое множество можно получить в виде проекции 
пересечения графиков двух примитивно-рекурсивных функ­
ций. Так как класс £>-множеств замкнут относительно этих 
операций по определению, то для доказательства утвержде­
ния (II) = (III), вынесенного в заголовок, достаточно уста­
новить следующий факт. 

5.1. П р е д л о ж е н и е . Графики примитивно-рекурсивных 
функций ЯВЛЯЮТСЯ ^множествами. 

Доказательство. Графики простейших функций диофан-
товы. Устойчивость свойства графиков «быть D-множества-
ми» относительно подстановки проверяется тем же рассуж­
дением, что в доказательстве пункта а) предложения 4.1. 

Остается разобраться с рекурсией. Конечно, нам понадо­
бятся сведения о графике функции Гёделя. 

5.2. Лемма. График функции Гёделя Qd является дио-
фантовым и тем более Л-множеством. 

Доказательство. Множество Гса — {(и, k, t, 7) |? = остаток 
от деления и на 14- Ы] является пересечением следующих 
двух множеств: 

E : : T < l + kt, 
E 2 : т — и делится на 1 + Ы. 

Оба они диофантовы. Действительно, E1 есть проекция множе­
ства О-уровня многочлена 1 + kt—-т —У» E2 — проекция мно­
жества 0-уровня многочлена if — и— (1 -f k*) (У1 — у2). 

Лемма доказана. 
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' 5.3. С л е д с т в и е . Пусть / , g —функции от я и я + 2 
аргументов, графики которых являются /^-множествами. Тогда 
следующие соотношения определяют D-множества 

E:Qd(u, 1, t)=f{xx хп), 
F: Gd (и, xll+l -\-\,t)=g (>«1. • • •, x«. x«+i. Qd («, x/1+], i)) 

в пространствах (xi, ... .,.x„+i, и, t, ...) (где многоточием 
обозначены любые дополнительные координаты). 

Доказательство. Введение лишних координат сводится к 
прямому умножению на (Z+)P, которое, конечно, переводит 
D-множества в D-множества. 

Е можно представить в виде проекции пересечения мно­
жеств Gd(u, к, t) = w, f(xu...,x,l) = w, k — \ (k, w—-вспо­
могательные координаты). Так как Гсм и 1^ суть D-множест­
ва,. то же верно для Е. 

Аналогично, F можно представить в виде проекции пере­
сечения множеств 

Gd(«, xn+i+1. *) = Щ, 
Qd(u, x,l+l, t) = wb 

g(Xb ...,Хпф Ш2)=---"l-
Они являются D-множествами вместе с Tg и Той. 
5.4. Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 5.1. Напом­

ним, что нам осталось проверить следующее утверждение. 
Даны функции f, g как в следствии 5.3. Функция h опре­

деляется по ним рекурсией: 
h (х}, . . . , хп, 1)----/(xi, . . . , x„) 

h(xu ...,xn, k+l) = g(xlt . . . ,x„, /г, h(xl x,v k)). 
Тогда график ГЛ. 

(-«и • • •, .-Cn+i, 'ч)еГлЩ = *1 (xi, . . . . x-+i) 
является D-множеством вместе с графиками Г^ и Ts. 

Первый шаг. Положим Г^ — гЮГ2, где x„+1==l на Г1, 
Л'л+1 > 2 на Г2. Так как 

(.*!, . . ., Хп, Хп+1, У])еТ1 & {Л'л+! = 1} * {'Ч — / (Хи]. . ., .*„)}, 

-то Т1 по существу совпадает с Vj и потому является D-мно­
жеством. Остается проверить, что Г2 — тоже —-множество. 

Второй шаг. В пространстве с координатами (Xi, . , , , x n + b 
% a, t) рассмотрим множества 

EjiTj == Gd (и, хп+1> 0,_ 
E2:Gd(«, 1, t) = f(x1, ..., хп) 

Еь-Хм\ > I, 
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Gd(«, k, t) = g(xu .. .,xn, k—1, Qd(u, k—\,t)) 

для всех 2<A<x n + ] . Легко проверить, что Г-—-pr I Л ЕЛ. 
Как Е предыдущем параграфе, включение в одну сторону 
получается сравнением Е2, Е3 с индуктивным определением /г, 
а в другую — подбором параметров и, t в функции Гёделя. 

Поэтому остается проверить, что Et суть .О-множества. 
Третий шаг. E1 есть график Gd с лишними координатами; 

E2 разобрано в следствии 5.3. 
Наконец, Е& «почти» получается из множества F, описан­

ного в следствии 5.3, применением ограниченного квантора 
общности по координате xn+v Точнее (не обращая внимания 
яа координату ч\, par abits de langage): , 

(xu ..., xn+u u, 06E3^V k2 < k < 
<-xn+i. (xi. • . .--v-i- k—i, u, t)eF. 

^ V k l < k < x „ + 1 — 1 , (xb ...,x,t_1, k, u, t)QF. 
Следовательно, применяя к F ограниченный квантор общно­
сти по хп+и мы приходим к jD-множеству, которое получает­
ся из £з уменьшением xn+i-координат всех точек Е3 на 1. 
Поэтому остается убедиться, что операция обратного сдвига 
на 1 сохраняет свойство «быть D-множеством», что легко 
следует из определений. Доказательство закончено. 

§ 6. Д-МНОЖЕСТВА ЯВЛЯЮТСЯ ДИОФАНТОВЫМИ, 
ЕСЛИ ГРАФИКИ ЭКСПОНЕНТЫ, ФАКТОРИАЛА 

И БИНОМИАЛЬНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ ДИОФАНТОВЫ 

Ближайшие три параграфа посвящены доказательству 
того, что класс D-множеств совпадает с классом диофанто-
вых множеств. Как было замечено в п. 3.6, для этого доста­
точно проверить, что класс диофантовых множеств замкнут 
относительно ограниченного квантора общности. 

Пусть f(xu . • •, хп, k, г/,, . . . , ут) —некоторый непостоян­
ный многочлен с целыми коэффициентами. Он считается 
фиксированным до конца этого параграфа. Пусть d — его 
степень, С — сумма модулей коэффициентов. 

Определим множество Е условием: 
(xi -*•„, у)е-£>У*<у. Я(Уи;,..,ув), 

/ ( * , , ...,х„, /г, y!, . . . , y j = 0. , 
Мы хотим установить, что Е диофантово (для любого вы­

бора / ) . В этом параграфе доказан следующий редукционный 
результат, принадлежащий Дэвису, Путнаму и Робинсон [7]. 
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6.1. Предложение . Е диофантово, если диофантовы 
следующие три множества: 

Х\ = Х%\\ 

~х7~[ хъ }Ax3>XiX5, 
.,-,,, (п\ п(п— 1) . . . (ft—k+l) л , , 
где ( ft 1--=— i-__i -• — биномиальный коэффициент. 

Доказательство этого и всех последующих предложений 
такого типа строятся по единой схеме. Чтобы установить 
диофантовость E, мы вводим вспомогательные множества Et 
со следующими свойствами: 

а) Е—проекция ( П ЕЛ; 
б) Е( диофантовы. 
Обычно, однако, непосредственно установить диофантовость 

всех Et не удается, и к некоторым из них применяется ана­
логичная процедура. Таким образом, схема ПОЛНОГО доказа­
тельства является деревом. 

Литературное оформление каждого из шагов СОСТОИТ ИЗ 
следующих этапов: введение вспомогательных переменных, 
пропадающих при проекции; конструкция множеств Et с по­
мощью явных соотношений; доказательство включения 
Ecpr I О ЕЛ; доказательство включения EzbprlO ЕЛ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 6.1. Вспомогатель-
• ные переменные обозначим символами Y, N, К, Yu ...,Ym. 
Множества Et в пространстве (хи .. .,хп, у, Y, N, /С» 
Yi, . . . , Ym) введем следующими соотношениями: 

Ег:М>С(Х1...х^у, Y<Yu...,Y<Yn 

(содержательный смысл правой части первого неравенства — 
грубая оценка для значения многочлена / в точке (хг, .. .,x„» 
У> У и ...,yj, если у, yt<Y). 

E2:l + KM = I[(l+kN\) 

(Это большой модуль; равенство / нулю будет заменено де­
лимостью на него). 

E 3 : / ( х и . . . , хп, К, Y1, . . . , YJ~Omod (l + W\) 

Ez+i:IL ( / , - / ) = 0mod (1+/САП) (i=l,...,m). 
m+3 

Множество Е' определяется как Л Et. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о включения EcprE' . 
Дана точка (xv . . . , x n , y)QE\ мы должны подобрать зна­

чения остальных координат так, чтобы выполнялись соотноше­
ния E1 — Em+3. 

Согласно определению Е, каждую точку (хг, . . .,хп, k)> 
k<y , можно поднять до О-уровня / : 

/ ( x i хп, k, ylk, ...,ynk) = 0. 
Возьмем в качестве Y максимум у, yik. Затем, как выше, 
отыщем Yl и -/V, решая систему уравнений Гёделя 

Qd(7i, k, N\) = yik для всех l < k < y . 
Доказательство леммы Гёделя 3.3 показывает, что Yit N 

можно взять как угодно большими, в частности, удовлетворив 
E1. Число К однозначно определится из E2. 

Все вйборы уже произведены. Соотношение Es+i выпол­
няется потому, что среди чисел Yi — j при / < У для каждого 
k < y найдется К — уг-.— О mod (1 + kN\) по определению Yt и 
Gd. Следовательно, произведение слева в E3+- делится на все 
l-f-k-ZVl, l< fe<y , которые попарно взаимно • простые, ибо 
IV >у по Ег. Таким образом, это произведение делится на 
1+KNI 

Наконец, для проверки E3 заметим, что из Е2 вытекает 
сравнение /(=kmod(l + kN\), 1 < £ < у , потому что 
(l+KN\) — (\ + kN\)s=Omod(l-f-kN\). Но тогда, учитывая,. 
что ylk==Y{mod(l +kNl) по выбору Yt, находим 
/ ( х и ..., хп, К, К1,..., Ут ----/(xj, .. ••, хп, к, _ViA, . . . , утк)^ 

=Omod(l + kyV|) 
Отсюда следует Ег в силу попарной взаимной простоты моду­
лей 1 + Ш\ 

Д о к а з а т е л ь с т в о включения p r E ' c E . Дана точка 
(хи...,хп, у, К, Y1, ...,Ym>N), координаты которой удов­
летворяют соотношениям Ег — Em+Z. Мы должны подобрать 
для каждого k<y такой вектор (у1й, . . . , утк), чтобы f (хъ 
.. .,хп, к, ylft, . . .,yrofe) — 0. 

С этой целью обозначим через рк любой простой дели­
тель числа l + k-A/lH положим y£ft=остаток отделения Yt на рк* 

Покажем, что этот выбор дает требуемое. 
Из E3 следует, что f (хъ .. .,x„, k, ylft, . . . , ymft) = 0modpft. 

Остается проверить, что число в левой части сравнения мень­
ше рк. Имеем: 

рк делит n(Yi — j) в силу Ew=5~ 

•{Rightarrow}pft делит Yt — j для некоторого /<У=-> 
•{Rightarrow}yift—остаток от деления Yt на рк<У=^-

-*/(*i , ...,хп, k,ylk, . . . ,ym A)<C(x 1 . . .x / lyr) d<A/<p f t 
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(предпоследнее неравенство следует из Elt а последнее —из 
того, что ри делит I + feNl). 

Окончание д о к а з а т е л ь с т в а . Остается проверить, 
что диофантовость множеств E1 — E„.+3 следует из диофанто-
вости множеств, описанных в предположении 6.1. 

Действительно, тривиальное введение вспомогательных 
переменных (типа подстановок) позволяет свести проверку 
диофантовости всех Et сначала к диофантовости множеств 

xi=n(H-Ax3); 
к<х, 

x l - = . l l ( x 2 — /) & x 2 > x 3 -
После этого остается заметить, что второе из этих соотно­
шений можно представить в виде 

A ' i - = ^ ' - x 2 { c d o t } * 3 > 

а третье в виде 

х 1 = хй! (*'~' J & x2 > xs-

Предположение 6.1 этим доказано. 

§•7. КОНСТРУКЦИЯ СПЕЦИАЛЬНОГО 
ДИОФАНТОВА МНОЖЕСТВА 

В этом параграфе мы начнем доказательство диофанто­
вости множеств, введенных в предложении 6.1. Чтобы луч­
ше уяснить ход доказательства, укажем, что самое сущест­
венное препятствие — быстрый рост одной из координат по 
сравнению с другими (например, xi=x-!). Дж. Робинсон 
принадлежит существенная идея: она показала, как из дио­
фантовости любого множества в (Z+)2, одна из координат 
которого растет быстрее любой степени другой, но медлен­
нее, скажем, хх (например, как экспонента), можно вывести 
диофантовость всех интересующих нас множеств. После это­
го' Матиясевичу Г9] удалось установить диофантовость мно­
жества такого типа, связанного с числами Фибоначчи. Дру­
гие примеры были предложены Чудновским [Л, 12], Дэви-
сом {Ш], Н. К. Косовским [15]. 

В этом параграфе приведена конструкция Дж. Робинсон, 
извлеченная из ее письма Ю. В. Матиясевичу, которое адре­
сат любезно предоставил в распоряжение автора. Замысел 
•ее основам, на следующем соображении. Пусть x2—dy2—l — 
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уравнения Пелля (d6 2+ целое число, не являющееся пол­
ным квадратом). Его решения (x, y)6 (-Z+)2 образуют полу­
группу относительно закона композиции 

(xi + ViVd) (х2 + y2V~d) = x3 + y3VI. 
Эта полугруппа циклична. Иными словами, пусть (хи У\)— 
решение с наименьшей первой координатой. Тогда любое 
другое решение имеет вид (хп, уп), где nGZ+, 

xn + y„^d = (xi + yiKd)". 
Число п назовем номером решения (хп,уп). 

Координаты хп, уп растут c in экспоненциально, так что 
множество решений уравнения Пелля, а также его проекции 
на x- и у-осв являются диофантовыми множествами лога­
рифмической плотности. Это еще не совсем то, что нужно — 
основная трудность состоит в том, чтобы включить номер 
решения п в число координат диофантова множества —-
только тогда мы получим возможность применить дальней­
шие соображения Дж. Робинсон. Это и будет сделано ниже. 

'7.1. Обозначения . Рассмотрим уравнение Пелля с 
переменным d. Его первое решение меняется в зависимости 
от d, вообще говоря, очень неконтролируемым образом, по­
этому удобно отобрать лишь часть d, для которых первое 
решение имеет простой специальный вид (а, 1), a 6 Z+. Оче­
видно, тогда d--=a2—1. 

Уравнение х2—{а2—\)у2=1 будем называть «-уравнени­
ем. Определим две последовательности чисел х»(а), уп(а) 
как координаты его п-го решения: 

хп (а) + уп (а) У а"- — 1 = (а + УЖ^Л)'1. 
Формальное .определение хп{а) и уп (а) как многочленов от а 
легко дать индукцией по п. Тогда выражения хп {а), уп (а) 
будут иметь смысл для всех nQZ и а£С. В частности, 

л',.(1) = 1, .Уд(1)-/1. 
при этом все приводимые ниже формулы останутся справедли­
выми. Основным результатом этого параграфа является 

7.2. П p е д л о ж e н и е. Множество в (у, и, а)-пространстве 
E : y - y „ ( a ) 

является диофантовым. 
В доказательстве: используются элементарные теоретико-

числовые свойства последовательностей хп(а), уп(а). Их 
доказательства в ОСНОВНОМ отнесены в конец параграфа 
(см. п. 7.10). Вот несколько полезных первоначальных утверж­
дений: 

-*»+/. (-*) = хт (а) хп («) + (а2 - 1) Ут (а) Уп (а),., 
У «ил («) = Ут (д) Хп (в) + хт {а) уп (а) 
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(основные индуктивные формулы). В частности, при п—1: 
Ут+х(а) = х,п(а) + аут(а). 

Отсюда следует, чт$ 
п/т&уп(а)/уп(а) 

/импликация --^получается индукцией по — с ПОМОЩЬЮ основ­
ных формул; импликация -Ф= так: 

Уп (а)1УкМТ (а)=>Уп/Уг)-
Еще два простых свойства 

и. о. д. (xk(a),yl{(a))=l; yft(a) = A:mod2. 
Другие нужные факты сформулированы в виде лемм по ходу 
рассуждений. 

7.3. Основная конструкция. Диофантовость E устанав­
ливается по схеме, описанной в п. 6.1. Кроме основных пере­
менных у, /г, а, вводятся шесть вспомогательных х; x1, у.; 
а', х', у'. Связь между ними и часть соотношений удобно 
резюмировать в следующей таблице решений Пелля: 

Номер решения 

п 
«1 

а-уравнение 

[х, у) 
(хи yi) 

.-'-уравнение 

{х', у') 

(Заметим, что номер пг не входит в число основных и вспомо­
гательных переменных, но за ним удобно следить по ходу 
доказательства; п является номером решения (хг, у') лишь в 
первой части доказательства). 

Полный список множеств Ег 
Информация о первых трех соотношениях содержится в 

таблице: 
Ег: x2_-(a2—1)у2=1; 

E2: х\-{а?-\)у\^\; 
Е3: хА-{а' - 1 ) у ' - = 1 . 

Еще пять соотношений представляют собой естественные 
неравенства: 

E4: а > 1 ; E6: <~/>a; 
Ee: y > n (вторая координата решения не меньше номера) 
Ei'. y '>n ; Два сравнения накладываются на выбор а': 
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E8: a'== 1 mod 4y; 
E9: a'.—amodx-; 

Наконец, имеется еще три существенных требования делимо­
сти 

E10; y 1 =0mody 2 ; 
. E11: y'^s/i mod4y; 
E12: x ' - s x mod л:-. 

Содержательная роль этих соотношений выяснится из 
доказательства. 

12 
Положим E —П Ei. 

t=\ 
7.4. О с н о в н а я л е м м а . E = p.rE'. 
Предложение 7.2 вытекает из этой леммы, потому что все 

множества Ei, очевидно, диофантовы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о в к л ю ч е н и я . EczprE'. Пусть да­

ны (у,п,а) 6 E. Нужно подобрать значения остальных коор­
динат так, чтобы удовлетворялись все соотношения E i . Для 
краткости мы, как и выше, не будем различать переменные 
и их частные значения. После выбора значения координаты 
xi, скажем, буква xi употребляется для этого значения. 

Так как (у, п, а) 6 E, соотношения E4, E6 выполнены ав­
томатически. Построим по у однозначно х, удовлетворив Е\. 
Выберем в качестве {х\, у\) решение а-уравнения с номером 
щ = 2пуп(а) (п есть номер (x, у)). Это тривиально обеспе­
чит E2. 

Кроме того, в силу следующей леммы будет выполнено 
•соотношение Em: 

7.5. Л е м м а . уП1(а) —Omodyn(a)2, если п[ = 2пуп{а), 
(Доказательство см. в л. 7.10). 
Теперь выберем а' так, чтобы удовлетворить E8, E9 и Es. 

Возможность этого следует из взаимной простоты xi и 4у: 
(хиу) = 1, ибо (xi,yi) = l и y\yi по Eio; (xi, 4) = 1, ибо уи 
имея четный номер, четно, так что xi нечетно. 

После этого {х',у') определим как решение а'-уравнения 
c номером п. Это обеспечит условия E3, E7. 

Все значения координат уже выбраны. Осталось прове­
рить соотношения En и E!2. Они вытекают из следующих 
двух лемм: 

7.6. Л емм a. yk(a)^kmod (а—1). 
7.7. Л е м м а . Если a^bmcdc, то хп (a) ----xn (Ь) mode. 
(Доказательства см. в п. 7.10). 
Чтобы получить En, надо в лемме 7.6 взять п вместо к, 

а' вместо а, и учесть, что а'—1 делится на Ау в силу E8. 
Чтобы получить Ei2, надо в лемме 7.7 взять а, а', Х\ вме­

сто а, Ь, с и воспользоваться Eg. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о в к л ю ч е н и я p r E ' c E . Заданы! 
значения координат, удовлетворяющие соотношениям Ei—Et2. 
ИЗ Е{ видно, что (х, у) является решением «-уравнения... 
Для доказательства включения рг Е'сЕ нужно только уста­
новить, что номер этого решения в точности равен п. (Заме­
тим, что п участвует лишь в соотношениях Е6 и Е12), 

ПОЛОЖИМ временно /У=номер (х, у), N'=номер (х\ у') и 
щ = номер (xi, ух). 

Требуемое совпадение N = n получится из объединения 
двух фактов: 

сравнение: Л — ±n mod 4//, неравенство: n,N<y. 
Докажем, их по очереди. Прежде всего, п<у постулировано. 
в Е$, a N<y следует из того, что вторая координата решения 
не меньше номера решения. Неравенства доказаны. 

Для проверки сравнения понадобятся еще две леммы. 
7.8. Л е м м а . Если Уи(®)21Уп(а), то-уй(a)/п. 
7.9. Л е м м а . Если \<i<n, то Xj(a)^Xi(a)<modxn(a) •& 

^/— ±1той4п 
(Доказательства см. в п. 7.10). 
Из Ei0 видно, что y j>y , так что nx>N (решения моно­

тонно растут с номерами). Беря в лемме 7.7 я', а, х ь ЛГ 
вместо «, Ь, с, и и пользуясь Ед, находим 

x' = Xjy (a')== XN' (а)тос1х1. 
С другой стороны, согласно Еп, x ' s -xmodx! . В результате,. 
так как х.— xlh(a), х==х^(а), 

Xiv (a) == x.v' (#) mod x,h(a)-
Поскольку yV<.'i1, к этому сравнению можно применить лем­
му 7-9, что дает 

.V— ±N'modAnl. 
С другой стороны, из Eio и леммы 7.8 видно, что у/пи. 

так что N = ±/V'rnod4y. 
Последняя цепочка сравнений начинается с E8: применив-. 

лемму 7.6, получим 
у' = Уы' {&')s .У' mod (а — 1) {Rightarrow} у' нз .V'mod4у; 

кроме того, согласно Еп, 
у' — пто&Ау. 

Сопоставляя три последних сравнения, находим, наконец,. 
N= +/z.mod4y, что завершает доказательство. 

Осталось проверить леммы. 
7.10. Д о к а з а т е л ь с т в а лемм. Будем писать хп, ут 

вместо х„(а), у „(а). Из формулы 
х„,, + ynkVa'i-l =(xn,-t упУа2— \)h 
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находим 

у„*= 2 (;j*5-^(a'-i)"-"-». 
y=lraod2 

В частности, 

ynk~kxk
n-xyn mod (a2— 1), 

что доставляет лемму 7.6 при п=1. Кроме того, 

откуда следует лемма 7.5 при k = 2уД. Заменив в этом срав­
нении nk на п, k на —, /г на k, получим 

y„ = -Jx,f yf tmody3. 

Так как (NxA, уЛ)—1, находим отсюда 

уп = 0 mod у2 •-->-- = 0 mod ylt {Rightarrow} /г — 0 mod у*, 

что доставляет лемму 7.8, если учесть, что я —0mod k, как 
замечено в п. 7.2. 

Выражение хп (а) в виде универсального многочлена от а, 
коэффициенты которого целы и зависят лишь от n, немед­
ленно доказывает лемму 7.7. 

Осталось доказать лемму 7.9. Напишем основные индук­
тивные формулы (п. 7.2) в виде 

x,1±j = xnXj ± yny} (a2— 1), 
.У«±у — ±xnyj + Xjyn. 

Отсюда последовательно получаем: 
x2n±J == ± ynyn±j (а2 — 1) mod xn, 

—| xjfn (а* ~~ -)moc- хп — ~~ х)т— ' V 
и, применяя эту формулу еще раз, 

Xin±fZzsXjmodxn. 
Это дает импликацию -*=• в лемме 7.9. Обратная импликация 
получается так. Пусть x^xtvaoAxn, l < i < / t . Найдем числа 
И из условий 0 < k < n — • 1, / = ±k-r2nl. По вышесказан­
ному, л^£=(— 1)гл:йmodx„, так что .xi— ( — l)*xft=Omodx,.; 
i,</l, k < / i — l . Учитывая, что. x„>2xn_1 , находим из этого 
сравнения i = k} /з=0 mod2, • что завершает доказательство. 
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§ 8. ГРАФИК ЭКСПОНЕНТЫ ДИОФАНТОВ j 

8.1. Предложение. Множество E:s — tn (в (s,t,ti") A 
пространстве) диофантово. ц 

8.2. Основная конструкция. Мы сохраняем согла- •' 
шения, введенные в п. 7.1, в частности, название «а-уравне- lJ 
ние» и т. п. !; 

Кроме основных переменных s,t,n, вводятся вспомога- д 
тельные а,х,у,А,Ь. Часть соотношений между ними собрана '\ 
в таблице: \ 

Номер решения 

п 
А—\ 

а-уравнение 

(х> У) 

-4-урапнение 

{а, (А-1)6) 

(Номер решения Л—1 относится только к первой части до­
казательства). 

Полный список множеств E,-. 
Первые три соотношения —тривиальные неравенства па а, А: 

E 1 : t < A ; 
Е2:п<А; 
Еь:\<а\ 

Еще три соотношения резюмируют часть информации из таб­
лицы 

E4: а - - (Л--1) (A- I)-*» = 1; 
E 6 : ^ 2 - ( a 2 -1 )y 2 —l; 

£в--У = Уп(аУ, 
наконец, одно сравнение и одно неравенство: 

E7:s<2at = t^— 1, 
E8: х - у (а - t) = s mod (2at — t2 - 1). 

8 

Положим £ ' = П £,,. 
8.3. Лемма". E = prE'. 
Предложение 8.1 вытекает из этой леммы, ибо все множе­

ства, кроме E-, очевидно, диофантовы, а диофантовость Е6 
доказана в § 7. 

Д о к а з а т е л ь с т в о включения ЕсртЕ'. Даны зна­
чения (5, t, n)QE. Выбираем А с условиями Е1г Е2. Положим 
после этого O.—XA-I(A) и b = yA^i(A)l(A—\), это целое чис­
ло, ибо ук (A)s/emod(A- 1) по лемме 7.6. Условия Е3 и ЕА 
выполняются автоматически. Кроме того, положим х = хп(а), 
У = )'лИ> удовлетворив Еъ и E-. 
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Все выборы произведены; осталось проверить условия E7 
и Ев. Неравенство Е7 вытекает из того, что a — XA-I(A)> 
> Лл_1 > 2." > 1..Кроме того, для целых й>г.в>1,как нетруд­
но видеть, tn +г.2 + 1 < 2ai. 

Сравнение E8 следует из общего сравнения 
хп (a) — (a—t) уп (а) = tn mod (2at — Р — 1), (1) 

несложное доказательство которого мы опускаем. 
Д о к а з а т е л ь с т в о включения ргЕ'аЕ. Заданы зна­

чения переменных, удовлетворяющие E-—-E-. Нужно доказать, 
что s = tn. Как всегда, устанавливается сначала сравнение 
s = tn, а затем неравенства. 

Сравнение. Из E- и E- следует, что х = хп(а), у = уп{а), 
а из E8 и (1) тогда находим 

SH=_''-mod(2a,zf — г.2—l). (2) 
Неравенства. Если t=-l, то из (2) s= 1 mod(2а—-1), что 

с учетом E7 дает 5 = 1-= t". Поэтому дальше мы считаем, что 
t>\. 

Учитывая E- и E4, обозначим Л/ —-номер решения 
(а, (Л—1) Ь) А—уравнения. Общее сравнение yh (a).skmod(a—1) 
дает 0 = yjv(A) = -Vmod(A—-I). 
Отсюда 
N>A—\=^a = xN(A)>AN>AA-1>tn>l=>tn<2at--P— 1. 
Но также 

s<2at — г.2—1 
в силу E7. Сопоставляя это с (2), получаем s = tn. 

§ 9. ГРАФИКИ ФАКТОРИАЛА 
И БИНОМИАЛЬНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ ДИОФАНТОВЫ 

В этом параграфе проведена последняя серия рассуждений. 
9.1. Предложение. Множество 

в (г, к, /^-пространстве диофантово. 
о I п\ п(п—1)...(и—k+\) -т 
Здесь по определению I k 1 — — --— —-. Для дока­

зательства нужна 
Лемма. Если и>я*, то Г ^ Достаток от деления 

[{и + \)п/ак] на и. 
(Квадратные скобки здесь и ниже означают целую часть 

числа). 
Доказательство. Имеем 
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Первая сумма делится на и 
при u">nk. 

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 9 
могателькые переменные и, v и соотношения 

E i 
•£., 

E4: 

а последняя меньше единиц] 

1. Введем вепс 

u>nk; 
•г) = [(а+1)"/й*]; 
n=vm.Qdu; 
г<и. 

Из леммы немедленно следует, что E = prl.nE /). Диофанте 
вость Еу следует из диофаитовости экспоненты; диофантс 
вость E3 и Е\ очевидна. Диофантовость E2 становится ясно£ 
если представить Eg в ВИДе (« + 1)*<и*о< (и+ 1)" + и/; 

воспользоваться снова диофантовостью экспоненты. 
Предложение доказано. 
9.2. Предложение. Множество Е: /га — ^!диофантовс 
Лемма. Если k>0 и «>(2£)ft+1, TO £!- (доказа 

тельство получается легкими оценками). 
Доказательство предложения. Вспомогательная переменна; 

п\ соотношения 
/1>(2/г)й+1; Ei: 

Дальнейшее очевидно 

т--

(используются доказанные ране! 
диофантовость экспоненциала и биномиальных коэффициентов) 

9.3. Предложение. Множество 
£. £ = /Р/<7 &.p>qk 

в пространстве (х, у, р, q, k) диофантово. 
Доказательство является некоторым усложнением рассуж 

дений из п. 9.1. 
Лемма. Пусть а >0 — такое целое число, 

a==0modc7ft/e! и a>2.°-1pft+1- т°гДа 
(р1,д) = а-1 [д-А+1 (1 + ar*)plq\-a [а^ (1 + а^)р!ч\. 

ЧТ( 

I ft 
(Доказательство получается разложением (1+дГ2)р/<? в би 

номиальный ряд Тейлора. Неравенство позволяет при перехода 
к целой части отбросить в первом слагаемом все члены 
начиная с (А+1)-го, а во втором—-начиная с k-го. Сравнение 
a = 0modc7ftk! обеспечивает целость неполных сумм). 
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Доказательство предложения. Вспомогательные переменные 
a, #1, и2, v. Соотношения: 

E-: ass0 mod •у*/?!; 
E2:a>2p-ipk+1; 

E3 : Щ/Щ = a-1 [a2A+1 (1 + a-2)-0/']; 
Е^.ю = а\а1к-1{\-^а-2)р"1\. 

Условие E-=pr (П E J следует из леммы. Диофантовость Ег 

и E2 непосредственно следует из диофантовости экспоненты 
и факториала. Диофантовость Е3 и Е4 устанавливается, как 
в конце п. 9.1; нужно не ТОЛЬКО избавиться от знаменателя, 
но еще и возвести неравенства в q-ю степень. 

Это завершает доказательство теоремы о совпадении клас­
сов перечислимых и диофантовых множеств. 

§ 10. ТЕОРЕМА ГЕДЕЛЯ 

10.1. T еор ем а. Существуют неразрешимые диофантовы 
множества. 

Неформальное доказательство. 
а) Пусть Я — Z[x,yu ..:,})„, ...]—кольцо многочленов от 

счетного множества переменных с целыми коэффициентами. 
Нетрудно написать программу, на вход которой подаются 
последовательные целые числа kGZ+, a на выходе выписы­
ваются элементы /Й кольца Р, по одному разу каждый. 
Число k называется геделевским номером многочлена //..•. 

Построим теперь множество EkciZ^: 
xeE^aty-, ...,ym,...), /ft(x,yi, ...,ym, ...)=o. 

Множества Ek образуют полную систему перечислимых под­
множеств в Z+ в силу теоремы Б, в том смысле, что любое 
перечислимое подмножество из Z+ совпадает с одним из E/t (на 
самом деле, со многими). 

б) Построим множество EczZ+, определив его так: 
хеЕ&х$Ех. 

в) Предположим, что все множества Ek разрешимы и при­
дем к противоречию. 

Действительно, тогда Е должно быть разрешимо: алго­
ритм, распознающий принадлежность х к Ех, сначала строит 
многочлен /х(х, . . . ) , а затем выясняет, есть ли у него 
натуральные решения, пользуясь разрешимостью Ех. 

Следовательно, должно существовать такое т, что 
Е = Ет. Противоречие становится наглядным, если посмотреть, 
содержится ли т в E: 
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т£Е^т£Ет=>т$Е\ 
OT.$E=>w6Em.=>-/ne.E. 

Очевидно, это содержательное оформление парадокса о парик­
махере, который бреет, только тех, кто не бреется сам). 

10.2. Замечания о формализации доказательства. 
а) Нумерация Геделя. Формальным эквивалентом програм­

мы, выписывающей все многочлены из Р, является взаимно 
однозначное соответствие 

k^fk^{aa{k)-ba{k))ya, 
а. 

а = (а0, ец. а2, . . . ) ; у<~ — ха°у^ ... у%* . ,. 
aa(k)ba(k)=:0] a№(k)>Q, ba(k)>0, 

которое обладает следующими свойствами: 
а.) Степень многочлена /,г есть рекурсивная функция 

от k; 
а2) Наибольший номер переменной, входящий в fk с не-

'нулевым коэффициентом, есть рекурсивная функция от к; 
(номер х равен' 1, номер у г - ( £ + 1))-

а3) Коэффициенты аа (к) + 1 , ba (k) + l суть рекурсивные 
фунции от к. 

Эти условия обеспечивают ВОЗМОЖНОСТЬ эффективно вы­
числить /-. по k. 

Существование нумерации Геделя можно установить, 
•например, так. Будем перебирать подряд значения: 

N= (степень многочлена / ) + (наибольший номер переменной, 
входящей в / ) +(максимум модуля коэффициентов / ) . 

При фиксированном N упорядочим сначала в словарном 
порядке все одночлены, которые могут входить в / , ' а затем 
в словарном порядке все вектора из коэффициентов / , коор­
динаты которых перенумерованы одночленами. Эта комбинация 
из трех вложенных циклов дает возможность построить нуме­
рацию Геделя. 

Единственность нумерации Геделя имеет место в следую­
щем смысле: пусть даны две нумерации и пусть &(/)> V (/)•— 
номера многочлена / в них. Тогда при переменном / инду­
цированная функция Z+-ri--Z+: к (/)•-> /г'(/) рекурсивна. 

Алгоритм, вычисляющий эту функцию,1 таков: по к строим 
/fc (в первой.нумерации), затем строим подряд все многочлены 
во второй нумерации, пока не встретим /-. на к'—р шаге. 

б) Формализация диагонального процесса. Фиксируем нуме­
рацию Геделя многочленов из Р. Построим' множества Ek, 
MZ, как выше- Можно доказать тогда, что множество 
E = (J (EftX{&})c:,Z+XZ+ перечислимо. Это почти очевидно, 
если понимать перечислимость в интуитивном смысле, как 
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в § 1: по данной паре (/, k)G(Z+)2 строим сначала /-., затем 
fk(k Уп . • ...Уи.> • • •)> затем последовательно перебираем век­
тора (yi, . . .,ут, . . . ) , отыскивая корни. Следовательно, по 
теореме Б, F диофантово, так что его пересечение F' с диаго­
налью в Z+XZ+ также диофантово. 

Дополнение к проекции этого пересечения на любой из 
сомножителей Z+ также должно быть диофантовым, если все 
перечислимые множества диофантовы. Но это дополнение есть 
множество E из конца п. 10.1,. и противоречие достигается, 
как выше. 
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