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Î ÌÎÌÅÍÒÀÕ ÏÅÐÅÊËÞ×ÅÍÈß 
ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÏÎÑÒÎßÍÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß Â ÇÀÄÀ×Å 

ÁÛÑÒÐÎÄÅÉÑÒÂÈß ÄËß ËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÉ 
ÑÈÑÒÅÌÛ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ Ñ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÌÈ 

ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌÈ ÇÍÀ×ÅÍÈßÌÈ

À.Ã. Ðîäèîíîâà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Рассìотриì ëинейнуþ стаöионарнуþ систеìу

 = Ax + Bu, (1)

ãäе A = (a
ij
) и B = (b

ij
) — постоянные вещественные

ìатриöы разìерности 2Ѕ2 и 2Ѕm соответственно,
а u(•) — кусо÷но-непрерывное управëение (äо-
пустиìое управëение) со зна÷енияìи в выпукëоì

ìноãоãраннике U ⊂ Rm с верøинаìи u
1
, ..., u p. Че-

рез D
σ
 ⊂ R2 обозна÷иì ìножество управëяеìости в

на÷аëо коорäинат систеìы (1) на отрезке [0, σ].
Напоìниì, ÷то то÷ка x

0
 принаäëежит ìножеству

D
σ
, есëи существует кусо÷но-непрерывное управ-

ëение t → u
0
(t) ∈ U, t ∈ [0, σ], такое, ÷то при u = u

0
(t)

систеìа (1) иìеет реøение x = x(t), t ∈ [0, σ], уäов-
ëетворяþщее усëовияì x(0) = x

0
, x(σ) = 0.

Через T(x
0
) обозна÷иì наиìенüøее вреìя (вреìя

быстроäействия), за которое возìожен перехоä из
состояния x

0
 в на÷аëо коорäинат поä äействиеì äо-

пустиìоãо управëения, т. е. T(x
0
) = inf{t l 0|x

0
 ∈ D

t
}.

Есëи x
0
 ∉ D

t
 äëя ëþбоãо t > 0, то поëаãаеì T(x

0
) =

= +×. Заäа÷а нахожäения äопустиìоãо управëе-
ния, перевоäящеãо то÷ку x

0
 в на÷аëо коорäинат за

наиìенüøее вреìя, называется заäа÷ей быстро-
äействия, а управëение, которое реøает эту заäа-
÷у, называется оптиìаëüныì в сìысëе быстро-
äействия.

В раìках работы ìы преäпоëаãаеì, ÷то 0 ∈ intU
и выпоëнено усëовие общности поëожения, наëа-
ãаеìое на коэффиöиенты уравнения (1) и на рас-
поëожение ìноãоãранника U: есëи w — это вектор,
иìеþщий направëение оäноãо из ребер ìноãо-
ãранника U, то векторы Bw и ABw ëинейно неза-

висиìы в R2.

При сäеëанных преäпоëожениях принöип ìак-
сиìуìа Л.С. Понтряãина явëяется не тоëüко необ-
хоäиìыì, но и äостато÷ныì усëовиеì оптиìаëü-
ности в ëинейной заäа÷е быстроäействия [1, с. 94].
Сëеäоватеëüно, заäа÷а отыскания ãрани÷ных то÷ек
ìножества управëяеìости D

σ
 (выпукëоãо коìпакта)

систеìы (1) своäится к заäа÷е нахожäения управëе-
ний, уäовëетворяþщих принöипу ìаксиìуìа на от-
резке [0, σ]. Друãиìи сëоваìи, äëя произвоëüноãо

вектора ψ0 = (cosϕ, sinϕ) ∈ S1 (ãäе ϕ ∈ [0, 2π), а S1 —

еäини÷ная сфера в R2) найäется еäинственное уп-

равëение : [0, σ] → U такое, ÷то по÷ти äëя всех

t ∈ [0, σ] иìеет ìесто равенство ψ0
e
–At
Bu =

= ψ0
e
–At
B (t), ãäе ψ0

e
–At — это реøение на÷аëüной

заäа÷и  = –ψA, ψ(0) = ψ0.

Данное управëение порожäает на ãраниöе ∂D
σ

то÷ку x
0
 = – e

–At
B (t)dt. Верно и обратное утверж-

äение: äëя ëþбоãо x
0
 ∈ ∂D

σ
 найäется ψ0 ∈ S1 и со-

Привеäены явные форìуëы äëя ìоìентов перекëþ÷ения кусо÷но-постоянноãо управëения

в заäа÷е быстроäействия äëя ëинейной систеìы второãо поряäка с постоянныìи коэффи-

öиентаìи в сëу÷ае, коãäа ìатриöа систеìы иìеет коìпëексные собственные зна÷ения.

Ключевые слова: заäа÷а быстроäействия, ìножество управëяеìости, кусо÷но-постоянное управëе-
ние, ìоìент перекëþ÷ения.

x·

û

max
u U∈

û

ψ·

0

σ

∫ û

ðàòêèå ñîîáùåíèÿÊ



ÊÐÀÒÊÈÅ ÑÎÎÁÙÅÍÈß

82 CONTROL SC I ENCES ¹ 6 • 2008

ответствуþщее еìу управëение : [0, σ] → U такое,

÷то x
0
 = – e

–At
B (t)dt. Такиì образоì, иìеет ìес-

то взаиìно оäнозна÷ное соответствие ìежäу то÷-

каìи сферы S1 ⊂ R2 и ãрани÷ныìи то÷каìи ìно-

жества управëяеìости D
σ
 (т. е. S1 ↔ ∂D

σ
).

Боëее тоãо, оказывается, ÷то управëение :
[0, σ] → U — это кусо÷но-постоянная функöия со
зна÷енияìи ëиøü в верøинах ìноãоãранника U

[1, с. 112]. Кажäуþ то÷ку разрыва функöии (t)
буäеì называтü моментом переключения управëе-
ния (в соответствии с работаìи [1—4] ее называþт
то÷кой перекëþ÷ения). Зäесü уìестно отìетитü,

÷то есëи  — то÷ка разрыва оптиìаëüноãо управ-

ëения (t) и есëи (  – 0) = ur, (  + 0) = us, ãäе

u
r ≠ us (r ≠ s) — разëи÷ные верøины ìноãоãранника

U, то ìы буäеì ãоворитü, ÷то при t =  происхоäит

перекëþ÷ение оптиìаëüноãо управëения (t) из

верøины ur в верøину us. Такиì образоì, нахож-

äение оптиìаëüноãо управëения (t) равносиëü-
но отысканиþ еãо ìоìентов перекëþ÷ения, при-
÷еì ìножество ìоìентов перекëþ÷ения функöии

(t) соäержится в коне÷ноì ìножестве {t ∈ [0, σ]:

f
r(t) = f s(t), r ≠ s}, ãäе f r(t) � ψ0

e
–At
Bu

r.

Друãиìи сëоваìи, заäа÷а поиска ìоìентов пе-

рекëþ÷ения функöии (t) равносиëüна построе-
ниþ верхней оãибаþщей ãрафиков сеìейства фун-

кöий f r(t), t ∈ [0, σ], r = , ÷то, в коне÷ноì с÷ете,

своäит исхоäнуþ заäа÷у к вы÷исëитеëüной проöе-
äуре отыскания ìоìентов совпаäения зна÷ений

äвух функöий f r(t) и f s(t) при r ≠ s.

ÌÎÌÅÍÒÛ ÏÅÐÅÊËÞ×ÅÍÈß

В работе найäены ìоìенты совпаäения зна÷е-

ний функöий f r(t) и f s(t) в сëу÷ае, коãäа ìатриöа A
иìеет коìпëексные собственные зна÷ения, т. е.
коэффиöиенты ìатриöы A уäовëетворяþт нера-

венству (a
11

 – a
22

)2 + 4a
12
a

21
 < 0 (в этоì сëу÷ае, о÷е-

виäно, a
12

 ≠ 0 ≠ a
21

). Ввеäеì в рассìотрение ÷исëо

µ и ìатриöу C:

µ �  > 0,

C � .

Леãко проверитü, ÷то

C
–1 = ,

D � C –1
AC = .

О÷евиäно, Ak = CDk
C

–1 при всех k, сëеäова-
теëüно,

f
r(t) = ψ

0
e
–At
Bu

r = (ψ
0
C) (–1)k (C–1

Bu
r)

äëя ëþбоãо r. Такиì образоì, ìоìенты совпаäения

зна÷ений функöий f r(t) и f s(t) при r ≠ s совпаäаþт
с нуëяìи функöии

F(t) � f r(t) – f s(t) =

= (ψ0
C) (–1)k C

–1
B(ur – us).

Равенство (a
11

 + a
22

)2 + 4µ2 = 4detA носит эëе-

ìентарный характер, поэтоìу ∆ � detA > 0. Су-
ществует α ∈ (0, π), опреäеëяеìое равенствоì

sinα =  при этоì cosα = , такое, ÷то

ìатриöа D äопускает преäставëение D =  Ѕ

Ѕ . Инäукöией по k ëеãко показатü,

÷то Dk = . Сëеäоватеëüно,

F(t) = (cosϕ, sinϕ) Ѕ

ЅC (–1)k C
–1
B(ur – us).

В сиëу усëовия общности поëожения вектор

v
rs
� B(ur – us) ∈ R2 отëи÷ен от нуëя, поэтоìу най-

äется уãоë ωrs ∈ [0, 2π) такой, ÷то vrs = ||vrs||col(cosωrs,

sinωrs), сëеäоватеëüно,

 = (cosϕ, sinϕ)C (–1)k  Ѕ

Ѕ C
–1 .

Вектор (cosϕ, sinϕ) = cosϕ, 

 коëëинеарен и сонаправëен вектору

û

0

σ

∫ û

û

û

tˆ

û û tˆ û tˆ

tˆ

û

û

û

û

1 p,

a11 a22–( )2/4– a12a21–

1 a22 a11–( )/2µ

0 a21/µ– 
 
 

1 a22 a11–( )/2a21

0 µ/a21– 
 
 

a11 a22+( )/2 µ

µ– a11 a22+( )/2 
 
 

k 0=

∞

∑
D

k
t
k

k!
-----------

k 0=

∞

∑
D

k
t
k

k!
-----------

µ

∆
------- 

 a11 a22+

2 ∆
----------------------



∆

αcos αsin

αsin– αcos 
 
 

∆( )
k kαcos kαsin

kαsin– kαcos 
 
 

k 0=

∞

∑ kαcos kαsin

kαsin– kαcos 
 
  ∆( )

k
t
k

k!
-------------------

F t( )

v
rs

-----------

k 0=

∞

∑ kαcos kαsin

kαsin– kαcos 
 
 

∆( )
k
t
k

k!
-------------------

ωrs
cos

ωrs
sin 

 
 
 


 a22 a11–

2µ
--------------------- ϕcos –

a21

µ
------- ϕsin– 


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(cos , sin ), ãäе  = arg cosϕ + i cosϕ –

– sinϕ ,  ∈ [0, 2π). Анаëоãи÷но вектор

C
–1col(cosωrs, sinωrs) = col cosωrs + sinωrs,

– sinωrs  коëëинеарен и сонаправëен вектору

col(cos , sin ), ãäе  = arg cosωrs +

+ sinωrs – i sinωrs ,  ∈ [0, 2π). Такиì

образоì,

 = (cos , sin ) (–1)k  Ѕ

Ѕ  =

= (–1)k cos(  + kα – ).

Есëи β �  – , то

2  = 2 cos(β + kα) =

= (ei(β + kα) + e–i(β + kα)) =

= eiβ  + eiβ  =

= e–iβ {e2iβ  + 1},

сëеäоватеëüно, уравнение F(t) = 0 равносиëüно

уравнениþ  = –1, ÷то, в своþ о÷ереäü,
озна÷ает, ÷то –β + µt = π/2 + kπ, k ∈ Z.
Теорема. Моменты совпадения значений функ-

ций f r(t) и f s(t) при r ≠ s задаются равенством

= (π/2 + kπ +  – )/µ,  ∈ [0, σ], где µ =

= ,

 = arg ,

 = arg . ♦

В заключение отìетиì, ÷то сëу÷ай, коãäа ìат-
риöа систеìы иìеет вещественные собственные
зна÷ения, хороøо изу÷ен и описан в ëитературе
(наприìер, в работе [1, с. 176]).
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