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П Р О Б Л Е М А В Х О Ж Д Е Н И Я 

Д Л Я С В О Б О Д Н Ы Х Р А З Р Е Ш И М Ы Х Г Р У П П 

У. У . У М И Р Б А Е В 

Хорошо известно [1, гл.З], что проблема вхождения в конечно-

порожденные (к. п.) подгруппы свободных групп разрешима. Более того, 

К. А. Михайлова [2] доказала, что если для групп Gi, G2 проблема вхожде­

ния разрешима, то она разрешима и в свободном произведении G\ * G2 

этих групп. Для свободной группы G ранга 2 она же в [3] показала нераз­

решимость в прямом произведении G xG проблемы вхождения. В случае 

разрешимых групп Н. С. Романовский [4] доказал разрешимость пробле­

мы вхождения для к. п. ШЛ^-групп. В 1983 году С. А. Агалаков [5], отвечая 

на вопрос М. И. Каргаполова, построил пример к. п. финитно неотделимой 

подгруппы свободной разрешимой группы ступени разрешимости > 3. 

Другой вопрос М. И. Каргаполова [6, вопрос 21] о разрешимости пробле­

мы вхождения для этих групп оставался открытым. 

Разрешимость проблемы вхождения для группы G сводится к раз­

решимости проблемы вхождения в правые идеалы группового кольца ZG 

[7, лемма 4.1]. Необратимость этого сведения показывает следующая 

Т Е О Р Е М А 1. Если G — свободная метабелева группа (доста­

точно большого ранга), то в кольце ZG проблема вхождения в к. п. пра­

вые идеалы неразрешима. 

Другими словами, разрешимость уравнения вида 

агхг + а2х2 + ... + апхп = Ь 

над групповым кольцом свободной метабелевой группы алгоритмиче­

ски нераспознаваема. Распознаваемость совместности систем линей¬ 
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ных уравнений над групповыми кольцами абелевых групп установлена 

Е. И. Тимошенко в [8]. 

Т Е О Р Е М А 2 . Проблема вхождения для свободных разрешимых 

групп ступени разрешимости > 3 неразрешима. 

Известно [9, 10], что проблема равенства в многообразии разреши­

мых групп ступени разрешимости > 3 неразрешима. Один интересный 

пример группы с неразрешимой проблемой равенства дает следующая 

Т Е О Р Е М А 3 . Существует группа с неразрешимой проблемой ра­

венства, конечно-определенная в многообразии разрешимых групп сту­

пени разрешимости > 3, где определяющие соотношения берутся из по­

следнего коммутанта. 

Для групп с одним таким определяющим соотношением проблема 

равенства разрешима [11]. 

В § 1 приведены некоторые вспомогательные утверждения. В § 2 

доказана нераспознаваемость совместности систем линейных уравнений 

над групповым кольцом метабелевой группы Gi (определение G\ в § 2 ) с 

использованием результатов работы О. Г.Харлампович [10]. В §3 систе­

ме линейных уравнений над ZG\ ставится в соответствие линейное урав­

нение над групповым кольцом подходящей свободной метабелевой группы. 

В § 4 приведены доказательства основных результатов. 

Ранее аналогичные результаты для алгебр Ли были доказаны авто­

ром [12]. 

§ 1. В с п о м о г а т е л ь н ы е у т в е р ж д е н и я 

Пусть G — произвольная группа, ZG — ее целочисленное групповое 

кольцо. Если Н — подгруппа группы G, то через .7# обозначим правый 

идеал кольца ZG, порожденный элементами Л - 1 , где h Е Н. Отображение 

D:G~+IG, D(g) = g - l , geG, 

где IQ — фундаментальный идеал кольца ZG, является дифференцирова-
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нием [13] группы G, т.е. 

D(fg) = D(f)g + D(g), D ^ 1 ) = Dig^-g-1). 

Отсюда если Н порождается элементами h\,h2, • • • > Л*> то J # , как 

правый идеал, порождается элементами hi — 1, h2 — 1 , . . . , Л* — 1. 

По лемме 4.1 из [7] для любого g € G имеем 

geH^>g-leJH. (1) 

Все кольца и модули, встречающиеся в этой работе, являются сво­

бодными Z-модулями, и слова "базис", "линейная зависимость" означают 

соответственно Z-базис, Z-линейную зависимость. 

Л Е М М А 1, Если go = 1, дг, д2,... . . . — полная система пред­

ставителей правых смежных классов по подгруппе Н, то образы этих 

элементов образуют базис пространства Z G / J J J -

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть Я = {lyhuh2j.. - , Л * , - . . } . Тогда эле­

менты gs, hkga, s > О, k > 1, образуют базис кольца ZG. Этим же свой­

ством обладает система элементов (/ f, (hk — 1)<7«, & > 0, к > 1. Остается 

з аметить , что элементы (h^ — l)g8J s > О, к > 1, образуют базис модуля 

J # . Лемма доказана. 

С Л Е Д С Т В И Е 1. Если элементы д\} д2у... ,д9,... являются пред­

ставителями различных правых смежных классов по подгруппе Я , то 

их образы в ZG/JH линейно независимы. 

С Л Е Д С Т В И Е 2. Пусть ai = Yl^ijfrj, *ij 6 Z, g{j € G, причем 
i 

QijSki1 & Я для к ф i, uYjai = 0 (mod J # ) . Тогда ai = 0 (mod J # ) . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть Gi = {gkr\ к = г}. Можно считать , 

что все элементы из Gi принадлежат различным смежным классам по 

Н. Действительно, если gij = hgirj то в записи at- заменим <jy на gir. 

При этом все условия следствия сохраняются, а список элементов из Gi 

уменьшается. 

Если все различные элементы из Gi принадлежат различным смеж­

ным классам по Я , то по условию следствия этим же свойством обладает 
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и множество \JGi. По следствию 1 элементы из U^t линейно независимы 
X X 

по модулю J # . Значит, а, = 0 (mod J # ) . Следствие доказано. 

Приведем некоторые стандартные обозначения. Для любых х,у € G 

положим ху = у~гху} [х,у] = х~гу~гху. Пусть Ау В — подмножества 

группы G. Тогда через (А) обозначим подгруппу, порожденную множе­

ством А и [Ау В] = ({[а,6]| а € АуЬ £ В}). Индукцией по г определяем г-й 

коммутант <?« группы G: G<°) = G, = [G^'l\G^]. 

Пусть G — свободная разрешимая группа ступени разрешимости к 

с базой х\у £ 2 , . . . , г „ . Тогда группа G = G/G^"""1) является свободной 

разрешимой группой ступени разрешимости к - 1 с базой х\% х2у... ,ж п . 

Пусть М — свободный правый ZG-модуль с базой ж 1 э £2, • • ->хп. Вложе­

ние Магнуса (см., например, [14]) 

определяет отображение 

г : G —> М , <pfo) = ^ J Т(_5) j , д е G. 

Заметим, что т ( / р ) = т ( / ) $ + т($), Т ( $ - 1 ) = т^-д-1). 

Группа превращается в ZG-модуль относительно действия 

г 

где у е С**" 1 ) , f = ^ZiSi€ZG. 
г 

Если t = ]>л е Z G C " - 1 ) , ^ е z , u е G ^ - 1 * и / е ZG, то 
обозначает элемент £ r t * / -

г 

Л Е М М А 2 . .Если G — свободная мегпабелева группа с базой х\} 

х2у... уХп, то каждый элемент группы G^ однозначно представляется 

в виде произведения Ц [zi,Zj]fc, где fij G ZG} fij зависит только от Xj, 

X j + b . . . , 3 n . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О этой леммы дословно повторяет доказатель­

ство теоремы 3 из [15]. 
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С Л Е Д С Т В И Е . В условиях леммы 2 группа является свобод­

ной абелевой группой с базой 

где i > j , Vij G G, Vij не содержит x\, x2,... 

Предположим, что G — свободная разрешимая группа ступени раз­

решимости к с базой е, / , х\, х2,...,хп. Через Go обозначим подгруппу 

группы G, порожденную элементами х\, х2,...,хп. Фиксируем нетриви­

альный элемент w 6 G^""1) П (е, / ) . 

Пусть I = (<7i, g2, • • •,<7#)r <3r ^Go — правый идеал кольца ZGQ, поро­

жденный элементами ft, & > • • • >& 6 £Go. Через Я / обозначим подгруппу 

группы G, порожденную элементами w91,и/*2,..., w99, Ж 1 , а ? 2 , . . . , хп, а че­

рез Я / — нормальную подгруппу группы G, порожденную элементами 

w91,™92,...,™99. 

Л Е М М А 3 . Для </ € ZGQ следующие условия эквивалентны: 

a) g el, 

b) б Я / , 

c) 6 А/ . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Если gel, т.е. 

5 = ffi/i + ^ 2 / 2 + . . . + g,fs, fi е ZG0, 

то w9 = ( и ^ ж ) л ( w ^ ) л . ..(w99)*9 е Hi П Ri. Предположим, что w9 е Hi. 

Тогда w9 представляется в виде 

w9 = f(x1,x2,...,xn)w9lflw92h ...w99*9. 

Используя вложение Магнуса (отображение т ) , имеем 

T(W9) = r(w)g = r{f{xux2 . . . « п ) ) и ^ л + л Л + - + ^ л + 

+т(ь))(дгЬ + g2f2 + ... + g3f9). 

Следовательно, элемент r(w)(g - Y^Qifi) принадлежит пересечению 

ZG-подмодулей модуля М, порожденных элементами е, / и х\, х2,... ,хп 
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(см. вложение Магнуса). Это возможно только при r(w)(g - £ < 7 t / » ) = 0 . 

Поскольку кольцо ZG не имеет делителей нуля и r(w) ф 0 , то д = 

Пусть wg 6 Я / . Тогда = ( и ^ 1 ) Л ( и ; Л ) Л . . . (г^*) Л > /» € ZG. Рас­

суждая, как и выше, получаем равенство д = gift + gtfi + . •. + g9f$- Го­

моморфизм ZG —> ZGo, определенный правилом ё —• 1, / 1, Х{ —• ж», 

1 < t < п, дает д € J. Лемма полностью доказана. 

§ 2 . Н е р а с п о з н а в а е м о с т ь с о в м е с т н о с т и с и с т е м л и н е й н ы х 

у р а в н е н и й над групповым кольцом одной м е т а б е л е в о й г р у п п ы 

Пусть Gi — метабелева группа с порождающими а, 6, с, Л, В и 

определяющими соотношениями: 

[а, 6] = [а, с] = [6, с] = 1, 

[А,Б] = р , а ] , А ] = [[В,Ь],В] = 1, (2) 

[А,Ь] = [А,с) = [В,а) = [В,с} = 1. 

В любой группе справедливы соотношения 

Аа = Л[Л,а], А""1 = A [ A , a ] ~ e ~ \ 

Индукцией по к > 0 проверяем справедливость следующих соотношений в 

метабелевой группе: 

А*" = Л [ A , a ] ( 1 + в + • • • + в k ~ , ) , Л в _ * = А[А,а)-^-1+а-'+-+а-к\ 

Из соотношения [[А,а],Л] = 1 следует равенство [.A,a] j l = [А,а]. Отсюда 

(Аа")А = A([A,a]A)V+*+"+ak-1) = А[А,41+а+"+а"-1) = Аа". Аналогично 

(Аа~к)л = Аа~к. Следовательно, для любых Jb, / 6 Z имеем 

[Аак,Аа') = а-кА-1ак-1А-1Аак~,Аа1 = 
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Значит, в группе G\ однозначно определен элемент (аналогично 

Вд(ь)), где / ( а ) € Z{a,a~x\. Легко проверить, что каждый элемент группы 

G\ представляется в виде 

в = ahbhchaf^B8^ (3) 

где / ь / 2 , /з € Z, / ( а ) б Z[a,ar\ g(b) € 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1. Проблема вхождения в к.п. подмодули сво­

бодного модуля над целочисленным групповым кольцом ZG\ группы G\ 

неразрешима. 

Э т о означает нераспознаваемость совместности систем линейных 

уравнений над ZG\. Доказательству предложения 1 предпошлем несколько 

лемм. 

Пусть М — двухленточная машина Минского (см. [16]) с внутрен­

ними состояниями qo, ? i , . . . , ? n (?о — заключительное) и с командами 

вида 

где 1 < г < п; 0 < j < п; е} 8 = О, 1; а , /3 = - 1 , 0, 1; причем а > 0 при 

е = 1, (3 > О при 6 = 1. 

Ленты машины Минского ограничены слева и состояния ячеек лент 

в ходе работы машины не изменяются, при этом самые левые ячейки на­

ходятся в состоянии 1, а все остальные — в состоянии 0. Ячейки каждой 

ленты нумеруются, начиная с самой левой — нулевой по номеру. Если ма­

шина М находится в состоянии $ и воспринимает £*-ю ячейку Jb-й ленты 

(к = 1,2), то говорят, что машина М находится в конфигурации [ г , ^ , ^ ] . 

Машина М выполняет команду (4) из конфигурации [*,£,£], если М пере­

ходит в состояние qj и сдвигает первую ленту на а ячеек влево, вторую — 

на /3 ячеек влево (относительно головки). Если машина М з а один такт 

работы переходит из конфигурации [Мъ*г] в конфигурацию [i ,*i ,*2]> т о 

будем писать [г\*ъ* 2] ~* Ь \ * ь * 2 ] -

По теореме Минского [16] для каждой частично рекурсивной функ­

ции / ( п ) существует соответствующая двухленточная машина Минского, 

которая для любого натурального п, начиная работу в конфигурации [1, 

qieS -+ qjTaTp, (4) 
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2 П , 0], переходит через конечное число тактов работы в конфигурацию [0, 

2*(п\ 0], если / ( п ) определено, и работает вечно, если / ( п ) не определено. 

Следуя [10], будем говорить, что машина М зацикливается для на­

турального числа п, если М , начиная работу в конфигурации [1 ,2 Л , 0 ] , 

попадает когда-нибудь в такую конфигурацию [1 ,^1 ,^2] , из которой пере­

ходит в конфигурацию [i,ti + siyt2 + 5г]> * ь ^2 > 0, причем во время этого 

перехода М не доходит до левого конца fc-й ленты (т.е. выполняет только 

команды вида qiS\e2 —• 9jTaTp при $k = 0), если su > 0, к = 1,2. 

Зафиксируем рекурсивно-перечислимое, нерекурсивное подмноже­

ство Р множества натуральных чисел. Пусть М — двухленточная ма­

шина Минского, вычисляющая частичную характеристическую функцию 

/ ( п ) множества Р. По определению (см. [16]) / ( п ) = 0, если п Е Р , и 

/ ( п ) не определено, если п £ Р . Через Q обозначим множество таких п, 

для которых / ( п ) не определено и машина М не зацикливается. В [10] 

доказано, что множества Р и Q рекурсивно неотделимы. 

Через L обозначим свободный ZGi-модуль с базой до, 9ь*-•>?*»• 

Каждой команде вида (4) машины М поставим в соответствие элемент 

/ ( t , M ) = 9i(a - 1У-{Ъ - l)l~*(A - \у{В - 1)' -

-qj(a - 1)г-^а(Ь - 1)г-6+0(с - 1)(A - l)e(B - 1 ) ' (5) 

модуля L. Через V обозначим ZGi-подмодуль модуля L, порожденный 

элементами вида (5) и элементом qo(a - 1)(В — 1). Рассмотрим также 

элементы вида Д = gi(a - 1) 2*(А - 1 ) (# - 1). 

Л Е М М А 4 . £Ъш к£ Р, то fk£ V. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Каждой конфигурации вида [i,*i, £ 2] машины 

М поставим в соответствие элемент 

v{iMM) = * ( a - 1)Ь1(Ь - 1)<2(А - 1)(В - 1) 

модуля X. Непосредственно проверяется (см., например, [10, 12]), что 

если машина М из конфигурации [г,^1,^2]> выполняя одну команду вида 

(4), переходит в [],s\%$2], то для некоторых / 1 , 12 > 0 имеем: 
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v ( * \ * i > * 2 ) - v(j,sus2)(c - 1) = 

= / ( i , £ , S)(a - l ) h ^ { b - 1)Ь(*~*)(А - l ) 1 " ' ^ - I) 1""* G V. 

Если к G P , то существует последовательность конфигураций маши­

ны М такая, что 

[ 1 , 2 \ 0 ] = [to,*o,*o] - > - > . . . - > [*гЛ,*г] = [0,1,0]. 

Тогда 

Д - г ; ( 0 , 1 , 0 ) ( с - 1 ) г = 
г 

= & f t - b ' i - b V i ) - ^ i , « i , « i ) ( c - 1)](с - l ) ' " 1 G 2/ . 
i=i 

Поскольку v ( 0 , l , 0 ) = [g 0(a - 1)(B - 1)](A - 1) G L\ то Д G 

Лемма доказана. 

Через T обозначим ассоциативную алгебру над полем Z2 = {0,1} 

с порождающими ж, у, z, X , У и определяющими соотношениями (здесь 

[а, 6] = аЬ - 6а обозначает кольцевой коммутатор) 

[*,»] = [У,*] = [*,*] = [X,Y] = [Х,у] = [X,z] = 

= [Y,z] = [Y,z] = Xz = Yy = X2 = Y2 = 0. 

Каждый элемент алгебры Г однозначно представляется линейной комби­

нацией элементов вида 

zhjf*zl*XeY6, (6) 

где б, 6 = 0 , 1 ; / ь / 2 , /з > 0. 

Пусть S — свободный правый Т-модуль с базой фь 9i> • • • »9п- Тогда 

каждый элемент модуля S однозначно представляется линейной комбина­

цией элементов вида 

qizhyhzhXeY6. (7) 

Через R обозначим фактормодуль Т-модуля S со следующими опре­

деляющими соотношениями: 
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1) Каждой команде вида (4) машины М поставим в соответствие 

соотношение 

2) q0xY = д 0 «Уг . 

Как и в [10], для соответствия последнего соотношения программе 

М присоединим к ней команду goOl —• доТЬТЬ. 

Пусть / — множество элементов х Е R вида (7), для которых най­

дутся w £ R вида (7), v Е Т вида (6), v ф 1, удовлетворяющие равенству 

w = wv, w Е Т вида (6), ж = гиге. Очевидно, £ 2 / является Т-подмодулем 

модуля R. Положим R = R/Z2I. Образы элементов из 5 в R, Д будем 

обозначать теми же символами. Заметим, что qoxY = 0 в J2. 

Л Е М М А 5. Равенство 

qilztllyil3zriX€lYei = qi2xt21yt22zr2XeiYe\ 

где Si, е2 = 0 , 1 , выполняется в R тогда и только тогда, когда су­

ществуют натуральные числа s\, з 2 такие, что 3\ + Т\ = з 2 + г2, и 

некоторая конфигурация, в которую машина М переходит из каждой 

конфигурации [ij,tji,tj2] (j = 1,2) за 3j тактов. При этом если Sk = 0, 

к = 1,2, то М не доходит до левого конца к-й ленты. 

Л Е М М А 6. Если keQ, то qxx2hXY ф 0 в R. 

Доказательства этих лемм ничем не отличаются от доказательств 

лемм 6.5 и 6.6 из [10], поэтому здесь не приводятся. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Пусть и, v — элементы вида (7). Тогда если 

и = v ф 0 в R, то и = v в R. Это вытекает из того, что все двучлен­

ные соотношения R индуцированы соотношением R, а дополнительные 

соотношения R (элементы из I) — одночленные. 

На множестве элементов вида (7) введем строгий линейный порядок 

< так, чтобы слова меньшей длины предшествовали словам большей дли­

ны. Пусть щ < и2 < ... < ии < ... — полная нумерация элементов вида 

(7). Через S обозначим множество формальных рядов вида 
оо 

^ a t U i , Е Z2. 
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Элементам а, 6, с, А, В группы G\ поставим в соответствие ото­

бражения ^ - п р о с т р а н с т в а S в себя. Пусть и — элемент вида (7). Тогда 

положим иа = и(1 + х), ub = и(1 + у), ис = и(1 + z), иА = u ( l + X), 

u 5 = u ( l + У ) . 

Если r — один ио элементов a, 6, с, Л, 5 , то ряд 

( 1 > . ^ ) г = £ ) а ; ( и ; г ) 
г г 

определен однозначно. Непосредственная проверка показывает, ч т о спра­

ведлива следующая 

Л Е М М А 7. 1) Отображения а, Ь, с, А, В являются автоморфиз­

мами Z2-npocmpaHcmea S. 

2) Автоморфизмы а, Ь, с, А, В пространства S удовлетворяют 

соотношениям (2), и группа, порожденная ими, является метабелевой. 

Поэтому S становится Z2G\-модулем. Через N обозначим 

^гСа-подмодуль модуля S, порожденный элементами вида и — v, w, где 

и, v, w — слова вида (7) и и = v, w = О в R. 

Л Е М М А 8. Пусть и — слово вида (7). Если и ф О в R, то и £ N. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть ифОв RnuE N. Тогда 

к к 

где щ = Vi, Wj = 0 в Я, ^ G G i . 

Элементы u, u» — о д н о р о д н ы по переменным X, Y. Для любого 

w G 5 имеем wA = w ( l + X ) , wA'1 = w(l - X), wB = ti/(l + У ) , ш Б " 1 = 

= w ( l - У ) . 

Следовательно, заменяя соответствующим образом элементы 

Б * 1 , входящие в состав gi, Sj, с учетом определяющих соотношений алге­

бры Т получаем равенство вида 

к г 

где gi, Si — элементы группы Gi вида allbllclz, h, h> h € Z, Si, Sj, 6i, 
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Последнее равенство умножим на такое с* (t — натуральное чи­

сло), что элементы gi, Sj, полученные в результате этого, не содер­

ж а т отрицательных степеней с. Пусть gi = allbl2c1*, / 3 > 0. Тогда 

(и* - Vi)gi = (щ - щ)[(е - 1) + l]bat4fr = (14 - + l ) 'V*b '> . 

Элемент (u,- —v»)(z+l) ' 3 представляется в виде линейной комбинации 

элементов вида щ — V/, где uj = vi в Я . Аналогично расписывается элемент 

WjSj. Так как uct = u[(c — 1) + 1]* = u[(z + 1)* — 1] + и, то после указанных 

преобразований получаем равенство вида 

t к г 
и = £ axuzl + Y№ - vi)9iX€iY6i + £ WjSjX'iY'*, (8) 

i=i t=i j=i 

где <j;, 3 j — элементы вида а' 1 б' 2 . 

Каждое слагаемое вида (u» - г;»)^Х е ,У^«, в силу определения отобра­

жения а, Ь, представляется в виде суммы (возможно, бесконечной) 

где т\ = п* в Д. Элементы т * — п* назовем внутренними слагаемыми 

суммы (8). Аналогично расписываются и слагаемые третьей суммы из (8). 

Положим и(°) = и. Если выполняется равенство (8), т о и(°) должен 

сократиться с каким-то элементом, входящим в правую часть равенства 

(8). Если этим элементом окажется т\ (или п\), то положим = п\ (или 

tx(x) = m*). Поступая аналогично, выберем последовательность элементов 

u = « ( ° ) , u ( 1 ) , . . . , « ( f e ) , . . . . (9) 

Заметим, что г/*""1) = v№, к > 1, в R. Ни один из элементов 

не может войти в первое слагаемое правой части равенства (8), так как 

для и ф 0 в R равенство и = uzl в R невозможно. Элемент v№ не может 

войти и в третье слагаемое (8), иначе и = 0 в R. Тогда равенство (8) 

возможно только в том случае, когда последовательность (9) бесконечна. 

Элемент ц(*""г) - является внутренним слагаемым второй сум­

мы из правой части равенства (8). Рассмотрение поля Z% позволяет счи­

т а т ь , что каждое внутреннее слагаемое только один раз используется при 
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выборе последовательности (9). Дословно повторяя теперь рассуждения, 

приведенные при доказательстве леммы 7.7 из [10], показываем конеч­

ность последовательности (9). Э т о означает невозможность равенства 

(8). Лемма доказана. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О предложения 1. Естественный гомоморфизм 

Z —> Z2 продолжим до гомоморфизма ZG\ -> Z2G\. Относительно этого 

гомоморфизма превратим ^ С х - м о д у л ь Н = S/N в ZGi-модуль. Рас­

смотрим гомоморфизм ZGi-модулей (р: L —• Я , определенный правилом 

<РЫ) = 0 < % < п. 

Пусть к Е Q. Тогда у?(Д) = qix2kXY. По лемме б имеем g i « 2 * X Y ф 

ф 0 в R. Далее, по лемме 8, q\x2kXY £ N, т.е. у>(Д) ф 0. Значит, Д $ 2/ . 

Если к 6 Р , т о по лемме 4 имеем Д Е V. 

Поскольку множества Р и Q рекурсивно неотделимы (см. [10]), то 

множество всех натуральных к, для которых Д £ 2 / , нерекурсивно. Зна­

чит, проблема вхождения в к.п. подмодуль V свободного ZGi-модуля L 

алгоритмически неразрешима. 

Предложение доказано. 

§ 3 . П р а в ы е идеалы группового кольца 

с в о б о д н о й метабелевой г р у п п ы 

Пусть М — свободный ZGi-модуль, где G\ — группа из § 2, с базой 
т ъ * П 2 , . . . , т п . Каждый элемент из М является линейной комбинацией 

элементов вида тп;0, где в — элемент вида (3). Фиксируем ZGi-подмодуль 

MQ модуля М , порожденный элементами p i , р2}... 

Теперь рассмотрим свободную метабелеву группу G с базой 

Упорядочим множество X, полагая z\ < z2 < z% < z+ < t < t\ < ... < 

< t n < x < у < z. Введем обозначения: g» = [$»,£], fhi = g» — 1 (1 < i < n ) , 
a i = [^2» z i ] , &i = [ 2 4 , 2 3 ] . Д л я каждого u £ G через u обозначим внутрен­

ний автоморфизм группы G, продолженный до автоморфизма кольца ZG, 

т.е. {Eoci9i)u = <*i € £. 
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Рассмотрим множество слов вида 

u = z^zpgzfct'tl1 ( 1 0 ) 

группы G , где По лемме 2 каждый элемент группы 

однозначно представляется в виде 

*= П ^ ' ™ ( П ) 
где р , g £ X, fPiq G Z<5, / P f 9 не зависит от переменных г Е X при г < g 

(образы элементов и з Х в ZG будем обозначать теми же буквами). Тогда 

каждый элемент группы G однозначно представляется в виде: 

xhyhzhuv, ( 1 2 ) 

где / ь / г , h € Z, u, v — элементы вида ( 1 0 ) , ( 1 1 ) соответственно. 

Пусть Я — подгруппа группы G , порожденная элементами 

/» » — 1 L X —1 „ z —1 I z — 1 

Исходя из леммы 2 , легко показать, что каждый элемент группы Я 

однозначно представляется в виде: 

xh yhzh [у, [z, ж] Л ( ж ' у ' 2 ) [ z , у]Л(«мО х 

х а ^ - Ч М в . у Ж ' - О Л С * ^ ^ ( 1 3 ) 

где / t € Z[xyyy z,x~l,y~l, z~~l] и зависят только от указанных аргументов. 

Правый идеал JJJ порождается 7 элементами (см. § 1 ) . 

Определим отображение ж: М —• ZG, полагая 

где 0 , 0,- — элементы вида ( 3 ) . 

З А М Е Ч А Н И Е 2 . Далее, в лемме 1 2 , будет доказано, что каждый 

элемент группы G\ однозначно представляется в виде ( 3 ) . Отсюда будет 

следовать корректность отображения ж. 

Через MQ обозначим правый идеал кольца ZG, порожденный эле­

ментами ж(р1), ж(р2),... уж(рк). Тогда справедливо следующее 
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П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 2. Элемент р модуля М принадлежит MQ 

тогда и только тогда, когда ж{р) € MQ + JH-

Доказательству этого предложения предпошлем несколько лемм. 

Через Т обозначим ZG-модуль ZG/JH- Образы элементов из ZG 

в Т будем обозначать так же, как и элементы ZG. Равенство в Т будем 

обозначать через = (равенство по модулю J # ) . 

Л Е М М А 9. Пусть в Т выполняется равенство = 0, где 

щ — различные слова вида (10), а — линейные комбинации элементов 

вида (11). Тогда Uifi = 0 для всех г. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим (щУ1)(и2у2)-г £ Н, где щ, 

и2 — элементы вида (10), vi, v2 — элементы вида (11). Тогда элемент 

( w i v i ) ( ^ 2 v 2 ) " " 1 = ( u i t t ^ 1 ) ( v i v ^ 1 ) t < 2 1 представляется в виде (13), что воз­

можно только при щ = и2. Значит, элементы вида u\V\, u2v2 при u i ф и2 

принадлежат различным смежным классам по подгруппе Я . По следствию 

2 леммы 1 имеем гц/i = 0. Лемма доказана. 

Через V обозначим множество слов г; вида (11), удовлетворяющие 

условиям: 

а ) fy,x = 0, fZtx = 0, fZtV = 0; 

б) / z 2 l z i не содержит мономов вида xky'zr при \s\ + |г| > 0; 

в) fz4tz3

 н е содержит мономов вида xky*zT при \к\ + \г\ > 0. 

Л Е М М А 10. Справедливо G^ = (G*1) П Я ) х V. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Каждый элемент группы G^ П Я предста­

вляется в виде (13) при li = 12 = /3 = 0. Пусть v G G^ — произвольный 

элемент вида (11). По определению порядка < на X имеем, что fVfX, fz%x 

зависят только от х, у, z, a fz%y зависит только от у, z. Представим 

элемент fZ2%Zx в виде 

fz2,zx = (У - l)gi(x,y) + (z- l)g2(x,y,z) + gz, 

где </3 не содержит мономов вида xky9zr при \s\ + \г\ > 0. Существование 

такого представления очевидно. 

Пусть fZ2tZl = (y-l)gi(x,y) + (z-l)g'2(x,y,z) + g'z — другое подобное 

представление элемента fZ2tZl. Тогда (у - 1)(дг - д[) + (г - 1)(д2 - д2) -
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— 9з~ ?з = 9- Элемент д зависит только от х, у, z и не содержит мономов 

вида zky*zr при |*| + |г| > 0. Значит, д € Z\x,x~x\. Из последнего равен­

ства, расписанного в кольце рядов Z[[x — 1,у — l , z — 1]], следует g = 0. 

Поскольку <7i — jfj делится на z — 1, то gi = д[у д2 — д2. Тем самым мы 

показали однозначность вышеприведенного разложения элемента FZ2,ZI-

Аналогично разлагается элемент 

/ z 4 , z 3 = (У ~ l)hi{x,y) + {z- l)h2{x,y,z) + /г 3, 

где hz не содержит мономов вида xky'zr при \к\ + \г\ > 0. 

Таким образом, элемент v однозначно представляется в виде hv\ где 

v'eVrn 

х ^ ( a j - l ) h 1 ( x , y ) + ( 2 - l ) / i 2 ( x > y , z ) ^ ^ ( i ) n 

Лемма доказана. 

С Л Е Д С Т В И Е . Элементы из V линейно независимы по модулю 

пространства Зц. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть v u v2 е V и г ; ^ " 1 е Я . Тогда г^г;" 1 е 

G Я П V. По лемме 10 имеем viv^1 = 1, т.е. v\ = V2. По следствию 1 

леммы 1 элементы из V линейно независимы по модулю J # . Следствие 

доказано. 

Пусть W — подгруппа группы V, порожденная элементами 

a? ' , b ? \ g f W , 1 < г < « , l ) V 6 Z . (14) 

Очевидно, W является свободной абелевой группой с базой (14). Че­

рез W' обозначим множество элементов v вида (11), удовлетворяющих 

следующим условиям: 

&) /у,» = FZTX — FZty = = 0; 

б) f*2,ZN FZ4TZ3Y ftitt (1 < i < TI) не содержат мономов вида xky*zr. 

Непосредственно проверяется 

Л Е М М А 11 . Имеет место равенство V = W х PV7. 
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С Л Е Д С Т В И Е . Если выполняется равенство вида Y^wif% = 0> где 

w[ — различные элементы из W1, / ; — линейные комбинации элементов 

из W, то fi = 0 для всех г. 

Утверждение этого следствия является элементарным свойством 

тензорного произведения ZV = ZW ®z ZW свободных Z-модулей. 

Через А = Я а 1 , В = Rbx обозначим операторы правого умножения, 

действующие на пространстве (ZG^ + JH)/JH- Операторы £, у, z, дей­

ствующие на (ZG^ + JH)/JHI обозначим через а, Ь, с соответственно. 

Заметим, что J # инвариантно относительно действия £, у, z, так как для 

любого g £ G имеем gx = дх, ду = ду

} gz = gz. 

Действительно, дх = хдх = (х - 1)дх + дх = д ж . Если g Е G^ 1), то 

gx = да, gy = #6, pz = дс. (15) 

Пусть Gi — группа, порожденная операторами а, Ь, с, А, Я . Отобра­

жение ~ ставит в соответствие порождающим группы G\ порождающие 

группы Gi. 

Л Е М М А 12 . 1) Отображение ~ продолжается до изоморфизма 

групп Gi и Gi. 

2) Элементы группы G\ однозначно представляются в виде (3). 

3) Ядро отображения ж равно 0. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Сначало проверим соотношения (2). Пусть 

g е G ( 1 ) . Тогда 

д[а,Ъ} = да-Ч-1аЬ = дх-1У-1хУд, 

д[А}В] = ga^H^aibi = д[аиЬг] = д, 

д[[А,а],А] = д[А, а)~1А~1[А, а]А = даГ1 А^аЛА"1 А^а"1 АаА = 

= дх~ха^1 ха^1 х~ха\ха\ — (((дх l a ] f 1 ) e a J " 1 ) e la\)xai = 
л л —х —1„Х„ Ж —1+35+1 _ 

= дах аг аха\ = даг = д. 

Проверим соотношение [A, b] — 1. Имеем 
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д[А,Ъ] = дА-Ч-Чь = « / а ^ Г Ч » = ((ga^1)*'1

 ai)» = 

= j a ^ o ? = да\~1 = (а^~1 - 1)$ + д = д. 

Аналогично проверяются остальные соотношения. 

Поскольку нормальная подгруппа группы С?2, порожденная элемен­

тами А, В, абелева, то отсюда вытекает метабелевость группы G2 . Таким 

образом, мы имеем гомоморфизм ~: G\ —• G2. Пусть в — элемент вида 

(3). Тогда 

ж(гщв) = (ft - 1)0 = (ft - l ) £ ' ' j , ' » z ' J a { ( x ) b ? ( v ) = 

= ( я ? ' 1 " " 2 ' 3 - l ) a { ^ v ) . 

Стало быть, ввиду следствия леммы 10, элементы вида ж(тп{0), где 

1 < i < п и 0 пробегает множество элементов вида (3), линейно незави­

симы по модулю J # . Отсюда следуют тривиальность ядра ~ , а также 2-е 

и 3-е утверждения леммы. Ч т о и требовалось. 

Из леммы 12 и из определения ж для любых га Е М', 0 Е G\ непо­

средственно вытекает сравнение 

тг(га0) ЕЕ ж(т)в. (16) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О предложения 2. Предположим, что р Е Мо, 

т.е. /> = pi^i + />2^2 + • + Pk&ki где 0{ Е Z G i . Используя (10), имеем 

ж(р) = ^r(pi)0i + я"(/>2)^2 + . . . + n{pk)0k> где ~ — изоморфизм из леммы 

12, продолженный до изоморфизма ZG\ и ZG2- В силу (15), заменяя а, 6, 

с, входящие в состав 0^, на ж, у, z, имеем тг(/>) = 7r(/>i)0j -|- 7г(/>2)02 + • • + 

+ 7Г(р*)̂ 2> где 0? Е £С?. Следовательно, ж(р) Е Мо + «/#. 

Обратно, пусть ж(р) Е Mo + J # . Тогда имеем сравнение 

*(/>) = Е*(г<и> (и) 
где г» Е Mo, W{ — элементы вида (12). 

Пусть Wi = xllyl2zl3UiVi, где щ, v» — элементы вида (10), (11) соот­

ветственно. В силу (15), (16) имеем 

n{ri)wi = ж(ъ)а1гЬ12с?3и№ = ж{т^хЬ12 clz)uiVi. 
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Следовательно, в (17), заменяя г» на riallbl*cl3, можно считать , что W{ = 

= Тогда 

ir(ri)Wi = 1С{Г{)ЩУ{ = Ui(ir(ri)Ui)Vi. 

Так как ж(р), ж(ri)щVi являются линейными комбинациями элементов 

вида (11), то по лемме 9 в сравнении (17) достаточно рассмотреть случай, 

когда W{ имеют вид (11). По лемме 10 имеем Wi = hiVi, где hi Е G^ П H, 

Vi Е V. Тогда 

*(ri)wi = т{г{)11м = (hi - l)*{ri)vi + ж{г{)у{ = ж(г{)у{. 

Теперь можно считать, что Е V. В этом случае я (р ) , Tr(ri)wi Е 

Е # V\ Тогда, ввиду следствия леммы 10, сравнение (17) дает равенство 

* ( р ) = ] £ * ( г * К , Wi£V. (18) 

Более того, 7г(р), ж(г$ Е Z W . Разлагая элемент Wi согласно лемме 11 

и применяя следствие этой же леммы, можно считать, что Wi Е W. Группа 

W является свободной абелевой группой с базой (14). Элементы ж(р), 

7г(г») имеют степень 1 по переменным вида q x y z — 1. Тогда равенство 

(18), расписанное в кольце целочисленных рядов от переменных вида af — 

- 1, Ь\ - 1, qx у z — 1, позволяет считать, что элементы w% не содержат 

переменных вида qx у z . Тогда w\ = a{%^xH^yK В силу (16) имеем 

T(n)wi = т ( г ^ л ^ В л ^ ) . 

Заменяя г» на г»А^*( а)Я5*( ь), из равенства (18) получаем сравнение ж(р) = 

= Х ) х ( г * ) ) г» € Мо. Еще раз применяя следствие леммы 11, из последнего 

сравнения получаем равенство ж(р) = ^ж{г%)> г% £ Мо. По лемме 12 

имеем р = Yttri £ Мо. Предложение доказано. 

§ 4 . Основные р е з у л ь т а т ы 

Т Е О Р Е М А 1. Если G — свободная метабелева группа (доста­

точно большого ранга), то в кольце ZG проблема вхождения в к.п. пра­

вые идеалы неразрешима. 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В силу предложения 1 проблема вхождения 

в к.п. подмодули свободного ZGi-модуля, где G\ — группа из §2, ал­

горитмически неразрешима. В условиях предложения 2 если Мо — к.п. 

ZGi-подмодуль свободного ZGi-модуля М , то М 0 + J # является к.п. пра­

вым идеалом кольца ZG, где G — свободная метабелева группа из §2. 

Поэтому из предложения 2 получаем неразрешимость указанной пробле­

мы. Теорема доказана. 

Т Е О Р Е М А 2. Проблема вхождения для свободных разрешимых 

групп ступени разрешимости > 3 неразрешима. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Если в условиях леммы 3 G является свобод­

ной разрешимой группой ступени разрешимости 3, то Go является сво­

бодной метабелевой группой. Разрешимость проблемы вхождения в к.п. 

подгруппу Я / группы G сводится по лемме 3 к разрешимости проблемы 

вхождения в к.п. правый идеал / кольца ZGo- Тогда из теоремы 1 следует 

неразрешимость проблемы вхождения для свободных разрешимых групп 

ступени разрешимости 3. Остается отметить , что свободные разреши­

мые группы (ранга > 2) ступени разрешимости > 4 содержат свободные 

разрешимые подгруппы (счетного ранга) ступени разрешимости 3. Тео­

рема доказана. 

Т Е О Р Е М А 3 . Существует группа с неразрешимой проблемой ра­

венства, конечно-определенная в многообразии разрешимых групп сту­

пени разрешимости > 3, с определяющими соотношениями из последнего 

коммутанта. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть G — свободная разрешимая группа 

ступени разрешимости к из леммы 3. Тогда Go — свободная разрешимая 

группа ступени разрешимости к — 1. При к = 3 теорема 1 дает нераз­

решимость проблемы вхождения в к.п. правые идеалы кольца ZGo- Если 

к > 4, то в силу теоремы 2 проблема вхождения в к.п. подгруппы группы 

Go неразрешима. Из (1) следует неразрешимость проблемы вхождения в 

к.п. правые идеалы кольца ZGo- Таким образом, при любом к > 3 про­

блема вхождения в к.п. правые идеалы кольца ZGo неразрешима. Тогда 

из леммы 3 следует неразрешимость проблемы вхождения в нормальную 
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подгруппу Ri группы G. Группа G/Ri удовлетворяет условиям теоремы. 

Теорема доказана. 

В заключение автор благодарит профессора И. П. Шестакова з а вни­

мание к работе. 
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