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УДК 517.95 

В. Н. МАСЛЕННИКОВА, И. М. ПЕТУНИИ 

О РАВНОМЕРНОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ ПРИ / - > о о 
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 

ДЛЯ СИСТЕМЫ АКУСТИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ 
В СЖИМАЕМОЙ СРЕДЕ 

Изучаются асимптотические по времени свойства решения системы 
уравнений, описывающих процесс распространения линейных акусти­
ческих и гравитационных волн в сжимаемой среде с учетом кориоли-
совых сил (а также волн в атмосфере и океане с учетом вращения земли). 

В линейной постановке рассматриваемая система имеет вид 

- | ! L + 2 [ S , U]+Vq = F{x), 

a*~W~ +di™ = 0' * e R 3 > / > 0 ' (*) 

где u(xy t) = (u\y u2y из) — поле скоростей, a 2 = 1 / С 2 , С — скорость звука 
в среде, 

Q= (0, 0, Й), F(x) = V
 1 [ С У ] | 2 = (Fu F2y F,)=Q2(xu х2, 0 ) . 

Система решается с начальными условиями 

й(х, t ) \ M = v°(x), q(xy t)\t=o = &*(x). (2) 

Решение неоднородной системы (1) с нулевыми начальными условиями 
имеет вид 

йх(х, t) = -Y~XI s i n 2 Q / + - ^ H _ ( l - c o s 2 Q / ) , 

u2(x, t) = ^ - x\ (1 — cos 2Qt) + x2 sin 2Qt, 
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и3(х, / ) = 0 , 

_2_ 
2 а 2 4(x,t) = --7r-rV-c°s2M)> (3) 

которое получается преобразованием Фурье в S ' fR 3 ) системы (1). 
Заметим, что решение задачи Коши (1), (2) единственно [1] в классе 

функций без ограничения роста на бесконечности ввиду гиперболичности 
системы (1). 

После замены v = u — и(х, /), & = q — q(x,t) получим систему (1) 
с нулевой правой частью, при этом начальные условия (2) не изменятся, 
так как (3) удовлетворяют нулевым начальным условиям. 

Обозначая в дальнейшем вектор 2U через а>, будем изучать задачу 
Коши для системы 

dv — — 
- [у, <o ]+grad = dt 

(4) 
2 д? 

a - g j - +di\v(x, 0 = 0 

с начальными условиями (2) для вектора v(x,t) и функции &(х, t). 
Решение задачи (4), (2) было построено в работах [2, 3 ] . Если 

ввести обозначения для четырехмерных векторов: 

0 ( * , О = ( » , ^ ) ; 0°{x)=*(v°,!?0), 

01 (х) = (-rot v° + woc 2 ^ 0 , vI), 

0? (х) = ( - Л v° + V div v° - а2 [ V ю] - f aa«o»S, 

5^2 

0°2(х) = а 2 ( [5° , ш] - V - - ^ 2 - d>v У 0 ) , 

$ ( * ) = а 2 ( ? 0

( ^ 0 ) , 

то полученное в [3] решение записывается в виде 

" < * • ' ) $ К - 7 — ^ — Г . Т г ) ^ - » > + 

(5) 

r = t/a 

г < / / о 

+ £ fl(*-y)}rfy, (6) 
* = 1 

где 
шр — а2г2/г ^ 

wp J V ^ + a V p 2 

р 2 = .1 /1+1 /2 ; ^ 2 = Р 2 +Уз ; Я —внешняя нормаль, /о(6) — функция Бесселя 
нулевого порядка. 

Асимптотическое поведение решения (6) при / - • о о впервые изучено 
в работе [4]. Там, в частности, была доказана 

Т е о р е м а 1. Если начальные данные {v°(x), &°{х)) e C ° ° ( R 3 ) , 
то решение задачи (4), (2) убывает по t при /-*>оо /сак 0 ( 1 / / ) равномерно 
по х, принадлежащих любому компакту К cz R3. 
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В [4] было получено и асимптотическое разложение решения по 
малому параметру 1// при / - • о о . 

Затем в кандидатской диссертации Пал Прадипа Кумара, выпол­
ненной под руководством В. Н. Масленниковой, была получена 

Т е о р е м а 2. Если v°(x) е= №i(R 3 ) , 9>*{x)<=Wb\(tf), то для всех 
R3 при / ^ / о > 0 имеют место оценки 

С ( ' + | Х | ) ; 1*(« .<)1< С ( | + | Х " • 

где С не зависит от х и t. 
Такого же типа оценки были получены и для производных 

dv д& и 
dt dt ' 

Таким образом, вопрос о равномерной по лее R3 стабилизации к нулю 
решения задачи (4), (2) при / - • о о оставался открытыми 

Целью настоящей работы является исследование этого вопроса. 
Имеет место 

Т е о р е м а 3. Если 0°(х) €= № 3 (R 3 ) П W l ( R 3 b то решение задачи 
Коши (4), (2) непрерывно по х и t и при / ^ / о > 0 равномерно по x e R 3 

удовлетворяет оценке 

\O(xJ)\^-^\\O0(x)\\wUR3)i (7) 

где С — абсолютная постоянная. 
З а м е ч а н и е . Если а = 0 (т. е. для системы Соболева), такого 

типа равномерные по j c e R 3 оценки (и асимптотическое разложение 
решения по параметру 1 / / ) были получены в [5] . Для доказательства 
теоремы 3 докажем ряд лемм об убывании при / - * о о сверток, вхо­
дящих в (6). 

Для этого выпишем явно нужные нам производные от фундамен­
тального решения G(y, / ) , для сокращения записи положив <о=1. 
Отметим, что случай со = 0 (при отсутствии кориолисовых сил) рас­
сматривался в работах [3, 4 ] . 

Имеем 

dG(y,t) y*t dG 1 
— Jo, —тт— = J о» дуг ~ г 3 и ' dt 

d2G _ р/ J u ( g ) 

dt2

 r ^ t

2 - a 2 r 2 

dts ~ r 2 ^ F ^ ? , + r 3 ( / 2 - a 2 r 2 ) J 2 ' 

где все функции Бесселя имеют сложный аргумент р -^//2 —-а2 г2/г. 
Для равномерных по Х Е R3 оценок сверток, входящих в (6), с исполь­

зованием явных выражений (8) для фундаментальной матрицы решений, 
которую будем записывать в сферических координатах, нам удобно 
доказать ряд лемм. 

Введем обозначения 
_̂  2я я 

Qk (JC, г, /, f) = j d(f> \ {bk, otJo (t sin 6) cos 9 + 

+ ( l - 6 ^ 0 ) r / f e _ , ( / s i n e ) s i n f e - 1 e } s i n e f ( ^ , r , ф,6)^9, 0 < / e < 3 ; (9) 

<bk(x,rj)=r{\ \^KX>r^~^)\d(f + 
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2л gk 2л л 

О |а}=*+1 О О 
* = 0, 1, (10) 

ггде б / , / —символ Кронекера и в полярных координатах f(х, г, ф , 0) = 
f=f(x\ — г cos ф sin 6, х2 — г sin cpsin 9, хз — г cos 6). В доказываемых ниже 
леммах 1 и 2, вообще говоря, f является произвольной вектор-функцией, 
удовлетворяющей некоторым условиям гладкости. В дальнейшем при 
использовании лемм 1, 2 в доказательстве теоремы 3 в качестве f в зави­
симости от индекса k будут браться вектор-функции V°h определенные 
в (5). Методом, который дан в работе [5], доказывается 

Л е м м а 1. Если f<= W2(R3) f] C 2 ( R 3 ) , то равномерно по X E R 3 при 
t ^ to> 0 выполняются неравенства 

I Qk (х, г, /, f) | < JL ф 0 г > f ) , = 1 f 2, 3, 

Г ( И . ) 
I Q o ( ^ r , ^ F ) | < ^ 0 , ( x , r J ) , 

где С — абсолютная постоянная. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение леммы при 0 < & < 2 содержит­

ся в работе [5] (ср. члены Q*, 0 < f t < 2 , с членами Qi(x9t), Q2(xJ) 
и < 7 з ( * , 0 из § 1 работы [5]) . Поэтому докажем лемму в случае & = 3, 
т. е. для $з(х, г, /, J). Обозначим 

Т(хт г, /, ф , f) = j / 2 ( / s i n 9 ) s i n 3 9 f ( x , г, ф , Q)dQ. (12) 

Использовав известные интегральные представления функции Бесселя 
/2(2): 

2 */2 2 д / 2 

4 ^ 2 ^ = ~ л ~ ^ cos2a cos(z sin a)da= ^ (1 —2sin 2 a)cos (2 sin a ) d a , 
о о -

сделав замены a->z:s in 9 sin a = 2, 9 - ^ : c o s 9 = £ и £-*p,:£ = i j \ — z2p, 
поменяв при этом порядок интегрирования относительно 2 и £, получим 

2 я л/2 
/ ( * , г, /, ф , J) = —— ^ J (1 — 2s in 2 a)cos( / sin 9 sin a ) d a j X 

0 0 

о л г s i n e / 9^2 ч 

xrfer<*,r,„,e,„e=_$[ 5 (,_ ) х 
о о 

dz 1 
Xcos ( /2) - sin 39f(x, г, ф , 9)d9 = 

Vsin 29 — 2 2 J 
1 ^ ' 2z 2 

X ( 1 — £2)F(*, г, ф, a r c c o s | ) d | = 

2 1 Г 1 -
X C 0 S ( / 2 ) d 2 = Ц (j f ( X i — Г С 0 8 ф Л / 1 — P 2 ( l — 2 2 ) , 
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d\i 
-j z2cos(zt) dz + x2 —7 sin ф Vl — p 2 ( l — z2), x^ — r^^jX—z2) 

Vl — |Ы 

+ S V T = V f (x, - r cos ф Vl - p 2 (1 - г 2 ) , 
0 - 1 

JC2 — r sin ф V1 — |x2 (1 — z 2 ) , JC3 — rp, Vl ~ z 2 ) ] ^M-O — 2 2 )cos( /z)dz = 
2 _ 

= X Tk{x,rj, Ф, D - (13) 

Теперь проинтегрируем по частям по 2 в обоих интегралах Tk. После 
такого интегрирования по частям выделяем множитель 1 а оставшие­
ся двойные интегралы получаются сходящимися. Так как каждый из 
Tk, k=l, 2, исследуется одинаково, то рассмотрим только Т\. Получаем 

Т\(х, г, t, ф, J) = — sin(/z)f(xi — гсозф, лг2 —rs in ф, Хз) + 

+ £ 7?<х,г ,* ,Ф ,Г) , 
где k = \ 

л = _ з | П ( 4 _ Ф ) 4 _ и ^ ^ ( 5 - | _ х 

J L J W 4 = 1 , 2 ; 
1 - ц 2 / 

X 
Ц 2 2 

Vi — fx 2 ( i—^) • V 

7 е = — 
nt 

- } d z , ( 1 4 ) 

" - • a - S ' ^ C i ' T T i ^ r ) * 
0 - 1 V 1 ^ 

опущенные аргументы у функций f и ее производных те же, что и в (13)1 
Оценим по модулю каждый из членов 7?, 1 < & < 4 , в формуле (14). 
С помощью замены р = pVl — z2 и перемены порядка интегриро­

вания получаем для k~\,2 

. ; | 7 ? ( * , Г , / , ф , Т ) | < - ^ - J I JL ( х , _ г C O S ф л Д ^ , 
- 1 

Х 2 — Г8Шф Vl — g 2 , Хз — Г1) 
VT-£2 

? \ Ч \ - 1 2 - г 2 

или после замены £ = cos9 и вычисления внутреннего интеграла окон­
чательно имеем 

дхк 

\fi(X, Г, t, « p , f ) | < - g - J 
о 

Х2 — г sin ф sin 9, хз — г cos 9) 

Точно таким же путем получаем оценку 

(х\ — г cos ф sin 9, 

sin9rf9, Л = 1 , 2. 

о sin ede. 

(15) 

(16) 
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Интеграл 7? фактически оценен в работе [5, с. 55], поэтому для него, интег­
рируя по ф, сразу имеем 

2л 

J Т\(ху г, / , ф, f)dq> Фо(х, r , f ) , (17) 

где Фо(*, г, f) определено в (10). Используя (15) — (17), окончательно 
имеем 

2я 

jj Т\ Г, /, ф f) Лр < — Ф о ( х , r , f ) . 

Аналогичную оценку получаем для / 2 . Поэтому 

I <?з (JC, r , / , f ) | = | Г ( х , г , / , Г ) ^ ф = r]£Tk(x9r,t9f) 

С 
< — Ф 0 (х , r , f ) , 

где С—абсолютная постоянная. Лемма 1 доказана. 
Л е м м а 2. При выполнении условий леммы 1 справедливы не­

равенства 

j Ф* (х, г, J) dr < С || f || r r + , ( R 3 ) , k = 0,1, 

равномерно по J C ^ R 3 , где С — абсолютная постоянная. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя явный вид функций Ф* в (10) 

и переходя от полярных и сферических координат к декартовым, получаем 

, J . O , ( W ) d r = \ { \ ' 
df(x' — y',xz) •' df(x\—y2,x2jX3 — y\) 

дхз + дхз + 

-+ У \ \D4f(x-y)\dy. 

Произведя сдвиг по переменным интегрирования, получаем 

0 R ! 

+ J 1 - ^ - 1 ^ , ^ 3 + £ 
R 2 | a | = 2 

Используя теорему вложения W\ ( R 3 ) - > L i ( R 2 ) , получаем утверждение 
леммы при k=l. Для & = 0 доказательство аналогично. Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Система (4) является сим­
метрической гиперболической системой. Тогда при выполнении условий 
теоремы решение задачи (4), (2) единственно и принадлежит классу 
С ( / > 0 ; Wl(Rz)){]Cl(t>0; № 2 ( R 3 ) ) (см., например, [6]) . Отметим 
также, что для системы (4) оценки решения задачи Коши в Wl

p, p^U 
и смешанных задач в Wl2 были получены в работах [3, 7 ] . 

Из (4) , (2) следует равенство 

II v (х, t) || 2

wW) + а 2 1 | & | | 2

w W ) = || 5° (х) || 2

wW) + а 2 1 | & ° | | ^ ( R 3 ) , 

откуда вытекает оценка 

\D(xyt)\^C\\D°\\wUR>v / > 0 . (18) 
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Пусть t ^ t 0 > 0 и предположим, что 0°(х) e . C ° ° ( R 3 ) . В дальнейшем 
избавимся от этого ограничения. 

Обозначим через JT/(JC, t) свертки по шару \х\ < * / а вектор-функций 
0 < / < 3 , с производными от фундаментального решения G(x, t), 

задаваемыми формулами (6). В представлениях Xi(x% t) перейдем к сфе­
рическим координатам. Для Жо{х, t) с использованием (8) имеем 

г</ /а 
- //2а //а 2л я 

= _ _ L _ ( J + J ) J \ s i n e c o s e / 0 ( s i n 6 - V / 2 - a 2 r 2 ) X 
О //2а О О 

2 
X t78(x, г, ф, Q)drd<pdQ = £ &on(x, t ) . 

Используя введенные обозначения (9), (10) и леммы 1, 2, оценим ДГоь 
Получаем 

\&oi(xJ)\^— \ \Q0{x, г ,У / * - - а 2 Л tf°0)|dr< 
о 

С ' / 2 а 1 

< - Y - l O ° l k ( , v ( 1 9 ) 

Для оценки Ж02(х, /) применим неравенство | / o ( z ) | < - l , перейдем к де­
картовым координатам и сделаем сдвиг по переменной интегрирования. 
Получаем 

\*02(Х, t) | < ] J J - ^ i - I f7g(jC, Г, ф, 9) Idr^rfO: 
//2a 0 0 

.2 ~2 
^ И (7?(*-у) -^-н £7°||Г|,г,- ( 2 ° ) 

Из оценок (19), (20) при t ^ t o > 0 следует оценка 

l ^ r o U O K - j - i i ^ n ^ . (21) 
Свертка Э£\(х, t ) , имеющая вид 

г<//а 
< //а 2л л 

= S J r s i n 9 / o ( s i n 9 V / 2 ~ a 2 r 2 ) i 7 ? ( x , г, ф, 6)drApde, 
О О О 

оценивается таким же путем, какЖ0(х, / ) ,и для нее W > * 0 > 0 равномер­
но по х справедлива оценка 

l - a r i U . O K - T - l l O 0 ! ! ^ ) (22) 

с абсолютной постоянной С. 
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Изучим свертку Ж2(х, / ) , которая имеет вид 

, t/2a t/a 2л л 

О //2а 0 0 V ' ^ ' 

2 

X / i ( s i n e V / 2 - a 2 r 2 ) t 7 2 ( x , V , cp,e)drdq>rfe= £ ^Г 2п(х, / ) . 

Член 3T 2i (*, 0 оценивается, как и ранее, при помощи лемм 1 и 2: 

1 t / 2 a t 

0 
//2a 

1 

< TIT S 1 Q 2 ( A ; ' r ' ^ - a 2 r 2 ' ^ ) 1 d r < 

^ 0 

В члене ^ " 2 2 (х, /) проинтегрируем по частям по г. Получаем 
^ //а 2я л 

//2а 0 0 

X / i ( s i n 6 V / 2 - a V 2 ) ( 7 2 ( x , г, Ф , 8)drd<pd6 = 
//а 2л л 

= ~ 4 ^ Ь Г S S Jsin 9t7jj(*, г, ф, G)dq)ded r(/o(sine V ' 2 - a 2 r 2 ) ) = 
//2а 0 О 

^ 2л я 
= — 4 j i a 2 <j J s i n 6 ( / 2 ( x , / / a , ф, Q)dqdQ + 

0 о 

+ \ \ sin в/о ( — | - sin б) £72 / / 2 а , ф, 6) d<pdQ + 
о о 

У t/a 2л л 

+ 1^Ь Г $ S S s i n e / o ( s i n e V ? - a 2 r 2 ) X 
//2а О О 

д 3 

X - ~ г г7г(х, г, ф, 6)drdq)de= £ З Г 2 2 ( х , / ) . 

Член Ж22(х, t) оценивается так же, как член Жт{х, t) (см. (20)) . Оценим 
член Жк

22{х, t). Получаем 
, 2л л 

X\2(xJ) = С С sinGi72(x, / / а , ф,8)Лрйв = 
4ла J J о о 

t/a 2л л 

- - ^ Г J ' \ \ S j n 0 ^ 7 ( 5 3 ^ 2 ( Х , 5 , ф , в ) ) ^ 6 ^ : 

За 

О О О 

//а 2л я 

Ant 
О О О 
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t/a 2л. л 

О О О 

Переходя к декартовым координатам, будем иметь 

-ЗГЫ*, t) 
За 

J 0 2 ( * - « / ) d j r + 
\У \ <//« 

д по, 

/=1 |«,|<//а 

Оценим каждое из слагаемых: 

За 
4яГ 

1*/1<//а 

а 
4я / 2 

з 

Ant dxi 
i = \ 1</!<//а 

Л 

= 1 \y\<,t/a 

д 

y)dy ^ Ant2 3 
R 3 

\0°2(x-y)\dy^ 

С 
t2 II w!(R3) > (23) 

s * дх, U 2 { X -y}dy'< 

Ol{x-y) <ty< — 1 1 0 ° II #!(*»! 

Рассмотрим член .ЗГггС*, / )• Будем иметь 

.Х\л(х, t) = - ^ - у j J sin е / о ( / - у ^ s i ne ) (7з(лг, / / 2 а , (p, 9)d<pd6 = 
0 0 

л / / 2 а 2 л л # 

= ~ 5 " S S S S i n 8 " S " ( s 3 / o ( a 5 V 3 s inG ) f72 (x / s , ф , 0 ) ) Й 5 ^ е = 
О О О 

6а //2а 2л я 

я / з- J J ^ s in95 2 /o(a5 -V3sine ) i72(A:, 5, ф, в ) ^ ф й е + 
0 0 .0 

//2а 2л л 
+ ~ ^ ? ~ S \ \ s i n 6 s 3 / o ( a 5 V 3 s i n & ) — Vl{x,s, ф, Q)dsd<pdQ — 

О О О 

9 2 /о ' / 2 а 2л л 

S S S 5 3 s i n 2 9 / i ( a 5 V 3 s i n 0 ) ^ 2 ( A : , 5 ^ , e ) d s ^ d e . (24) 

При получении последнего соотношения мы воспользовались форму­
лой J'o(x) = — J \ ( х ) . Переходя в (24) к декартовым координатам, 
получим 

x U x J ) = - ^ r \ Jo(*^\y'\)00

2(x-y)dy-
nt J 

lf/l<//2a 

j^- J £ f , / / o ( a V 3 | « / ' l ) - ^ - ^ ( ' j c - | , ) r f f , -
|(/|<//2a /=1 

" " ^ F ^ S l ^ l / ^ a V S I ^ D ^ ^ - i / ) ^ . (25) 
l«/K*/2a 

9 . Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е у р а в н е н и я № 3 4 9 7 



Используя неравенство \Jx(x) | 1, v ^ O , и рассуждая так же, как и при 
получении (23), оценим каждое из слагаемых в (25): 

6 а 
\ Jo(a-fi\y/\)00

2(x-y)dy 
\y\<t/2a 

2а 
л? 

\ £ y,Vo (oV31 г/' I ) ~ 0% (x -y) dy 

I r ! ( R 3 ) . 

2 a 2 V3 
я/* 

< — II 0°ll *<«•>; 

J ly ' l / i faVsiy'DtfSV-irtrf j , < 4 " l l ^ 0 | l r l ( R 3 ) -
l</l<//2a 

2 / 

Из (25) и полученных неравенств следует оценка члена Жъг{х,{). 
Таким образом, при t^t0>0 равномерно по х справедлива оценка 

\Жг(х, О К-у-110°II*!(*•) (26) 

с абсолютной постоянной С. 
Изучим свертку Жъ{х, / ) , которая может быть представлена следую­

щим образом: 

r< / / a r< / / a 
2 //2a //a 2я я 

//2a 0 0 

^ / 2 ( s i n 6 V / 2 - a 2 r 2 ) ^ 0 г- „ / 
X t

2 - a 2 r 2 0 ( x ' ^ .9 .0)drrf9rfe=2, 
n = 0 

Член Жзо(ху t) оценивается так же, как и свертка 3%2{х, t). Член 3£ъ\ (ху t) 
оценивается, как и ранее, при помощи лемм 1 и 2 (см. обозначение (9 ) ) : 

2 ' / 2 а Л 

1^31 СМ) К " J " { ,2 2 2 lQ3 (^r ,V / 2 -0C 2 r 2 , t7°)lrfr< 
^я J / — а г 

2 //2a' 

2 //2a Ca 
Зя J V / 2 - a V s 2 „2 

•Фо('х, г, 0 ° ) d ' < i i L | | 0 ° | | r ! ( * 

В члене Жз2(х, t) проинтегрируем по частям по г. Получаем 

^ 2 */ а 2л л 

^ 3 2 ( х , 0 - - f r J \ \ s\n2QO°(xy г, Ф , Q)d(pdQX 
//2а О О 

2л 

4 я 

498 



^ 2л л 

2 W 4 J 
J J sin 2 9(7°( ' .M/2a, ф, 9 ) / , ( - ^ - / sin Q^dydQ-

t2 f f r . 2 n / , ( s i n 9 V / 2 - a V ) d m / . , , Q 

4л J J J J} 
t/2* 0 0 v 

1 = 1 

Отметим, что при получении (27) мы воспользовались значением 
предела lim Ji(az) / z = a /2 . 

Рассмотрим каждый из интегралов в (27). Перейдем к декартовым 
координатам в интеграле Ж32(ху t). Получим 

^ 3 2 ( ^ . 0 = - ^ - J ^-0°(x-y)dSy; 
r=/ /a 

нетрудно заметить, что он сокращается со вторым слагаемым в поверх­
ностном интеграле в (6). Поверхностный интеграл ж\ъ{х, i) оценивается 
так же, как и Ж\ъ(х, /) (см. (24), (25)) , и равномерно по х есть 0 ( 1 / / ) 
при / - > о о . 

В члене Ж3

22 (х> 0 проинтегрируем по частям по г. Будем иметь 

2 2л л . 
Ж3

32(х, /) = - -±-р- j J J i H l J L 0о ( ' х > г, ф , 9 )<%/9X 
//2а 0 0 

2л л 
Xrfr (/о(sin 0 V / 2 - а 2 г 2 ) ) = - JL- J J s ine -^ (7° (x , r ,9 , e ) | rw / a r f<prfe+ 

0 о 
2л л пг 

+ 2 ^ 5 J s i n e / o ( : | - / s i n e ) - ^ r ( 7 0 ( ' j c , r , 9 , 9 ) | r = ( / 2 a d 9 d e + 
0 0 

+ Т £ г Г ? S s i n e / . < s i n e V F ^ A V - L ^ -
//2a 0 0 

~~ГЧГ\ °°{Х> Г' ф' Vd<f>dQdr' (28) 

Поверхностные интегралы в (28) оцениваются так же,,как и ж\2(х, /) 
(см. (24)) , а объемный интеграл так же, как и член Жм(х, /) (см. (20)) . 

В результате будем иметь, что при / > / 0 > 0 равномерно по х справед­
лива оценка 

< - 7 - l | 0 ° l l n < i e , (29) 

с абсолютной постоянной С. 
Рассмотрим поверхностные интегралы в представлении (6) решения 

задачи. При этом, как уже было отмечено, второе слагаемое в поверхност­
ном интеграле сократилось с членом Ж\ъ{х, / ) . Оставшиеся поверхност­
ные интегралы могут быть представлены следующим образом: 

ТГ \ { ( • 7 - - - ^ l ) ° " < ' - " > + ^ 0 5 < ' - i ' > W " = 
r = t/a 

X 3 ( x J ) - - ^ ~ \ p20°(x-y)dSy 

r = t/a 
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2 л 

- ^ - J J sin 9 ( 7 ° ( л , / / a , cp, 9)d(pd8H J J s i n 9 X 

X ( / ° 2 ( i , / / а , ф , 9 ) й ф й ( 6 - ^ - J AyO°(x-y)dy. (30) 

r^t/a 

Первые два слагаемых в (30) оцениваются так ж е , как и член 
3SC%2(x,t). Оценим последнее слагаемое : 

a 
4л / 

J AyU°(x-y)dy г J l A , f 7 ° ( x - y ) | d y < 
4 л / 

4 л / 

И з полученных оценок следует д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3 в случае, 
когда 0°^С°°(R3). И з б а в и м с я от этого ограничения . 

Д л я начальных данных 0°^W2

2(R3) (].W3(R3) существует последова­
тельность U0,n^C°°(R3), с х о д я щ а я с я при п-^оо к 0°(х) как по норме 
Wl(R3), т ак и по норме W3(R3). Пусть On(x,t) — п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 
решений з а д а ч и ( 4 ) , (2) с гладкими начальными данными. Тогда в силу 
(18) и доказанных оценок будем иметь 

\0(х9 Оп(х, /) I + I и п - и \ < H f 7 0 - » | | i r f ( R . > + 

+ Ci|| U°'n~U° 

равномерно по X G R 3 при / ^ / 0 > 0 . Переходя к пределу при п-+оо, 
получаем утверждение теоремы. 

С л е д с т в и е . Рассмотрим систему (1) с начальными условиями (2). 
Из теоремы 3 и решения (3) для неоднородной системы (1) со стацио­
нарной и растущей линейно правой частью F(x), соответствующей центро­
бежным силам, следует, что решение неоднородной системы (1) с ненуле­
выми начальными условиями (2) выходит на периодический по времени 
режим (3) со скоростью 0 ( 1 / / ) ; полученное решение так же, как и правая 
часть F(x)y линейно растет по х (для компонент скорости u\(x,t), 
u2(x,t)). 
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