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I . В работе доказывается разрешимость элементарных теорий : 
а) поля формальных степенных рядов от одной переменной над алге­
браически замкнутым полем характеристики 0; б) поля формальных 
степенных рядов от одной переменной над вещественно замкнутым по­
лем; в) поля Op р -адических чисел (для любого простого чис­
л а / 7 ) . 

Разрешимость теории, указанной в пункте б) ̂  дает ответ на 
вопрос Р.Робинсона [ 1 6 ] (так как, ввиду [ 4 ] , разрешимость коль­
ца и разрешимость поля формальных степенных рядов равносильны). 

Разрешимость теорий полей формальных степенных рядов а) и 
б) опровергает гипотезу, высказанную в [6 ] . 

Из разрешимости элементарной теории поля р -адических чи­
сел следует разрешимость диафантовой проблемы над этим полем 
(недавний результат А.Нерода [13] ) . Отметим еще, что на элемен­
тарном языке формулируются проблемы относительно поля Qp , не­
решенные в настоящее время. Так,локальная гипотеза Э.Артина [ 1 ] о 
представимости нуля формами (для фиксированной степени % ) есть 
элементарное предложение. 

Доказательство проводится следующим образом. Указывается не­
которая рекурсивная (но бесконечная) система аксиом (в каждом из 
указанных выше случаев), которая выполнима на соответствующих по­
лях. Используя методы А.Робинсона [ 1 4 ] доказывается полнота этой 
системы аксиом. Отсюда и следует разрешимость. 

Предварительно устанавливаются некоторые вспомогательные ал­
гебраические леммы, а также результаты, относящиеся к элементар­
ной теории дискретных упорядоченных абелевых групп. 
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2. Леммы об алгебраически полных нормированиях 

Если Г - поле, w - нормирование поля Г , то через />-
будем обозначать поле вычетов нормирования (г . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть <F, V> - поле F и нормирование сг по-
'ля Г . Будем говорить, что <F}(J> — z л г е б р а и ч е с к и 
п о л н о е нормирование, если для любого конечного алгебраиче­
ского расширения F' поля F : 

1) X/ имеет единственное расширение до нормирования V по¬ 

ля F' ; г / -Г 

2) если п = [F• FJ, € - индекс ветвления нормирования хг , 
ЛЕММ I . Е с л и <Firy - а л г е б р а и ч е с к и п о л ­

н о е н о р м и р о в а н и е , т о д л я с п р а в е д ­
л и в а л е м м а Г е н з е л я . 

Эта лемма справедлива для любого нормирования <FjO~y , удо­
влетворяющего условию I ) определения (см. лемма 3, стр.48 [II ] ) . 

ЛЕММА 2. Е с л и <.F.X?y у д о в л е т в о р я е т у с ­
л о в и ю I ) о п р е д е л е н и я и F^ и м е е т х а ­
р а к т е р и с т и к у 0, т b<Fj(T>-z. л г е б р а и ч е с к и 
п о л н о е н о р м и р о в а н и е . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду леммы I , нормирования, удовлетворяющие 
условию I ) определения, являются относительно полными в смысле 
Островского [ 9 ] . Условие 2) достаточно проверить для нормальных 
расширений. Пусть F' - нормальное расширение F . По теореме 4 
[18]существует L такое, что х х ) 

F^F' „ [F^:Firy[Ly.Fa\=lL--F] , 
L - максимальное неразветвленное расширение, содержащееся ъР'. 
F' над L вполне разветвлено. Ввиду условия на поле вычетов 

и теоремы II [ 9 ] , группа Ралуа & (^/jL,) изоморфна фактор-группе 
^'j/f-Qj» г де Г(F'j , F(L) - группы нормирований Хг' и хг" . 
Следовательно, порядок группы Галуа равен индексу ветвления нор­
мирования (который равен индексу ветвления нормирования ХУ 
потому, что ^/F - неразветвленное расширение). Но [T^'-'AJ рав­
но порядку группы 0(^/L) ( F - поле характеристики 0 ) . 

х ^ Все определения, касающиеся нормирований полей,можно най­
ти в книге [7] . 

х х ) Здесь и в дальнейшем неопределяемые нормирования (cr'via" 
в нашем случае ) - это всегда те нормирования, которые либо инду­
цируются данными, либо единственно возможные расширения заданных 
нормирований. 
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Итак, имеем тг = F] = \f'-L\ \L • Г] = 

-{ГСП ••rCL)\\LLa„:Firy \Г(ГУ.Г(Г)}[% : Г а ] , 

здесь Г(Р) - группа нормирования tr и F(F) -F(L) , так как 
L/p неразветвлено. Итак, т г ^ - е , гдеу=^ ; : Fv ] *&е=]Г(р') :Г(П ] • 

Лемма доказана. 
Пусть v - составное нормирование ([71стр. 60) ъг-г^о гг , 

где 2rf - нормирование поля F , а гг - нормирование поля Fv . 
ЛЕММА 3. П у с т b<F,v> - а л г е б р а и ч е с к и п о л ­

н о е н о р м и р о в а н и е , v-v, о гг - с о с т а в н о е 
н о р м и р о в а н и е , т о г д a<F, z/v> И < ^ ,гг>- а л г е б ­
р а и ч е с к и п о л н ы е н о р м и р о в а н и я . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть F(oC) - алгебраическое расширение F. 
Так как < / ^ ^ > - алгебраически полное нормирование, то для -о-
существует единственное расширением*, ввиду леммы 4 [7],стр.72). 
Отсюда следует единственность расширения i?F нормирования^ и 
единственность расширения с% (нормирования поля F(c£)p*) норми­
рования (Г . Итак,^F,{7±> и<£triF>имеют единственное расширение 
для любого алгебраического расширения соответствующего поля. 

Пусть n - \F(oc) :F~\ , пусть F - группа нормированиям,// -
изолированная подгруппа группы Г , соответствующая разложению 
(/-C^oir. Пусть Г*- группа нормирования (/•* , / / * - изолирован­
ная подгруппа, соответствующая -ttfj Н*пГ=/У\ е. = [Г* -Г j , 

^ • П У с т ь * = / * = [ / ? * f c * '•fir.'] > 

Ясно, что , так как /"**^>ГН*^Г==> О и 

[Г*-" Г ] = [ Г * : Г / / * ] - [ Л / / * : Г ] , 

н° "%* = Г/Гпн*=Г/н > [^^//ЖНГ^:ОД^. 
Теперь , Т 7 £ / - ^ ( [7 ]стр . Wb\e;e.~<?:,n=f-eJe,7Tbf-e-ei~ 
=/е=/г,по е/7?=ег£<гг , следовательно, всюду равенство: 

Лемма доказана. 
ЛЕММА 4. (Обращение леммы 3 ) . П у с т ь <F;Cf> - н о р -

м и р о в а н и b^ir-tr^t/-- т а к о е р а з л о ж е н и е 
н о р м и р о в а н и я , ч т о н о р м и р о в а н и n<Fcf-^> 
тл<Рспу1/-у а л г е б р а и ч е с к и п о л н ы , т о г д а x<F,ZS> 
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а л г е б р а и ч е с к и п о л н о . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть F(<х.) - алгебраическое расширение F > 

\F(oL) :F]=7z » v имеет единственное продолжение -z>* на F(°<-) , вви­
ду алгебраической полноты <F,Vt> , <F^fJir> и леммы 4- (р]стр.72) . 
Пусть <2 - индекс в е т в л е н и я ^ у = [ / ^ ^ ж -FJ^ . Пусть - индекс 
ветвления?^ , ^ - индекс ветвления^ n=fi\F(<xJb* • / ^ ] • И"6 ~ 
ем er^=Ti) ё f-ri , ввиду алгебраической полноты KFir^Kf^,^. 
Как и в лемме 3, имеем eF~eisf-e.'"--etfi=-n-

Лемма доказана. 
ЛЕММА 5. Е с л и <F,V>- а л г е б р а и ч е с к и п о л ­

н о и FQ- и м е е т х а р а к т е р и с т и к у / ? , т о л ю ­
б о е п о д п о л е F' п о л я / 1 * , и з о м о р ф н о о т о ­
б р а ж а ю щ е е с я в Fp- , м о ж н о р а с ш и р и т ь д о 
п о л я п р е д с т а в и т е л е й п о л я в ы ч е т о bF^. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По лемме К / ^ ^удовлетворяет лемме Гензеля. 
Теперь достаточно применить рассуждения Капланского,МакЛейна[8],|10]. 

ЛЕММА 6. П у с т b<F,v->- а л г е б р а и ч е с к и п о л ­
н о е н о р м и р о в а н и е , F^ и м е е т х а р а к т е ­
р и с т и к у 0, Ft F'- п о д п о л е , а л г е б р а и ч е с к и 
з а м к н у т о е в F - н о р м и р о в а н и е F\ и н-
д у ц и р о в а н н о е н о р м и р о в а н и е м , т о г -
д a <F ' U-'>- а л г е б р а и ч е с к и п о л н о е н о р м и ­
р о в а н и е . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть F'(ot)- алгебраическое расширение по­
ля F' , тогда F(oC) - алгебраическое расширение поля F . Пусть 

- кольцо нормирования tr . Тогда Яц-^Я^ П F'. П у с т ь ^ - це­
лое замыкание Вц- в F(oc) . Так как <F,ir> - алгебраически пол­
ное нормирование, то ^ . е с т ь кольцо нормирования гл*шляющего­
ся единственным продолжением нормирования V . Н о $ ^ ПF'(oc)wn>i 
с одной стороны, целое замыкание В-у.' в » с Другойтколь-
цо некоторого нормирования tr'*. Следовательно, имеет единст­
венное расширение на F'(oi) . Для доказательства леммы достаточно 
применить лемму 2. 

ЛЕММА 6.' П у с т b<F}v7 - а л г е б р а и ч е с к и п о л ­
н о е н о р м и р о в а н и Q^F^-F G(p) - п о л е в ы ч е ­
т о в п о м о д у л ю п р о с т о г о ч и с л а / ? . П р е д-
п о л о ж и м , ч т о Г - г р у п п а н о р м и р о в а н и^я 
V- и м е е т и з о л и р о в а н н у ю п о д г р у п п у / с / 7 , 
и з о м о р ф н у ю г р у п п е Z ц е л ы х ч и с е л , и 
п р е д п о л о ж и м , ч т о XrCf>)z:V~£t+'+1,)=а. - о б р а з у ­
ю щ е й г р у п п н Г . Т о г д а Тля л ю б о г о п о д -
п о л я F'c F . а л г е б р а и ч е с к и з а м к н у т о г о 
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в ^ . и и н д у ц и р о в а н н о г о н о р м и р о в а н и я 
tr' ,< f'jtr'y - а л г е б р а и ч е с к и п о л н о е н о р ­

м и р о в а н и е . (Ясно, что тогда д л я в ы п о л н я ю т с я и ос ­
тальные требования, наложенные на< /^г^> з условиях леммы). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и в доказательстве леммы 6, < /^V>f lony-
скает единственное продолжение на любое алгебраическое расширение. 
Следовательно (лемма I ) , для '> справедлива лемма Гензеля. 

Рассмотрим два случая. 
I)/* =/- . Тогда - дискретное нормирование ранга I . 

Если пополнить <У^гл> по топологии нормы, то получим обычное по­
ле Qp р -адических чисел (теорема 3, стр.4-5 [ 1 7 ] ) . Так как 
</г

> -try - алгебраически полное нормирование, то F алгебраиче­
ски замкнуто в ^^следовательно, и F' , так как F' алгебраи­
чески замкнуто в F • 

Любое алгебраическое расширение F'(<*•) порождает алгебраиче­
ское расширение Qp(ot) и n^^Ffe)'- F'~\-\Qp£t) • Q р\ i ввиду алгеб­
раической замкнутости F' в Qp. Известно ( [ 1 7 ] , стр. 38-39) , 
что Qp - алгебраически полно, л-2-f , ^ - индекс ветвления, 
-f - относительная степень расширения.Ввиду единственности рас­
ширения нормирования tr' и свойств полных полей, Qp(«) есть по­
полнение ( [ 1 7 ] , стр. 40) <F'(cc)} #•'*> , в частности, поля ча -
стных у них совпадают, отсюда f '—f и индексы ветвления^'- в.. 

Итак, п =-е''•/'' . 
2) Г ^ Г . Рассмотрим разложение нормирования tr^tr, о гг, 

соответствующее изолированной подгруппе F . По лемме 3 < / = > ^ л / > 
vi<F(ri)v-> алгебраически полны. Пусть</~,' и < / ^ , {/• '>- соот­
ветствующие нормирования, связанные с разложением tr' =Vj° ^ ' « с о ­
ответствующим изолированной подгруппе F (заметим, что Г содер­
жится в группе^ нормирования tr' , ввиду условия -сг(р) - образу­
ющей группы Г ). 

<F'-tr} > - алгебраически полна ввиду леммы б, так как -
поле характеристики О, и индуцируется tr-^ на F' , F' алгеб­
раически замкнуто в F . Покажем, что и <^^^л'>алгебраически по­
лно. _ 

Пусть F - максимальное подполе из F', изоморфно отображаю­
щееся на поле вычетов F^.', \F^'j - алгебраическое расширение обра­
за F ; F алгебраически замкнуто в F' • Это подполе о ^ 
изоморфно отображается в поле вычетов F^ . По лемме 5,F с F , 
где F - поле представителей для поля вычетов F0-i , но /^' , мож­
но естественным образом отождествить с подполем Fir,» следователь­
но, в F содержится/ 5 ^> F , изоморфно отображающееся^на FJ, 
F алгебраично над F} F алгебраически замкнуто в F' , a F' 
алгебраически замкнуто в F , следовательно, Г =F . Итак, в F' 
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существует поле представителей Г для поля вычетов F^', . 
Ввиду алгебраической полноты <Fr ^ > и л и , что то же самое, 

< F 1/ - индуцируется v , и ввиду того, что F алгеб­
раически замкнуто в F по уже разобранному случаю, <F, if'У или, 
что то же tf'>алгебраически полно. По лемме 4 <F,'o-'> алгеб­
раически полно. 

Лемма доказана. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ [ 8 ] . Пусть F, => Fz i XF, и z£ - нормирования 

полей F, я Fs , соответственно, причем г>̂  есть расширение v& 

(в таком случае будем писать<F r ^ > = ></" 2, С г> ) • Будем говорить, 
что</>,#>-н е п о с р е д с т в е н н о е р а с ш и р е н и е 
<Fz,f^y , если группы нормирований и и поля вычетовZ^. 
и / ^ совпадают. (Имеется естественное вложение группы нормирова­
ния щ в группу нормирования xrt и также естественное вложение/^ 
в/>^ , ввиду того, что г/> есть расширение ; требуется, чтобы 
эти вложения были изоморфизмом). 

Непосредственное расширение назовем м а к с и м а л ь н ы м , 
если оно не допускает собственных непосредственных расширений. 

ЛЕММА 7. П у с т b<Fly v,> vi<FZ/trs> - д в а н е п о -
с р е д с т в е н н ы х м а к с и м а л ь н ы х а л г е б -
р а и ч е с к и х р а с ш и р е н и я < / J ^ > и п р е д п о ­
л о ж и м , ч т о л и б о : l)Fcr и м е е т х а р а к т е -
р и с т и к у 0, л и б о 2)<F}ir> у д о в л е т в о р я е т 
у с л о в и я м л е м м ы б ' , и с к л ю ч а я т р е б о ­
в а н и е а л г е б р а и ч е с к о й п о л н о т ы . 

Т о г д а <Ft} гг,> ^Fz,ir^> а н а л и т и ч е с к и э к -
в и в а л е н т н ы н а д < F , ^ > . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть в первом случае <F')v> и <F"v">- не­
посредственные максимальные расширения<F,j -цУ и</^ /г^>,соответст­
венно. Но <F,tr'> и <F"r/"> являются также непосредственными мак­
симальными расширениями <Fttr>, По теореме единственности [ 8 ] , 
существует аналитическая эквивалентность У: *FJ'v-'>—^<F''Jlr"> 
над</^£-> , но F, - алтебраично над F и алгебраически замк­
нуто в F' , аналогично для Fz , следовательно, у переводит F, 
на Fz . 

Пусть имеет место 2 ) . Рассмотрим два случая: а) группа нор­
мирования <F,i/> равна Z . Тогда максимальные пополнения < / > ^ > , 
< / r V , z ^ > , < / r

2 / Z A z > совпадают (равны QP [17]) и < / c , , z ^ > , " ^ ^ с о в ­
падают с алгебраическим замыканием F в Qp ; б) группа норми­
рования Г строго содержит Z . В этом случае достаточно дока­
зать теорему о единственности максимального непосредственного рас­
ширения. (Дальнейшие рассуждения проводятся, как в случае I ) ) . 

Рассмотрим<F, гт/У,<FZ/al>и <f,ir'>, где штрихованные норми-
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рования соответствуют группе ri/z . Рассмотрим максимальное не­
посредственное расширение <F, zfy для <F}cr"y. По теореме Каплан -
ского это расширение единственно с точностью до аналитической эк­
вивалентности над F . Из теоремы о строении максимальных расши­
рений [ 8 ] следует, что <F,(r> есть поле формальных степенных ря­
дов (обозначения см. [ 8 ] ) Fy,f-tr/z) F^,). 

_ Рассмотрим поле Qp(-ir^ г Сос^^Сх^е^сЦ, Это поле содержит 
F и явялется максимальным непосредственным расширением г\ш<Р,иУ. 

Действительно, любое расширение 4^>(V^&,д)повлечет расширение по­
ля вычетов (ввиду максимальности поля степенных рядов), то есть 
расширение поля Qp или группы г/2. » ввиду максимальности по­
ля степенных рядов, но Qp не допускает непосредственных расши -
рений. Покажем, что любое максимальное непосредственное расшире -
ние <Ftu-> изоморфно Qp (t/^<^jg).^cib<F, г>> - такое расширение. 
Оно должно содержать подполе F' , изоморфное непосредственному 
максимальному расширению tr'>. Ff аналитически изоморфно F 
над /д_ . Поле F-fc< должно быть максимальным расширением Fy > , то 
есть Fp, = Qp ; выберем в F' ъ качестве поля представителей поля 
вычетов, образ соответствующего поля из F и элементы £ л как об­
разы соответствующих элементов -£* . Расширим теперь поле пред­
ставителей из F' до поля представителей F для поля вычетов/р. 
Это поле р изоморфно Qp , отображения и Qp-*- F согла­
сованы над F и порождают аналитический изоморфизм Qp (tr^, с*,уз) 
^FCi^Co^p) I тождественный на F (_ так как F обязательно есть 
поле рядов над полем представителей F , а элементы выбраны 
так, ч т о ^ т ? 3 = i * ^ 3 , где с*^ соответствует с&.у$ при изо­
морфизме Qp на F ) • 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 8. П у с т ь / 7 - п о л е с н о р м и р о в а ­
н и е м - ^ в г р у п п у Г и п у с т ь F'-расши -
р е н и е п о л я F т а к о .е , ч т о / 7 ' и м е е т н о р ­
м и р о в а н и е в р а с ш и р е н и е Г' г р у п п ы F » 
п р о д о л ж а ю щ е е н о р м и р о в а н и е . П р е д ­
п о л о ж и м , ч т o-£=u-(£)j C-LG-F') и { 1 } н е п е р е с е ­
к а е т с я с / ^ . Р а с с м о т р и м м н о ж е с т в о о т¬ 
в о i е н и й(х] ^ ; ^ < ^ , д л я в с е х э л е м е н 
ч о ъ de F . к о т о р ы е с п р а в е д л и в ы в Г'' . 
Т о г д а з н а ч е н и е о г р а н и ч е н и я н о р м и ­
р о в а н и я / 7 ' к a F (-£) о д н о з н а ч н о о п р е д е ­
л е н о о т н о ш е н и я м и (-*) и г р у п п о й н о р м и ­
р о в а н и я / 7 ^ ) б у д е т F-{S}cF' . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотримv(at-61') и vfcz^), ^ ' ,ov , сс.е F, 
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и предположим, ччо-а(а^1)^о^1^ чотт^хг(аг)+ur(^J=^(aj)+j(^t)t 

(L-j)v(-t)=Xr{aj)-Z/(oLi) , так как 1Ф/ , то это противоречит тому , 
что £z>fOj не пересекается с Г Г) . Отсюда 
видно, 4to-0fao-ly7+a,-£№~/+ •••+c^)=™in(ir(ccain)i...)-tr(ctn)). Значе­
ние rrUn. можно найти, зная отношения (*) . Так как любой эле -
мент из F(e) имеет вид } P(i)^ Q(£) - полиномы от £ с ко¬ 

в F •то «т-кршмк*» - — ° 
Лемма доказана. 

3. Леммы о регулярных дискретных упорядоченных 
абелевых группах 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Упорядоченная (линейно) абелева группа называ -
ется р е г у л я р н о й д и с к р е т н о у п о р я д о -
ч е н н о й группой, если в этой группе существует наименьший 
положительный элемент а и выполняются следующие аксиомы ( для 
любого целого положительного числа п. ):VxByfV0X-ia =пг/) 

(Зто измененный частный случай определения регулярной груп -
пн [1% [г] ). 

ЛЕММА 9. П у с т ь / " - р е г у л я р н а я д и с к 
р е т н о у п о р я д о ч е н н а я г р у п п а , п у с т ь 
I = ( а } , а. - н а и м е н ь ш и й п о л о ж и т е л ь н ы й 
э л е м е н т г р у п п ы Г . т о г д а Г/j - п о л н а я 
г р у п п а б е з к р у ч е н и я . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Z - выпуклая подгруппа, следовательно, /Z~ 
без кручения; полнота r/z - частный случай леммы 17 из [ 2 ] . 

ЛЕММА 10. Е с л и р е г у л я р н ы е д и с к р е т н о 
у п о р я д о ч е н н ы е г р у п п ы р а с с м а т р и в а т ь 
в с и г н а т у р е ~ > Рв (х)> {P0(cz)~ и ct- н а и ­
м е н ь ш и й п о л о ж и т е л ь н ы й э л е м е н т г р у п ­
п ы ) , т о э л е м е н т а р н а я т е о р и я т а к и х 
г р у п п м о д е л ь н о п о л н а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Г^аГг - две регулярные дискретно упо­
рядоченные группы, /Т, вложено в Гг как модель сигнатуры <о' . 
Пусть У - примитивное предложение, определенное в Г, и истинное 
в Го . Нам нужно показать, что У истинно и в /7 . Пусть У~ 
=3x,x.2'XT,Z0()~6,,---j£r,£-/z таковы, что 2.Q8) справедливо.Рассмотрим 
подгруппу /"=/7^,]---{'^]££;уг- без кручения (так как Г, сервант-
на в /7> , что следует из леммы 9 и выбора сигнатуры). Рациона -
льный ранг ъ группы /г, не превосходит -п . Пусть/"' - наи -
меньшая сервантная подгруппа из Г2 , содержащая Г' . Тогда ра­
циональный ранг г"/г, также равен -г . Заметим, что в силу лем-
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мы 17 из [ 2 ] , / ~ Л - также регулярная дискретно упорядоченная абеле-
ва группа. В/"" У истинно, так как 4* £-Г'G Г" . 

Итак, можно предполагать, что ^/г, имеет конечный рацио -
нальный ранг. Рассмотрим Г, ~Г(0)<^ГС°С" -с-Г™ =/г(*) , причем Г*^ 
сервантные подгруппы Гг , и r^+'/fto имеет рациональный ранг I . 
Так как ГФ - регулярные дискретно упорядоченные группы, то на­
ше утверждение достаточно доказать для случая, когда ^ / / ; —груп­
па ранга I , так как, ввиду (#) , это утверждение будет справед­
ливо для любого Гг , е с л и 7 ^ . имеет конечный рациональный ранг. 

Итак, пусть ^z^,—группа ранга I . Ввиду леммы 17 н е й , = 
ft -группе рациональных чисел. 

Пусть се.Гг\Г, и с >о . Рассмотрим систему аксиомK*=JD 
(= система аксиом регулярных дискретно упорядоченных абелевых 
групп) и / У (= диаграмма модели Fi ) U ^сСФс£с ucL,cbtc& 
Sd^c)7^n(c) (=Bu(c+hia.=T7u))CO£i-n <n) , для mexcter, ,всех нату­
ральных п >о и всех истинных отношений такого вида } . 

Пусть Г* удовлетворяет системе / Г * , можно считать, чтоГс/~* 
пусть с е. Г* - элемент, удовлетворяющий всем условиям на с в/Г*. 
Пусть Г - наименьшая сервантная подгруппа в /**У содержащая ^ ' 
и с" ; тогда г//г = / ? . rz и Г являются расширениями Гг с по­
мощью R. . Так уж%}1п(с) выполняются в Г , то ъ_Г - эк­
вивалентные расширения, причем существует изоморфизм ср-.Г~- г& » 
тождественный на /7 и такой, что ¥(cj=c . Заметим ещё, что любой 
элемент из Гз (Г) можно однозначно представить в виде : 

где cL е. Г, (^71)=^^ - целое, п>о - целое. Остается проверить, 
что ч> является не только алгебраическим изоморфизмом, но и сох­
раняет отношение порядка. Для этого достаточно показать, что от­
ношения с<сС ,с>с£(*} я порядок подгруппы /Г, однозначно опре­
деляю! порядок в Гг . Покажем, как, используя отношения С*) «мож­
но определить, когда 

предполагая, что г -ФО , так как, в противном случае, осе Г, . 
Имеем а>0<^>п<х >о Сп>о;, следовательно, достаточно в ы ­

яснить, когдасС' + zc>о/ cL'epi, . Так как сф;яГ и оО , 
то£>/гагдля любого к (потому что 2 - в ы п у к л а в Г, и ) , 
следовательно, 

d'+тоо в Г.<=* tf/J^RC>^B ^/g. 
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но 

а справедливость последнего отношения можно узнать из отноше -
нмяе#) • _ 

Итак, Г2 и Г изоморфны , как модели сигнатуры ё ' , сле­
довательно, У справедливо в Г и в /"а Г . Отсюда К* h У 

Z>UAFKBX)$X<ct£& Х>сЬ 1т„ i Сх)) —У-

Покажем, что посылка формулы справедлива в /7 «если она бы­
ла справедлива в некотором расширении (в нашем случае посылка 
выполняется элементом С в /7, ) . Пусть 

d— min dc •& = ттгесс <di 

Нам нужно найти такой х в П, , чаъ-£<х «к.* причем нужно, что­
бы выполнялись условия Тп-/iv.(X) • ЪатпФО , то есть, если «^оп­
ределено и если S определено, то есть л/> п , то с?Ф£+ка для 
всех натуральных /с , так как ввиду выбора сигнатуры, если /7,cr s 

и д ' б Гг% 4<х <d и сС = -£+Ш) х>о, чъх=£+УаеГ, , о<£'</<. 
Но в / г с , являющееся решением -ё<с<сС , не принадлежит/^. 

Пусть Ф- наименьшее общее кратное чисел тту £/=/,-• 
Пусть 0~^<Ф таково, что7$>г Найдем целое S0> О «такое, 
чтобы 7y,T„.X('t+S<>)G)Gf=/J"4-liJon0^so<<& т а к о в о , ч т о ^ / - / - 4 
Покажем, что это SA желае¥0в.Итак,-^^1ь5„сг=<?зв;, S + z a = , 
c+Upa=cpd3j (b.+s0+i<T>y2=cpd5 Qds^cC+dz+ck) . Остаток от деления 
на ту для j=-YJ...,s равен 1*у \лр=су^ц,&+^+£*)а'!*Ь?,г$ъа* а так 
квхгу/ф , то vueeu^^.(^s0)а) . Если возьмемX**+('s0+'7>)aJ$ 

ъо-&<х<с£ *%угй,.(х) , так как £-та = <pcf 

а ту /Ф v.Thj)lr>j((Z'<-s»)aj* Если € не определено, то в качества / 
можно взять О , таи как в случав, если с£ определено, то о(>ка. 
для всех К . Итак, посылка формулы 

0х)($ x<dL&x> < • 4 7V-, ^ <Гх; ) —*~У 

справедлива в /7 , следовательно, и У справедливо в /7 . 
Лемма доказана. 
СЛЕДСТВИЕ I . Е в л и / ; с ^ - р е г у л я р н ы е д и с к ­

р е т н о у п о р я д о ч е н н ы е а б е л е в ы г р у п ­
п ы ( в л о ж е н и е, к а к м о д е л е й с и г н а т у ­
р ы & ' ) , т о Г, с е р в а н т н а в . 

Это было замечено в начале доказательства леммы 10. 
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СЛЕДСТВИЕ 2 . Е с л и / ~ , с / 7 , - р е г у л я р н ы е д и с к ­
р е т н о у п о р я д о ч е н н ы е а б е л е в ы г р у п ­
пы ( в л о ж е н и е , к а к м о д е л е й с и г н а т у -
р ы б 7 ) , и а с / ^ \ / ; , i о { а } Л Г , = 0 . 

Это непосредственно следует ив сервантности /7, в /g . 

4 . Система аксиом 

Будем рассматривать модели вида < / j V } / " > , где/- - - поле, tr -
нормирование поля F , Г - группа нормирования ir . Эти модели 
можно рассматривать как одноосновные модели с сигнатурой 

&0=<FCx),r(x), VOW, Ф,Ю,з'Сх> ЧЮ, у. р(х,УЛ)> > 
как это рассматривалось А.Робинсоном ( [14] стр. 74) . Содеркате -
льно эти предикаты означают следующее: F выделяет элементы по­
ля, Г выделяет элементы группы нормирования, У(Х,У) означа­
ет, что tr(x)=J/ (причем Р(х)&ГС^) )t - предикат сложения в 
группе Г , Q4 - порядок в группе Г , S и Р - предикаты сло­
жения и умножения в поле F * 

Наша система аксиом будет состоять из нескольких групп: 
1. Системы аксиом для справедливости вышеуказанных интерпре­

таций предикатных символов из б^-». и еще аксиомы Vx\(F(x) vF(x)) 8, 
&CF(x)V^r(x)fl (см. [ 1 4 ] стр. 47-49). 

В дальнейшем<Г/г,^;/>будет всегда обозначать модель, удовлет­
воряющую первой группе аксиом. 

2. Системы аксиом для поля вычетов нормирования. Три равные 
системы: 

Hi . Поде вычетов - алгебраически замкнутое поле характерис -
тики О . 
Аг. Поле вычетов - вещественно замкнутое поле. 
к3р, Поле вычетов - простое поле характеристики рф О . 

3. Системы аксиом относительно групп Г . Г - регулярная 
дискретно упорядоченная абелева группа. 

4. Системы аксиом об алгебраической полноте нормирования<F,tr>. 
Для любого конечного алгебраического расширения поля F целое 
замыкание кольца нормирования *tr есть кольцо нормирования задан­
ного расширения и имеет место равенство ?7=у- <? , где п - степень 
расширения, ^ - индекс нормирования, f - степень расширения по­
ля вычетов. 

5р. -tr(p)=tr(d* ••• +1.) равно наименьшему положительному 
элементу группы Г . * 

Обозначим через К, , /с г , /с3 системы всех аксиом в зависимо­
сти от различных случаев в 2 и 5. 
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Все аксиомы из I , 2, 3 и 5, очевидно, элементарны (могут 
быть записаны с помощью систем формул УИП сигнатуры <Sa ). 

Покажем, что и система аксиом 4 также элементарна. 
Пусть X " обозначает (xlf)x/2,.. .fX^X^, Хтт). Тогда YX77 и 

Эх?7 имеют очевидный смысл. 
Tt 

X".у" = £ я означает & =УХг Ук.); 

УС+У71 - £ 7 1 означает & (гу=Xij + Уу) . 

Рассмотрим формулу 

a(AZ xl £U УУ^СУ^/ГУ71— У"ХП=Х 71 У 72) . 
Если матрица й71' такова, что алгебра ( Ж , порожденная матри -
цей й п ъ алгебре всех матриц порядка тг. над полем скалярных ма­
триц, является простой, то матрицы Хп, удовлетворяюшне<Я^Г'*'79, 
как раз и есть элементы Ota?u Это следует из теоремы симметрии 

М -

Действительно, пусть £%#п- алгебра, порожденная Д ,то есть 
это - множество многочленов от / 7 7 1 (со скалярными коэффициентами). 
Любая матрица, перестановочная с / 7 7 1 , перестановочна и о любым 
элементом из (Ж^п^ следовательно, из теоремы симметрии вытекает, 
что только многочлены от / / ^ и удовлетворяют формуле 0Zf/7™ХП). 
Наше утверждение справедливо в частном случае, когда 0£/?п- поле. 

Пусть ^ / / ( - алгебраическое расширение поля / Г степени п. . 
Тогда в алгебре матриц порядка п. существует подполе, изоморфное 
L ; если сепарабельно (это всегда выполняется, когда по­

ле /Г имеет характеристику О ) , то это поле порождается одной 
матрицей. 

Рассмотрим формулы: 

сСпС/Г)^ \/Х7,у"(а(гГ,Х")&СЦА",Уп)8.ХпУ77== o-~x=ovy4=o)-j 

^ху'0>ЗУ7' • • У^ \$(c^y7)&v(yl

npo)&((x7rf-ry7(x7Zf-',+ 

О] . 
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£ п ^ > V/7'п(&п(Дт')& °Сп(/7™) & (VX"yYW(/7 7 7 X77) Я 

& (XCtrjy77)^ Хт'Уг?=УтгХп)— УХ^УЧЖ^Х77) & C£(/7T'/yJ&&(X7')&. 

& ^(У77)-* (^(У^У71)>0~~ 1/*(Х") > О W*(y~) >0))j 

где 0-СУ7) >0 , ЭТО j 1/(Уи) > О, 

a V*(X")>0 V У^СЖ (Х?"хп)&ЯО?"</*)& 1?п (X™) & 

Формула £ п утверждает, что для любого алгебраического рас­
ширения степени -п. (если такое существует) целое замыкание коль­
ца нормирования v есть кольцо нормирования -г>* . 

Аналогично можно записать требование -п =/••&. , для любого 
расширения степени rt . 

Модели систем аксиом AV будем рассматривать в следующих 
сигнатурах &с- : 

&i = e.u{p0(x)], %= e0u{PoCx), Q(x,y)} , 
<%,= в.и {РоСЩ > Р0(х)** г ( х ) & Х > о & 
&Уу(у<х—+У£О) ; Qrx)y)<^ х у 

в поле вычетов (в вещественно замкнутом поле имеется естественный 
и формульный порядок). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I . П у с т b<Ffj,v,,F,>c<FSftrs_,/i>cz<S,tr3 ,F3> 
в л о ж е н ы к а к м о д е л и с и г н а т у р ы Gi , 
п у о т ь < F4v,,F,>il <F9/V3y/^>j д о в л е т в о р я ю т с и ­
с т е м е а к с и о м / Q (i=-f}2,3py а / ^ а л г е б р а и ч е ­
с к и з а м к н у т о в / ^ , т о г д а : 

1. /у а л г е б р а и ч е с к и з а м к н у т о в F$ . 
2. <F\/Lrs,irzy у д о в л е т в о р я е т с и с т е м е а к ­

с и о м К1 • 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I . Пусть <X£F3\ F+ и а. алгебраичен над F? ; 

рассмотрим <F,(ot)t v',,F,'y\ так как<7,г^ > алгебраически полно,то 
либо[^ ffy-f , либо расширяется поле вычетов. 

Предположим второе: [F/Cpfty'• Kp, , Jfe-hjалгебраично над 
В случае X , Р*щ алгебраически замкнуто, следовательно, не допус­
кает алгебраических расширений, в случае A2 f^. вещественно зам­
кнуто и допускает единственное алгебраическое расширение, н о ^ , с 

^ и Kw вещественно замкнуто,следоватёльно,!^^'. '/^] 
должно равняться I , в случае К3р имеем F'G(p)=%^%faty^jF3tr=FG(p), 
следовательно, Ft^Ftc*)^= 
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Итак, второй случай невозможен:. Следовательно, должно про­
исходить ветвление.]F',rf']=lfjx)-ff]=-n., FCF,'^F3 , в F и Гз 
есть совпадающие минимальные изолированные подгруппы Z (совпа­
дение следует из включения предиката Ра в сигнатуру). £ сер -
вантна и в Г/ ; имеем Z^F ^F,' и [/T'-'/TlrCvZ - ' ^ I ' ^ i H O в си­
лу регулярности /7, , -полная группа, а полная группа без 
кручения не допускает конечных расширений, являющихся группами 
без кручения. Следовательно, [/V: / 7 ] = / и F,'=F, . Итак, /V 
алгебраически замкнуто в Fa. . 

2. Докажем второе утверждение предложения. Системы аксиом I , 
5р , очевидно, выполняются. Выполнимость четвертой группы аксиом 
следует для к, и К3 из леммы 6 и для случая Кзр из леммы б ' 
(достаточно заметить, что поле вычетовF 2 V z-FG(p) , так tssbiF6(p)= 
=Ггг^ггг-^2в=Я*& содержит наименьшую изолированную подгруп­
пу, изоморфную £ , так как Z S / ^ s / S s / i и £ изолирована как 
в F » так и в r3 , a trz(pj равно образующей группы Я ) . 

Проверим выполнимость аксиом второй группы для случая к, и 
На} для случая кар это уже проверено выше. Так как</ г

ь г£>алгеб-
раически полно, то для поля вычетов Fsya существует поле предста­
вителей/1 s Fz (лемма 5 ) . F в F3 можно расширить до поля пред­
ставителей F s>F для_/^2Гз , F - алгебраически (или веществен -
но) замкнутое поле, F алгебраически замкнуто в Fz , a Fz 

алгебраически замкнуто в F3 , следовательно, F агебраичес-
ки замкнуто в F3 и в F , отсюда Г - алгебраически (ве­
щественно) замкнуто и Fz& = F алгебраически (веществен­
но) замкнуто. 

Проверим выполнимость системы аксиом третьей группы. Доста -
точно проверить сервантность группы Гг в Г3 . Рассмотрим слу -
чай А/ и Кг . 

Пусть л е. Гг иЗу£Г3 (х=т?у). V^eTbas£FZ}ir2Ca)=tr3(a.)=><. \ пусть 
feF3, ЩСб) = у и V3(a.) = tr3(6") . Рассмотрим ^ , i/(-fn)=o • 
Пусть с - элемент поля вычетов/ 7 ,^ , являющийся образом ^_.То-
г д а ^ ^ о ^ 7 7 - (минус может появиться в случае к2 и тг. четного ) , 
тогда a= ±ec6d)n-, где образ £. в л 3 4^ есть единица. По лемме 
Гензеля (лемма I ) S = ̂ n . Итак, а=±(?£а!)п. Получаем, что ура­
внение х.п±а = о разрешимо в F3 , но F2 алгебраически замкнуто 
в F3 , следовательно, существует c(.€lF3 , такое, что ±dn = a. ; 
•o-(c(n)=v(a.)=7itr(_ct) . Итак, -tHF) есть решение уравнения х=п^. 

Рассмотрим случай Кзр . 
П у с т ь О ^ ' ; ^/z>c<F2,v-dp/z>c<F3tf, Я/гУ. Достаточно показать, 

что Ъ/z - полна ( ^ £ % ^^/z ) • полна по лемме 9.Заме­
тим предварительно следующее:'^/с;*, - полная группа ( * обозна-
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чает рассмотрение мультипликативной группы соответствующего поля). 
Ранее мы (лемма б) заметили, что F3V^ мокно рассматривать как. 
подполе поля Up р -адических чисел, алгебраически замкнутое в 
нем. В частности, F3*v, сервантна в Qp , то же справедливо и 
для Р2Г/£ , ввиду алгебраической замкнутости F2V' в F3L/^ (это до­
казывается путем перехода к полю представителей). Известно строе­
ние группы Qp : Qp=Zp-?&rriZp<x.(в случае р*2 ) и^=£г+<£^?2. 
Но содержит Zp-i (это решения уравнения хрч-1 = О ) и со -
держит элемент (а именно,р ),не делящийся на р . Отсюда следу­
ет, что F2vi и Qp имеют равные элементарные характеристики [ 5 ] . 
Ввиду сервантности F2 *, в Qp , имеем: ^вр^ - полна,но F*, я. 

sf^sQpTu F3^i сервантна в Qp , следовательно, и ЖЗ'/FJ^/- полна. 
3 3 г / /~ / Пусть л е 2/z . Докажем, что для любого /г существует Уе-уг 

такой, что х=пу . Пусть a^FZ )&/(а)=%/(а)=х % в ^/г существует 
у такой, что х = т г у ; пусть 6<=Fs, щ'^у^С^'^ух^^-О', 

пусть c~<zF3V'3 таков, что образ -gn в F3v/ равен с ; пустьс^ /^ / 
таков, что с^с'о/'71. Такое с' найдется, ввиду доказанного выше 

свойства полноты ^^/F^I • Тогда a^ec'cSdf1* с'е. F2 , £ - такой 
элемент в F$ , что его образ в F3ffj равен единице. Тогда по лем­
ме Гензеля е = ^ п . Итак, a^'QSdF , следовательно, в F3 раз­
решимо уравнение с'^—а-о , с', а е / 7 . ; в в и д у алгебраической зам­
кнутости в Fj1 , существует d^Fz^ такой, что 

c'd*=a; х= i^(ct)= irJ(c'dn)=crJcc/;+ &2(сГ)=711г£ (d) , 

итак}-tr2Qd)<E. Гг желаемый. 
Предложение доказано. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 . Е с л и < ^ Л у д о в л е т в о р я е т с и ­

с т е м е а к с и о м А6- , т о и м а к с и м а л ь н о е 
н е п о с р е д с т в е н н о е р а с ш и р е н и е т а к ж е 
у д о в л е т в о р я е т с и с т е м е а к с и о м /С^ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поле вычетов и группа нормирования - одни и 
те же, поэтому выполнимость аксиом из групп 1,2,3,5/?тривиальна. 
Выполнимость четвертой группы аксиом в случаях К, , Кг следует 
из справедливости леммы Гензеля для максимальных расширений (лем­
ма 2 ) . В случае Кзр это следует из справедливости аксиом четвер­
той группы для Qp . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. П у с т ь <F>v/ Г У у д о в л е т в о р я е т 
с и с т е м е а к с и о и ^ и п у с I B / 7 £ f а л г е б ­
р а и ч е с к и з а м к н у т о в F и с о д е р ж и т 
э л е м е н т c^F' т а к о й , ч т о v(c) е с т ь м и -
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н и м а л ь н ы й п о л о ж и т е л ь н ы й э л е м е н т 
г р у п п ы Г . Т о г д u<F/i^F\tr'- н о р м и р о в а н и е , 
и н д у ц и р о в а н н о е н а F' н о р м и р о в а н и е м 
а Г' - с о о т в е т с т в у ю щ а я п о д г р у п п а 
г р у п п ы т а к ж е у д о в л е т в о р я е т с и с т е ­
м е а к с и о м Кс . 

Доказательство аналогично доказательству второго утверждения 
предложения I . 

5. Основные теоремы 

ТЕОРЕМА I . С и с т е м а а к с и о м Кг (с=/^,Зр)%-$ а с -
с м а т р и в а е м а я в с и г н а т у р е . м о д е л ь -
н о п о л н а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем пользоваться методами А.Робинсона [I4"J# 

П у с т ь к а к модели сигнатуры 6г ,<F,,v,,Ff> 
и <£г,Рг,/г> удовлетворяют системе аксиом Кг . Пусть У —примити­
вное предложение сигнатуры 6 г , определенное в пергой модели и 
истинное во второй. Нам нужно доказать, что У истинно в первой 
модели. У имеет ъщ:Зуг..уПЯ(У^... , Уп) ,2 - не содержит кван -
торов. Пусть а а п - те элементы <Рг,Гг> » для которых ис­
тинно 2(0+,...^. Тогда существует конечное расширение F,(6/f...,Sz) 
в F2 такое, что У истинно в<FtcS„...,6z)1 ,.Fi > 

Рассмотрим алгебраическое замыкание F3 п.оъъ.Р1(ё/)...£г)ъ F2 ; 
•0~3 и Г3 - соответственно ограничение нормирования v и под­
группа Fz . По предложению I<v5,z£/5> удовлетворяет системе акси­
ом Кс и У справедливо b<Fj,vj/j>. F3 имеет конечную степень 
трансцендентности над F? . Покажем, что достаточно ограничивать­
ся рассмотрением олучая, когда степень трансцендентности равна I . 

Рассмотрим последовательность полей FpF^'£FC/-----Fj при­
чем вое F^s) алгебраически замкнуты в F3 и Гс**° имеет степень 
трансцендентности I над полем Fc*}. Пусть F(/r+'J - наименьшее 
поле, для которого У выполняется. Тогда рассмотрим iapy / r ^ /** w 

и будем иметь пару полей (которые вместе с индуцированными норми­
рованиями и соответсвующими группами нормирований удовлетворяют 
оистеме аксиом К с по предложению I ) и предложение У такое, что 
У справедливо в F(/r*° (по определениюF ( X + / ) ) , но не оправед -

ливо в F(Ar) «причем степень трансцендентности F^+/) над F w 

равна I . Поэтому в дальнейшем всегда предполагается, что F2 име­
ет степень трансцендентности I над F, ( F2 не может быть алгеб­
раическим над Fi , так как, по предложению I , Ff алгебраически 
замкнуто в Fe ). 
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Рассмотрим системы аксиом /с, и кг . Возможны три случая: 
^—<Рг^г,Г2> есть непосредственное расширение <Ff,vf,Fr> . 

ПустьQeF2\F i , с - трансцендентный элемент над F1 .Так как/7, 
алгебраически замкнуто в F2 , то F2 алгебраичяо над/Г/'слПо те­
ореме I из [ 8 ] с есть предел некоторой псевдосходящейся после -
довательности ( элементов из Z 7 , не имеющей предела в'/> . 
Заметим, что последовательность {<2г j есть последовательность 
трансцендентного типа [ 8 ] , так как, в противном случае, по тео­
реме 3 из [ 8 ] <F1,viir1> допускало бы непосредственное алгебраи -
ческое расширение, что противоречит алгебраической полноте^/7/??. 

Пусть/С*= Ki UN (N -диаграмма м о д е л и / 7 > )U [а *с 
для всех а е F, ,tr(c-a)=6 , в е /7 , а е / > япя всех справедливых 
равенств такого типа } . Пусть <F,trlF> - модель системы аксиом 
/С**. Можно считать, что / у - / 7 . Пусть " е / 7 удовлетворяет на­

писанным выше аксиомам для с . 
Рассмотрим F/(c) . Так как v(c-a)=vCc-a), то 2 - также 

предел последовательности {«г:} , по теореме 2 из [ 8 ] ; FfCc) 
mF/(c~) аналитически изоморфны над F, . Пусть F' - алгебраи -
ческое замыкание F,(c) в F . Тогда/ 7 'есть максимальное.непосред­
ственное алгебраическое расширение 'Л (с ) . потому что <F, ^ у д о ­
влетворяет системе аксиом /ft- и, в частности, алгебраически по­
лно. Но и /у* есть максимальное непосредственное алгебраическое 
расширение F, (с) . Ввиду изоморфизма F,(c) и /7CCJ и леммы 7, 

F' к F2 аналитически изоморфны над F± .Следовательно, У 
истинно ъ <F,v}F> . 

Итак, К с U/Vu{a*e, vCc-cl)= 4 } ь У 

или Кс U/VH & Lc+ac) & (V(c-cc6)= вс )— У , 

к £ 
или K:\JN hJx(& (хФаг) & i/Cx-ac)- в с )— У . 

Для доказательства справедливости У в <Ffj v,,/}> достаточно 
показать, что Зх(&(х*ас-)& (vCx-ac= &с-)) справедливо b<F/}tr0Ff>. 
Из бесконечности поля вычетов и рассуждений А.Робинсона ( [ 1 4 ] 
стр. 56-59) следует справедливость этого предложения в <Fy,if0Ff>. 

П. Расширяется поле вычетов, то есть F2Vz=>/>^у.Тогда Гг=Гг , 
так как в случае расширения степени трансцендентности I либо рас­
ширяется поле вычетов, либо группа нормирования, либо ни то, ни 
другое не расширяется, а если расширяются, то не одновременна. 

Имея в виду случай I , можно предполагать, ч т о ^ / v , м а к -

file://K:/JN
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симально, то есть оно не допускает собственных непосредственных 
расширений. Действительно, пусть<^^/"/>- максимальное непосред­
ственное расширение <£>,гг2, Гг > и <Ft гг, Fr > - подполе в <Ff tr, Fr >, яв­
ляющееся максимальным непосредственным расширением < F^is^, Ff> . 
Имеем <Fffvi}F,> <^<F,v;Ff>^<FF£>v'? Ff> c<Fttr,/;>, <F,ir,F> Удовле­
творяет аксиомам к с (предложение 2 ) . Тогда и замыкание F по­
ля FF2 в F также удовлетворяет аксиомам Кс » FF2= имеет сте­
пень трансцендентности I над F , следовательно, и / 7 имеет сте­
пень трансцендентности I над F .Итак, 

У справедливо в <FZltrzFz>>& следовательно, и ъ<р,%г,Г1> \ ио 
если бы У было справедливо в <F,v; F,>% то, по случаю I , У 
было бы справедливо и для < FY}vY,F,>. Итак, нужно рассматривать 
<Ftr,F,>^< F,tr, F, > , причем <F,v-,F,> максимально. 

Пусть / ^ с pf - поле представителей для поля вычетов и />= 
=Lf(£r')cec,p е Ь1) - поле формальных степенных рядов (так как 
<Ff,tri>F1> максимально, ввиду результатов И.Капланского [ 8 ] ) . 
Пусть Lz^> Li - поле представителей для поля вычетов FZz/z .Пусть 

Рассмотрим 

К1UNU \у(с- о = о для всех € е L1 } , 

\/<гши$р(с-е)=о1с<€>с>е для всех <fez , ,H ьсех верных отношений 
указанного вида, отношение порядка - это то отношение,которое оп­
ределяется структурой вещественно замкнутого поля } . 

Пусть <Ftv,r> - модель К * . Можно считать, что Ff с F . 
Рассмотрим L^Li - поле представителей для поля вычетов/ 7^, L -
собственное расширение поля L , , ввиду существования с, t/(c-£j=o 
для всех с е L1 . Пусть с е z, \ £ , , причем с удовлетворяет всем 
неравенствам, которым удовлетворял С (в случае л 2 ) • Рассмот -
рим Ff (с) . Очевидно, что группой нормирования Ff.(c) будет П, . 
Пусть F' - алгебраическое замыкание F,(с) в F . Т о г д а / " ' и / ~ г 

аналитически изоморфны над F, . Достаточно рассмотреть макси -
мальные непосредственные расширения F2 и F' . Поля вычетов у 
них изоморфны, причем при соответствии с-*~с » так как в 
случае К, это просто алгебраические замыкания простых трансцен -
дентных расширений одного и того же алгебраически замкнутого поля, 
а в случае Кг - вещественные замыкания двух изоморфных упорядо -
ченных полей, а в качестве £ Г* можно взять имеющиеся уже элемен­
ты в Ff . Так что существует изоморфизм этих расширений, тождест­
венный на F, и переводящий с в с , / г и F' будут алгебраи-

Г 
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чески замкнуты в этих расширениях (предложение I ) и, следователь­
но, аналитически изоморфны над F, . 

Итак, К* h У • 
А) ' K,uNh3x(&(vCx-&') = 0»-~Y, Qx)(£(v(x-&)=0) 

тривиально выполнимо в <F0t/f,F,>, так как поле вычетов бесконеч -
но. Следовательно, V выполнимо в <F,Jv1, О . 

б) Kau/vz-BxQ tr(x- ei) =o.f^x < & .&s+x у. 

Но в поле представителей L i поля вычетов FIVi ,которое ве­
щественно замкнуто, найдется элемент*?^, 1=1,.. . ,л 7iX<£ifL=/cHJ...,s> 

x>6i i i=s+ij •••,-L так как эта система разрешима в некотором ве­
щественно замкнутом расширении поля L 1 (см. [14] , стр. 45) . 

Случай П рассмотрен. 
Ш. Поля вычетов совпадают, но Гг •=> п, . 
Так как поле Fa имеет степень трансцендентности I над по­

лем Ff , то ^/г-, имеет рациональный ранг, равный 1(он не боль­
ше I , ввиду следствия на сто. 68 в ^ 7 ] , а по лемме 9 он не мень­
ше I ) . 

Пусть cen>\Ft.Тогда любой элемент из/7годнозначно представим 
в виде oC+z £~FnQL , -г - целое, п - натуральное>О, (ътг)=*, 
K-n - целое {O^H-n<n ) такое, что с-Л-псс делится на гг ^сСег^ 
а. - наименьший положительный элемент групп /Т, и -Гг . Будем , 
как и в случае П, предполагать, что <Fi)v,,r1y максимально. 

Пусть K*-KL u/vu{d<c, c<d,3y(c-Kna^7T</))№R веехсйет?, n >q 
и всех отношений указанного вида, справедливых для с в F2j . 

Пусть <F,v,ry - модель К* , F, GF , пусть сеГ удо­
влетворяет всем аксиомам для с . Тогда П(с)^> /> ,пусть t e-F 
таково, ччо v(-ej= с . Пусть F' - замыканиеF,C£) в F , г г ' Н Е ­
соответственно индуцированное нормирование и группа этого норми­
рования. Итак, F' имеет степень трансцендентности I над F, , 
Г'=> Г(с) и так как для с выполняются у с л о в и я ( с - К ^ а - п у ) 
(в Г ) , и F' - регулярная группа (и подгруппа F ) , то / "изо- 1 

морфна Гг (как в доказательстве леммы 10) . 
Покажем, что условиями FCF' ,Г'=/Тг и F' ,имеющей, сте -

пень трансцендентности I над F , <F'}v\F'y определяется одно -
значно с точностью до аналитической эквивалентности над /!/ . Так 
как <F,,u,, F, > максимально, то F,=L/tr!oi^Lf), L , - поле пред -
ставителей для поля вычетов. Покажем, что такое представление мо­
жно выбрать всегда так, что Сх,р=1 для всех , • Дей­
ствительно,//* ̂ -£°^о<.6/^ есть расширение мультипликативной группы 
поля Li с помощью группы Г, , но L* - либо полная группа (в 
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случав Л , ) , либо имеет вид Z2 х S , где 5 - полная группа 
(в случае Л 2 ) • В обоих случаях любое расширение L * с помощью 
группы без кручения расщепляемо, а это и означает, что можно вы­
брать IЕ*- так, что Q ^ = y • Более того, в F' можно расширить 
множество 1Г' до tr* так, что С ^ = У (<*,,/зе/^ ) • Это можно 
доказать так: дополним £ п до ^ каким-нибудь способом (напри­
мер, как у Капланского [ 8 ] лемма 13 стр. 315). Тогда мультипли­
кативную группу Г* можно представить в виде/ 7'= F *£',тде I* <= F' 
и 4^* - Г2 , а F - группа единиц,£b£"=>l? ,причем / V 
и Е'Ч**Г,. И т а к / ^ * х / г = £ . 

Рассмотрим 6Р, /*х /Д ЕхтрьПНхК&Я У&ЩПУ&КК, О, 
то есть любое расширение / * х /~, с помощью /? индуцируется не­
которым расширением / } с помощью £ , следовательно,/^^-*Л**/^ 
но так как /^/^>/* = /~? , то Г = Г2 

Итак, можно выбрать так, « о ^ " = у для всехсх-^е:/ 7. , 
причем tr' ^£г* . Рассмотрим максимальное расширение^F't^F* > . 
Это поле/у, 0 ^ . причем£,(£R')=FF и есть замыкание£У 9 
*lr(dr*J . Аналогично рассматривая максимальное расширение 
<р2,г7г,Гг У, получаем, что изоморфно алгебраическому замыканию 
Fr(t ) в Lf(tr*) . Итак, F ' v l F Z аналитически изоморфны над 
/ 7 . Следовательно, *<F/

!u/

r F2> , а также в <'Ftv,F> выполни -
ется У . 

K*hy, K;UNhQx)(& х<аЛа£ <х А <3у) (х-к^а^шЯ)— У . 

Так как уравнение 
К € S 

(Зх)(& (х<а£&а£<х &Cfy)(x-/c„ea-ny)) 
разрешимо в некотором регулярном дискретно упорядоченном расши -
рении Г, , то оно разрешимо и в / * , (лемма 10) . Следовательно,У 
справедливо в<7",, vf, Г, У. 

В случаях Ki и Ад теорема доказана. 
В случае системы аксиом Кзр имеем также три возможности: 
I,<F a,vi, r*/z>непосредственное расширение^/у,v/>-r'/z>* 
Доказательство в этом случае аналогично доказательству в 

случае I , так как там используются только факты алгебраической 
полноты (что выполняется в нашем случае по лемме 3) и бесконеч -
ность поля вычетов. г 

П. Расширяется поле вычетов /yV/ » /z = T/z • 
Как и выше, можно предполагать, что <"/>/{:, % > максимально. 

Рассмотрим в Ff поде Lf представителей для поля вычетов Ftvj . 
Пуоть L2 => Z/ y - поле представителей Fzi%, се/^^.йустъХ-ХзрОМ/ 
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U|z>fc-<?j= пе , для всех £^Lf ,ne^Z и всех истинных для С 
условий такого вида j . 

Пусть Г У - модель системы аксиом Л"* , Ff ^F ,пусть 
L - поле представителей для Fv* , причем L =>L у ; так как в F 
существует элемент с такой, что гг(с - €j= пе для всех <f е L , % 
ne^Z , то и в поле представителей Л найдется элемент с и 
притом единственный с желаемыми свойствами. 

Пусть F} - алгебраическое замыкание F,C~J в F . Тогда 
^•^3,^3 Г*> аналитически эквивалентна *£г,ъ>г,Рг> над F/ .Это по­
казывается, как и в вышерассмотренном случае П (нужно воспользо­
ваться тем, что ъстЬ,сОр , то элемент с^Ор с условия­
ми v(c-ei)=nec для всех £г^Ь единствен , если только он 
существует). 

Итак, К* hy, КзриНг^Зх(&&(х-ес) = п е г ) ~ У . 
к 

Покажем, что Зх ?с) = пег ) истинно в Ff , при усло­
вии, что оно было истинно в некотором расширении. 

Рассмотрим в Ff поле представителей L,, поля вычетов fftrj . 
Lf - алгебраически замкнутое ъОр подполе этого поля. Нужно 
найти у такой, что V(x-fc)=ne£ (<-Н-,*0% причем известно , что 
эта система разрешима в некотором расширении 1г a Qp . Как 
у А.Робинсона ( стр. 56-59) нашу систему приведем к виду: 

v(yj = о , 

ts(y-Q)=0 ,v(Q) = 0 , причем эта система разрешима в 1,л . 

Рассмотрим у , являющийся решением этой системы в L2 , и 
пусть о< к <р таково, что &(</-*)>о ; тогда,очевидно, и к 
есть решение этой системы, но К принадлежит и . Итак, У 
справедливо в < Fl)-cri) р > . 

Ш. Поле вычетов не расширяется, но расширяется группа нор­
мирования Гг о F, . 

Используя случаи I и П, можно считать, что < F,,tr,,rT> мак­
симально, то есть/>г// =Qp n<F0tr/ r*/z> - поле формальных сте­
пенных рядов Qp Qt^z. c<jS) . Пусть, как и в вышерассмотренном олу-
чае Ш , с е / ^ \ГГ и / С ^ - такие числа 04K*<7z . Ч Т О Л Ч ^ - / ^ - ^ 

Пусть А*=/<зри/У1/{х<с,с<Ур7!/(с-*„а=?7$'; , для всех aC^.rf , 
натуральных п > о и всех верных для с отношений указанного ви­
да } . 

Пусть </ft/, А > - модель К*,F, с F ,F<=F, . Пусть c^F^Ff 

удовлетворяет всем условиям на с , пусть t^F^F/ st/(t) = c . 
Рассмотрим F,ct)) Ft it) имеет в качестве группы нормирования 
/~г { с } (по лемме 8 ) ; тогда F' , алгебраическое замыканиеF,(t) 
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в F , имеет в качестве группы нормирования группу г ' .изомор­
фную над Г1 группе Fk { F' - регулярная группа по предложению 
I и содержит с , удовлетворяющий условиям, которые однозначно 
определяют регулярное расширение рационального ранга I над F, ). 

Покажем, что Г2 и F' аналитически эквивалентны над Ff . 
В представлении F1 -QpCi Qcpj можно считать cof/>g=рЪ/з . 

Действительно,Fp^fOp,i*; осеЩх£, Е - группа единиц<F,,v/,%>, 
полная по лемме Гензеля. Имеем 

Oct$c{Q*,f; cte%] , ote%}/0* = Vz . 

Q*p =Zp-,x второе *Z (p*Z) Q*=ZsxftmZz<* *Z j 

где Z={p7,\K^±f Рассмотрим ExJ(n/zj Qp*) ; 

Exi(n/Z, Qp) = ExiCn/z, 2p-, С или £ г ) ) x 

*Exi(n/z, &™ZP«)*Ex4(r'/z12)JExl(P/?;jz,)=0-

ЛЕММА. D y o i b 5 - п о л н а я г р у п п а б е з 
к р у ч е н и я . Т о г д а Exl (S, (Um Zp* ) = О 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть P-~-&™Zpo<-~rf-~s-~o- точная последо­
вательность. Построим гомоморфизм /7 ъ&т ZpocQyo'Sb^cmZpoic:^ 
отображается тождественно. Зафиксируем -/е&т z р<х , для любого 
элемента а е. FT , а сравнимо с (апрп+ • •+ а0) / е для неко­
торых а,, - ̂ „(оiai*р)Ъ фактор-группе а ^ / 7 ; поставим в соот­
ветствие элементу а элемента0+аср+-+а'„р77-+--,, принадлежащий 
б*™ Zpoi . Нетрудно проверить, что это отображение есть гомомор­
физм. Рассмотрим ядро этого гомоморфизма. Легко видеть, что это 
ядро полно. Следовательно, последовательностьQ~-&-mZpjc-'/9~-S—o 
расщепляема, что и доказывает лемму. 

Mwa£xf(f'/ziQp)=Ex-f(r'/2,Z.) , то есть любое расширение Qp 
с помощью F/2 индуцируется расширением Z с помощью «это 
и означает, что можно выбратьQe^p^'F&z , причем, очевидно, что 

J изоморфна Г . 
В F3 и F' выберем расширение{^4р^ЫЕ^,р 7**"*} с оди­

наковыми ~Пос,£ . Это можно сделать ввиду изоморфизма ГГ и Г'к 
равенства Ы(%, Q*p)=Exf(%fZ) с условием^,ЕЩр^)=Г Г =F' . 

Дальнейшие рассуждения проводятся, как и в вышерассмотренном 
случае Ш. 

Итак, Fz и Fr аналитически эквивалентны над F, . 

К*h У , % ^ / У А 5 ^ < . < Х Д ^ . 
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Но формула 
3x(8l cLL <х& х « £ & Зу (Х-К^а =тгу)) 

справедлива в регулярном расширении группы /7 , следовательно, 
она справедлива и в Л- (смотри доказательство леммы 10). 

Доказательство теоремы закончено. 
ТЕОРЕМА 2. С и с т е м а а к с и о м А / (^-/,^зр) о п ­

р е д е л я е т п о л н у ю т е о р и ю . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для доказательства достаточно показать, что 

ввиду теоремы I , существует минимальная модель (prime model в тер­
минологии А.Робинсона [14]) . 

В случае К, рассмотрим в поле формальных степенных рядов от 
одной переменной х над полем Л всех алгебраических чисел (ми­
нимальным алгебраически замкнутым полем) алгебраическое замыка -
ние поля й fx) . Это поле с естественным нормированием по пред­
ложению 3 удовлетворяет системе аксиом А/, . Нетрудно видеть, что 
в любом поле, удовлетворяющем системе аксиом А* , найдется под­
поле, изоморфное построенному. Для этого достаточно взять элемент 
Я , норма которого равна наименьшему положительному элементу 

группы нормирования, и рассмотреть замыкание /7(х) ( XJ - содер­
жится в рассматриваемом поле, потому что существует поле предста­
вителей для поля вычетов) в нашем поле, х - трансцендентный эле­
мент над Д , следовательно, /7(х) и Д (х) изоморфны (вместе с 
нормированиями). По лемме 7 их максимальные непосредственные ал -
гебраические расширения, которые и являются алгебраическими замы­
каниями XIУх) и в соответствующих полях, изоморфны. 

В случае Аг рассмотрение аналогично, только вместо поля # 
необходимо рассмотреть поле 3 с /7 всех вещественных алгебраиче­
ских чисел. 

В случае Кзр минимальной моделью яьдяется алгебраическое 
замыкание поля рациональных чисел в Qp - поле р - адических 
чисел. Из рассуждений леммы 6 /следует, что в любом поле, удовле­
творяющем системе аксиом, Кзр есть подполе, изоморфное вместе с 
нормированием подполю поля Qp , алгебраически замкнутому в Qp . 
Отсюда следует, что указанное выше поле содержится в любой модели 
системы аксиом Кзр • Остается заметить, что алгебраическое замы­
кание поля рациональных чисел в Qp удовлетворяет аксиомам Кзр » 
что следует иг предложения 3. 

Теорема доказана. 
ТЕОРЕМА 3. Т е о р и и : а) п о л я ф о р м а л ь н ы х 

с т е п е н н ы х р я д о в о т о д н о й п е р е м е н ­
н о й н а д а л г е б р а и ч е с к и з а м к н у т ы м 
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п о л е м х а р а к т е р и с т и к и 0, б) п о л я ф о р ­
м а л ь н о с т е п е н н ы х р я д о в о т о д н о й п е ­
р е м е н н о й н а д в е щ е с т з е н н о з а м к н у т ы м 
п о л е м , в) п о л я Q-р / Э - а д и ч е с к и х ч и с е л 
( д л я л ю б о г о п р о с т о г о / ? ) , р а з р е ш и м ы . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно-, что каждая из теорий *V ( 
рекурсивно аксиоматизируема. В теореме 2 установлена полнота этих 
теорий, но рекурсивно аксиоматизируемые полные теории разрешимы . 
Известно [ 1 7 ] , что указанные выше поля являются алгебраически 
полными относительно очевидных нормирований этих полей, группы 
нормирований этих полей изоморфны z ,то есть являются регуляр -
ними дискретно упорядоченными абелевыми группами. Следовательно , 
они являются моделями соответствующих /<<• ( i - / , з,3р ). 

Теорема доказана. 
6. Следствия. 
СЛЕДСТВИЕ I . К л а с с к о л е ц в ы ч е т о в ^ т » ] ? ^ 

д л я ф и к с и р о в а н н о г о п р о с т о г о ч и с " -
л а р и м е е т р а з р е ш и м у ю т е о р и ю . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Все кольца вычетов указанного вида и только 
они получаются путем факторизации кольца нормирования поля Qp р -
адических чисел (то есть кольца целых р -адических чисел ) по 
главным идеалам. Поэтому существует очевидная эффективная проце -
дура переработки формул теории указанного класса и формулы теории 
поля р -адических чисел (вместе с нормированием), которая пере -
рабатывает истинные формулы в истинные и опровержимые в классе 
i^/p-nZ^ns0/i, в ложные на Qp, Ввиду разрешимости теории поля , 
разрешима теория указанного класса колец. 

СЛЕДСТВИЕ 2 . К о л ь ц о с х о д я щ и х с я р я д о в 
(в окрестностях нуля) с в е щ е с т в е н н ы м и ( к о м п л е ­
к с н ы м и) к о э ф ф и ц и е н т а м и и м е е т р а з р е ­
ш и м у ю т е о р и ю . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО Рассмотрим поле частных указанного кольца,ко­
торое лежит в поле формальных степенных рядов над полем вещест -
венных (комплексных) чисел. Из результатов, указанных в [12] ,сле­
дует, что поле алгебраически замкнуто в поле формальных степенных 
рядов, а из предложения 3 и теоремы 2 следует, что эти поля име­
ют одинаковые элементарные теории. 

Теорема 3, последнее замечание и предложение 3 из [ 4 ~\ влекут 
желаемое утверждение. 

СЛЕДСТВИЕ 3. Р а з р е ш и м а т е о р и я л ю б о г о 
л о к а л ь н о г о п о л я х а р а к т е р и с т и к и о с 
к о н е ч н ы м п о л е м в ы ч е т о в . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Все такие поля есть конечные алгебраические 
расширения поля р -адических чисел. 

Аналогично доказательству разрешимости поляр-адических чи­
сел можно доказать, что р а з р е ш и м а теория абсолютно не 
разветвленного локального поля характеристики 0 с алгебраически 
замкнутым полем вычетов характеристики р¥ О . В доказательстве 
нужно использовать алгебраическую компактность мультипликативной 
группы U единиц такого поля F , для установления равенства: 
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П р и м е ч а н и е а в т о р а . ' После сдачи работы в ре­
дакцию, А.И.Мальцев сообщил мне о работах j.Ax'a , S.Kochen'a 
"Diophantine problems over local fields I,II,III",B которых среди 
других результатов доказаны и теоремы I , 2 , 3 моей работы.Указан­
ные работы J.Az'a S.Kochen'a в периодической печати не опуб -
линованы и присланы А.И.Мальцеву в ротапринтной форме ( о них я 
узнал 10 апреля 1965 г . ) . 

Методы доказательств j.Ax'a , S.Kochen'a и мои различны , в 
частности, J . A X и s.Kochen в доказательстве используют контину­
ум-гипотезу, исключая её потом о помощью результатов К.Гёделя. 


