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1. Предисловие

Вашему вниманию предлагается часть лекций “Геометрические методы в математической
физике”, которые автор читал в течении 2008–2015 годов в Научно-образовательном центре
при Математическом институте им. В.А. Стеклова Российской академии наук. Эти лекции
посвящены математическим основам общей теории относительности, которая является ярким
примером применения геометрических методов построения моделей математической физики.

Первые несколько глав посвящены некоторым аспектам дифференциальной геометрии и
механики, которые имеют прямое отношение к рассматриваемым вопросам. Затем излагают-
ся основы теории относительности. Значительное внимание уделяется гамильтонову форма-
лизму и построению точных решений уравнений Эйнштейна. Рассматриваются скалярные,
спинорные и калибровочные поля в теории гравитации. Довольно подробно рассмотрены мо-
дели двумерной гравитации, которые достаточно просты для аналитического исследования. В
заключительной главе рассмотрены космологические модели в рамках общей теории относи-
тельности.

От читателя требуется достаточная математическая подготовка. Предполагается, что он
знаком с основами дифференциальной геометрии и некоторых других разделов математики
(см., например, [1–5]). При подготовке монографии часто использовались книги [6–20].

Курс, который автор читал в НОЦ, был бы невозможен без поддержки и критических заме-
чаний сотрудников Отдела математической физики МИАН. Автор выражает искреннюю бла-
годарность В.С. Владимирову , И.В. Воловичу, А.К. Гущину, Ю.Н. Дрожжинову, В.В. Жа-
ринову, Б.И. Завьялову , В.П. Михайлову и А. Г. Сергееву за многочисленные обсуждения
вопросов дифференциальной геометрии и математической физики.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 14-50-
00005).

Любые замечания, указания на ошибки, неточности и опечатки прошу отправлять на e-mail:
katanaev@mi.ras.ru



2. Векторные поля Киллинга

Изучение преобразований, которые сохраняют метрику пространства-времени, играет ис-
ключительно важную роль в математической физике. Достаточно сказать, что с такими преоб-
разованиями связаны наиболее важные законы сохранения. В настоящей главе мы рассмотрим
(псевдо)риманово многообразие (M, g) и найдем условия, при которых метрика инвариантна
относительно действия группы преобразований (M,G). Дадим определение векторных полей
Киллинга, которые являются генераторами локальных симметрий метрики, а также изучим
некоторые из их свойств. Будет доказана теорема о том, что если (псевдо)риманово многообра-
зие обладает максимально возможной группой симметрии, то это – пространство постоянной
кривизны.

2.1. Изометрии и инфинитезимальные изометрии

Рассмотрим n-мерное (псевдо)риманово многообразие (M, g) с метрикой g(x) = gαβ(x)dx
α⊗

dxβ , α, β = 0, 1, . . . , n − 1, и соответствующей связностью Леви-Чивиты Γ.

Определение. Диффеоморфизм

ı : M ∋ x 7→ x′ = ı(x) ∈ M

называется изометрией или движением многообразия M, если он сохраняет метрику,

g(x) = ı∗g(x′), (2.1)

где ı∗ – отображение дифференциальных форм.

Из условия инвариантности метрики (2.1) следует инвариантность скалярного произведе-
ния векторов. Пусть X,Y ∈ Tx(M) – два произвольных вектора из касательного пространства
в точке x ∈ M. Тогда справедливы равенства

g(X,Y )
∣∣
x

= (ı∗g)(X,Y )
∣∣
x

= g(ı∗X, ı∗Y )
∣∣
ı(x)

,

которые эквивалентны определению (2.1). Первое равенство следует из определения (2.1), а
второе вытекает из определения отображения дифференциальных форм.

Поскольку изометрия сохраняет метрику, то она сохраняет также связность Леви-Чивиты,
соответствующий тензор кривизны, экстремали и, вообще, все геометрические объекты, кото-
рые определяются только метрикой.

Запишем отображение (2.1) в координатах. Пусть обе точки x и x′ принадлежат одной
координатной окрестности и имеют соответственно координаты xα и x′α. Тогда изометрия ı в
координатах запишется в виде условия

gαβ(x) =
∂x′γ

∂xα
∂x′δ

∂xβ
gγδ(x

′), (2.2)

связывающего компоненты метрики в различных точках многообразия. Это условие по ви-
ду совпадает с правилом преобразования компонент метрики при преобразовании координат.
Разница заключается в следующем. При преобразовании координат мы считаем, что одной и
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той же точке x ∈ M соответствуют два набора координат {xα} и {xα′

:= x′α} в двух различных
системах координат. При рассмотрении изометрий x и x′ – это две различные точки одного
и того же многообразия M, и равенство (2.2) связывает значения компонент метрики в этих
точках.

Предложение 2.1.1. Множество всех изометрий данного (псевдо)риманова многообра-

зия (M, g) является группой, которую обозначим I(M) ∋ ı.

Доказательство. Две последовательные изометрии также являются изометрией. Про-
изведение (последовательное действие изометрий) ассоциативно. Тождественное отображение
многообразия M является изометрией и представляет собой единицу группы. У каждого диф-
феоморфизма ı есть обратный диффеоморфизм ı−1, который является обратной изометрией.

Если метрика на многообразии задана, т.е. определены значения ее компонент во всех
точках x, то соотношение (2.2) представляет собой уравнение на функции x′ (x), которые
определяют изометрию. В общем случае это уравнение не имеет решений и у соответствующего
(псевдо)риманова многообразия нет никаких нетривиальных изометрий. В этом случае группа
изометрий состоит из одного единичного элемента. Чем шире группа изометрий, тем уже класс
соответствующих (псевдо)римановых многообразий.

Пример 2.1.1. Евклидово пространство Rn с евклидовой метрикой δαβ допускает груп-
пу изометрий, которая состоит из преобразований неоднородной группы вращений IO(n,R),
dim IO(n,R) = 1

2n(n+ 1), состоящей из вращений, сдвигов и отражений.

Группа изометрий I(M) может быть дискретной или группой Ли.

Определение. Если группа изометрий I(M) является группой Ли, то имеет смысл гово-
рить об инфинитезимальных преобразованиях. В этом случае мы говорим об инфинитези-

мальных изометриях

xα 7→ x′α = xα + ǫKα + o(ǫ), ǫ≪ 1.

Каждая инфинитезимальная изометрия генерируется некоторым достаточно гладким вектор-
ным полем K(x) = Kα(x)∂α, которое называется векторным полем Киллинга.

Замечание. Дискретные изометрии (псевдо)риманова многообразия, например отраже-
ния, не генерируются никакими векторными полями.

Запишем условие инвариантности метрики относительно инфинитезимальных преобразо-
ваний из группы изометрий в координатах. Каждое векторное поле генерирует однопараметри-
ческую группу преобразований, которая называется экспоненциальным отображением. Фор-
мально условие инвариантности метрики записывается в виде равенства нулю производной
Ли вдоль векторного поля Киллинга K = Kα∂α от метрики

LKg = 0. (2.3)

Это уравнение в локальной системе координат принимает вид [21]

∇αKβ + ∇βKα = 0, (2.4)

где Kα := Kβgβα – компоненты 1-формы Киллинга, а ковариантная производная

∇αKβ = ∂αKβ − Γαβ
γKγ

строится по символам Кристоффеля Γαβ
γ (связность Леви-Чивиты).
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Определение. Уравнение (2.4) называется уравнением Киллинга, а интегральные кривые
полей Киллинга называются траекториями Киллинга. Если K = Kα∂α – векторное поле
Киллинга, то ему соответствует 1-форма K = dxαKα, где Kα := Kβgβα, которая называется
формой Киллинга и для которой мы сохранили то же обозначение.

На любом (псевдо)римановом многообразии (M, g) уравнения Киллинга (2.3) всегда имеют
тривиальное решение K = 0. Если уравнения Киллинга имеют только тривиальное решение,
то в этом случае нетривиальные непрерывные изометрии отсутствуют.

Траектории Киллинга {xα(t)} ∈ M, где t ∈ R, определяются системой обыкновенных диф-
ференциальных уравнений

ẋα = Kα. (2.5)

Если траектория Киллинга при t = 0 проходит через точку p = {pα} ∈ M, то при малых t она
имеет вид

xα(t) = pα + tKα(p) + o(t). (2.6)

Если в некоторой точке векторное поле Киллинга равно нулю, то эта точка остается неподвиж-
ной, т.е. является стационарной точкой группы изометрий. Поскольку изометрии определены
для всего многообразия M и образуют группу, то векторные поля Киллинга обязаны быть
полными, т.е. параметр t должен меняться на всей вещественной прямой R.

Если для (псевдо)риманова многообразия (M, g) известно векторное поле Киллинга, то
оно определяет не только инфинитезимальные изометрии, но и всю однопараметрическую
подгруппу изометрий I(M). Для этого нужно найти интегральные кривые x(t), проходящие
через все точки многообразия p ∈ M. Если x(0) = p, то каждому значению t ∈ R соответствует
диффеоморфизм

ı : M ∋ p 7→ x(t) ∈ M.

Уравнения для векторных полей Киллинга в ковариантной форме (2.4) можно переписать
в частных производных,

∂αKβ + ∂βKα − 2Γαβ
γKγ = 0.

В моделях математической физики часто ставится задача нахождения векторов Киллинга для
заданной метрики на многообразии. Для решения этой задачи бывает удобнее использовать
контравариантные компоненты векторов Киллинга, для которых уравнение Киллинга прини-
мает вид

gαγ∂βK
γ + gβγ∂αK

γ +Kγ∂γgαβ = 0. (2.7)

Уравнения Киллинга (2.3), которые в компонентах имеют вид (2.7), линейны и по векторам
Киллинга, и по метрике. Отсюда сразу следует, что две метрики, которые отличаются посто-
янным множителем, имеют один и тот же набор векторов Киллинга. Кроме того, векторное
поле Киллинга определено с точностью до умножения на произвольную постоянную, отлич-
ную от нуля. В частности, если K – векторное поле Киллинга, то и −K также является полем
Киллинга. Если независимых векторных полей Киллинга для заданной метрики несколько, то
любая линейная комбинация этих полей также является полем Киллинга. То есть множество
векторных полей Киллинга образует линейное пространство над полем вещественных чисел,
которое является подпространством в множестве всех векторных полей X (M). В этом вектор-
ном пространстве можно ввести билинейную операцию. Простые вычисления показывают, что
коммутатор двух векторных полей Киллинга K1 и K2 снова дает поле Киллинга:

L[K1,K2]g = LK1 ◦ LK2g − LK2 ◦ LK1g = 0.
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Отсюда следует, что векторные поля Киллинга образуют алгебру Ли i(M) над полем веще-
ственных чисел, которая является подалгеброй алгебры Ли множества всех векторных полей,
i(M) ⊂ X (M). Эта алгебра является алгеброй Ли группы Ли изометрий I(M).

Замечание. Векторные поля Киллинга не выдерживают умножения на функцию. Поэто-
му они не образуют C∞(M)-модуль в отличие от множества всех векторных полей X (M).

Уравнения Киллинга (2.7) представляют собой систему линейных уравнений в частных
производных первого порядка на компоненты векторных полей Киллинга. Эта система пере-
определена: мы имеем n(n+ 1)/2 уравнений на n неизвестных компонент Kα(x) (или Kα(x)).
Ниже мы увидим, что общее решение уравнений Киллинга при фиксированной метрике не
содержит функционального произвола, но может зависеть от нескольких параметров, число
которых совпадает с числом линейно независимых решений. Максимальное число независимых
параметров в общем решении n(n+ 1)/2 достигается на пространствах постоянной кривизны
(теорема 2.3.2).

В дальнейшем нам понадобится также следующее наблюдение. Допустим, что метрика
gαβ(x, t) зависит от некоторого параметра t ∈ R и для каждого значения t уравнения Кил-
линга выполнены при фиксированном векторном поле Киллинга (которое не зависит от t).
Тогда разность метрик для различных значений параметра, gαβ(x, t2) − gαβ(x, t1), также бу-
дет удовлетворять уравнениям Киллинга. Отсюда следует, что производная ∂tgαβ является
инвариантным тензором второго ранга.

С каждым полем Киллинга, как и с произвольным полным векторным полем, связана
однопараметрическая группа преобразований, которая в данном случае сохраняет метрику.

Предложение 2.1.2. Пусть (псевдо)риманово многообразие (M, g) имеет n 6 dim M

отличных от нуля коммутирующих между собой и линейно независимых векторных по-

лей Киллинга Ki , i = 1, . . . ,n. Тогда существует такая система координат, в которой все

компоненты метрики не зависят от n координат, соответствующих траекториям Кил-

линга. Обратно. Если в некоторой системе координат компоненты метрики не зависят от

n координат, то метрика g допускает локально по крайней мере n коммутирующих между

собой векторных полей Киллинга.

Доказательство. Мы дадим доказательство предложения только для несветоподобных
векторных полей. Для каждого ненулевого векторного поля локально существует система ко-
ординат, в которой оно имеет только одну нетривиальную компоненту, и она равна единице.
Применительно к коммутирующим векторным полям Киллинга Ki это означает, что суще-
ствует такая система координат (x1, . . . , xn), в которой каждое поле Киллинга имеет только
одну постоянную компоненту, Ki = ∂i. В этой системе координат уравнение (2.7) для каждого
поля Киллинга принимает особенно простой вид

∂igαβ = 0, i = 1, . . . ,n. (2.8)

Это значит, что все компоненты метрики не зависят от координат xi. В этой системе координат
траектории Киллинга определяются уравнениями

ẋi = 1, ẋµ = 0, µ 6= i.

Отсюда следует, что координатные линии xi являются траекториями Киллинга.
Обратно. Если метрика не зависит от n координат, то выполнены уравнения (2.8). Эти

уравнения совпадают с уравнениями Киллинга для векторных полей Ki := ∂i, которые ком-
мутируют.
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Согласно сформулированной теореме, в предельном случае, когда количество коммутиру-
ющих полей Киллинга равно размерности многообразия, n = n, существует такая система
координат, в которой все компоненты инвариантной метрики постоянны.

Пример 2.1.2. В евклидовом пространстве Rn в декартовой системе координат xα, α =
1, . . . , n, компоненты метрики постоянны, gαβ = δαβ. Эта метрика допускает n коммутирующих
между собой векторных полей Киллинга Kα := ∂α, которые соответствуют трансляциям. Все
координатные оси являются траекториями Киллинга.

Если риманово многообразие (M, g) имеет два или более некоммутирующих векторных
полей Киллинга, то это отнюдь не означает, что существует такая система координат, в которой
компоненты метрики не зависят от двух или более координат.

Пример 2.1.3. Рассмотрим двумерную сферу S2 →֒ R3. Пусть метрика g на сфере ин-
дуцирована обычным вложением. Риманово пространство (S2, g) имеет три векторных поля
Киллинга, соответствующих SO(3) вращениям евклидова пространства R3. Легко понять, что
на сфере не существует локальной системы координат, в которой компоненты метрики не за-
висели бы от двух координат. Действительно, это означает, что в данной системе координат
компоненты метрики постоянны, и, следовательно, кривизна равна нулю. Но это невозможно,
поскольку кривизна сферы постоянна и отлична от нуля.

В общей теории относительности мы предполагаем, что пространство-время является псев-
доримановым многообразием с метрикой лоренцевой сигнатуры. Используя понятие вектор-
ного поля Киллинга, можно дать инвариантное

Определение. Пространство-время или его область называются стационарными, если
на них существует времениподобное векторное поле Киллинга.

В стационарном пространстве-времени интегральную кривую времениподобного векторно-
го поля можно выбрать в качестве временно́й координаты. Тогда согласно предложению 2.1.2
в этой системе координат компоненты метрики не будут зависеть от времени, что оправдывает
название “стационарное”.

Векторные поля Киллинга определены глобально и удовлетворяют уравнениям Киллинга
на всем M. В то же время уравнения Киллинга – это локальный объект, в том смысле, что они
определены в каждой окрестности и могут иметь нетривиальные решения только на некотором
подмногообразии U ⊂ M.

Пример 2.1.4. Рассмотрим гладкую замкнутую двумерную поверхность M, вложенную в
трехмерное евклидово пространство R3, как показано на рис. 2.1. Отличительной особенно-
стью этой поверхности является то, что ее нижняя часть является плоской. Пусть метрика
на M индуцирована вложением M →֒ R3. При этом функции, задающие вложение, можно по-
добрать таким образом, чтобы метрика была гладкой. Тогда уравнения Киллинга в нижней
части поверхности легко интегрируются, как и на евклидовой плоскости. Однако найденные
нетривиальные решения не будут в общем случае нетривиальными во всех точках M. Дей-
ствительно, верхняя часть поверхности может быть искривлена так, что уравнения Киллинга
на ней имеют только тривиальное решение. Следовательно, векторные поля Киллинга мо-
гут быть нетривиальны только на части многообразия M. Заметим, что в рассматриваемом
примере траектории Киллинга не являются полными. Действительно, поля Киллинга ∂x и
∂y, соответствующие трансляциям, имеют единичную длину в той части поверхности, где она
касается плоскости x, y, а вне этой части равны нулю. Следовательно, они разрывны, и тра-
ектории Киллинга имеют конечную длину.
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Рис. 2.1. Двумерная поверхность, вложенная в трехмерное евклидово пространство. Нижняя
часть поверхности является плоской

2.2. Свойства векторных полей Киллинга

Векторные поля Киллинга обладают рядом замечательных свойств. Начнем с простейших.

Предложение 2.2.1. Длина вектора Киллинга остается постоянной вдоль траектории

Киллинга:
LKK

2 = ∇KK
2 = Kα∂αK

2 = 0. (2.9)

Доказательство. Свернем уравнения Киллинга (2.4) с KαKβ:

2KαKβ∇αKβ = Kα∇αK
2 = Kα∂αK

2 = 0.

Следствие. Если векторные поля Киллинга существуют на лоренцевом многообразии, то
они имеют определенную ориентацию: времениподобную, светоподобную или пространствен-
ноподобную.

Метрика g на многообразии M определяет два типа выделенных кривых: экстремали (или
геодезические, если связность Леви-Чивиты) и траектории Киллинга, если они существуют.
Сравним траектории Киллинга с экстремалями [22].

Предложение 2.2.2. Пусть (M, g) – (псевдо)риманово многообразие с векторным полем

Киллинга K . Траектории Киллинга являются экстремалями тогда и только тогда, когда

их длина постоянна на M, K2 = const для всех x ∈ M.

Доказательство. Рассмотрим траектории Киллинга xα(t), которые определяются систе-
мой уравнений

ẋα = Kα. (2.10)

Длина дуги траектории Киллинга

ds2 = gαβ ẋ
αẋβdt2 = K2dt2

постоянна вдоль траектории, т.е. параметр t пропорционален длине и, следовательно, являет-
ся каноническим. Дифференцируя уравнение (2.10) по каноническому параметру t, получим
равенство

ẍα = ∂βK
αẋβ = (∇βK

α − Γβγ
αKγ)ẋβ,

которое перепишем в виде
ẍα = Kβ∇βK

α − Γβγ
αẋβẋγ . (2.11)

Уравнения Киллинга позволяют переписать первое слагаемое в правой части в виде

Kβ∇βK
α = −1

2
gαβ∂βK

2.
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Тогда уравнения (2.11) примут вид

ẍα = −1

2
gαβ∂βK

2 − Γβγ
αẋβ ẋγ .

Это уравнение совпадает с уравнением для экстремалей (3.24) тогда и только тогда, когда
K2 = const.

Доказанное утверждение показывает, что далеко не каждая траектория Киллинга является
экстремалью.

Пример 2.2.1. Рассмотрим евклидову плоскость R2 с евклидовой метрикой. Эта метри-
ка инвариантна относительно трехпараметрической неоднородной группы вращений IO(2).
Обозначим декартовы и полярные координаты на плоскости соответственно через x, y и r, ϕ.
Тогда векторные поля Киллинга имеют вид K1 = ∂ϕ для вращений вокруг начала координат
и K2 = ∂x, K3 = ∂y для сдвигов. Квадраты длин векторов Киллинга равны:

K2
1 = r2, K2

2 = K2
3 = 1.

Векторы Киллинга K2 и K3 имеют постоянную длину на всей плоскости, их траектория-
ми Киллинга являются прямые линии, которые являются экстремалями. Это согласуется с
предложением 2.2.2. Траекториями Киллинга для вращений K1 являются концентрические
окружности с центром в начале координат. Длина вектора Киллинга K1 постоянна на тра-
екториях в соответствии с предложением 2.2.1, однако не постоянна на всей плоскости R2.
Соответствующие траектории Киллинга – окружности – не являются экстремалями.

Пример 2.2.2. Рассмотрим полупростую группу Ли G как (псевдо)риманово простран-
ство с формой Киллинга–Картана в качестве метрики. Это – пространство постоянной кри-
визны. Левоинвариантные векторные поля генерируют групповые преобразования справа, а
правоинвариантные – слева. Групповые преобразования слева и справа сохраняют метрику, и,
следовательно, лево- и правоинвариантные векторные поля являются полями Киллинга. Дли-
на этих полей Киллинга равна ±1. Поэтому соответствующие траектории Киллинга являются
экстремалями.

Свертывая уравнения Киллинга (2.4) с метрикой, получаем, что дивергенция поля Кил-
линга равна нулю:

∇αK
α = 0. (2.12)

Ковариантная производная ∇β со связностью Леви-Чивиты от уравнения Киллинга (2.4)
с учетом уравнения

[∇α,∇β]Kγ = −RαβγδKδ − Tαβ
δ∇δKγ (2.13)

для перестановки ковариантных производных (см. [23]) и уравнения (2.12) приводит к урав-
нению

∇β(∇βKα + ∇αKβ) = ∆Kα + (∇β∇α −∇α∇β)Kβ = 0,

где ∆ := ∇β∇β – оператор Лапласа–Бельтрами на многообразии M и учтено равенство (2.12).
Отсюда вытекает уравнение на компоненты векторов Киллинга

∆Kα = RαβK
β. (2.14)

Для пространств постоянной кривизны вида (2.28) тензор Риччи выражается через ска-
лярную кривизну (2.27), и уравнение (2.14) принимает вид

∆Kα =
R

n
Kα, R = const.
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То есть каждая компонента формы Киллинга является собственным вектором оператора
Лапласа–Бельтрами.

Предложение 2.2.3. Пусть X,Y ∈ X (M) – два произвольных векторных поля на (псев-

до)римановом многообразии (M, g) и K – векторное поле Киллинга. Тогда справедливо равен-

ство

g
(
(LK −∇K)X,Y

)
+ g
(
X, (LK −∇K)Y

)
= 0,

где LKX = [K,X] – производная Ли и ∇KX = Kα(∂αX
β + Γαγ

βXγ)∂β – ковариантная про-

изводная векторного поля X вдоль поля Киллинга K .

Доказательство. Прямая проверка с учетом явного выражения для символов Кристоф-
феля

Γαβ
γ =

1

2
gγδ(∂αgβδ + ∂βgαδ − ∂δgαβ) (2.15)

и уравнения Киллинга (2.4).

2.3. Однородные и изотропные многообразия

Рассмотрим геодезически полное (псевдо)риманово многообразие (M, g), метрика которого
допускает одно или несколько полных векторных полей Киллинга. Уравнения Киллинга (2.4)
налагают сильные ограничения на векторные поля Киллинга, которые мы сейчас обсудим.
Воспользовавшись тождеством для коммутатора ковариантных производных (2.13), получаем
равенство

∇α∇βKγ −∇β∇αKγ = −RαβγδKδ. (2.16)

Теперь воспользуемся тождеством

R[αβγ]δ = 0 ⇔ Rαβγδ +Rβγαδ +Rγαβδ = 0 (2.17)

для тензора кривизны (см. [23], глава 6) и уравнениями Киллинга (2.4). В результате получим
тождество для векторных полей Киллинга:

∇α∇βKγ + ∇β∇γKα + ∇γ∇αKβ = 0,

где слагаемые отличаются циклической перестановкой индексов. Это равенство позволяет пе-
реписать уравнение (2.16) в виде

∇γ∇αKβ = Rαβγ
δKδ. (2.18)

Если свернуть данное уравнение по индексам γ, α, то получим в точности уравнение (2.14)
из предыдущего раздела.

Полученное равенство (2.18) является следствием уравнений Киллинга, но не эквивалентно
им. Тем не менее оно позволяет сделать важные выводы. Предположим, что векторные по-
ля Киллинга вещественно аналитичны, т.е. в окрестности произвольной точки многообразия
p ∈ M компоненты векторного поля Киллинга разлагаются в ряд Тейлора, который сходится
в некоторой окрестности этой точки Up. Допустим, что в точке p ∈ M нам заданы компоненты
формы Киллинга Kα(p) и их первых производных ∂βKα(p). Тогда соотношения (2.18) позволя-
ют вычислить все вторые производные от компонент формы Киллинга ∂2

βγKα в той же точке
p. Теперь возьмем ковариантную производную от равенства (2.18) и получим некоторое соот-
ношение, линейное по третьим производным. Из него можно найти все третьи производные



2.3. Однородные и изотропные многообразия 15

от вектора Киллинга и т.д. до бесконечности. Важно отметить, что все соотношения линей-
ны по компонентам формы Киллинга и их производным. Это значит, что в окрестности Up

компоненты формы Киллинга имеют вид

Kα(x, p) = Aα
β(x, p)Kβ(p) +Bα

βγ(x, p)
[
∂βKγ(p) − ∂γKβ(p)

]
, (2.19)

где Aα
β(x, p) и Bα

βγ(x, p) – некоторые функции. Антисимметрия последнего слагаемого по
индексам β, γ связана с тем, что симметризованная частная производная выражается через
компоненты формы Киллинга в силу уравнения Киллинга (2.4). Таким образом, компоненты
формы Киллинга в окрестности Up являются линейными функциями от компонент формы
Киллинга в точке p и ее внешней производной в той же точке.

У формы Киллинга Kα(x, p) второй аргумент p означает, что эта форма имеет определен-
ные свойства в точке p ∈ M. По предположению, представление (2.19) справедливо для всех
точек многообразия p ∈ M, необходимо только задать значения K(p) и dK(p). Мы предпола-
гаем, что функции Kα(x, p) вещественно аналитичны и по x, и по p.

По предположению, компоненты формы Киллинга разлагаются в ряды Тейлора в окрест-
ности каждой точки p ∈ M. Обозначим через Up окрестность точки p, в которой разложение
(2.19) справедливо и обратимо, т.е. аргументы x и p можно поменять местами для некоторых
новых матриц A и B. Рассмотрим точку q, которая лежит вне Up. Для этой точки также спра-
ведливо обратимое разложение вида (2.19) в некоторой окрестности Uq. Предположим, что
точка q лежит достаточно близко к Up так, что окрестности пересекаются, Up ∩ Uq 6= ∅. Тогда
для всех точек из пересечения x ∈ Up ∩ Uq справедливо разложение (2.19) по компонентам
форм Киллинга K(p) и K(q) и их внешним производным. Отсюда следует, что компоненты
формы Киллинга и ее внешней производной в точке q линейно выражаются через компоненты
формы Киллинга и ее внешней производной в точке p. Таким образом, разложение (2.19) спра-
ведливо также в объединении Up∪Uq. Это построение можно продолжить на все многообразие
M. Поэтому разложение (2.19) справедливо для всех точек x, p ∈ M.

Теперь предположим, что (псевдо)риманово многообразие (M, g) имеет несколько вектор-
ных полей Киллинга Ki, i = 1, . . . ,n. Тогда для каждого векторного поля Киллинга справед-
ливо разложение (2.19)

Kiα(x, p) = Aα
β(x, p)Kiβ(p) +Bα

βγ(x, p)
[
∂βKiγ(p) − ∂γKiβ(p)

]
. (2.20)

Функции Aαβ(x, p) и Bαβγ(x, p) одинаковы для всех форм Киллинга, потому что определяются
соотношениями (2.18), которые линейны по компонентам форм Киллинга и их производным.
Они полностью определяются метрикой, тензором кривизны и их ковариантными производ-
ными. В полученном разложении точка p ∈ M произвольна, но фиксирована, а точка x ∈ M

пробегает все многообразие.
Соотношение (2.18) представляет собой систему уравнений в частных производных на ком-

поненты формы Киллинга, у которой есть нетривиальные условия разрешимости. Одно из этих
условий в ковариантной форме имеет вид

[∇γ∇δ]∇αKβ = −Rγδαǫ∇ǫKβ −Rγδβ
ǫ∇αKǫ,

где квадратные скобки обозначают коммутатор ковариантных производных. Подстановка в
левую часть этого уравнения исходного выражения для вторых производных от формы Кил-
линга (2.18) после несложных алгебраических преобразований приводит к равенству

(
Rαβγ

ǫδζδ −Rαβδ
ǫδζγ +Rγδα

ǫδζβ −Rγδβ
ǫδζα

)
∇ζKǫ = (∇γRαβδ

ǫ −∇δRαβγ
ǫ)Kǫ. (2.21)
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Если кривизна нетривиальна, то это уравнение дает некоторые линейные соотношения меж-
ду компонентами формы Киллинга Kα и их ковариантными производными ∇βKα. Наоборот,
если существует некоторая информация в формах Киллинга, то полученное уравнение мо-
жет определить структуру тензора кривизны. В теореме 2.3.2, которая сформулирована ниже,
соотношение (2.21) использовано для доказательства того, что однородное и изотропное мно-
гообразие является пространством постоянной кривизны.

Перейдем к определениям.

Определение. (Псевдо)риманово многообразие (M, g) размерности dim M = n называ-
ется однородным в точке p ∈ M, если существуют инфинитезимальные изометрии, которые
переводят эту точку в любую другую точку из некоторой окрестности Up этой точки. Другими
словами, метрика должна допускать такие векторные поля Киллинга, которые в точке p имеют
все возможные направления. Поскольку векторы Киллинга образуют линейное пространство,
то в сопряженном пространстве необходимо и достаточно существования такого набора из n
форм Киллинга K(γ) = dxαKα

(γ)(x, p), где индекс γ в скобках нумерует формы Киллинга, что
выполнены условия:

Kα
(γ)(p, p) = δγα. (2.22)

Если (псевдо)риманово многообразие (M, g) однородно в каждой своей точке, то оно называет-
ся однородным. При этом предполагается, что все векторные поля Киллинга полны. Другими
словами, группа изометрий действует на M транзитивно.

(Псевдо)риманово многообразие (M, g) называется изотропным в точке p ∈ M, если суще-
ствуют такие инфинитезимальные изометрии с формами Киллинга K(x, p), которые остав-
ляют эту точку на месте, т.е. K(p, p) = 0, и для которых внешняя производная dK(x, p)
в точке p принимает любое значение в пространстве 2-форм Λ2(M)|p в точке p. Для это-
го необходимо и достаточно существования такого набора из 1

2n(n − 1) форм Киллинга
K [γδ] = −K [δγ] = dxαKα

[γδ](x, p), где индексы γ, δ нумеруют формы Киллинга, что выпол-
нены условия:

Kα
[γδ](p, p) = 0,

∂Kβ
[γδ](x, p)

∂xα

∣∣∣∣∣
x=p

= δγδαβ − δδγαβ .
(2.23)

Если (псевдо)риманово многообразие (M, g) изотропно в каждой своей точке, то оно называ-
ется изотропным. При этом предполагается, что все векторные поля Киллинга полны.

В силу непрерывности, наборы форм K(γ) и K [γδ] линейно независимы в некоторой окрест-
ности точки p.

Теорема 2.3.1. Любое изотропное (псевдо)риманово многообразие (M, g) является так-

же однородным.

Доказательство. Если многообразие изотропно, то формы Киллинга K [γ,δ](x, p) и
K [γ,δ](x, p + dp) удовлетворяют условиям (2.23) в близких точках p и p + dp соответствен-
но. Любая их линейная комбинация будет формой Киллинга и, следовательно, произвольная
линейная комбинация производных

cα
∂Kβ

[γδ](x, p)

∂pα
:= cα lim

dpα→0

Kβ
[γ,δ](x, p+ dp) −Kβ

[γ,δ](x, p)

dpα
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также будет формой Киллинга для любого набора постоянных cα. Вычислим производную по
x формы Киллинга K [γδ] в точке p. Из первого условия в (2.23) следует равенство

∂

∂pα
Kβ

[γδ](p, p) =
∂Kβ

[γδ](x, p)

∂xα

∣∣∣∣∣
x=p

+
∂Kβ

[γδ](x, p)

∂pα

∣∣∣∣∣
x=p

= 0.

Откуда, с учетом второго условия в (2.23), получаем равенство

∂Kβ
[γδ](x, p)

∂pα

∣∣∣∣∣
x=p

= −δγδαβ + δδγαβ .

Отсюда следует, что из форм Киллинга K [γδ] можно построить форму Киллинга, которая в
точке p принимает любое заданное значение dxαaα, где aα ∈ R. Для этого достаточно положить

Kα :=
aγ
n− 1

∂Kα
[γδ](x, p)

∂pδ
.

Выбрав соответствующим образом постоянные aγ , получим набор форм Киллинга, который
удовлетворяет условиям (2.22).

Из данной теоремы вытекает, что достаточно говорить изотропное пространство, однако
мы предпочитаем традиционное название “однородное и изотропное пространство”, так как
оно отражает важные физические свойства.

Теорема 2.3.2. Алгебра Ли i(M) инфинитезимальных изометрий связного (псевдо)ри-

манова многообразия M имеет размерность не более чем 1
2n(n + 1), где n := dim M. Если

размерность максимальна, dim i(M) = 1
2n(n + 1), то многообразие M является однородным

и изотропным и представляет собой пространство постоянной кривизны.

Доказательство. Размерность алгебры Ли i(M) равна максимальному числу линейно
независимых векторных полей Киллинга на многообразии M. Из равенства (2.20) следует, что
число независимых векторных полей Киллинга n не может превышать числа независимых
компонент формы {Kα(p)} и ее внешней производной {∂βKα(p) − ∂αKβ(p)} в фиксированной
точке p ∈ M. Число независимых компонент любой 1-формы в фиксированной точке не превос-
ходит n, а число независимых компонент внешней производной не может превышать 1

2n(n−1).
Поэтому справедливо следующее ограничение на размерность алгебры Ли векторных полей
Киллинга:

dim i(M) 6 n+
1

2
n(n− 1) =

1

2
n(n+ 1).

Это доказывает первое утверждение теоремы.
В этом месте важна вещественная аналитичность метрики, так как она была использована

при получении представления (2.20).
Связность многообразия M необходима для того, чтобы число независимых векторных

полей Киллинга было определено. В противном случае, если многообразие M имеет несколько
компонент связности, число независимых векторных полей Киллинга может отличаться для
каждой компоненты связности.

Однородные и изотропные многообразия имеют максимальное число 1
2n(n+ 1) векторных

полей Киллинга и, в силу разложения (2.20), определяют все возможные векторы Киллинга
на многообразии M. Следовательно, если некоторое многообразие имеет максимальное число
независимых полей Киллинга, то оно с необходимостью должно быть однородным и изотроп-
ным.
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Теперь докажем, что любое однородное и изотропное пространство является пространством
постоянной кривизны. Если пространство однородно и изотропно, то для каждой точки x ∈ M

найдутся такие формы Киллинга, для которых Kα(x) = 0, а ∇βKα(x) является произволь-
ной антисимметричной матрицей. Отсюда следует, что антисимметризированный коэффици-
ент при ∇ζKǫ в уравнении (2.21) должен быть равен нулю, что приводит к равенству

Rαβγ
ǫδζδ −Rαβδ

ǫδζγ +Rγδα
ǫδζβ −Rγδβ

ǫδζα = Rαβγ
ζδǫδ −Rαβδ

ζδǫγ +Rγδα
ζδǫβ −Rγδβ

ζδǫα. (2.24)

Если пространство однородно и изотропно, то для произвольной точки x ∈ M существуют
также такие формы Киллинга, которые принимают в этой точке произвольные значения. Сле-
довательно, из уравнений (2.21) и (2.24) вытекает равенство

∇γRαβδ
ǫ = ∇δRαβγ

ǫ. (2.25)

Теперь свернем уравнение (2.24) по индексам δ, ζ и опустим верхний индекс. В результате
получим выражение тензора кривизны через тензор Риччи и метрику:

(n− 1)Rαβγδ = Rβδgαγ −Rαδgβγ . (2.26)

Правая часть этой формулы должна быть антисимметрична по индексам δ, γ. Поэтому возни-
кает дополнительное ограничение

Rβδgαγ −Rαδgβγ = −Rβγgαδ +Rαγgβδ.

Свертка полученного равенства по индексам β, γ дает связь между тензором Риччи и скаляр-
ной кривизной:

Rαδ =
1

n
Rgαδ. (2.27)

Подстановка этого выражения в (2.26) приводит к следующему выражению для полного тен-
зора кривизны

Rαβγδ =
R

n(n− 1)
(gαγgβδ − gαδgβγ) . (2.28)

Теперь осталось доказать, что скалярная кривизна R однородного и изотропного простран-
ства постоянна. Для этой цели используем свернутые тождества Бианки (см. [23], глава 6)

2∇βRα
β −∇αR = 0.

Подставляя в это тождество выражение для тензора Риччи (2.27), получаем условие
(

2

n
− 1

)
∂αR = 0.

При n > 3 отсюда следует, что R = const.
Случай n = 2 требует особого рассмотрения. Свертка равенства (2.25) по индексам β, ǫ

приводит к равенству
∇γRαδ −∇δRαγ = 0.

Дальнейшая свертка с gαδ с учетом уравнения (2.27) приводит к условию ∂γR = 0, т.е. R =
const и при n = 2.

Таким образом, скалярная кривизна в выражении для полного тензора кривизны (2.28)
равна константе, R = const, и максимально симметричное (псевдо)риманово многообразие
является пространством постоянной кривизны.
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Пример 2.3.1. Рассмотрим евклидово пространство Rn, на котором задана метрика нуле-
вой кривизны, т.е. Rαβγδ = 0. Ясно, что это пространство постоянной нулевой кривизны. Тогда
в Rn существует такая система координат xα, α = 1, . . . , n, в которой все компоненты метрики
постоянны. В этой системе координат символы Кристоффеля равны нулю и уравнение для
векторов Киллинга (2.18) принимает простой вид:

∂2
βγKα = 0.

Общее решение этого уравнения линейно по координатам:

Kα(x) = aα + bαβx
β ,

где aα и bαβ – некоторые постоянные. Из уравнения Киллинга (2.4) следует, что это выражение
задает форму Киллинга тогда и только тогда, когда матрица bαβ антисимметрична, т.е. bαβ =
−bβα. Следовательно, можно задать 1

2n(n+ 1) линейно независимых форм Киллинга:

Kα
(γ)(x) = δγα,

Kα
[γδ](x) = δδαx

γ − δγαx
δ.

Тогда произвольная форма Киллинга выражается в виде линейной комбинации

Kα = aγKα
(γ) +

1

2
bδγKα

[γδ].

В полученном выражении n векторов Киллинга K(γ) генерируют трансляции в Rn вдоль осей
координат, а 1

2n(n − 1) векторов K [γδ] – вращения вокруг начала координат. Таким образом,
метрика пространства нулевой кривизны допускает максимальное число 1

2n(n + 1) векторов
Киллинга и поэтому является однородным и изотропным пространством.

Известно, что линейным преобразованием координат xα метрику можно преобразовать к
диагональному виду, когда на диагонали будут стоять ±1, в зависимости от сигнатуры исход-
ной метрики. Если метрика риманова (положительно определена), то после преобразования
координат, она примет стандартный вид gαβ = δαβ . Эта метрика инвариантна относительно
неоднородной группы вращений IO(n).

Выше мы доказали, что любое однородное и изотропное пространство является простран-
ством постоянной кривизны. Верно также обратное утверждение, которое мы сформулируем
в несколько этапов.

Теорема 2.3.3. Пусть (M, g) – (псевдо)риманово пространство постоянной кривизны

и сигнатуры (p, q) с тензором кривизны вида (2.28), где R = const – скалярная кривизна.
Тогда в некоторой окрестности произвольной точки x ∈ M существует такая система

координат (стереографическая), в которой метрика имеет вид

ds2 =
ηαβdx

αdxβ
(
1 − Rx2

8

)2 , (2.29)

где η := diag (+ . . .+︸ ︷︷ ︸
p

− . . .−︸ ︷︷ ︸
q

) и x2 := ηαβx
αxβ .

Доказательство. См., например, [24], теорема 2.4.12.

Следствие. Все пространства постоянной кривизны с одинаковой сигнатурой метрики и
кривизной локально изометричны.
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Замечание. При вейлевском преобразовании метрики gαβ 7→ g′αβ = kgαβ , k > 0, ска-
лярная кривизна тоже умножается на постоянный множитель: R 7→ R′ = R/k. Поэтому все
пространства постоянной положительной кривизны с помощью преобразования Вейля можно
привести к случаю R = 1. Аналогично, все пространства постоянной отрицательной кривизны
– к случаю R = −1.

Если R = 0, то полный тензор кривизны (2.28) равен нулю. Следовательно, пространство
постоянной нулевой кривизны локально изометрично (псевдо)евклидову пространству Rp,q, и
формула (2.29) верна.

Рассмотрим случай R 6= 0. Метрика (2.29) является метрикой, которая индуцирована на
сфере Sp+q или гиперболоиде Hp+q, вложенными в (псевдо)евклидово пространство большей
размерности Rp+1,q. Действительно, пусть u, xα – декартовы координаты в Rp+1,q. Тогда мет-
рика имеет вид

ds2 := du2 + ηµνdx
µdxν . (2.30)

Рассмотрим сферу (гиперболоид), вложенный в (псевдо)евклидово пространство Rp+1,q с по-
мощью уравнения

u2 + ηµνx
µxν = b, b = const 6= 0. (2.31)

Для простоты при проведении вычислений мы не будем следить за знаками и областями
определения подкоренных выражений, которые зависят от знака постоянной b и сигнатуры
метрики ηµν . В каждом конкретном случае это легко проводится.

Введем в (псевдо)евклидовом подпространстве Rp,q ⊂ Rp+1,q сферические координаты
{xα} 7→{r, χ1, . . . , χp+q−1}, где r – радиальная координата, а χ – угловые. Тогда метрика (2.30)
и уравнение вложения (2.31) примут вид

ds2 = du2 + dr2 + r2dΩ, (2.32)

u2 + r2 = b, (2.33)

где dΩ – угловая часть (псевдо)евклидовой метрики, конкретный вид которой в данном случае
не имеет значения. Из уравнения (2.33) следуют равенства:

u = ±
√
b− r2 ⇒ du = ∓ rdr√

b− r2
.

Подстановка дифференциала du в выражение (2.32) приводит к индуцированной метрике

ds2 =
bdr2

b− r2
+ r2dΩ. (2.34)

Теперь заменим радиальную координату r 7→ ρ

r :=
ρ

1 + ρ2

4b

⇒ dr =
1 − ρ2

4b(
1 + ρ2

4b

)2 .

Тогда индуцированная метрика становится конформно (псевдо)евклидовой

ds2 =
dρ2 + ρ2dΩ
(
1 + ρ2

4b

)2 .
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Возвращаясь к декартовым координатам {ρ, χ1, . . . , χp+q−1} 7→ {xα}, получаем метрику (2.29),
где

R = −2

b
.

Проведенное построение показывает, что пространство постоянной кривизны локально изо-
метрично либо плоскому евклидову пространству (R = 0), либо сфере Sp+q или гиперболоиду
Hp+q в зависимости от сигнатуры метрики и знака кривизны.

Евклидова метрика (2.30) и гиперповерхность, определенная уравнением (2.31), инвари-
антны относительно действия группы вращений O(p+ 1, q). Поскольку

dim O(p+ 1, q) =
n(n+ 1)

2
, n := p+ q,

то число векторных полей Киллинга максимально, и пространство постоянной кривизны од-
нородно и изотропно как следствие теоремы 2.3.2.

2.4. Симметричные тензоры на пространстве постоянной кривизны

В разделе 2.3 мы выяснили, что однородные и изотропные n-мерные многообразия с необ-
ходимостью являются пространствами постоянной кривизны, которые имеют максимальное
число n(n + 1)/2 линейно независимых векторных полей Киллинга. Более того, если под
пространством постоянной кривизны понимать (псевдо)риманово многообразие с метрикой,
удовлетворяющей условию (2.28), где скалярная кривизна R постоянна, то пространство по-
стоянной кривизны определяется, по существу, единственным образом сигнатурой метрики и
знаком скалярной кривизны. Такие пространства часто встречаются в приложениях, причем
помимо метрики на таких многообразиях, как правило, задаются дополнительные тензорные
поля, например поля материи. Для того чтобы вся модель была максимально симметричной,
необходимо потребовать симметрию не только от метрики, но и от всех остальных полей. В
настоящем разделе мы получим условия, которые налагают требования однородности и изо-
тропии на простейшие тензорные поля, заданные на пространстве постоянной кривизны.

Пусть на n-мерном пространстве постоянной кривизны S помимо метрики gαβ задано про-
извольное тензорное поле

T = dxα ⊗ . . . ⊗ dxβ Tα...β .

Для определенности мы рассмотрим ковариантные тензорные поля. Пусть задана изометрия
ı : x 7→ x′. Тогда условие симметрии тензорного поля относительно действия данной изометрии
имеет тот же вид, что и для метрики (2.1):

T (x) = ı∗T (x′),

где ı∗ – отображение дифференциальных форм. В компонентах это условие принимает вид

Tα...β(x) =
∂x′γ

∂xα
. . .

∂x′δ

∂xβ
Tγ...δ(x

′). (2.35)

Пусть инфинитезимальные изометрии генерируются векторными полями Киллинга K =
Kα∂α. Тогда условие симметрии (2.35) запишется в виде равенства нулю производной Ли:

LKT = 0. (2.36)

Такое же условие инвариантности должно выполняться и для произвольных тензорных
полей, содержащих как ковариантные, так и контравариантные индексы.

Теперь рассмотрим простейшие случаи, которые часто встречаются в приложениях.
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Пример 2.4.1. Пусть на пространстве постоянной кривизны S задано дифференцируемое
скалярное поле ϕ(x) ∈ C1(S) (функция). Тогда равенство нулю производной Ли примет вид

Kα(x)∂αϕ(x) = 0.

Поскольку для пространства постоянной кривизны векторное поле Киллинга можно выбрать
таким образом, что компоненты Kα(x) будут принимать произвольные значения в любой точке
x ∈ S, то отсюда вытекает условие постоянства скалярного поля ϕ = const на всем S. Таким
образом, однородное и изотропное скалярное поле на пространстве постоянной кривизны S –
это постоянная: ϕ(x) = const для всех x ∈ S.

Пример 2.4.2. В качестве второго примера выберем дифференцируемое ковекторное поле
A = dxαAα. Условие инвариантности (2.36) принимает вид

Kβ∂βAα + ∂αK
βAβ = 0.

Выберем векторное поле Киллинга таким образом, что Kβ(x) = 0 в произвольной, но фик-
сированной точке x ∈ S. Кроме этого, векторное поле Киллинга можно выбрать так, что
частная производная ∂βKα будет антисимметрична и произвольна. Поскольку в выбранной
точке ∂αKβ = ∇αK

β, то справедливо равенство

∂αK
βAβ = ∂αKβA

β = ∂γKβ(δ
γ
αA

β).

Данное построение можно провести в произвольной точке многообразия S, и, следовательно,

δγαA
β = δβαA

γ .

После свертки по индексам α и γ возникает соотношение

nAβ = Aβ.

Поэтому, исключая тривиальный случай n = 1, после опускания индекса получаем равенство
Aα = 0. Следовательно, если ковекторное поле однородно и изотропно, то оно тождественно
равно нулю.

Это же относится и к векторному полю X = Xα∂α: однородное и изотропное векторное
поле на пространстве постоянной кривизны S тождественно равно нулю.

Пример 2.4.3. В качестве третьего примера рассмотрим дифференцируемый ковариант-
ный тензор второго ранга с компонентами Tαβ. Мы не предполагаем наличия какой-либо сим-
метрии по индексам α, β. Производная Ли от тензора второго ранга имеет вид

LKTαβ = Kγ∂γTαβ + ∂αK
γTγβ + ∂βK

γTαγ .

Как и в предыдущем примере, выберем векторное поле Киллинга таким образом, чтобы в
точке x ∈ S было выполнено равенство Kγ(x) = 0 и частная производная ∂αKβ была антисим-
метрична и произвольна. Тогда из равенства нулю производной Ли вытекает равенство

δδαT
γ
β + δδβTα

γ = δγαT
δ
β + δγβTα

δ.

После свертки по индексам α, δ и опускания γ получаем соотношение

(n− 1)Tγβ + Tβγ = gβγT, T := Tα
α.
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Теперь поменяем местами индексы β и γ и вычтем полученное равенство:

(n− 2)(Tγβ − Tγβ) = 0.

Отсюда следует, что при n 6= 2 инвариантный тензор второго ранга должен быть симметричен.
С учетом симметрии получаем выражение для инвариантного тензора второго ранга:

Tαβ =
T

n
gαβ .

Поскольку след тензора T – скаляр, то из его инвариантности вытекает, что он должен быть
равен постоянной, как в примере 2.4.1. Таким образом, однородное и изотропное ковариантное
тензорное поле второго ранга на пространстве постоянной кривизны имеет вид

Tαβ = Cgαβ, C = const. (2.37)

Эта формула справедлива для n > 3 и для симметричной части тензора при n = 2.
В двумерном случае инвариантный тензор может иметь антисимметричную часть, пропор-

циональную εαβ = −εβα – полностью антисимметричному тензору второго ранга:

T[αβ] = −T[βα] = Cεαβ,

если мы не учитываем пространственные отражения. При пространственных отражениях пол-
ностью антисимметричный тензор второго ранга меняет знак εαβ 7→ −εαβ . Поэтому с учетом
пространственных отражений наиболее общий вид однородного и изотропного тензора второго
ранга при n = 2 такой же, как и в более высоких размерностях (2.37).

Аналогичное построение можно провести для инвариантного контравариантного тензора
второго ранга и тензора со смешанными индексами:

Tαβ = Cgαβ , Tαβ = Cδαβ .

Полученные формулы для симметричных тензоров будут использованы при построении кос-
мологических моделей, где роль Tαβ будет играть тензор энергии-импульса полей материи.

2.5. Пространства с максимально симметричными подпространствами

Во многих важных с физической точки зрения случаях, например в космологии, (псевдо)ри-
маново многообразие M, dim M = n, представляет собой топологическое произведение двух
многообразий, M = R × S, где R – вещественная прямая, которую мы в дальнейшем отожде-
ствим со временем, и S – пространство постоянной кривизны. При этом каждой точке t ∈ R

соответствует подмногообразие S ⊂ M. Поскольку S – пространство постоянной кривизны ви-
да (2.28), то оно однородно и изотропно (теорема 2.3.2). Соответствующая группа изометрий
на S генерируется n(n − 1)/2 векторными полями Киллинга, где n := dim M. В настоящем
разделе мы найдем наиболее общий вид метрики на M, инвариантной относительно группы
симметрий, которая порождается действием группы изометрий на S.

Обозначим координаты на пространстве постоянной кривизны S через xµ, µ = 1, . . . , n− 1.
Пусть компоненты инвариантной метрики на S будут

◦
gµν(x). По построению эта метрика од-

нородна и изотропна. Она инвариантна относительно группы изометрий, генерируемых век-
торными полями Киллинга Ki = Kµ

i (x)∂µ, i = 1, . . . , n(n− 1)/2.
Предположим, что на M = R×S задана достаточно гладкая метрика лоренцевой сигнатуры

такая, что координата t является временем, т.е. g00 > 0, и все сечения постоянного времени
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t = const пространственноподобны. Кроме этого, предположим, что сужение метрики на S при
каждом значении t ∈ R совпадает с

◦
gµν . Ясно, что такая метрика имеет вид

gαβ =

(
g00 g0ν
gµ0 hµν

)
, (2.38)

где g00(t, x) и g0µ(t, x) = gµ0(t, x) – произвольные функции от t и x, а hµν(t, x) – метрика
постоянной кривизны на S, которая зависит от t как от параметра. Все компоненты метрики
предполагаются достаточно гладкими и по t, и по x. Поскольку метрика имеет лоренцеву
сигнатуру, то матрица

hµν −
g0µg0ν
g00

отрицательно определена. Кроме этого, по предположению, матрица hµν также отрицательно
определена.

Продолжим действие группы изометрий из S на все M следующим образом. Будем считать,
что компоненты векторных полей Киллинга Kµ

i (t, x) зависят от t как от параметра. Определим
действие группы инфинитезимальных изометрий на M следующими равенствами:

t 7→ t′ = t,

xµ 7→ x′µ = xµ + ǫKµ + o(ǫ), ǫ≪ 1,
(2.39)

где K – произвольный вектор Киллинга из алгебры Ли, порожденной векторами Ki. То есть
преобразования не сдвигают точки вещественной прямой t ∈ R ⊂ M. Это означает, что век-
торные поля Киллинга продолжаются на все M таким образом, что у них не возникает допол-
нительных компонент: K0∂0 = 0. Нетривиальность продолжения сводится лишь к тому, что
пространственные компоненты векторов Киллинга теперь могут зависеть от t как от парамет-
ра. Следовательно, алгебра Ли продолженных на M векторов Киллинга остается прежней.

Пример 2.5.1. В четырехмерном случае векторные поля Киллинга, продолженные на M,
порождают группу преобразований (M,G), где

G =





SO(4), S = S3 – сфера,

ISO(3), S = R3 – евклидово пространство,

SO(3, 1), S = H3 – двуполостный гиперболоид.

Этот случай важен в космологии.

Теорема 2.5.1. Если метрика (2.38) на M = R× S инвариантна относительно преобра-

зований (2.39), то в окрестности произвольной точки существует такая система коорди-

нат, в которой метрика имеет блочно-диагональный вид

ds2 = dt2 + hµνdx
µdxν , (2.40)

где hµν(t, x) – метрика постоянной кривизны на S при всех t ∈ R. В этой системе координат

компоненты векторных полей Киллинга не зависят от времени: Kµ = Kµ(x).

Доказательство. Пусть xµ – координаты на S. Зафиксируем одну из гиперповерхностей
t = const. Касательный к ней вектор имеет только пространственные компоненты: X = Xµ∂µ.
Ортогональный к ней вектор nα∂α должен удовлетворять равенству

n0XνNν + nµXνgµν = 0,
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где использована АДМ параметризация метрики, см. раздел 8.2. Поскольку данное равен-
ство должно быть выполнено для всех X, то оно определяет пространственные компоненты
нормальных векторов,

nµ = −n0Nµ.

Следовательно, квадрат ортогонального вектора положителен:

(n, n) = (N2 +NρNρ)(n
0)2 − 2(n0)2NµNµ + (n0)2NµNνgµν = N2(n0)2 > 0.

Поэтому вектор, ортогональный к пространственноподобной гиперповерхности, является вре-
мениподобным.

Выпустим из каждой точки гиперповерхности геодезическую (экстремаль), которая яв-
ляется времениподобной по построению. Выберем в качестве временно́й координаты длину
геодезической s. Не ограничивая общности, можно считать, что фиксированная гиперповерх-
ность соответствует значению s = 0. Тогда в некоторой окрестности поверхности S можно
выбрать систему координат {x0 := s, xµ}. Согласно предложению 7.12.3 в построенной таким
образом системе координат метрика имеет блочно-диагональный вид в некоторой окрестности
фиксированной поверхности:

g00 = 1, g0µ = gµ0 = 0, hµν = hµν(s, x).

На исходной гиперповерхности s = 0 нулевая компонента вектора Киллинга равна нулю,
K0(0, x) = 0, по построению. Из (0, 0) компоненты уравнения Киллинга, которое удобнее ис-
пользовать в форме (2.7), следует равенство ∂sK0(s, x) = 0. Это дифференциальное уравнение
с начальным условиемK0(0, x) = 0 имеет единственное решениеK0(s, x) = 0 для всех значений
координаты s, где определена система координат. Следовательно, все гиперповерхности, опре-
деляемые уравнением s = const, будут инвариантными многообразиями, т.е. пространствами
постоянной кривизны по крайней мере в некоторой окрестности исходной гиперповерхности.

Если метрика является блочно-диагональной (2.40), то (0, µ) компоненты уравнения Кил-
линга (2.7) принимают вид ∂sK

µ = 0. Отсюда следует, что компоненты векторных полей
Киллинга не зависят от времени.

Пространственные (µ, ν) компоненты уравнения Киллинга удовлетворяются, поскольку K
– векторы Киллинга на S.

Возвращаясь к обозначению s 7→ t, получаем метрику (2.40).

Если система координат выбрана таким образом, что инвариантная метрика на M имеет
вид (2.40), то координатные линии t, проходящие через каждую точку x ∈ S, являются геоде-
зическими. Это следует из построения данной системы координат. Данное утверждение уже
было доказано с помощью прямой проверки, предложение 7.12.4.

Если метрика имеет блочно-диагональный вид (2.40) и K = Kµ∂µ, то уравнения Киллинга
(2.7) расщепляются на временны́е и пространственные компоненты:

(α, β) = (0, 0) : 0 = 0, (2.41)

(α, β) = (0, µ) : hµν∂0K
ν = 0, (2.42)

(α, β) = (µ, ν) : hµρ∂νK
ρ + hνρ∂µK

ρ +Kρ∂ρhµν = 0. (2.43)

Теорема 2.5.2. В условиях теоремы 2.5.1 метрика (2.40) имеет вид

ds2 = dt2 + a2◦gµνdx
µdxν , (2.44)

где a(t) > 0 – произвольная вещественно аналитическая функция (масштабный множи-

тель) и
◦
gµν(x) – метрика пространства постоянной кривизны, зависящая только от x ∈ S.
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Доказательство. Поскольку hµν(t, x) – метрика пространства постоянной кривизны на
S для всех t ∈ R, то уравнения Киллинга (2.43) выполнены. Из теоремы 2.5.1 следует, что
векторные поля Киллинга не зависят от времени. Поэтому дифференцирование уравнения
(2.43) по времени приводит к равенству

ḣµρ∂νK
ρ + ḣνρ∂µK

ρ +Kρ∂ρḣµν = 0.

Это значит, что производная метрики по времени ḣµν является однородным и изотропным
тензором второго ранга. Тогда из примера 2.4.3 вытекает, что производная метрики по времени
пропорциональна самой метрике:

ḣµν = fhµν , (2.45)

где f(t) – произвольная достаточно гладкая функция времени.
Если f = 0, то доказывать нечего, и метрика имеет вид (2.44) с a = const.
Пусть f 6= 0. Тогда введем новую временну́ю координату t 7→ t′, определяемую дифферен-

циальным уравнением
dt′ = f(t)dt.

Тогда уравнение (2.45) упростится
dhµν
dt′

= hµν .

Его общее решение имеет вид

hµν(t
′, x) = C et

′ ◦
gµν(x), C = const 6= 0,

где
◦
gµν(x) – метрика на пространстве постоянной кривизны S, которая не зависит от времени.

Отсюда вытекает представление (2.44).
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Пусть на многообразии M задана аффинная геометрия, т.е. метрика g и аффинная связ-
ность Γ. Тогда можно построить два типа выделенных кривых: геодезические и экстремали.
Геодезические линии определяются только связностью как линии, касательный вектор к кото-
рым остается касательным при параллельном переносе. Экстремали, напротив, определяются
только метрикой как линии экстремальной длины. Поскольку метрика и связность являются
независимыми геометрическими объектами, то в общем случае геодезические линии и экстре-
мали различны. В частном случае (псевдо)римановой геометрии, когда связностью является
связность Леви-Чивиты, геодезические и экстремали совпадают.

В настоящей главе мы рассмотрим оба типа кривых, так как они играют важную роль в
моделях математической физики. Достаточно сказать, что одним из постулатов общей теории
относительности является предположение о том, что свободные точечные частицы, подвержен-
ные действию только гравитационных сил, движутся по экстремалям. Кроме того, понятие
полноты многообразий связано также с экстремалями.

3.1. Геодезические

В аффинной геометрии (M, g,Γ) существует выделенное семейство линий, которые назы-
ваются геодезическими. Рассмотрим произвольную кривую γ = x(t) = {xα(t)}, где −∞ 6 t1 <
t < t2 6 ∞, на многообразии M. Вектор скорости кривой, u(t) = {uα(t) := ẋα(t)}, как всегда,
предполагается отличным от нуля.

Определение. Геодезической линией на многообразии M называется кривая x(t) класса
C2([t1, t2]), касательный вектор к которой остается касательным при параллельном переносе
вдоль нее.

Замечание. В определении геодезической линии присутствует только аффинная связ-
ность. Поэтому понятие геодезической линии никакого отношения к метрике не имеет, которой
может вообще не быть на многообразии.

Получим уравнения, которым должны удовлетворять координатные функции xα(t) для то-
го, чтобы кривая γ была геодезической. Выберем произвольный отличный от нуля вектор X0,
который касается кривой γ в некоторой точке x(t0), и разнесем его вдоль всей кривой с помо-
щью параллельного переноса. В результате получим векторное поле X

(
x(t)

)
, определенное на

кривой γ. Множество векторных полей, определенных на кривой γ, будем обозначать X (M, γ).
Из определения геодезической следует, что это векторное поле всюду касается γ и, следова-
тельно, пропорционально векторному полю скорости: Xα(t) = f(t)uα(t), где f – некоторая
отличная от нуля функция на γ. Изменим параметризацию кривой t 7→ s(t). Тогда условие
параллельности примет вид

Xα = f
ds

dt

dxα

ds
. (3.1)

Выберем новый параметр вдоль геодезической таким образом, чтобы было выполнено урав-
нение

ds

dt
=

1

f
,
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которое всегда имеет решение, поскольку f 6= 0. Таким образом, на геодезической линии суще-
ствует такая параметризация, что вектор скорости u при параллельном переносе остается век-
тором скорости. В дальнейшем мы предполагаем, что параметр t вдоль геодезической выбран
таким образом, что f = 1. Если вектор скорости геодезической при параллельном переносе
остается касательным, то ковариантная производная от него вдоль геодезической равна нулю
(см. [23], глава 6):

∇uu = uα(∂αu
β + Γαγ

βuγ)∂β = 0. (3.2)

Поскольку d/dt = uα∂α, то это уравнение в компонентах принимает вид

ẍα = −Γβγ
αẋβẋγ . (3.3)

Это уравнение не инвариантно относительно перепараметризации кривой. Однако оно допус-
кает линейную замену параметра

t 7→ at+ b, a, b ∈ R, a 6= 0. (3.4)

Таким образом, мы получили критерий того, что кривая x(t) является геодезической.

Предложение 3.1.1. Кривая x(t) на многообразии M с заданной аффинной связно-

стью Γ является геодезической тогда и только тогда, когда существует такая параметри-

зация кривой, что ее координатные функции xα(t) удовлетворяют системе уравнений (3.3).

Замечание. В уравнение (3.2) входит частная производная ∂αuβ от вектора скорости. Эта
производная не определена, так как векторное поле скорости uβ

(
x(t)

)
задано только вдоль

кривой γ. Тем не менее в уравнение входит производная по направлению uα∂αu
β = ẍα, кото-

рая имеет смысл. Это значит, что для определения частной производной ∂αuβ векторное поле
скорости можно продолжить в некоторую окрестность кривой γ произвольным дифференци-
руемым образом, а конечный ответ от такого продолжения не зависит. Подобный трюк будет
часто встречаться в дальнейшем.

Определение. Векторное поле a(t), определенное вдоль произвольной кривой x(t) на мно-
гообразии M с заданной связностью Γ,

a := ∇uu =
(
ẍα + Γβγ

αẋβẋγ
)
∂α, (3.5)

называется ускорением кривой.

Сравнивая ускорение кривой с уравнением для геодезической, получаем, что кривая будет
геодезической тогда и только тогда, когда ее ускорение равно нулю.

Ускорение кривой, так же как и скорость, является векторным полем вдоль кривой, u, a ∈
X (M, γ), и зависит от ее параметризации. При выводе уравнений геодезической линии (3.3)
была выбрана специальная параметризация кривой γ.

Определение. Параметр t, по которому проводится дифференцирование в системе обык-
новенных дифференциальных уравнений (3.3), определяющих геодезическую линию, называ-
ется каноническим или аффинным.

Поскольку уравнение (3.1) имеет тензорную форму, то канонический параметр не зависит
от выбора системы координат на M.

Предложение 3.1.2. Любые два канонических параметра вдоль геодезической связаны

между собой линейным преобразованием (3.4).
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Доказательство. Рассмотрим вопрос как меняется уравнение для геодезических при
произвольной замене канонического параметра. При другой параметризации геодезической
xα(s), где s = s(t), ds/dt 6= 0, уравнение (3.3) изменится:

(
ds

dt

)2 d2xα

ds2
+
d2s

dt2
dxα

ds
= −

(
ds

dt

)2

Γβγ
α dx

β

ds

dxγ

ds
. (3.6)

Отсюда следует, что форма уравнений (3.3) не изменится тогда и только тогда, когда
d2s/dt2 =0, т.е. замена параметра является аффинной.

Уравнение (3.6) представляет собой уравнение геодезической x(s) при произвольной пара-
метризации кривой. Действительно, из правила дифференцирования сложной функции выте-
кает формула

d2s

dt2

/(ds
dt

)2

= − d2t

ds2

/ dt
ds
,

где (
dt

ds

)2

= gαβ
dxα

ds

dxβ

ds
.

Тогда уравнение для геодезической в произвольной параметризации примет вид

d2xα

ds2
= −Γβγ

αdx
β

ds

dxγ

ds
+
dxα

ds

d2t

ds2

/ dt
ds
. (3.7)

Пример 3.1.1. В пространстве Минковского R1,3 точечная частица движется по некоторой
мировой линии x(t). Если в качестве параметра вдоль траектории выбрано время t = x0, то
скорость и ускорение кривой совпадают со скоростью и ускорением частицы. Если частица
свободна, т.е. на нее не действуют никакие силы и, следовательно, ее ускорение равно нулю,
то траекторией частицы будет одна из геодезических линий. Поскольку связность в R1,3 в
декартовой системе координат имеет равные нулю компоненты, то уравнения (3.3) сводятся к
уравнениям

ẍα = 0,

которые определяют прямые линии. Таким образом, в пространстве Минковского R1,3 прямые
и только они являются геодезическими. Это значит, что свободная частица в пространстве
Минковского равномерно движется вдоль прямой линии (первый закон Ньютона).

Геодезическая линия в аффинной геометрии обобщает понятие прямой в (псевдо)евкли-
довом пространстве, сохраняя то свойство, что касательный вектор остается касательным при
параллельном переносе.

Пример 3.1.2. В пространствах абсолютного параллелизма, для которых тензор кривиз-
ны равен нулю Rαβγ

δ = 0, локально существует система координат, в которой симметричная
часть аффинной связности равна нулю Γ{αβ}

γ = 0. Поскольку геодезические линии (3.3) опре-
деляются только симметричной частью аффинной связности, то в этой системе координат
геодезические являются прямыми линиями. В частности, если на группе Ли задана канони-
ческая связность, т.е. параллельный перенос отождествлен с групповым действием справа,
то такая система координат локально существует. Заметим, что в правоинвариантном базисе
на группе Ли компоненты связности равны нулю, однако он не является голономным и не
определяет ту систему координат, о которой идет речь.
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Для двух параметризаций xα(t) и xα(s) одной геодезической справедливо равенство

d2s

dt2
=
ds

dt

dxβ

ds
∂β

(
ds

dt

)
,

и уравнение (3.6) переписывается в эквивалентной форме

d2xα

ds2
= −Γβγ

αdx
β

ds

dxγ

ds
− dxα

ds

dxβ

ds
∂β ln

∣∣∣∣
ds

dt

∣∣∣∣ =

= −Γβγ
αdx

β

ds

dxγ

ds
− 1

2

(
δαβ∂γ ln

∣∣∣∣
ds

dt

∣∣∣∣+ δαγ ∂β ln

∣∣∣∣
ds

dt

∣∣∣∣
)
dxβ

ds

dxγ

ds
. (3.8)

Будем говорить, что две геодезические линии xα(t) и xα(s) для различных связностей Γ1αβ
γ

и Γ2αβ
γ на одном и том же многообразии M имеют одинаковую форму, если множества точек,

через которые проходят геодезические линии, совпадают. Тогда из уравнения (3.8) следует
критерий совпадения формы геодезических для двух аффинных связностей.

Теорема 3.1.1. Для того чтобы форма геодезических xα(t) и xα(s), где t и s – канониче-

ские параметры, для двух аффинных связностей Γ1αβ
γ и Γ2αβ

γ на многообразии M совпадала,
необходимо и достаточно, чтобы симметричные части этих связностей были связаны со-

отношением

Γ2{αβ}
γ = Γ1{αβ}

γ +
1

2

(
δγβ∂αϕ+ δγα∂βϕ

)
, (3.9)

где ϕ = ϕ(x) – некоторая функция, определяющая связь канонических параметров для каж-

дой геодезической линии
ds

dt
= eϕ. (3.10)

Пусть задан диффеоморфизм многообразий

f : M → N

такой, что аффинная связность на M отображается в аффинную связность на N. Тогда диф-
феоморфизм f отображает геодезическую линию в геодезическую, поскольку определение гео-
дезической линии инвариантно (не зависит от системы координат).

Уравнения для геодезических (3.3) – это система нелинейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений второго порядка. Поэтому при достаточно гладких компонентах связности
для однозначного решения задачи Коши необходимо задать начальную точку {xα(0)} и вектор
скорости {ẋα(0)}. Геометрически это означает, что через данную точку многообразия в данном
направлении проходит одна и только одна геодезическая.

Предложение 3.1.3. Если аффинная связность Γ на многообразии M гладкая, то гео-

дезические линии также являются гладкими C∞ кривыми.

Доказательство. Продифференцируем уравнение геодезических (3.3) по каноническому
параметру. Правая часть полученного равенства зависит от компонент связности и их первых
производных, а также от компонент вектора скорости и их первой производной. Поэтому пра-
вая часть определена и непрерывна. Следовательно, третья производная от координатных
функций xα(t) существует и непрерывна. Дальнейшее дифференцирование приводит к глад-
кости геодезических.
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Для геодезической линии можно также поставить краевую задачу: найти геодезическую,
соединяющую две фиксированные точки многообразия, которое предполагается линейно связ-
ным. Эта задача разрешима в малом, т.е. любые две достаточно близкие точки можно соеди-
нить геодезической и притом только одной. Для удаленных точек эта задача может не иметь
решения или иметь несколько решений.

Определение. (Псевдо)риманово многообразие M называется геодезически выпуклым,
если любые две его точки могут быть соединены геодезической.

Пример 3.1.3. Рассмотрим плоскость с конической сингулярностью и положительным уг-
лом дефицита M = U∪V, где U – область, изометричная евклидовой плоскости R2 с выколотой
полупрямой R+ := {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y = 0}, и V – клин евклидовой плоскости, который
вставлен (см. рис.3.1). Тогда на ней существуют точки, которые нельзя соединить геодези-
ческой. Действительно, все геодезические, проходящие через точку p, соединяют ее со всеми
точками евклидовой плоскости R2, до того, как клин был вставлен. Поскольку при диффео-
морфизме (R2 \ R+ на U) геодезическая переходит в геодезическую и их число сохраняется,
то точку p нельзя соединить геодезической ни с какой точкой q, лежащей на клине V, кото-
рый вставлен со стороны, противоположной конической сингулярности. Это многообразие не
является геодезически выпуклым.

p q
x

y

V

Рис. 3.1. Точки p и q на плоскости с конической сингулярностью и положительным углом
дефицита нельзя соединить геодезической

Пример 3.1.4. Рассмотрим сферу, вложенную в евклидово пространство, S2 →֒ R3. Пусть
метрика на сфере индуцирована вложением и на ней задана связность Леви-Чивиты. Тогда
любые две точки на сфере S2, не являющиеся диаметрально противоположными, можно со-
единить двумя разными геодезическими (две дуги большой окружности, проходящей через
эти точки). Диаметрально противоположные точки соединяются бесконечным числом геоде-
зических. Сфера S2 является геодезически выпуклым многообразием.

Введем важное понятие полноты геодезической по каноническому параметру t. В силу
однозначного разрешения задачи Коши, через каждую точку многообразия в заданном на-
правлении проходит одна геодезическая. Это значит, что геодезическую линию, если она за-
канчивается в некоторой точке q ∈ M, всегда можно продолжить. Действительно, если при
конечном значении канонического параметра геодезическая попадает в точку q, то продолжим
ее, склеив с геодезической, выходящей из точки q в том же направлении.

Определение. Геодезическая в M называется полной, если ее можно продолжить в обе
стороны до бесконечного значения канонического параметра, t ∈ (−∞,∞).

Замечание. Поскольку канонический параметр определен с точностью до аффинного
преобразования и не зависит от выбора системы координат, то данное определение корректно.
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Геодезическую линию можно рассматривать как интегральную кривую векторного поля
скорости u := {ẋα}. Тогда полнота геодезической означает полноту векторного поля u.

Пусть на многообразии M задана не только аффинная связность Γ, но и метрика g. Тогда
компоненты аффинной связности можно выразить через метрику, кручение и неметричность
по формуле (см. [23], глава 6)

Γαβγ := Γαβ
δgδγ =

1

2
(∂αgβγ + ∂βgγα − ∂γgαβ) +

1

2
(Tαβγ − Tβγα + Tγαβ) +

+
1

2
(Qαβγ +Qβγα −Qγαβ). (3.11)

Хотя в уравнение для геодезических входит только симметричная часть связности, тем не
менее оно нетривиально зависит от кручения и неметричности. Действительно, из формулы
(3.11) следует, что симметричная часть аффинной связности имеет вид

Γ{βγ}
α =

1

2
(Γβγ

α + Γγβ
α) =

= Γ̃βγ
α +

1

2
(Tαβγ + Tαγβ) +

1

2
(Qβγ

α +Qγβ
α −Qαβγ), (3.12)

где Γ̃βγ
α – символы Кристоффеля. Ясно, что две связности, имеющие одинаковую симметрич-

ную часть, определяют одно и то же семейство геодезических.
Рассмотрим два вектора X и Y , которые параллельно переносятся вдоль геодезической γ.

Предложение 3.1.4. Зависимость скалярного произведения (X,Y ) двух векторов, ко-

торые параллельно переносятся вдоль γ , от точки геодезической определяется только тен-

зором неметричности:

∂u(X,Y ) = ∇u(X
αY βgαβ) = −uγXαY βQγαβ . (3.13)

Отсюда следует, что в римановой геометрии и геометрии Римана–Картана, где Q = 0,
скалярное произведение двух векторов при параллельном переносе вдоль геодезической сохра-

няется. В частности, квадрат вектора скорости геодезической постоянен вдоль нее.

Доказательство. Следует из определения тензора неметричности

−Qαβγ := ∇αgβγ = ∂αgβγ − Γαβ
δgδγ − Γαγ

δgβδ. (3.14)

Замечание. Это утверждение верно и для произвольной кривой ([23], предложение 6.4.1).
Скалярное произведение двух векторных полей, полученных в результате параллельного пере-
носа двух векторов вдоль произвольной кривой γ в римановой геометрии и геометрии Римана–
Картана, не зависит от точки кривой.

Следствие. Если неметричность лоренцева многообразия M равна нулю, то квадрат век-
тора скорости постоянен вдоль геодезических, и их можно разделить на три класса: временипо-
добные, пространственноподобные и светоподобные (изотропные). При этом тип геодезической
не может меняться от точки к точке.

В заключение настоящего раздела получим уравнение девиации геодезических. Пусть на
многообразии M задана произвольная кривая σ = y(s), s ∈ [s1, s2], и отличное от нуля вектор-
ное поле X(s) ∈ X (M, σ), определенное вдоль этой кривой и которое нигде не касается кривой
σ. Рассмотрим семейство геодезических γs = x(t, s), проходящих через каждую точку кривой
σ в направлении X(s):

x(0, s) = y(s), ẋ(0, s) = X(s),
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где точка, как и раньше, обозначает дифференцирование по каноническому параметру t. Если
кривая y(s) и векторное поле X(s) достаточно гладкие, то множество точек x(t, s) образует
двумерное подмногообразие (поверхность) Σ в M при достаточно малых t. При этом параметры
t, s можно выбрать в качестве координат на Σ. Этим координатам соответствуют векторные
поля

u := ∂t =
∂xα

∂t
∂α, Y := ∂s =

∂xα

∂s
∂α, (3.15)

которые коммутируют между собой, [u, Y ] = 0. После замены в коммутаторе частных произ-
водных на ковариантные, получим равенство

uβ∇βY
α = Y β∇βu

α + uβY γTβγ
α, (3.16)

где Tβγα := Γβγ
α − Γγβ

α – тензор кручения.

Определение. Векторное поле Y ∈ X (M,Σ), определенное равенством (3.15), называется
вектором девиации геодезических. Векторные поля с компонентами

V α := uβ∇βY
α, (3.17)

Aα := uβ∇βV
α (3.18)

называются соответственно скоростью и ускорением девиации близких геодезических.

Векторное поле девиации определяет расположение близких геодезических на поверхности
Σ, а векторные поля скорости и ускорения девиации характеризуют, как меняются располо-
жение геодезических при движении вдоль геодезической.

Предложение 3.1.5. Ускорение девиации геодезических определяется тензором кривиз-

ны и кручения:

Aα = uγuδY βRγβδ
α + uγuδ∇δ

(
Y βTγβ

α
)
. (3.19)

Доказательство. Прямая проверка:

uγ∇γ(u
β∇βY

α) = uγ∇γ(Y
β∇βu

α + uβY δTβδ
α) =

= uγ∇γY
β∇βu

α + uγY β∇γ∇βu
α + uβuγ∇γ(Y

δTβδ
α) =

= uγ∇γY
β∇βu

α + uγY β∇β∇γu
α + uγuδY βRγβδ

α − uγY βTγβ
δ∇δu

α + uβuγ∇γ(Y
δTβδ

α) =

= Y γ∇γ(u
β∇βu

α) + uγuδY βRγβδ
α + uβuγ∇γ(Y

δTβδ
α) =

= uγuδY βRγβδ
α + uβuγ∇γ(Y

δTβδ
α),

где мы учли равенство (3.16), уравнения геодезических (3.2) и выражение коммутатора кова-
риантных производных через тензоры кривизны и кручения

[∇α,∇β]u
γ = Rαβδ

γuδ − Tαβ
δ∇δu

γ . (3.20)

В (псевдо)римановой геометрии уравнение (3.19) упрощается

Aα = uγuδY βR̃γβδ
α. (3.21)

В литературе по общей теории относительности оно известно как уравнение девиации геоде-

зических. Это уравнение можно переписать в виде

∇2
uY

α + uδuβY γR̃γδβ
α = 0. (3.22)

Оно совпадает с равенством нулю второй вариации действия для экстремалей (3.43), которое
будет получено позже в разделе 3.4.
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3.2. Экстремали

Другим выделенным типом кривых в аффинной геометрии (M, g,Γ) являются экстремали,
которые определяются как линии экстремальной длины. Рассмотрим произвольную достаточ-
но гладкую кривую γ = x(t) ∈ M, t ∈ [t1, t2]. Предположим, что квадрат вектора скорости
кривой, uα := ẋα(t), всюду отличен от нуля, u2 := uαuβgαβ 6= 0.

Замечание. Для римановой метрики это условие автоматически выполняется, поскольку
вектор скорости предполагается отличным от нуля. Если метрика не является знакоопределен-
ной, то это условие нетривиально. Например, для лоренцевой метрики это условие равносильно
тому, что мы рассматриваем либо времени-, либо пространственноподобные кривые.

Пусть кривая соединяет две точки p = {xα(t1)} и q = {xα(t2)}. Тогда длина этой кривой
задается интегралом

S =

q∫

p

ds, ds := dt
√

|gαβ ẋαẋβ| = dt
√

|u2|. (3.23)

Этот функционал инвариантен относительно общих преобразований координат xα и произ-
вольной перепараметризации кривой t→ τ(t).

Определение. Экстремалью, соединяющей две точки (псевдо)риманова многообразия
p, q ∈ M, если она существует, называется неизотропная кривая γ класса C2([t1, t2]), для кото-
рой функционал (3.23) принимает экстремальное значение.

Замечание. Если метрика на многообразии M не является знакоопределенной, то суще-
ствуют изотропные кривые, для которых функционал длины (3.23) равен нулю и данное выше
определение экстремалей не проходит. Определение изотропных экстремалей будет дано ниже.

Экстремали в римановом пространстве обобщают понятие прямой в евклидовом простран-
стве, сохраняя свойство быть линиями минимальной (экстремальной) длины, соединяющей
две точки.

Пример 3.2.1. Не любые две точки линейно связного многообразия p, q ∈ M, на котором
задана риманова метрика, можно соединить кривой наименьшей длины. Рассмотрим кольцо
на евклидовой плоскости R2, рис.3.2. Это – риманово некомпактное связное неодносвязное
двумерное многообразие. Если отрезок, соединяющий точки p и q, пересекает вырезанную
дырку, то эти точки нельзя соединить кривой наименьшей длины. Действительно, для любой
кривой γ, соединяющей точки p и q, всегда найдется кривая γ′ меньшей длины. Построение
ясно из рисунка.

Найдем уравнения, которым должны удовлетворять координатные функции xα(t) для того,
чтобы кривая x(t) была экстремалью. Пусть экстремаль соединяет две точки p и q многообра-
зия. Выберем такую карту на многообразии, которая целиком содержит данную экстремаль.
Для этого достаточно взять объединение всех достаточно малых шаров, центры которых ле-
жат на экстремали. Пусть в этой карте экстремаль и ее вариация задаются набором функций
xα(t) и δxα(t). Мы предполагаем, что вариации кривой в конечных точках p, q ∈ M равны ну-
лю, δxα(p) = δxα(q) = 0, и поэтому вкладом граничных членов при интегрировании по частям
можно пренебречь. Вариация длины кривой (3.23) с точностью до знака имеет вид

δS =

∫
dt

2
√

|u2|
[
2δ(ẋα)ẋβgαβ + ẋαẋβδgαβ

]
.
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p q

g

g ¢

Рис. 3.2. Точки p и q нельзя соединить экстремалью

Проинтегрируем первое слагаемое по частям и воспользуемся равенством

δgβγ = ∂αgβγδx
α.

Тогда вариация длины кривой принимает вид

δS = −
∫
dt

[
d

dt

(
ẋβgαβ√

|u2|

)
− 1

2
√

|u2|
ẋβẋγ∂αgβγ

]
δxα.

Поскольку

ds =
√

|u|2dt и ẋα =
√

|u2|dx
α

ds
,

то вариацию длины кривой можно переписать в виде

δS = −
∫
ds

(
d2xβ

ds2
+ Γ̃γδ

β dx
γ

ds

dxδ

ds

)
gαβδx

α,

где Γ̃βγ
α – символы Кристоффеля (2.15). Фактически, на этом этапе мы воспользовались инва-

риантностью интеграла (3.23) относительно перепараметризации кривой, выбрав длину кри-
вой в качестве параметра, t 7→ s. Параметр s вдоль экстремали называется каноническим.
В дальнейшем канонический параметр мы будем обозначать буквой t. Таким образом, мы
доказали следующее утверждение.

Теорема 3.2.1. Для того чтобы кривая x(t) была экстремалью в канонической пара-

метризации, необходимо и достаточно, чтобы координатные функции xα(t) удовлетворяли

системе обыкновенных дифференциальных уравнений

ẍα = −Γ̃βγ
αẋβ ẋγ , (3.24)

где точка обозначает дифференцирование по каноническому параметру t.

Замечание. Параметр t, по которому проводится дифференцирование в уравнении (3.24)
так же, как и для геодезических, называется каноническим или аффинным. Он определен с
точностью до аффинного преобразования. Таким образом, канонический параметр в общем
случае не равен, а пропорционален длине экстремали.
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В приложениях иногда полезно использовать произвольную параметризацию экстремалей.
Обозначим экстремаль в произвольной параметризации через {xα(u)}, где u – произвольный
параметр. Он связан с каноническим параметром некоторым достаточно гладким и невырож-
денным преобразованием t 7→ u(t), dt/du 6= 0. Равенство (3.6) представляет собой уравнение
экстремалей (если Γβγ

α – символы Кристоффеля), записанное в произвольной параметриза-
ции. Запишем его в виде

d2xα

du2
= −Γ̃βγ

αdx
β

du

dxγ

du
− dxα

du

d2u

dt2

(
dt

du

)2

. (3.25)

Легко проверить формулу дифференцирования

d2u

dt2

(
dt

du

)2

= − d2t

du2

du

dt
.

Тогда уравнение экстремалей в произвольной параметризации (3.25) примет вид

d2xα

du2
= −Γ̃βγ

α dx
β

du

dxγ

du
+
dxα

du

d2t

du2

du

dt
. (3.26)

Если в качестве канонического параметра выбрана длина экстремали t = s,

ds2 := gαβdx
αdxβ,

то равенство (3.26) необходимо дополнить уравнением на параметр

(
ds

du

)2

= gαβ
dxα

du

dxβ

du
. (3.27)

Отметим, что уравнения для экстремалей (3.25) и (3.26) инвариантны относительно ли-
нейного преобразования канонического параметра t 7→ kt, k 6= 0. Поэтому выбор длины экс-
тремали в качестве канонического параметра не является существенным. Если же изменить
параметризацию экстремали u 7→ ku, то уравнение целиком умножится на постоянную 1/k2,
т.е., по существу, не изменится.

Пример 3.2.2. Пусть в некоторой области U ⊂ M (псевдо)риманова многообразия суще-
ствует такая система координат, в которой метрика имеет постоянные компоненты. Тогда в
этой области символы Кристоффеля равны нулю и, следовательно, уравнения (3.24) прини-
мают вид ẍα = 0. Поэтому прямые и только они являются экстремалями в рассматриваемой
области U.

Мы получили критерий того, что неизотропная кривая является экстремалью. При выводе
уравнений (3.24) из вариационного принципа для действия (3.23) существенно используется
условие u2 6= 0, которое исключает изотропные (светоподобные) экстремали. Поэтому изо-
тропные экстремали определим не с помощью функционала длины, а непосредственно урав-
нениями (3.24). Для любой изотропной кривой u2 = 0 и интеграл (3.23) равен нулю. В то же
время уравнения (3.24) имеют смысл.

Определение. Изотропной экстремалью в канонической параметризации называется
изотропная кривая γ класса C2([t1, t2]), которая задана функциями xα(t), удовлетворяющи-
ми системе обыкновенных дифференциальных уравнений (3.24).
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Это определение корректно, так как квадрат вектора скорости экстремали постоянен. При
этом не всякая изотропная кривая является экстремалью. Если параметр вдоль изотропной
экстремали xα(u) не канонический, то система уравнений меняется на уравнения (3.26). При
этом длина касательного вектора остается нулевой.

Определения изотропных и неизотропных экстремалей можно объединить.

Определение. Кривая γ класса C2([t1, t2]) называется экстремалью, если она задается
функциями xα(t), где t – канонический параметр, удовлетворяющими системе дифференци-
альных уравнений (3.24). Другими словами, экстремалью на (псевдо)римановом многообразии
(M, g) называется геодезическая для связности Леви-Чивиты.

Замечание. Мы начали с другого определения экстремалей, так как в последнем опре-
делении теряется основное свойство неизотропных экстремалей реализовывать экстремумы
функционала длины (3.23).

Уравнение для экстремалей (3.24) можно переписать в явно ковариантном виде

ẋβ∇̃βẋ
α = 0. (3.28)

Это просто уравнение геодезических (3.2) для связности Леви-Чивиты. Опустив в этом урав-
нении индекс α и расписав ковариантную производную, получим альтернативную форму урав-
нения для экстремалей

∂

∂t
(gαβ ẋ

β) − 1

2
∂αgβγ ẋ

βẋγ = 0. (3.29)

Уравнения (3.24) определяются только метрикой, поскольку функционал длины не зависит
от аффинной связности. Тем самым экстремали не зависят от того, заданы ли на многообра-
зии M тензоры кручения и неметричности или нет. Сравнение уравнений (3.24) с уравнением
для геодезических (3.3) показывает, что экстремали являются геодезическими линиями по от-
ношению к параллельному переносу, определяемому символами Кристоффеля. Это означает,
что все свойства геодезических справедливы также и для экстремалей. В частности, канониче-
ский параметр вдоль экстремали инвариантен относительно преобразования координат. При
произвольной параметризации уравнение для экстремалей имеет вид (3.26).

Из предложения 3.1.3 следует, что если метрика g на многообразии является гладкой функ-
цией, то экстремали являются гладкими кривыми класса C∞.

Через произвольную точку x ∈ M в направлении Xα проходит одна и только одна экс-
тремаль, поскольку она определяется системой обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка (3.24). Это значит, что любую экстремаль, которая заканчивается в некоторой
точке q ∈ M, можно продолжить. Действительно, если она заканчивается в точке q ∈ M при
значении канонического параметра t2, то существует единственная экстремаль, проходящая
через q и имеющая тот же касательный вектор.

Определение. Экстремаль γ в M называется полной, если ее можно продолжить до бес-
конечного значения канонического параметра в обе стороны, t ∈ (−∞,∞).

Замечание. При продолжении экстремали возможны два случая. Во-первых, она может
оказаться полной и иметь бесконечную длину. К полным экстремалям мы относим также и
замкнутые экстремали, которые имеют конечную длину. Хотя их длина конечна, но кано-
нический параметр продолжается до бесконечности, что соответствует бесконечному числу
проходов вдоль экстремали. Во-вторых, при конечном значении канонического параметра экс-
тремаль может попасть в такую точку многообразия, в которой один из геометрических ин-
вариантов, например скалярная кривизна, не определен. Эта точка является сингулярной, и
продолжение экстремали через нее не имеет смысла.
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Очевидно, что в (псевдо)римановой геометрии экстремали и геодезические совпадают, по-
скольку совпадают уравнения (3.3) и (3.24) при Γαβ

γ = Γ̃αβ
γ . В общем случае экстремали и

геодезические не совпадают и их поведение должно исследоваться отдельно. Критерий совпа-
дения экстремалей и геодезических дает следующая

Теорема 3.2.2. В аффинной геометрии (M, g,Γ) экстремали и геодезические совпадают

тогда и только тогда, когда кручение и неметричность удовлетворяют соотношению

1

2
(Tαβγ − Tγαβ) = Qαβγ . (3.30)

Доказательство. Экстремали и геодезические совпадают, если и только если симмет-
ричная часть компонент связности равна символам Кристоффеля, Γ{βγ}

α = Γ̃βγ
α. Тогда из

(3.12) следует соотношение между тензором кручения и неметричностью:

Tαβγ − Tγαβ = −Qβγα −Qγαβ +Qαβγ . (3.31)

Сделав циклическую перестановку индексов αβγ 7→ βγα и сложив полученное уравнение с
(3.31), получим (3.30). Обратно. Подстановка тензора неметричности (3.30) в уравнение (3.31),
как легко проверить, приводит к тождеству.

Следствие. В геометрии Римана–Картана, где Q = 0, экстремали и геодезические совпа-
дают тогда и только тогда, когда тензор кручения с опущенным индексом антисимметричен
по всем трем индексам, Tαβγ = T[αβγ].

3.3. Интегрирование уравнений для экстремалей и геодезических

Уравнения для экстремалей и геодезических в ряде случаев имеют первые интегралы,
наличие которых существенно упрощает их исследование. Начнем с универсального закона
сохранения. Из сравнения уравнений (3.24) и (3.3) следует, что экстремаль является геодези-
ческой линией для связности, определяемой символами Кристоффеля. Поскольку при парал-
лельном переносе и в римановой геометрии, и в геометрии Римана–Картана длины векторов не
меняются, то отсюда сразу следует, что длина вектора скорости u = {u̇α} вдоль экстремалей
и геодезических постоянна.

Предложение 3.3.1. В геометрии Римана–Картана и (псевдо)римановой геометрии

для уравнений геодезических (3.3) и экстремалей (3.24) существует первый интеграл

C0 = u2 := ẋαẋβgαβ = const, (3.32)

квадратичный по первым производным (скоростям).

Доказательство. Следствие предложения 3.1.4. Можно доказать и формально, продиф-
ференцировав уравнение (3.32) по каноническому параметру и воспользовавшись уравнением
для геодезических или экстремалей.

Рассмотрим, как меняется квадрат длины касательного вектора C0(t) = ẋαẋβgαβ вдоль
геодезической линии в аффинной геометрии общего вида. Дифференцируя это соотношение
по каноническому параметру и используя уравнение для геодезических, получим

du2

dt
= ẋαẋβ ẋγQαβγ . (3.33)
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Отсюда следует, что C0 = const при нулевом тензоре неметричности. В геометрии Римана–
Картана–Вейля уравнение (3.33) принимает вид

du2

dt
= ẋαWαC0(t). (3.34)

Первый интеграл (3.32) имеет кинематический характер и существует для любой экстрема-
ли и геодезической в (псевдо)римановой геометрии и геометрии Римана–Картана. Если метри-
ка имеет лоренцеву сигнатуру, то экстремали и геодезические можно разделить на три класса:
времениподобные, C0 > 0, изотропные или светоподобные, C0 = 0, и пространственноподоб-
ные, C0 < 0. Поскольку канонический параметр определен с точностью до аффинных преобра-
зований, то для времениподобных и пространственноподобных экстремалей его всегда можно
выбрать таким образом, что C0 = ±1. В этом случае для времениподобных экстремалей ка-
нонический параметр называется собственным временем, а для пространственноподобных –
длиной экстремали.

Замечание. Отметим, что если некоторая кривая, не обязательно экстремаль или гео-
дезическая, имеет определенный тип, то вдоль нее параметр всегда можно выбрать таким
образом, что будет выполнено условие (3.32). Для изотропных кривых равенство (3.32), оче-
видно, выполняется. Допустим, что кривая имеет определенный тип в некоторой области, т.е.
C0(t) 6= 0. Тогда, вводя новый параметр s(t), получим

C0(t) =

(
ds

dt

)2

ẋαẋβgαβ ,

где точка обозначает дифференцирование по s. Уравнение

ds

dt
=
√

|C0|

всегда имеет решение. Поэтому условие (3.32) будет выполнено относительно нового парамет-
ра s.

Существование других первых интегралов связано с инфинитезимальными симметриями
метрики, которые определяются векторными полями Киллинга.

Предложение 3.3.2. Если метрика на многообразии имеет один или несколько векто-

ров Киллинга Ki = {Kα
i }, i = 1, . . . ,m, то для каждого вектора Киллинга имеется свой

интеграл движения и для экстремалей, и для геодезических в канонической параметриза-

ции

Ci = Kα
i ẋ

βgαβ = const, i = 1, . . . ,m, (3.35)

который линеен по компонентам скорости.

Доказательство. Дифференцируем соотношения (3.35) по каноническому параметру и
используем уравнения (3.3) или (3.24).

3.4. Вторая вариация уравнений для экстремалей

Допустим, что метрика положительно определена, т.е. многообразие риманово. Экстре-
мали на римановом многообразии (M, g) определяются действием (3.23). Тогда любая экстре-
маль удовлетворяет уравнениям Эйлера–Лагранжа (3.24). Это свойство является необходимым
условием для того, чтобы экстремаль была линией наименьшей или наибольшей длины. Для
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того чтобы найти достаточное условие реализации минимума или максимума функционалов
(3.23) или (3.47), необходимо исследовать вторую вариацию функционала.

Напомним общее определение второй вариации. Пусть задана достаточно гладкая кривая
γ = {xα(t)} ∈ M, где t ∈ [t1, t2], соединяющая две фиксированные точки многообразия p =
γ(t1) и q = γ(t2). Рассмотрим функционал

S[γ] =

∫

γ
dtL(x, ẋ). (3.36)

Допустим, что заданы два произвольных векторных поля X,Y ∈ X (M, γ), которые определены
на кривой γ и равны нулю в точках p и q. Обозначим через λ и µ два вещественных параметра.

Определение. Назовем первой вариацией функционала (3.36) частную производную

∂

∂λ
S[γ + λX]

∣∣∣∣
λ=0

=

∫

γ
dt
δS

δxα
Xα. (3.37)

Частная производная

Gγ [X,Y ] = Gγ [Y,X] =
∂2

∂λ∂µ
Sγ [γ + λX + µY ]

∣∣∣∣
λ=0, µ=0

(3.38)

называется второй вариацией функционала (3.36).

Поскольку векторное поле X произвольно, то равенство нулю первой вариации эквива-
лентно уравнениям Эйлера–Лагранжа, которые мы записываем в виде

δS

δxα
=

∂L

∂xα
− ∂

∂t

(
∂L

∂ẋα

)
= 0. (3.39)

Предложение 3.4.1. Если кривая γ = {xα(t)} удовлетворяет уравнениям Эйлера–

Лагранжа (3.39), то вторая вариация функционала (3.36) имеет вид

Gγ [X,Y ] = −
∫ t2

t1

dt
(
JαβX

β
)
Y α, (3.40)

где

JαβX
β =

d

dt

(
∂2L

∂ẋα∂ẋβ
Ẋβ +

∂2L

∂ẋα∂xβ
Xβ

)
− ∂2L

∂xα∂ẋβ
Ẋβ − ∂2L

∂xα∂xβ
Xβ. (3.41)

Доказательство. Прямые вычисления с учетом выражения для первой вариации:

Gγ [X,Y ] =
∂

∂µ

∫
dt

(
∂L

∂xβ
Xβ +

∂L

∂ẋβ
Ẋβ

)∣∣∣∣
µ=0

=

=

∫
dt

(
∂2L

∂xα∂xβ
XβY α +

∂2L

∂ẋα∂xβ
Xβ Ẏ α +

∂2L

∂xα∂ẋβ
ẊβY α +

∂2L

∂ẋα∂ẋβ
ẊβẎ α

)
.

После интегрирования по частям двух слагаемых, пропорциональных Ẏ α, получаем выраже-
ние (3.41).

Определение. Линейный оператор J = {Jαβ := gαγJγβ},

J : X (M, γ) → X (M, γ),

который действует на векторные поля X, определенные вдоль кривой γ, по правилу (3.41),
называется оператором Якоби.
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Теперь применим формулу (3.40) для вычисления второй вариации действия для экстрема-
лей. Во-первых, отметим, что действие для экстремалей в виде (3.23) не является единствен-
ным. Рассмотрим действие

S =

∫

γ
dt

1

2
gαβ ẋ

αẋβ. (3.42)

Предложение 3.4.2. Действие (3.42) имеет тот же набор экстремалей, что и дей-

ствие (3.23).

Доказательство. Вариация действия (3.42) по xα(t) приводит к уравнениям (3.24).

В отличие от действия (3.23) функционал (3.42) не инвариантен относительно перепара-
метризации кривой. Это значит, что параметр t в действии (3.42) является каноническим.

Пусть γ = {xα(t)}, t ∈ [t1, t2], – экстремаль и u := {ẋα} – вектор скорости экстремали.

Теорема 3.4.1. Вторая вариация действия для экстремалей (3.42) имеет вид

Gγ(X,Y ) = −
∫ t2

t1

dt
(
∇2
uY

α + uδuβY γR̃γδβ
α
)
Xα, (3.43)

где

∇uY
α := uβ

(
∂βY

α + Γ̃βγ
αY γ

)
= Ẏ α + uβΓ̃βγ

αY γ ,

∇2
uY

α := uδ∇δ

(
Ẏ α + uβΓ̃βγ

αY γ
)

=

= Ÿ α + 2uβΓ̃βγ
αẎ γ + uδuǫY γ

(
∂δΓ̃ǫγ

α − Γ̃δǫ
βΓ̃γβ

α + Γ̃δγ
βΓ̃ǫβ

α
)

(3.44)

– ковариантные производные вдоль вектора скорости и R̃γδβ
α – тензор кривизны.

Доказательство. Первая вариация действия (3.42) имеет вид

∂S[γ + λX]

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

= −
∫ t2

t1

dt
(
ẍα + Γ̃βγ

αẋβẋγ
)
Xα.

Поэтому

Gγ(X,Y ) =

= − ∂

∂µ

∫ t2

t1

dt
(
ẍα + µŸ α + Γ̃βγ

αẋβ ẋγ + 2µΓ̃βγ
αẋβẎ γ + µ∂ǫΓ̃γδ

αẋβẋγY ǫ
)
Xα =

= −
∫ t2

t1

dt
(
Ÿ α + 2Γ̃βγ

αẋβẎ γ + ∂ǫΓ̃γδ
αẋβẋγY ǫ

)
,

где мы оставили только линейные по µ слагаемые и учли, что вклад производной ∂Xα/∂µ
равен нулю при выполнении уравнений для экстремалей ∇uẋ

α = 0. Исключив из получен-
ного выражения производные Ÿ α и Ẏ α с помощью второго из соотношений (3.44), получим
равенство (3.43).

Ясно, что билинейная форма (3.43) симметрична, Gγ(X,Y ) = Gγ(Y,X), так как ковари-
антное дифференцирование можно перекинуть на вектор X, а тензор кривизны симметричен
относительно перестановки пар индексов: R̃αβγδ = R̃γδαβ (см. [23], глава 6).

Поскольку метрика gαβ риманова, то условие минимальности экстремали γ, соединяющей
точки p и q, состоит в том, что квадратичная форма Gγ(X,X) положительно определена для
всех векторных полей, определенных на экстремали γ и обращающихся в нуль на ее концах.
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Определение. Векторное поле X, которое определено на экстремали γ, соединяющей
точки p и q, называется якобиевым, если оно удовлетворяет уравнению Якоби

JαβX
β = 0, (3.45)

где J – оператор Якоби (3.41), и обращается в нуль на концах p и q. Точки p и q называются
сопряженными вдоль экстремали γ, если существует ненулевое якобиево поле X вдоль γ.

Для действия (3.42) уравнение Якоби принимает вид

∇2
uX

α + uδuβXγR̃γδβ
α = 0. (3.46)

Это уравнение совпадает с уравнением девиации геодезических (3.22).

Предложение 3.4.3. Билинейная форма Gγ(X,Y ) невырождена тогда и только тогда,
когда концевые точки p и q экстремали γ не сопряжены вдоль γ .

Доказательство. Пусть X и Y – произвольные векторные поля вдоль γ, которые обра-
щаются в нуль в концевых точках. Напомним, что билинейная форма Gγ(X,Y ) называется
невырожденной, если не существует такого векторного поля X, что Gγ(X,Y ) = 0 для всех Y .
Если поле X якобиево, то Gγ(X,Y ) = 0 при любом Y .

Обратно. Допустим, что для вектора X выполнено уравнение Gγ(X,Y ) = 0 для всех Y .
Положим Y = f(t)JX, где функция f(t) неотрицательна и обращается в нуль на концах
экстремали. Тогда из выражения для второй вариации (3.40) имеем равенство

Gγ(X,Y ) = −
∫ t2

t1

dt fg(JX, JX) = 0.

Отсюда следует, что JX = 0. Поэтому концы сопряжены.

Теперь сформулируем необходимое условие минимальности экстремали.

Теорема 3.4.2. Если экстремаль γ , соединяющая точки p и q , содержит внутри себя

пару сопряженных точек p′ и q′ , то она не является минимальной.

Доказательство. См., например, [2], глава 5, § 36, теорема 2.

Теорема 3.4.3. Для достаточно малых отрезков l = [t1, t2] экстремали задают ми-

нимум функционала (3.42). Поэтому каждая экстремаль является кратчайшей линией в

классе дважды дифференцируемых кривых, соединяющих достаточно близкие точки p и q .

Доказательство. Экстремаль γ реализует минимум функционала (3.42), если форма
Gγ(X,X) положительна для всех ненулевых векторных полей X ∈ X (M, γ), которые обраща-
ются в нуль на концах p и q. Из формулы для второй вариации (3.43) следует, что

Gγ(X,X) = −
∫ q

p
dt
[
(∇2

uX,X) − uαXβuγXδR̃αβγδ

]
=

=

∫ q

p
dt
[
(∇uX,∇uX) + uαXβuγXδR̃αβγδ

]
,

где мы проинтегрировали первое слагаемое по частям с учетом равенств X(p) = X(q) = 0.
Можно доказать, что для достаточно коротких экстремалей справедлива оценка

∣∣∣∣
∫ q

p
dt uαXβuγXδR̃αβγδ

∣∣∣∣ = O(l)

∫ q

p
dt(∇uX,∇uX)

при l → 0. Поскольку квадратичная форма (∇uX,∇uX) положительна, то для достаточно
коротких экстремалей положительна и форма Gγ(X,X).
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3.5. Уравнение Гамильтона–Якоби для экстремалей

Уравнения для экстремалей γ = x(t) вытекают из вариационного принципа для действия
(3.23). Важным обстоятельством является то, что уравнения для экстремалей являются урав-
нениями Эйлера–Лагранжа также и для другого действия (3.42). А именно, рассмотрим дей-
ствие

Sm =

∫ b

a
dtLm, Lm = −1

2
mgαβ ẋ

αẋβ, (3.47)

где точка обозначает дифференцирование по каноническому параметру t и m = const – посто-
янная, имеющая физический смысл массы точечной частицы. Это действие совпадает с (3.42)
при m = −1. Действие (3.47) приводит к уравнениям для экстремалей, в которых переменная
t уже является каноническим параметром. Это согласуется с тем обстоятельством, что рас-
смотренное действие инвариантно относительно общих преобразований координат и сдвигов
параметра t. Для сравнения напомним, что исходное действие для экстремалей (3.23) инвари-
антно также относительно произвольных преобразований параметра t вдоль экстремали.

Действие (3.47) имеет простой физический смысл. Предположим, что метрика имеет ло-
ренцеву сигнатуру, и зафиксируем временну́ю калибровку (7.175):

gαβ =

(
1 0
0 gµν

)
, sign gµν = (− . . .−). (3.48)

Символы Кристоффеля для этой метрики имеют вид (7.181). Предположим также, что про-
странственная часть метрики gµν не зависит от времени x0. Тогда уравнения для экстремалей
расщепляются:

ẍ0 = 0, (3.49)

ẍµ = −Γ̃νρ
µẋν ẋρ. (3.50)

Из первого уравнения следует, что, не ограничивая общности, канонический параметр t мож-
но отождествить с временем x0 = ct, где c = const – скорость света. Тогда лагранжиан (3.47)
имеет прямой физический смысл – с точностью до аддитивной постоянной это кинетическая
энергия точечной частицы, которая движется в римановом пространстве со статической метри-
кой gµν(x). Несмотря на то что потенциальная энергия частицы равна нулю, ее траекториями
уже не будут прямые линии, если метрика нетривиально зависит от точки пространства.

Вернемся к исходному действию (3.47) до фиксирования временно́й калибровки. Перефор-
мулируем эту лагранжеву систему на гамильтоновом языке, рассматривая канонический па-
раметр t в качестве параметра эволюции. Под временем мы подразумеваем координату x0 и,
соответственно, предполагаем, что g00 > 0. Кроме этого мы предполагаем, что все сечения по-
стоянного времени x0 = const пространственноподобны. Импульс, сопряженный координатам
xα, и гамильтониан системы равны

pα =
∂Lm

∂ẋα
= −mgαβ ẋβ,

Hm = − 1

2m
gαβpαpβ.

(3.51)

Для действия (3.47) связи на канонические переменные отсутствуют, так как метрика рассмат-
ривается как внешнее поле и варьирование по ней не проводится. Соответствующие уравнения
Гамильтона (уравнения движения) имеют вид

ẋα = [xα,Hm] = − 1

m
gαβpβ, (3.52)
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ṗα = [pα,Hm] =
1

2m
∂αg

βγpβpγ . (3.53)

Дифференцируя первое из этих уравнений по каноническому параметру и исключая импульсы
pα и производные ṗα с помощью уравнений движения, нетрудно проверить, что система урав-
нений (3.52), (3.53) эквивалентна системе уравнений для экстремалей (3.24). Тем самым мы
переписали уравнения для экстремалей в виде канонической системы уравнений движения.

Ранее было доказано, что длина касательного вектора к экстремали постоянна (3.32). В
гамильтоновой форме это утверждение имеет вид

C0 =
1

m2
gαβpαpβ = const. (3.54)

По своей физической сути это есть закон сохранения энергии точечной частицы. В данном
случае только кинетической, так как потенциальная энергия тождественно равна нулю.

В дальнейшем нам понадобятся гамильтоновы уравнения для нулевых экстремалей, где в
качестве параметра эволюции выбрано время x0, а не канонический параметр t. Они полу-
чаются следующим образом. Для нулевых экстремалей интеграл движения (3.54) принимает
вид

g00p2
0 + 2g0µp0pµ + gµνpµpν = 0.

Это квадратное уравнение решается относительно p0:

p0 = Nµpµ ±Np̂, p̂ :=
√

−ĝµνpµpν , (3.55)

где N = 1/
√
g00 6= 0 и Nµ = ĝµνg0ν – функции хода и сдвига, используемые в АДМ параметри-

зации метрики (8.5), а ĝµν – метрика, обратная к пространственной метрике gµν . Если частица
движется, то pµ 6= 0 и p̂ 6= 0. Тогда из уравнения (3.52) находим производную координаты x0

по каноническому параметру

ẋ0 = ∓ p̂

mN
.

Отсюда следует, что выбор знака в (3.55) соответствует выбору взаимной ориентации канони-
ческого параметра t и времени x0. После этого канонические уравнения (3.52), (3.53) можно
записать в виде системы уравнений движения только для пространственных координат и им-
пульсов:

∂0x
µ =

ẋµ

ẋ0
= −Nµ ± Nĝµνpν

p̂
,

∂0pµ =
ṗµ
ẋ0

= ∂µN
νpν ± ∂µNp̂∓

N∂µĝ
νρpνpρ
2p̂

.

(3.56)

Таким образом, из системы канонических уравнений (3.52), (3.53) для нулевых экстремалей
мы исключили в явном виде канонический параметр t и нулевую компоненту импульса p0.

Предложение 3.5.1. Система уравнений для пространственных компонент канониче-

ски сопряженных переменных xµ и pµ (3.56) является гамильтоновой. При этом эволюция

системы уравнений рассматривается по отношению к времени x0 , а гамильтонианом яв-

ляется выражение для p0 (3.55).

Доказательство. Прямое сравнение уравнений

∂0x
µ = [xµ, p0],

∂0pµ = [pµ, p0].
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Число гамильтоновых уравнений движения, определяющих экстремаль, сократилось с 2n
в (3.52), (3.53) до 2n − 2 в (3.56). Это достигнуто за счет использования интеграла движения
(3.54) и выбора специального параметра эволюции x0.

Продолжим анализ гамильтоновой формы уравнений для экстремалей. Функция действия
Sm(x, t) (6.32) удовлетворяет уравнению Гамильтона–Якоби (6.34)

∂Sm

∂t
− 1

2m
gαβ

∂Sm

∂xα
∂Sm

∂xβ
= 0. (3.57)

Поскольку гамильтониан (3.51) не зависит от параметра t явно, то функция действия имеет
вид

Sm(xα, t) =
mC0

2
t+Wm(xα), C0 = const,

где укороченная функция действия Wm удовлетворяет укороченному уравнению Гамильтона–
Якоби

gαβ
∂Wm

∂xα
∂Wm

∂xβ
= m2C0. (3.58)

Поскольку экстремали не зависят от массы пробной частицы, то, не ограничивая общности,
можно положить m = 1 (включить в постоянную C0). Так как pα = ∂Wm/∂x

α, то постоянная
C0 равна длине касательного вектора к экстремали

gαβ ẋ
αẋβ = gαβpαpβ = C0.

Для экстремалей в пространстве-времени знак постоянной C0 определяет тип экстремали:
постоянные C0 > 0, C0 = 0 и C0 < 0 соответствуют времениподобным, светоподобным и
пространственноподобным экстремалям. Поскольку канонический параметр определен с точ-
ностью до линейных преобразований, то можно считать, что C0 = 1, C0 = 0 или C0 = −1.
Отметим, что для экстремалей нулевой длины C0 = 0, и укороченное действие совпадает с
полным Wm = Sm.

Для решения уравнения Гамильтона–Якоби часто применяют метод разделения перемен-
ных, который описан далее в разделе 6.1.12. Если уравнение Гамильтона–Якоби для части-
цы в (псевдо)римановой геометрии допускает полное разделение переменных, то такие про-
странства называются штеккелевыми [25, 26, 27, 28, 29]. К штеккелевым метрикам относятся
метрика Шварцшильда (глава 17), Керра [30], де Ситтера (раздел 18.4.2), Казнера (раздел
18.5.3) и многие другие (практически все известные) метрики, полученные в результате реше-
ния уравнений Эйнштейна. Проблеме классификации штеккелевых пространств посвящены
монографии [31, 32].

3.6. Волновое уравнение

Пусть задано многообразие M, dim M = n, с метрикой лоренцевой сигнатуры, sign gαβ =
(+ − . . .−). Рассмотрим волновое уравнение для скалярного поля ϕ(x) ∈ C2(M):

gαβ∇̃α∇̃βϕ = gαβ∂α∂βϕ− gαβ Γ̃αβ
γ∂γϕ = 0, (3.59)

или, эквивалентно,

1√
|g|
∂α

(√
|g|gαβ∂βϕ

)
= 0, g := det gαβ ,
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где мы воспользовались тождеством (см. [23], глава 6)

∆̃f =
1√
|g|
∂α

(√
|g|gαβ∂βf

)
. (3.60)

Это – линейное дифференциальное уравнение в частных производных второго порядка с пе-
ременными коэффициентами гиперболического типа, так как метрика имеет лоренцеву сиг-
натуру. Важным понятием в теории дифференциальных уравнений является характеристика
(или характеристическая поверхность), которая для дифференциальных уравнений второго
порядка определяется квадратичной формой gαβ .

Определение. Характеристикой гиперболического дифференциального уравнения вто-
рого порядка (3.59) называется C1 гиперповерхность в многообразии M, которая задается урав-
нением

W (x) = 0, (3.61)

где функция W ∈ C1(M) на поверхности W = 0 удовлетворяет условию

gαβ∂αW∂βW
∣∣∣
W=0

= 0. (3.62)

При этом требуется, чтобы по крайней мере одна из частных производных ∂αW была отлична
от нуля на гиперповерхности (3.61).

Замечание. Отметим, что в определении характеристики важна гиперболичность, так
как при положительно или отрицательно определенной метрике уравнение (3.62) не имеет
вещественных решений.

Уравнение (3.62) для характеристики совпадает с укороченным уравнением Гамильтона–
Якоби для экстремалей (3.58) при C0 = 0. Это значит, что характеристика соответствует уко-
роченной функции действия для экстремалей нулевой длины. Напомним, что для экстремалей
нулевой длины укороченная и полная функции действия совпадают. Однако условие (3.62) яв-
ляется более слабым, так как мы требуем выполнения (3.62) только на характеристике, а не
во всем пространстве-времени.

Из определения характеристик следует, что они являются изотропными гиперповерхностя-
ми, которые будут рассмотрены в разделе 7.12.3. Метрика, индуцированная на таких поверх-
ностях, по определению, вырождена, и все нормальные векторы изотропны (теорема 7.12.7).

Характеристики обладают следующим важным свойством. Допустим, что каждая гипер-
поверхность W (x) − y0 = 0, где −ǫ < y0 < ǫ, ǫ > 0, есть характеристика уравнения (3.59).
Другими словами, мы требуем, чтобы уравнение характеристик (3.62) выполнялось не только
на самой характеристике, но и в некоторой ее окрестности. Поскольку на каждой характери-
стике по крайней мере одна из частных производных ∂αW отлична от нуля, то это семейство
заполняет некоторую достаточно малую область, через каждую точку которой проходит одна
и только одна характеристика. Тогда можно перейти в новую систему координат xα 7→ yα(x),
где y0 = W . При этом обратная метрика преобразуется по тензорному закону

gαβ(y) =
∂yα

∂xγ
∂yβ

∂xδ
gγδ(x).

Отсюда следует, что в новой системе координат g00 = 0. Это обстоятельство имеет важное
следствие. Рассмотрим задачу Коши для волнового уравнения (3.59) в новой системе коорди-
нат. Пусть на характеристике заданы начальные условия

ϕ
∣∣
y0=0

= ϕ0, ∂0ϕ
∣∣
y0=0

= ϕ1,
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где ϕ0 и ϕ1 – достаточно гладкие функции от “пространственных” координат {yµ} =
(y1, . . . , yn−1). По начальным данным на характеристике при y0 = 0 можно вычислить все
частные производные по “пространственным” координатам ∂µϕ, ∂

2
µνϕ, . . . и все частные про-

изводные с одной производной по “времени” ∂2
0µϕ, ∂

3
0µνϕ, . . . . Для определения эволюции ска-

лярного поля необходимо знать вторые производные по “времени” ∂2
00ϕ. Если задача Коши

корректно поставлена, то вторые производные по “времени” находятся из волнового уравне-
ния. На характеристике это не так, поскольку g00 = 0. Вместо определения второй производ-
ной ∂2

00ϕ волновое уравнение налагает ограничение (связь) на возможный выбор начальных
условий:

g0µ∂µϕ1 − gαβΓ̃αβ
0ϕ1 − gαβ Γ̃αβ

µ∂µϕ0 = 0.

Для нахождения вторых производных ∂2
00ϕ волновое уравнение нужно продифференцировать

по y0. Однако после этой процедуры вторые производные не будут определены однозначно.
Таким образом, при постановке задачи Коши на характеристике, во-первых, начальные данные
нельзя задавать произвольно, и, во-вторых, волновое уравнение не определяет эволюцию поля
единственным образом. Тем самым задача Коши на характеристике не допускает корректную
постановку.

Выше мы взяли слова “пространственный” и “время” в кавычки, так как характеристика
является изотропной поверхностью и не может быть пространственноподобной, а координата
y0 светоподобна и не может играть роль времени.

Поскольку вторые производные от неизвестной функции по одну сторону характеристики
не определяются уравнением (3.59) и значениями функции ϕ по другую сторону от характе-
ристики, то они могут иметь разрывы. Это значит, что решения уравнения (3.59) могут иметь
разрывы производных, которые распространяются в пространстве вдоль характеристик.

Для корректной постановки задачи Коши для волнового уравнения (3.59) на многообразии
с метрикой лоренцевой сигнатуры по x0 координаты выбираются таким образом, что g00 > 0,
а сечение x0 = 0 является пространственноподобным. Поскольку пространственноподобное се-
чение не может быть изотропным, то оно не может быть также характеристикой. Оно не может
также касаться характеристики, потому что в этом случае один из касательных векторов был
бы изотропным, что противоречит отрицательной определенности метрики, индуцированной
на гиперповерхности.

Уравнение характеристик (3.62) представляет собой нелинейное дифференциальное урав-
нение в частных производных первого порядка. В общем случае оно очень сложно и, как пра-
вило, имеет решения с особыми точками. Характеристика, например, может быть не гладкой
поверхностью.

Относительно частной производной по времени ∂0W уравнение характеристик является
алгебраическим квадратным уравнением и имеет не более двух вещественных корней. Допу-
стим, что метрика имеет лоренцеву сигнатуру и g00 > 0, тогда оно имеет два вещественных
корня разных знаков

∂0W = Nµ∂µW ±N
√

−ĝµν∂µW∂νW, (3.63)

где N(x) и Nµ(x) – функции хода и сдвига в АДМ параметризации метрики (8.5). Здесь
мы предполагаем, что все сечения x0 = const являются пространственноподобными и, следо-
вательно, метрика gµν и ее обратная ĝµν отрицательно определены. Обозначим pµ := ∂µW .
Введем функцию Гамильтона в фазовом пространстве {xµ, pµ} (см. главу 6)

H(x0, xµ, pµ) = −Nµpµ ∓N
√

−ĝµνpµpν, (3.64)

где зависимость от координат x0 и xµ входит через метрику gαβ = gαβ(x0, xµ) и время x0

рассматривается в качестве параметра эволюции.
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Определение. Траектории xµ(x0) в конфигурационном пространстве, соответствующем
гамильтониану (3.64), называются бихарактеристиками волнового уравнения (3.59).

Предложение 3.6.1. Бихарактеристики волнового уравнения (3.59) совпадают с обра-

зами нулевых экстремалей для метрики gαβ .

Доказательство. Следствие предложения 3.5.1.

Единственное отличие бихарактеристик и нулевых экстремалей сводится к тому, что экс-
тремали определяются в параметрическом виде xα(t), а бихарактеристики задаются в виде
явной зависимости координат xµ(x0).

Гамильтониан (3.64) совпадает с временно́й компонентой импульса (3.55). Функция
W (x0, xµ), определяющая характеристику, является действием для бихарактеристик.

Замечание. Характеристики и бихарактеристики имеют физическую интерпретацию. Из
теории дифференциальных уравнений известно, что если в момент времени x0 в точке x про-
изошло некоторое возмущение решения ϕ волнового уравнения (3.59), то оно будет распро-
страняться в виде волны. При этом сечения x0 = const соответствующей характеристической
поверхности (характеристического коноида с вершиной в точке {x0,x}) являются фронтом
волны в момент времени x0, а бихарактеристики – это лучи, вдоль которых распространяется
волна.

Предложение 3.6.2. Если бихарактеристика касается характеристики в некоторой

точке, то она целиком лежит на этой характеристике.

Доказательство. Для экстремалей лагранжиан можно выбрать в виде

L =
1

2
gαβ ẋ

αẋβ.

Для нулевых экстремалей он равен нулю, L = 0. Следовательно, функция действия S(x, t)
и укороченная функция действия W = S + Et равны нулю, так как для нулевых экстрема-
лей E = 0. Тем самым для бихарактеристик W = 0 и они целиком лежат на какой-либо из
характеристик.

3.7. Приближение эйконала

Посмотрим на волновое уравнение (3.59) с другой точки зрения. Любое комплекснозначное
решение волнового уравнения (3.59) можно представить в виде1

ϕ = A eiW/~, (3.65)

где A(x) 6= 0 иW (x) – амплитуда и фаза волны, которые можно считать вещественнозначными
функциями. Тогда волновое уравнение примет вид

gαβ
∂2
αβA

A
+

1

~
2igαβ

∂αA

A
∂βW +

1

~
igαβ∂2

αβW−

− 1

~2
gαβ∂αW∂βW − gαβΓαβ

γ

(
∂γA

A
+

1

~
i∂γW

)
= 0.

1В этом представлении ~ ∈ R рассматривается как вещественный параметр. Обозначение продиктовано
аналогией с квантовой механикой, где ~ – постоянная Планка.
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В формальном пределе ~ → 0 волновое уравнение сводится к уравнению на фазу

gαβ∂αW∂βW = 0. (3.66)

Оно совпадает с уравнением для характеристик (3.62), однако должно выполняться во всем
пространстве-времени.

Определение. Для волновых решений предел ~ → 0 означает, что относительное измене-
ние амплитуды мало, по сравнению с изменением фазы. Этот предел называют приближением

эйконала. Фазу W (x) называют эйконалом, а уравнение (3.66) – уравнением эйконала. В элек-
тродинамике это приближение называют также приближением геометрической оптики. Для
плоских волн оно соответствует высоким частотам излучения и маленьким длинам волн.

Параметр ~ был введен с единственной целью – определить эйкональное приближение.
Поэтому в дальнейшем, для краткости, мы включим его в определение фазы W/~ 7→ W .

Пример 3.7.1. Рассмотрим волновое уравнение в трехмерном пространстве-времени Мин-
ковского R1,2 в декартовой системе координат (xα) = (x0, x1, x2):

∂2
0ϕ− ∂2

1ϕ+ ∂2
2ϕ = 0.

В данном примере трехмерное пространство Минковского выбрано для наглядности. Все сле-
дующие формулы естественным образом переносятся на пространство Минковского произ-
вольной размерности R1,n−1.

Уравнение характеристик имеет вид

(
(∂0W )2 − (∂1W )2 − (∂2W )2

)∣∣
W=0

= 0. (3.67)

Это уравнение допускает два семейства характеристик (изотропные поверхности в примере
7.12.2).

Первое семейство характеристик

W = (x0 − x0
0)

2 − (x1 − x1
0)

2 − (x2 − x2
0)

2 = 0,

где x0 = (x0
0, x

1
0, x

2
0) – три произвольных вещественных параметра (координаты точки x0).

Нетрудно проверить, что
(∂0W )2 − (∂1W )2 − (∂2W )2 = 4W.

Это значит, что уравнение характеристик (3.67) выполняется только на характеристиках, а
не во всем пространстве-времени. Для каждой точки x0 характеристики первого семейства
состоят из двух конусов (конуса прошлого, x0 < x0

0, и будущего, x0 > x0
0) с общей вершиной в

точке x0.
Второе семейство характеристик

W = x0 + kµx
µ − C, µ = 1, 2,

параметризуется единичным вектором в пространстве |k| :=
√
k2
1 + k2

2 = 1 и постоянной C. В
этом случае уравнение характеристик выполняется во всем пространстве, а не только на по-
верхности W = 0. Характеристики второго семейства параметризуются двумя параметрами и
представляют собой плоскости, перпендикулярные ковектору (1, k1, k2) нулевой длины и пере-
секающие плоскость x0 = 0 по прямой kµxµ = C. Эти характеристики касаются характеристик
первого семейства (конусов).
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Напомним, что нулевыми экстремалями в пространстве Минковского являются прямые и
только они с нулевым касательным вектором. Мы видим, что если произвольная нулевая экс-
тремаль (или бихарактеристика) в некоторой точке касается характеристики, то она целиком
принадлежит этой характеристике. Кроме того, через каждую регулярную точку характери-
стики (исключение составляют вершины конусов первого семейства) проходит одна и только
одна нулевая экстремаль. Поэтому нулевые экстремали полностью заметают характеристиче-
ские поверхности. Отметим, что одна и та же нулевая экстремаль может принадлежать разным
характеристическим конусам.

Из уравнения для характеристик (3.67) можно найти производную по времени

∂0W = ±
√

(∂1W )2 + (∂2W )2.

Отсюда следует выражение для гамильтониана, определяющего бихарактеристики (траекто-
рии)

H = ±
√
p2
1 + p2

2 =: ±p̂.
Уравнения движения для бихарактеристик имеют вид

ẋµ = ±p
µ

p̂
,

ṗµ = 0, ⇒ pµ = const,

где точка обозначает дифференцирование по времени t = x0. Отсюда следует, что импульс
бихарактеристик постоянен, а траектории – это прямые xµ = ±nµt + xµ0 , проходящие через
все точки пространства x0 ∈ R2 во всех возможных направлениях nµ := pµ/p̂. Поскольку
пространственный вектор nµ имеет единичную длину, то бихарактеристики в пространстве-
времени совпадают с нулевыми экстремалями.

В пространстве Минковского уравнение (3.59) допускает решение в виде плоской волны

ϕ = A0 eikαxα

= A0 ei(ωt−kx), A0 = const 6= 0,

где kx = −kµxµ. Сравнение этого выражения с (3.65) дает выражения для частоты ω и
волнового вектора k (в рассматриваемом примере мы, для краткости, полагаем ~ = 1)

ω = k0 = ∂0W, k = {∂1W,∂2W}.

Тогда волновое уравнение (3.62) сводится к соотношению между частотой и волновым векто-
ром

gαβkαkβ = ω2 − k2 = 0,

где k2 := −gµνkµkν > 0. Для плоской волны в пространстве Минковского эйконал W (x) = xαkα
является линейной функцией от координат, а частота и волновой вектор постоянны.

В рассмотренном примере плоских волн зависимость эйконала от координат была линей-
ной. В общем случае эта зависимость является более сложной. Тогда частота и волновой вектор
определяются соотношениями

ω := ∂0W, kµ := ∂µW (3.68)

и зависят от точки пространства-времени. В этом случае уравнение эйконала (3.66) определяет
зависимость частоты от волнового вектора

g00ω2 + 2g0µωkµ + gµνkµkν = 0.
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Эта зависимость называется дисперсией, а производная

vµg :=
∂ω

∂kµ

называется групповой скоростью. Сравнение уравнения, определяющего дисперсию, с форму-
лой (3.63) показывает, что частота ω и волновой вектор kµ по сути дела совпадают соответ-
ственно с гамильтонианом и импульсами бихарактеристик волнового уравнения.

3.8. Гармонические координаты

Для исследования волнового уравнения (3.59) на многообразии M, dim M = n, с метри-
кой лоренцевой сигнатуры gαβ удобно использовать гармонические координаты. Отметим, что
функции перехода к новой системе координат являются скалярными полями на M.

Определение. Рассмотрим волновое уравнение (3.59) и допустим, что в некоторой об-
ласти U ⊂ M оно имеет n функционально независимых решений (это так при достаточно
общих предположениях). Пронумеруем эти решения ϕa, a, . . . = 0, 1, . . . , n − 1. Тогда в обла-
сти U решения волнового уравнения задают систему координат xa := ϕa, которая называется
гармонической.

Замечание. Гармоническая система координат была введена T. де Дондером [33] и
К. Ланцосом [34] и получила физическую интерпретацию в работах В. А. Фока [35, 7].

Гармоническая система координат обладает следующим важным свойством.

Предложение 3.8.1. Система координат является гармонической тогда и только то-

гда, когда выполнены условия

∂a
(√

|g|gab
)

= 0 ⇔ Ξc := gabΓab

c = 0, (3.69)

где g := det gab .

Доказательство. Справедливо тождество

∂α

[
det

(
∂x

∂ϕ

)
∂ϕa

∂xβ

]
∂xα

∂ϕa
= 0,

где ∂x/∂ϕ – обратная матрица Якоби преобразования координат. Это тождество доказывается
прямым дифференцированием с учетом правила дифференцирования определителя матрицы.
С учетом доказанного равенства и правила преобразования координат справедлива следующая
цепочка равенств:

∂a(
√

|g|gab) =
∂xγ

∂ϕa
∂γ

[√
|◦g| det

(
∂x

∂ϕ

)
∂ϕa

∂xα
∂ϕb

∂xβ
gαβ
]

= det

(
∂x

∂ϕ

)
∂α

(√
|◦g|gαβ∂βϕb

)
= 0,

где
◦
g := det gαβ. Таким образом, из гармоничности координат следует первое равенство (3.69) и

наоборот. Эквивалентность равенств (3.69) между собой проверяется прямыми вычислениями.

Условия гармоничности координат можно записать с помощью принципа наименьшего дей-
ствия. Пусть задано действие для n скалярных полей ϕa:

S =

∫
dx

√
|g|

1

2
gαβ∂αϕ

a∂βϕ
aηab,
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где ηab – произвольная невырожденная симметричная матрица (метрика в пространстве-
мишени). Тогда соответствующие уравнения Эйлера–Лагранжа примут вид

S,a :=
δS

δϕa
= −√

|g| gαβ∇̃α∇̃βϕ
bηba = 0.

Эти уравнения эквивалентны волновому уравнению (3.59).
Уравнения на метрику (3.69) называются условиями гармоничности. В дальнейшем бу-

дем, как обычно, обозначать гармоническую систему координат снова греческими буквами
xα, предполагая, что условия гармоничности (3.69) выполнены.

Предложение 3.8.2. В гармонической системе координат волновой оператор, действу-

ющий на функцию f , принимает вид

�̃f := gαβ∇̃α∇̃βf = gαβ∂2
αβf (3.70)

и не содержит первых частных производных ∂αf .

Доказательство. Прямая проверка.

Пример 3.8.1. В пространстве-времени Минковского R1,n−1 декартова система координат
является гармонической.

Допустим, что на произвольном лоренцевом многообразии M, которое топологически сов-
падает с R1,n−1, выбрана гармоническая система координат xα. Тогда произвольная линейная
комбинация координат также удовлетворяет волновому уравнению (3.70). Можно доказать,
что все гармонические системы координат на M, которые являются асимптотически декарто-
выми, связаны между собой преобразованиями Лоренца [7]. В. А. Фок придавал гармониче-
ским системам координат в общей теории относительности физический смысл, считая, что на
произвольном лоренцевом многообразии M они выделены и играют ту же роль, что и декар-
товы координаты в пространстве-времени Минковского.

Предложение 3.8.3. В переменных Картана условие гармоничности (3.69) имеет вид

ω̃a = gαβ∂αeβ
a = 0.

Доказательство. Прямая проверка.

3.9. Нормальные, геодезические или римановы координаты

Нормальные координаты, которые называются также геодезическими или римановыми,
играют большую роль при изучении свойств метрики и связности, а также в приложениях
в математической физике. Сначала мы введем эту систему координат с помощью рядов, что
является более наглядным и важным для приложений. Затем дадим определение с помощью
экспоненциального отображения и сформулируем ряд утверждений, связанных с полнотой
римановых многообразий.

Пример 3.9.1. В дальнейшем мы увидим, что декартовы координаты являются нормаль-
ными координатами в евклидовом пространстве Rn.

В определенном смысле нормальные координаты являются обобщением декартовой систе-
мы координат на общий случай многообразия с заданной аффинной геометрией.
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3.9.1. Нормальные координаты. Локальное рассмотрение. Пусть на многообра-
зии M задана аффинная геометрия (M, g,Γ). В настоящем разделе мы предполагаем, что
все геометрические объекты (в частности метрика и связность) являются вещественно ана-
литическими, т.е. их компоненты в окрестности каждой точки x0 ∈ M представимы в виде
сходящихся степенных рядов. Мы рассмотрим специальную систему координат в окрестности
точки x0, которая является аналогом декартовой системы координат в евклидовом простран-
стве и имеет многочисленные приложения. В литературе эта система координат встречается
под разными названиями: геодезические, римановы или нормальные координаты, и обычно
строится в (псевдо)римановом пространстве. Мы построим такую систему координат в более
общем случае произвольной аффинной геометрии.

Сначала мы рассмотрим геодезические линии вблизи точки x0. Пусть на многообразии
задана кривая x(t), проходящая через точку x0 в заданном направлении,

xα(0) = xα0 , ẋα(0) = ẋα0 . (3.71)

Для того чтобы кривая была геодезической, функции xα(t) должны удовлетворять уравнениям
для геодезических (3.3) с начальными условиями (3.71). При достаточно малых t будем искать
решение уравнений для геодезических в виде степенного ряда

xα = xα0 + ẋα0 t+
1

2
ẍα0 t

2 +
1

3!

...
x
α
0 t

3 + . . . (3.72)

Первые два члена определяются начальными условиями (3.71), а все последующие – уравне-
ниями (3.3). В нулевом порядке по t из уравнений для геодезических следует равенство

ẍα0 = −
◦
Γβγ

αẋβ0 ẋ
γ
0 , где

◦
Γβγ

α := Γβγ
α(x0).

Первый порядок уравнений по t определяет кубический член разложения в (3.72):

...
x
α
0 = (−∂δ

◦
Γβγ

α + 2
◦
Γβγ

ǫ
◦
Γ{δǫ}

α)ẋβ0 ẋ
γ
0 ẋ

δ
0,

где, для краткости, мы допускаем некоторую вольность в обозначениях:

∂δ
◦
Γβγ

α := ∂δΓβγ
α|x=x0

,

и фигурные скобки обозначают симметризацию по индексам.
Следовательно, решение задачи Коши для геодезических в третьем порядке по t имеет вид

xα = xα0 + ẋα0 t−
1

2

◦
Γ0βγ

αẋβ0 ẋ
γ
0t

2 − 1

6

(
∂δ

◦
Γβγ

α − 2
◦
Γβγ

ǫ
◦
Γ{δǫ}

α

)
ẋβ0 ẋ

γ
0 ẋ

δ
0t

3 + . . . . (3.73)

Коэффициенты при более высоких степенях tk, k > 4, пропорциональны (ẋ0)
ktk с коэффи-

циентами, зависящими от аффинной связности и их частных производных вплоть до k − 2
порядка, вычисленными в точке x0. Интервал сходимости ряда (3.73) определяется начальны-
ми данными и компонентами аффинной связности. Мы, конечно, предполагаем, что он больше
нуля.

Перейдем к определению нормальных координат в окрестности U0 ⊂ M точки x0. Пусть M

– многообразие с заданной аффинной связностью без кручения, т.е. Γβγ
α = Γγβ

α. Перепишем
закон преобразования компонент аффинной связности (см. [23], глава 6)

Γβ′γ′
α′

= ∂β′xβ∂γ′x
γΓβγ

α∂αx
α′ − ∂β′xβ∂γ′x

γ∂2
βγx

α′

(3.74)
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в виде
Γβ′γ′

α′

= ∂β′xβ∂γ′x
γ(Γβγ

α∂αx
α′ − ∂2

βγx
α′

).

Совершим преобразование координат, которое задается квадратичным полиномом с постоян-
ными коэффициентами:

xα
′

= Bα
α′

(xα − xα0 ) +
1

2

◦
Γβγ

αBα
α′

(xβ − xβ0 )(xγ − xγ0), (3.75)

где Bαα
′

– произвольная невырожденная матрица. Тогда в новой системе координат компо-
ненты аффинной связности будут равны

Γβ′γ′
α′

= ∂β′xβ∂γ′x
γ

[
Γβγ

α

(
Bα

α′

+
◦
Γαδ

ǫBǫ
α′

(xδ − xδ0)

)
−

◦
Γβγ

αBα
α′

]
.

Отсюда следует, что в точке x0 компоненты аффинной связности без кручения обращаются в
нуль.

Замечание. Если связность обладает кручением, то, поскольку кручение является тен-
зором, его нельзя обратить в нуль никаким преобразованием координат даже в одной точке.

Выше мы доказали, что для произвольной аффинной связности в произвольной заданной
точке x0 всегда можно обратить в нуль симметричную часть связности. Для этого достаточно
выбрать соответствующим образом только квадратичные члены в функциях преобразований
координат (3.75). Данная система координат существует в некоторой окрестности произволь-
ной точки x0 ∈ M и определена неоднозначно. Во-первых, матрица Bα

α′

в (3.75) является
невырожденной, а в остальном произвольна. Во-вторых, к правилу преобразования координат
(3.75) можно добавить произвольные слагаемые третьей и более высокой степени по (x− x0).
Этот произвол в выборе системы координат можно использовать для дальнейшей специали-
зации системы координат.

Геометрический смысл построенной системы координат состоит в том, что в достаточно
малой окрестности точки x0 свойства многообразия близки к свойствам аффинного простран-
ства, так как при параллельном переносе компоненты тензоров в линейном приближении по
вектору смещения не меняются. Как и декартовы координаты в евклидовом пространстве,
данные координаты в точке x0 определены, в частности, с точностью до линейных преобразо-
ваний.

Можно доказать, что симметричную часть компонент аффинной связности можно обра-
тить в нуль не только в фиксированной точке, но и вдоль произвольной кривой γ на много-
образии M [36]. Соответствующая система координат называется геодезической вдоль кривой

γ ∈ M.
Оставшийся произвол в выборе системы координат можно использовать для дальнейшей

специализации геометрических объектов. Воспользуемся свободой добавления высших степе-
ней (x− x0)

k, k > 3, в закон преобразования координат (3.75) и покажем, что в произвольной
точке x0 ∈ M можно обратить в нуль не только симметричные части самих компонент аффин-
ной связности, но и все их полностью симметризованные частные производные.

Теорема 3.9.1. Если компоненты аффинной связности вещественно аналитичны, то в

некоторой окрестности произвольной точки x0 ∈ M существует такая система координат,
что выполнены равенства

◦
Γ{γ1γ2}

α = 0, ∂{γ3
◦
Γγ1γ2}

α = 0, . . . ∂k−2
{γ3...γk

◦
Γγ1γ2}

α = 0, (3.76)

где фигурные скобки обозначают симметризацию по всем индексам, заключенным между

ними.
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Доказательство. Перепишем закон преобразования компонент аффинной связности
(см. [23], глава 6)

Γβ′γ′
α′

= (∂β′xβ∂γ′x
γΓβγ

α + ∂2
β′γ′x

α)∂αx
α′

(3.77)

в виде

Γβ′γ′
α′

Aα′
α = Aβ′

βAγ′
γΓβγ

α + ∂β′Aγ′
α, (3.78)

где матрица Aα′
α(x) := J−1

α′

α = ∂α′xα является обратным якобианом преобразования коорди-
нат. Дифференцирование этого соотношения по xδ

′

приводит к равенству

∂δ′Γβ′γ′
α′

Aα′
α + Γβ′γ′

α′

∂δ′Aα′
α = ∂δ′Aβ′

βAγ′
γΓβγ

α+

+Aβ′
β∂δ′Aγ′

γΓβγ
α +Aβ′

βAγ′
γ∂δ′Γβγ

α + ∂2
δ′β′Aγ′

α. (3.79)

Последовательное дифференцирование полученного соотношения приводит к равенствам, со-
держащим старшие производные от компонент аффинной связности и обратной матрицы Яко-
би Aα′

α. Рассматривая эти тождества в точке x0, мы докажем возможность выбора системы
координат, в которой выполнены равенства (3.76), по теории возмущений.

Совершим преобразование координат x 7→ y(x). Предположим, что вблизи точки x0 ∈ M

обратное преобразование задается степенным рядом

xα = xα0 +
∂xα

∂yγ

∣∣∣∣
0

yγ +
1

2

∂2xα

∂yγ1∂yγ2

∣∣∣∣
0

yγ1yγ2 + . . . . (3.80)

Здесь для новой системы координат мы используем букву y, чтобы избежать штрихов у ин-
дексов. Выберем первые три члена разложения в виде

∂xα

∂yγ

∣∣∣∣
0

= δαγ ,

∂2xα

∂yγ1∂yγ2

∣∣∣∣
0

= −
◦
Γ{γ1γ2}

α,

∂3xα

∂yγ1∂yγ2∂yγ3

∣∣∣∣
0

= 2
◦
Γ{γ1γ2

δ
◦
Γδγ3}

α − ∂{γ3
◦
Γγ1γ2}

α.

Тогда из уравнений (3.78), (3.79) следует, что в новой системе координат

◦
Γ{γ1γ2}

α = 0, ∂{γ3
◦
Γγ1γ2}

α = 0.

Выбор квадратичного члена ряда (3.80) уже был использован ранее. Выбор кубического чле-
на разложения позволил обратить в нуль симметризованную первую частную производную
аффинной связности в той же точке.

В дифференциальные тождества, получаемые последовательным дифференцированием
(3.78), максимальная степень производной от обратной матрицы Якоби Aα′

α всегда входит
линейно и на единицу превышает максимальную степень производной от компонент аффин-
ной связности. Это значит, что коэффициенты ряда (3.80) всегда можно подобрать таким
образом, чтобы обратить в нуль все симметризованные частные производные от коэффициен-
тов аффинной связности (3.76). В этом нет ничего удивительного, так как члены ряда (3.80),
начиная с квадратичного, находятся во взаимно однозначном соответствии с условиями на
аффинную связность (3.76).
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Нетрудно проверить, что ряд (3.80), определяющий преобразование координат, в точности
совпадает с рядом (3.73), определяющим геодезические линии, если положить yα = ẋα0 t. Это
означает, что в новой системе координат прямые линии yα = Xα

0 t, где t ∈ R и Xα
0 – произ-

вольные числа, из которых по крайней мере одно отлично от нуля, являются геодезическими
линиями на M. В этом месте прослеживается аналогия с декартовой системой координат в
евклидовом пространстве: геодезические являются прямыми линиями.

Построенная система координат является нормальной системой координат в некоторой
окрестности U0 точки x0 ∈ M, определяется только симметричной частью компонент аффин-
ной связности и никак от метрики не зависит. При этом у нас остался произвол в выборе
первых двух членов разложения функций преобразования координат (3.80). Слагаемое нуле-
вого порядка определим так, что точка x0 отображается в начало координат y0 = (0, . . . , 0).
Слагаемое первого порядка по yα можно использовать для фиксирования значения метрики в
начале координат. Очевидно, что его всегда можно подобрать таким образом, чтобы метрика
в точке x0 была диагональной:

◦
gαβ = ηαβ . (3.81)

Таким образом, мы однозначно фиксировали все члены разложения функций преобразования
координат (3.80). Это доказывает следующее утверждение.

Теорема 3.9.2. Пусть в окрестности произвольной точки x0 ∈ M многообразия, на

котором задана аффинная геометрия, метрика и связность заданы вещественно аналити-

ческими функциями. Тогда существует такая система координат yα , что точка x0 соот-

ветствует началу координат, а также выполнены равенства (3.76) и (3.81). Такая система

координат определена однозначно.

Замечание. В доказательстве теоремы нигде не использовалась сигнатура метрики. По-
этому сформулированная теорема справедлива как для римановых, так и для псевдоримано-
вых метрик.

Определение. Система координат yα в теореме 3.9.2 называется нормальной, геодезиче-

ской или римановой.

Предложение 3.9.1. Система координат yα в некоторой окрестности начала коорди-

нат является нормальной тогда и только тогда, когда выполнены условия:

Γβγ
α(y)yβyγ = 0 и gαβ(0) = ηαβ . (3.82)

Доказательство. В нормальной системе координат геодезическая линия, проходящая
через точку x0 в направлении u0, является прямой и задается параметрически в виде

yα(t) = uα0 t. (3.83)

Подстановка этого выражения в уравнение для геодезических линий (3.3) дает

uα0u
β
0Γαβ

γ = 0.

Умножив это уравнение на t2, получим (3.82).
Обратно. Пусть выполнено уравнение (3.82). Разложим компоненты связности в ряд Тей-

лора вблизи начала координат. Тогда уравнение (3.82) эквивалентно цепочке равенств (3.76).
Затем разложим уравнение геодезических и сами геодезические в ряды Тейлора по t. Прирав-
няв нулю коэффициенты при одинаковых степенях t, получаем, что прямые линии и только
они являются геодезическими линиями, проходящими через начало координат.
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Замечание. Сравнение первого условия в (3.82) со вторым условием в (3.69) показывает,
что нормальные координаты в общем случае не являются гармоническими.

Нормальная система координат обладает рядом замечательных свойств. В частности, в
окрестности начала координат компоненты произвольного тензорного поля можно предста-
вить в виде ряда, коэффициенты которого зависят от ковариантных производных этого поля
и тензоров кривизны, кручения и их ковариантных производных, вычисленных в точке x0.
Доказательство этого утверждения проводится конструктивно, путем явного построения со-
ответствующего разложения.

Для доказательства нам понадобится предварительный результат.

Лемма 3.9.1. Пусть связность Γ на M вещественно аналитична. Тогда в окрестности

начала нормальной системы координат все производные

∂k−1
{γ1...γk−1

◦
Γγk}α

β, (3.84)

где, в отличие от (3.76), симметризация проводится только по части нижних индексов,
выражаются через тензоры кривизны, кручения и их ковариантные производные.

Доказательство. Лемма доказывается прямыми, но громоздкими вычислениями. По-
этому мы ограничимся только первыми двумя слагаемыми.

Используя свойства (3.76), нетрудно доказать равенства

∂{γ1
◦
Γγ2}α

β =
1

3

(
∂{γ1

◦
Γαγ2}

β − ∂α
◦
Γ{γ1γ2}

β + 2∂{γ1
◦
T γ2}α

β

)
,

∂2
{γ1γ2

◦
Γγ3}α

β =
1

3

(
∂2
{γ1γ2

◦
Γαγ3}

β − ∂2
α{γ1

◦
Γγ2γ3}

β + 2∂2
{γ1γ2

◦
T γ3}α

β

)
.

(3.85)

Здесь и в дальнейшем фигурные скобки обозначают симметризацию только по индексам γ1,
γ2, . . . .

В точке x0 аффинная связность полностью определяется тензором кручения

◦
Γγα

β =
1

2

◦
T γα

β. (3.86)

Далее, прямые вычисления приводят к следующим равенствам:

◦
Rα{γ1γ2}

β = ∂α
◦
Γ{γ1γ2}

β − ∂{γ1
◦
Γαγ2}

δ − 1

4

◦
Tα{γ1

δ
◦
T γ2}δ

β,

∇{γ1

◦
Rαγ2γ3}

β = ∂2
α{γ1

◦
Γγ2γ3}

β − ∂2
{γ1γ2

◦
Γαγ3}

β +
2

3

◦
Rα{γ1γ2

δ
◦
T γ3}δ

β +
2

3

◦
Tα{γ1

δ
◦
Rδγ2γ3}

β+

+
1

6
∇{γ1

◦
T γ2α

δ
◦
T γ3}δ

β − 1

3

◦
Tα{γ1

δ∇γ2

◦
T γ3}δ

β,

∇{γ1

◦
T γ2}α

β = ∂{γ1
◦
T γ2}α

β,

∇{γ1∇γ2

◦
T γ3}α

β = ∂2
{γ1γ2

◦
T γ3}α

β +
1

6

◦
Rα{γ1γ2

δ
◦
T γ3}δ

β +
1

6

◦
Tα{γ1

δ
◦
Rδγ2γ3}

β+

+
1

6
∇{γ1

◦
T γ2α

δ
◦
T γ3}δ

γ +
1

6

◦
Tα{γ1

δ∇γ2

◦
T γ3}δ

β.

Используя полученные формулы, правые части (3.85) можно записать в ковариантном виде

∂{γ1
◦
Γγ2}α

β =
1

3

(
−

◦
Rα{γ1γ2}

β + 2∇{γ1

◦
T γ2}α

β − 1

4

◦
Tα{γ1

δ
◦
T γ2}δ

β

)
, (3.87)
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∂2
{γ1γ2

◦
Γγ3}α

β =
1

3

(
−∇{γ1

◦
Rαγ2γ3}

β +
1

3

◦
Rα{γ1γ2

δ
◦
T γ3}δ

β +
1

3

◦
Tα{γ1

δ
◦
Rδγ2γ3}

β+

+2∇{γ1∇γ2

◦
T γ3}α

β − 1

6
∇{γ1

◦
T γ2α

δ
◦
T γ3}δ

β − 2

3

◦
Tα{γ1

δ∇γ2

◦
T γ3}δ

β

)
, (3.88)

где, напомним, симметризация проводится только по индексам γ1, γ2, . . . . Аналогичным обра-
зом все частные производные от связности вида (3.84) можно выразить через ковариантные
объекты.

Теперь можно доказать утверждение о разложении компонент произвольного тензорного
поля в окрестности начала нормальной системы координат в ряд Тейлора. Для определенности
рассмотрим произвольный ковариантный тензор второго ранга Aαβ в нормальных координатах
и разложим его в ряд Тейлора вблизи начала координат:

Aαβ(y) =
◦
Aαβ + ∂γ

◦
Aαβ y

γ +
1

2
∂2
γ1γ2

◦
Aαβ y

γ1yγ2 + . . . . (3.89)

Эта процедура явно нековариантна, потому что координаты yγ не являются компонентами век-
тора, и коэффициенты этого ряда также нековариантны. Основным достоинством нормальных
координат является то, что все коэффициенты этого ряда тем не менее можно выразить че-
рез ковариантные величины. Для этого необходимо выразить все частные производные через
ковариантные и выразить компоненты аффинной связности в начале координат через тензор
кривизны, кручения и их ковариантные производные. Начнем с первой производной

∂γ
◦
Aαβ = ∇γ

◦
Aαβ +

◦
Γγα

δ
◦
Aδβ +

◦
Γγβ

δ
◦
Aαδ = ∇γ

◦
Aαβ +

1

2

◦
T γα

δ
◦
Aδβ +

1

2

◦
T γβ

δ
◦
Aαδ,

где мы воспользовались формулами (3.86). Прямые, но более громоздкие выкладки позволяют
представить вторые частные производные также в ковариантном виде:

∂2
γ1γ2

◦
Aαβ = ∇{γ1∇γ2}

◦
Aαβ +

◦
T {γ1α

δ∇γ2}

◦
Aδβ +

◦
T {γ1β

δ∇γ2}

◦
Aαδ +

1

2

◦
T {γ1α

δ
◦
T γ2}

ǫ
◦
Aδǫ+

+
1

3

(
−

◦
Rα{γ1γ2}

δ + 2∇{γ1

◦
T γ2}α

δ −
◦
Tα{γ1

ǫ
◦
T γ2}ǫ

δ

)
◦
Aδβ+

+
1

3

(
−

◦
Rβ{γ1γ2}

δ + 2∇{γ1

◦
T γ2}β

δ −
◦
T β{γ1

ǫ
◦
T γ2}ǫ

δ

)
◦
Aαδ.

Эту процедуру можно продолжить вплоть до произвольного порядка. Однако уже в третьем
порядке формулы настолько громоздки, что нет смысла их приводить в явном виде.

Ясно, что аналогичное представление справедливо для тензорного поля произвольного ран-
га и типа. Поэтому справедлива следующая

Теорема 3.9.3. Компоненты произвольного вещественно аналитического тензорного

поля в некоторой окрестности начала нормальной системы координат представимы в виде

ряда Тейлора, коэффициенты которого определяются ковариантными производными ком-

понент данного тензорного поля, а также тензором кривизны, тензором кручения и их

ковариантными производными, взятыми в начале координат.

В математической физике такое представление часто бывает очень удобным при проведе-
нии вычислений.
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3.9.2. Нормальные координаты в (псевдо)римановом пространстве. Основное до-
стоинство нормальных координат заключается в том, что вещественно аналитические тензор-
ные поля в некоторой окрестности U0 ⊂ M произвольной точки x0 ∈ M представляются в виде
ряда Тейлора, коэффициенты которого задаются только ковариантными объектами: ковари-
антными производными данного тензорного поля, а также тензорами кривизны и кручения
и их ковариантными производными. В предыдущем разделе были явно вычислены первые
два члена этого ряда для ковариантного тензора второго ранга. Эти члены содержат много
слагаемых с тензором кручения. Поэтому в (псевдо)римановой геометрии, где кручение тож-
дественно равно нулю, формулы упрощаются, и можно продвинуться значительно дальше в
вычислениях.

Кроме того, если на многообразии M задана аффинная геометрия (M, g,Γ), то в качестве
определяющего пучка кривых, проходящих через точку x0 ∈ M, можно выбрать не геоде-
зические линии, а экстремали, которые определяются исключительно метрикой. Это также
дает основание рассмотреть нормальные координаты в (псевдо)римановой геометрии более
подробно.

Два слова об обозначениях. Мы часто используем знак тильды для геометрических объек-
тов в (псевдо)римановой геометрии. Поскольку значок окружности над символом уже исполь-
зуется для обозначения геометрических объектов, рассматриваемых в точке x0, то, чтобы не
загромождать обозначений, знак тильды в настоящем разделе мы опустим.

В (псевдо)римановой геометрии в нормальных координатах
◦
Γαβ

γ = 0, и ковариантная
производная произвольного тензора в этой точке совпадает с частной производной. При этом
в выражении для тензора кривизны пропадают квадратичные слагаемые по связности:

◦
Rαβγ

δ = ∂α
◦
Γβγ

δ − ∂β
◦
Γαγ

δ

или

◦
Rαβγδ =

1

2
(∂2
αγ

◦
gβδ − ∂2

αδ
◦
gβγ − ∂2

βγ
◦
gαδ + ∂2

βδ
◦
gαγ).

Вычисления, аналогичные тем, что привели к формулам (3.87), (3.88), в (псевдо)римановой
геометрии дают равенства

∂{γ1
◦
Γγ2}α

β = −1

3

◦
Rα{γ1γ2}

β,

∂2
{γ1γ2

◦
Γγ3}α

β = −1

2
∇{γ1

◦
Rαγ2γ3}

β,

∂3
{γ1γ2γ3

◦
Γγ4}α

β = −3

5
∇{γ1∇γ2

◦
Rαγ3γ4}

β − 2

15

◦
Rα{γ1γ2

δ
◦
Rδγ3γ4}

β ,

(3.90)

где симметризация проводится только по индексам γ1, γ2, . . . . Здесь мы дополнительно вы-
числили третью симметризованную производную от связности.

Разложим ковариантный тензор Aα1...αs произвольного ранга s в окрестности точки x0 в
ряд по нормальным координатам:

Aα1...αs =
◦
Aα1...αs + ∂γ

◦
Aα1...αs y

γ +
1

2
∂2
γ1γ2

◦
Aα1...αs y

γ1yγ2 + . . . ,
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где x0 = {yα = 0}. Преобразовав частные производные в ковариантные и исключив слагаемые
со связностью с помощью формул (3.90), получим следующий ряд

Aα1...αs =
◦
Aα1...αs + ∇γ

◦
Aα1...αsy

γ+

+
1

2!

(
∇γ1∇γ2

◦
Aα1...αs −

1

3

s∑

k=1

◦
Rαkγ1γ2

βk
◦
Aα1...βk...αs

)
yγ1yγ2+

+
1

3!

(
∇γ1∇γ2∇γ3

◦
Aα1...αs −

s∑

k=1

◦
Rαkγ1γ2

βk∇γ3

◦
Aα1...βk...αs −

−1

2

s∑

k=1

∇γ1

◦
Rαkγ2γ3

βk
◦
Aα1...βk...αs

)
yγ1yγ2yγ3 + . . . .

(3.91)

Под знаком суммы подразумевается суммирование по индексу βk, который стоит на k-м ме-

сте в
◦
Aα1...βk...αs . В полученном выражении симметризацию по индексам γ1, γ2, . . . можно не

указывать, так как происходит свертка с симметричным произведением yγ1 . . . yγk .
Аналогичные ряды можно построить для тензоров, содержащих произвольные наборы ко-

вариантных и контравариантных индексов. Во всех случаях коэффициенты ряда вплоть до
любого порядка могут быть выражены только через ковариантные объекты в точке x0.

Нормальные координаты особенно удобны при анализе (псевдо)римановой метрики. В этом
случае возникает дополнительное упрощение, поскольку все ковариантные производные от
метрики тождественно равны нулю. Несложные вычисления показывают, что ряд (3.91) для
метрики в нормальных координатах принимает вид

gαβ = ηαβ −
1

3

◦
Rαγ1γ2β y

γ1yγ2 − 1

3!
∇γ1

◦
Rαγ2γ3β y

γ1yγ2yγ3+

+
1

5!

(
−6∇γ1∇γ2

◦
Rαγ3γ4β +

16

3

◦
Rαγ1γ2

δ
◦
Rδγ3γ4β

)
yγ1yγ2yγ3yγ4 + . . . ,

(3.92)

где мы также вычислили слагаемое четвертого порядка.

3.9.3. (Псевдо)римановы пространства постоянной кривизны. Выражение для
метрики в нормальных координатах (3.92) принимает особенно простой вид для пространств
постоянной кривизны, которые определяются равенством ∇ǫRαβγ

δ = 0.

Предложение 3.9.2. В пространстве постоянной кривизны (псевдо)риманова метрика

в окрестности произвольной точки x0 ∈ M в нормальных координатах yα имеет вид

gαβ = ηαβ +
1

2

∞∑

k=1

(−1)k22k+2

(2k + 2)!
Vα

ǫ1Vǫ1
ǫ2 . . . Vǫk−1

ǫkηǫkβ , (3.93)

где

Vǫk−1

ǫk :=
◦
Rǫk−1γ1γ2

ǫk yγ1yγ2 , ǫ0 = α.

Доказательство. Сначала проверяем, что первые два члена суммы действительно сов-
падают с (3.92) для пространств постоянной кривизны. Далее доказательство проводится по
индукции.

Ряд для метрики (3.93) можно просуммировать для пространств постоянной кривизны
специального вида. В этом случае в начале координат справедливо равенство

◦
Rαβγδ = − 2K

n(n− 1)
(ηαγηβδ − ηαδηβγ), n = dim M, K = const. (3.94)
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Тогда матрица Vαβ пропорциональна проекционному оператору:

Vα
β = as

(
δβα − yαy

β

s

)
,

где

a :=
2K

n(n− 1)
, s := yαyα, yα := yβηαβ ,

и ряд для метрики принимает вид

gαβ = ηαβ +
1

2

(
ηαβ −

yαyβ
s

) ∞∑

k=1

22k+2

(2k + 2)!
(−as)k. (3.95)

Это выражение для метрики определено и для s = 0, так как ряд начинается с линейного
по s члена. Теперь ряд можно просуммировать, что приводит к следующему выражению для
метрики

gαβ = f(s)Πt

αβ + Πl

αβ = fηαβ + (1 − f)
yαyβ
s

, (3.96)

где метрика представлена в виде суммы проекционных операторов:

Πt

αβ := ηαβ −
yαyβ
s

, Πl

αβ :=
yαyβ
s

,

а функция f(s) определена рядом

f(s) :=

∞∑

k=0

22k+2

(2k + 2)!
(−as)k, (3.97)

который сходится на всей комплексной плоскости s. Тем самым доказано следующее утвер-
ждение.

Теорема 3.9.4. Пусть на многообразии задана (псевдо)риманова метрика g класса C2

такая, что многообразие является пространством постоянной кривизны специального вида:

Rαβγδ = − 2K

n(n− 1)
(gαγgβδ − gαδgβγ). (3.98)

Тогда метрика g на M вещественно аналитична.

Доказательство. Прямая проверка показывает, что вещественно аналитическая метри-
ка (3.96), (3.97) описывает многообразие постоянной кривизны (3.98). Единственность метрики
следует из единственности решения задачи Коши для уравнений геодезических.

Ряд (3.97) можно просуммировать. Для псевдоримановых пространств “положительной”
кривизны K > 0, a > 0 и функция f(s) имеет вид

f(s) =





sin 2√as
as

, s > 0,

1, s = 0,

− sh 2√−as
as

, s < 0.

(3.99)

Функция f(s), как нетрудно проверить, аналитична. Напомним, что sin ix = i sh x.
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Для псевдоримановых пространств “отрицательной” кривизны K < 0, a < 0 имеем равен-
ство

f(s) =





− sh 2√−as
as

, s > 0,

1, s = 0,

sin 2√as
as

, s < 0.

(3.100)

Отметим, что на световом конусе, s = 0, метрика в обоих случаях совпадает с метрикой
Минковского.

Если кривизна псевдориманова пространства постоянной кривизны равна нулю, K = 0, то
f = 1.

Для римановых пространств постоянной кривизны всегда s > 0 и

f(s) =





sin 2√as
as

, K > 0,

1, K = 0,

− sh 2√−as
as

, K < 0.

(3.101)

Тот факт, что функция f(s) действительно приводит к ряду (3.95), проверяется прямой
проверкой.

Рассмотрим римановы пространства постоянной кривизны, для которых gαβ(0) = δαβ . Мет-
рика (3.96) принимает особенно простой вид в сферической системе координат евклидова про-
странства Rn. В сферических координатах s = yαyβδαβ = r2, где r – радиальная координата,
и справедливы тождества

Πl

αβdy
αdyβ = dr2, Πt

αβdy
αdyβ = r2dΩ,

где dΩ – элемент телесного угла в евклидовом пространстве Rn. Таким образом, метрику
пространств постоянной кривизны в нормальных координатах можно записать в виде

ds2 = dr2 + r2fdΩ. (3.102)

Проанализируем пространство Rn с метрикой (3.102) подробнее. Объем сферы радиуса r
√
f

в Rn с метрикой (3.102) равен

Sn−1
r =

2πn/2

Γ(n2 )
(r2f)(n−1)/2.

Мы видим, что нули функции f(r2) = 0 определяют те сферы в Rn, площадь которых равна
нулю. Поскольку площадь поверхности является инвариантным объектом, то это означает, что
на самом деле эти сферы соответствуют отдельным точкам пространства постоянной кривиз-
ны.

Нормальные координаты для многообразий постоянной кривизны определены для всех
{yα} ∈ Rn. При этом все геодезические, проходящие через точку x0, полны, так как канони-
ческий параметр пробегает всю вещественную прямую t ∈ (−∞,∞).

Проведенное рассмотрение доказывает

Теорема 3.9.5. Нормальные координаты на (псевдо)римановом многообразии M посто-

янной кривизны вида (3.98) в каждой точке x0 ∈ M задают гладкое сюръективное отобра-

жение

R
n → M. (3.103)
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Для римановых пространств нулевой кривизны нормальные координаты совпадают с декар-

товыми.

Замечание. В дальнейшем мы увидим, что отображение (3.103) не является накрытием.

В общем случае отображение (3.103) не является взаимно однозначным. Поэтому в области
определения нормальных координат Rn можно задать отношение эквивалентности, отожде-
ствив те точки, которые отображаются на одну и ту же точку из M. Таким образом, простран-
ство постоянной кривизны вида (3.98) можно рассматривать как евклидово пространство Rn,
в котором задано некоторое отношение эквивалентности между точками.

Пример 3.9.2. Рассмотрим двумерную сферу S2 →֒ R3 единичного радиуса в качестве
пространства постоянной положительной кривизны. В этом случае K = 1, a = 1, n = 2.
Функция f(r2) в полярных координатах на плоскости R2 имеет вид

f =
sin 2r

r2
.

Это соответствует метрике
ds2 = dr2 + sin 2rdϕ2.

Длина окружности на плоскости R2 радиуса r с центром в начале координат равна

L =

∫ 2π

0
dϕ sin r = 2π sin r.

Отсюда следует, что окружности радиусов r = πk, k = 1, 2, . . . , отображаются в одну точку
сферы. При этом плоскость R2 бесконечное число раз “накрывает” сферу S2. Если условиться,
что начало координат соответствует южному полюсу сферы, то при отображении R2 → S2 все
окружности радиуса r = 2πk, k = 0, 1, . . . , соответствуют южному полюсу, а все окружности
радиуса r = π + 2πk – северному. В рассматриваемом случае между точками евклидовой
плоскости возникает отношение эквивалентности

yα ∼ yα +
yα

r
2πk, k = 0, 1, . . . .

Нормальные координаты были определены таким образом, что геодезические линии в них
совпадают с прямыми. В (псевдо)римановом пространстве экстремали совпадают с геодезиче-
скими и поэтому также являются прямыми. Проверим это для пространств постоянной кри-
визны, которые были рассмотрены выше. Уравнения для экстремалей, определяемых метри-
кой (3.96), можно проинтегрировать. Из выражения для символов Кристоффеля, которые в
рассматриваемом случае имеют вид

Γαβ
γ =

f ′

f

(
yαΠ

tγ
β + yβΠ

tγ
α

)
+

1 − f − f ′s

s
yγΠt

αβ , (3.104)

следуют уравнения для экстремалей (3.24)

ÿα = −2
f ′

f
ẏαyβ ẏ

β + 2
f ′

f
yα

(yβ ẏ
β)2

s
+

1 − f − f ′s

s2
yα(yβ ẏ

β)2 − 1 − f − f ′s

s
yα(ẏβ ẏ

β). (3.105)

Эти уравнения имеют интеграл (3.32)

C0 = ẏαẏβgαβ = ẏαẏ
αf − (yαẏ

α)2

s
(f − 1) = const.
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Прямая проверка показывает, что все прямые линии, проходящие через начало координат,

yα = vαt, vα = const, t ∈ R,

являются экстремалями. Эти экстремали, очевидно, полны. Отметим, что символы Кристоф-
феля (3.104) равны нулю только в начале координат. В близких точках они отличны от нуля,
и среди экстремалей прямыми являются только те, которые проходят через начало координат.

Уравнения для экстремалей (3.105) можно проинтегрировать и в общем случае. То есть
найти те экстремали, которые не проходят через начало координат. Для этой цели рассмотрим
зависимость s := yαyβηαβ от t. Учитывая равенства

ṡ = 2yαẏ
α,

s̈ = 2yαÿ
α + 2ẏαẏ

α,

из уравнений для экстремалей получаем обыкновенное уравнение на s(t):

s̈ =

(
1

2s
− U ′

2U

)
ṡ2 +

2C0U
′s

U
,

где функция U(s) имеет вид

U(s) :=
sin 2√as

a
.

Рассмотрим случай C0a > 0. Введя новую переменную z2 = as, при as > 0, и растянув
канонический параметр t→ t/

√
C0a, приходим к уравнению

z̈ = (1 − ż2) ctg z,

которое можно явно проинтегрировать. Общее решение этого уравнения имеет вид

cos
√
as =

√
1 − 1

C1
sin (t+ t0), C1 = const > 1, t0 = const.

Аналогично можно рассмотреть все остальные случаи.
Таким образом, для пространств постоянной кривизны специального вида (3.94) в нормаль-

ных координатах можно найти и проанализировать поведение всех экстремалей. В дальнейшем
мы рассмотрим эту задачу в ряде конкретных случаев.

3.9.4. Нормальные координаты и экспоненциальное отображение. Пусть задана
связность Γ на многообразии M и γ = x(t) – геодезическая. Если t – канонический пара-
метр вдоль геодезической, то координатные функции {xα(t)} удовлетворяют системе урав-
нений (3.3). Зафиксируем канонический параметр t каким-либо образом и начальную точку
x0 = x(0). Тогда касательный вектор u0 := ẋ0 ∈ T0(M) к геодезической в точке x0 определен
однозначно. Верно также обратное утверждение. Если задана точка x0 ∈ M и касательный
вектор u0 ∈ T0(M), то существует единственная геодезическая, проходящая через x0 с началь-
ным вектором u0, при этом канонический параметр определен с точностью до сдвига. Таким
образом, каждая геодезическая однозначно определена парой (x0, u0).

Геодезическая линия x(t) является интегральной кривой для векторного поля скорости
u(t) := ẋ(t). Тогда для полных геодезических определено экспоненциальное отображение

exp (tu0) : x0 7→ x(t), (3.106)
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которое отображает начальную точку x0 в точку x(t). Если вектор скорости u0 принимает все
возможные направления в касательном пространстве T0(M), то экспоненциальное отображе-
ние (3.106) можно рассматривать как отображение касательного пространства в многообразие

exp (tu0) : T0(M) ∋ tu0 7→ x(t) ∈ M, (3.107)

для которого мы сохраним прежнее обозначение.
По построению, каждая прямая в касательном пространстве T0(M), проходящая через на-

чало координат, отображается в соответствующую геодезическую. Ясно, что такое отображе-
ние можно построить для каждой точки x0 ∈ M.

Если геодезическая неполна, то экспоненциальное отображение (3.107) определено только
для некоторого интервала значений канонического параметра −ǫ1 < t < ǫ2, где ǫ1,2 > 0. В
результате экспоненциальное отображение будет определено в некоторой окрестности начала
координат касательного пространства. Если связность на M класса C∞, то экспоненциальное
отображение будет того же класса гладкости C∞. Поскольку дифференциал экспоненциаль-
ного отображения в точке x0 невырожден, то существует окрестность U0 ∋ x0 такая, что
экспоненциальное отображение (3.107) является диффеоморфизмом U0 → V0 ⊂ T0(M), где
V0 – некоторая окрестность касательного пространства, содержащая начало координат. Вы-
берем координатный репер {∂α} в точке x0 и предположим, что векторы скорости принимают
значение на единичной сфере

n∑

α=1

(uα0 )2 = 1.

Теперь отождествим касательное пространство T0(M) с евклидовым пространством Rn есте-
ственным образом, отождествив координаты касательного вектора {tuα0 } с декартовыми ко-
ординатами точки {yα} в Rn. В результате получим координатную систему, определенную
на U0.

Определение. Система координат в окрестности U0 ⊂ M точки x0, определенная экспо-
ненциальным отображением (3.107),

ϕ : M ⊃ U0 ∋ {xα(t)} 7→ {yα := tuα0 } ∈ V0 ⊂ R
n,

называется нормальной.

Замечание. Подчеркнем, что нормальная система координат определена исключительно
связностью, а не метрикой, которой вообще может не быть на многообразии.

Если на многообразии M помимо связности Γ задана также метрика g, то исходную систему
координат xα в окрестности точки x0 можно всегда выбрать таким образом, что координатный
базис ∂α будет ортонормальным в данной точке x0, т.е. gαβ(x0) = ηαβ. Мы всегда предполагаем,
что для нормальной системы координат при наличии метрики данное условие выполнено.

Теорема 3.9.6 (Уайтхед). Пусть yα – нормальная система координат в окрестности

точки x0 ∈ M. Определим окрестность U0(ρ) точки x0 равенством
∑

α(y
α)2 < ρ2 . Тогда

существует положительное число r такое, что если 0 < ρ < r , то:
1) окрестность U0(ρ) является геодезически выпуклой, т.е. любые две точки из U0(ρ)

можно соединить геодезической, целиком лежащей в U0(ρ);
2) каждая точка из U0(ρ) имеет нормальную координатную окрестность, содержащую

U0(ρ).

Доказательство. См. [37].

Замечание. Данная теорема справедлива для произвольных достаточно гладких связно-
стей, независимо от того, задана на многообразии метрика или нет.



4. Симплектические и пуассоновы многообразия

Симплектические и пуассоновы многообразия играют важную роль в дифференциальной
геометрии в связи с применениями, в первую очередь к гамильтоновой динамике, рассмотрен-
ной в главе 6.

4.1. Симплектические группы

Симплектические группы играют в симплектической геометрии ту же роль, что и группы
вращений в евклидовой геометрии. Поскольку эти группы устроены намного сложнее, чем
ортогональные и унитарные матричные группы, то мы посвятим симплектическим группам и
их свойствам целый раздел. Более подробное изложение содержится в [38].

Определение. Рассмотрим антисимметричную 2n×2n матрицу (каноническую симплек-

тическую форму),

̟ = (̟αβ) =

(
0 −1
1 0

)
, (4.1)

где α, β = 1, . . . , 2n и 1 – единичная n × n матрица. Эта матрица определяет билинейную
квадратичную форму в евклидовом пространстве R2n, рассматриваемом как векторное про-
странство,

̟ : R
2n × R

2n ∋ X,Y 7→ ̟(X,Y ) := XαY β̟αβ ∈ R,

где Xα и Y β – компоненты векторов в декартовой системе координат. Квадратные матрицы A
размера 2n× 2n с вещественными элементами, оставляющие каноническую симплектическую
форму ̟ инвариантной,

At̟A = ̟, (4.2)

образуют группу Ли SP(n,R), которая называется вещественной симплектической группой.

Взятие определителя от обеих частей определения (4.2) приводит к равенству detA =
±1, поскольку det̟ = 1. Отсюда следует, что для любой матрицы A существует обратная.
Нетрудно убедиться, что обратная матрица также является симплектической, а также в том,
что произведение двух симплектических матриц снова дает симплектическую матрицу. Тем
самым все групповые аксиомы выполнены.

Каноническая симплектическая форма универсальна в следующем смысле. Если ω – произ-
вольная невырожденная антисимметричная матрица, то из курса линейной алгебры известно,
что за счет линейного преобразования базиса в R2n ее всегда можно преобразовать к канони-
ческому виду (4.1).

Предложение 4.1.1. Алгебра Ли sp(n,R) группы SP(n,R) состоит из матриц вида

(
B C
D −Bt

)
∈ sp(n,R), (4.3)

где B – произвольная вещественная n× n матрица, а вещественные n× n матрицы C и D
симметричны.
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Доказательство. Вблизи единицы группы симплектическая матрица представима в ви-
де

A = etM = 1+ tM + . . . , t ∈ R,

где M ∈ sp(n,R) – элемент алгебры Ли. Подставляя это разложение в (4.2), в линейном по t
порядке получаем равенство

Mt̟ +̟M = 0. (4.4)

Представим элемент алгебры в блочном виде

M =

(
B C
D E

)
.

Тогда из (4.4) следуют равенства:

C = Ct, D = Dt, E = −Bt.

Следствие. Размерность симплектической группы SP(n,R) равна n(2n+ 1).

Выше было отмечено, что detA = ±1. Справедливо более сильное утверждение.

Предложение 4.1.2. Определитель любой симплектической матрицы равен единице

detA = 1, A ∈ SP(n,R). (4.5)

Доказательство. Любую симплектическую матрицу A = (Aα
β) ∈ SP(n,R), α, β =

1, . . . , 2n, можно рассматривать как невырожденное линейное преобразование 2n-мерного ев-
клидова пространства R2n, которое оставляет каноническую 2-форму ̟ инвариантной. Сле-
довательно, симплектическое преобразование сохраняет инвариантной и любую внешнюю сте-
пень формы ̟. В частности, симплектическое преобразование сохраняет 2n-форму объема ̟n.
Известно, что при преобразовании координат форма объема умножается на якобиан преобра-
зования координат. Таким образом, для симплектических преобразований имеем равенство

̟n = ̟n detA.

Отсюда следует равенство (4.5).

Симплектические группы SP(n,R) существенно отличаются от групп вращений евклидова
пространства. В частности, они являются некомпактными. Продемонстрируем это на примере
простейшей группы SP(1,R).

Теорема 4.1.1. Группа SP(1,R) изоморфна группе 2 × 2 матриц SL(2,R). С топологи-

ческой точки зрения эта группа трехмерна, некомпактна и гомеоморфна прямому произ-

ведению окружности на двумерную плоскость, SP(1,R) ≈ S1 × R2 . Она не односвязна, и ее

фундаментальная группа изоморфна группе целых чисел

π1

(
SP(1,R)

)
≃ Z.

Доказательство. В двумерном случае каноническая симплектическая форма с точно-
стью до знака совпадает с полностью антисимметричным тензором ̟αβ = −εαβ . Рассмотрим
матрицу A ∈ SP(1,R) как линейное преобразование двумерной евклидовой плоскости R2. То-
гда уравнение (4.2) запишется в виде

Aα
γAβ

δεγδ = εαβ .
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Поскольку левая часть уравнения антисимметрична по индексам α и β, то она равна detAεαβ .
Отсюда следует, что уравнение (4.2) эквивалентно одному уравнению detA = 1. Таким обра-
зом, группа SP(1,R) изоморфна группе вещественных 2 × 2 матриц с единичным определите-
лем, т.е. группе SL(2,R).

Из курса линейной алгебры известно, что любое линейное преобразование плоскости, для
которого detA = 1, можно однозначно представить в виде композиции двух преобразований:
ортогонального поворота плоскости (группа U(1) ≈ S1) и преобразования, задающегося верх-
нетреугольной матрицей вида (

a b
0 1/a

)
, a > 0.

Вещественные числа a и b можно рассматривать в качестве координат на полуплоскости a > 0,
которая гомеоморфна всей евклидовой плоскости. Таким образом, мы получаем топологиче-
ское разложение группы SP(1,R) на прямое произведение окружности и двумерной плоско-
сти. Прямое произведение S1 × R2 гомотопически эквивалентно окружности (стягивается к
окружности), и поэтому фундаментальная группа SP(1,R) изоморфна фундаментальной груп-
пе окружности.

Симплектические группы SP(n,R) при n > 1 имеют более сложную структуру, и их описа-
ние выходит за рамки настоящей монографии. Отметим лишь, что все группы SP(n,R) неком-
пактны. В дальнейшем нам понадобятся другой класс групп Ли, который обозначается SP(n)
и состоит из компактных симплектических групп. Они существуют и строятся как подгруппы
в комплексных симплектических группах SP(n) ⊂ SP(n,C).

Рассмотрим 2n-мерное комплексное пространство C2n с координатами zα, α = 1, . . . , 2n.
Каноническая симплектическая форма ̟ задает на C2n симплектическую структуру (били-
нейную квадратичную форму), т.е. двум векторам X и Y ставится в соответствие число

̟ : C
2n × C

2n ∋ X,Y 7→ ̟(X,Y ) := XαY β̟αβ ∈ C.

По определению, симплектическая структура антисимметрична ̟(X,Y ) = −̟(Y,X). Невы-
рожденное комплексное линейное преобразование координат называется симплектическим,
если оно сохраняет каноническую симплектическую структуру. Это преобразование задается
комплексной 2n× 2n матрицей A ∈ SP(2n,C), которая удовлетворяет тому же равенству (4.2),
что и в вещественном случае. Единственное отличие состоит в том, что элементами матрицы
A теперь являются комплексные числа. Эти матрицы образуют комплексную симплектиче-

скую группу SP(n,C). Ясно, что группа SP(n,R) содержится в группе SP(n,C) как подгруппа
вещественных симплектических преобразований.

Представление элементов алгебры Ли sp(n,C) в виде (4.3) справедливо и для комплексных
симплектических групп, только матрицы B,C и D будут комплексными. Поэтому размер-
ность группы SP(n,C) в два раза больше размерности вещественной группы SP(n,R) и равна
2n(2n+ 1). Так же как и в вещественном случае, группа SP(n,C) при всех n является неком-
пактной.

Предложение 4.1.3. Симплектические группы SP(n,R) и SP(n,C) являются связными,
т.е. состоят из одной компоненты.

Предложение 4.1.4. Характеристический полином

f(λ) = det (A− λ1) =

2n∑

k=1

akλ
k
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симплектического вещественного преобразования A ∈ SP(n,R) обладает свойством

f(λ) = λ2nf(1/λ),

что означает симметричность его коэффициентов: ak = a2n−k . В частности, если λ –

собственное число симплектического преобразования, то 1/λ – также собственное число.

Доказательство. Из определения симплектического преобразования (4.2) следует, что
A = −̟A−1t̟, так как ̟2 = −1. Отсюда вытекает цепочка равенств

f(λ) = det (−̟A−1t̟ − λ1) = det (−A−1t + λ1) =

= det (−1+ λA) = λ2n det

(
A− 1

λ
1

)
,

где мы воспользовались равенствами detA = detAt = 1.

Отметим, что у характеристического полинома не может быть нулевого собственного зна-
чения, так как detA = 1. Поскольку характеристический полином является вещественным, то
если λ – комплексное собственное число, то λ̄ – также собственное число. Таким образом, в
случае общего положения собственные числа вещественного симплектического преобразования
разбиваются на четверки λ, λ̄, 1/λ, 1/λ̄, т.е. собственные числа расположены на комплексной
плоскости симметрично относительно вещественной оси и единичной окружности.

По построению, комплексная симплектическая группа SP(n,C) содержит некомпактную
вещественную подгруппу SP(n,R). Оказывается, что группа SP(n,C) содержит компактную
подгруппу, которая называется компактной симплектической группой и обозначается через
SP(n). Эту подгруппу удобно определить с использованием алгебры кватернионов H (см. при-
ложение 19.1).

Определение. Рассмотрим n-мерное кватернионное пространство Hn с базисом ea, a =
1, . . . , n. Каждый вектор q ∈ Hn однозначно представим в виде q = qaea, где каждая коорди-
ната является кватернионом: qa ∈ H. Каждый кватернион разлагается по базису {1, i, j, k}:

qa = aa + bai+ caj + dak.

Вещественная размерность Hn равна 4n. Очевидно, что H1 = H.
Рассмотрим в Hn симметричное вещественнозначное скалярное произведение

(q1, q2) := re q1q̄2 =

n∑

a=1

(aa1a
a

2 + ba1b
a

2 + ca1c
a

2 + da1d
a

2 ). (4.6)

Множество всех линейных кватернионных преобразований A ∈ GL(n,H) пространства Hn, не
меняющих начало координат и сохраняющих скалярное произведение

(Aq1, Aq2) = (q1, q2),

называется симплектической компактной группой SP(n).

Кватернионное пространство Hn естественным образом отождествляется с евклидовым
пространством R4n. Тогда скалярное произведение (4.6) совпадает с обычным евклидовым ска-
лярным произведением в R4n. Это значит, что группа SP(n) является подгруппой в O(4n,R).
Поскольку группа вращений O(4n,R) компактна, то и симплектическая группа SP(n) также
компактна.
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В приложении 19.1 показано, что алгебра кватернионов H естественным образом отож-
дествляется с двумерным комплексным пространством C2. Выполняя эту операцию вдоль
каждой из кватернионных координат, мы получим отождествление Hn с C2n. При отождеств-
лении

q = z1 + jz̄2, z1 = a+ ib, z2 = c+ id,

квадратичная форма двух кватернионов q1 = z11 + jz12 и q2 = z21 + jz22 перейдет в сумму
комплексных квадратичных форм

(q1, q2)H := q1q̄2 = (q1, q2)C + 〈q1, q2〉C,

где
(q1, q2)C :=

∑

a

(za11z̄
a

21 + za12z̄
a

22), 〈q1, q2〉C :=
∑

a

(za12z
a

21 − za11z
a

22).

Квадратичная форма (q1, q2)C эрмитова, т.е. (q1, q2)C
= (q2, q1)C, а форма 〈q1, q2〉C антисим-

метрична: 〈q1, q2〉C = −〈q1, q2〉C. Отметим, что квадратичная форма (q1, q2)H отличается от
квадратичной формы (4.6) отсутствием знака реальной части.

Теорема 4.1.2. Множество элементов SP(n) является связной компактной группой Ли

вещественной размерности n(2n+1). При отождествлении Hn с C2n группа SP(n) вкладыва-

ется как подгруппа в унитарную группу U(2n). При этом вложении алгебра Ли sp(n) группы

SP(n) состоит из комплексных 2n × 2n матриц вида

(
Z1 Z2

−Z̄2 Z̄1

)
, (4.7)

где Z1 – комплексная антиэрмитова n×n матрица, а Z2 – комплексная симметричная n×n
матрица. Если матрицы из унитарной группы U(2n) представить в виде

(
U1 U2

U3 U4

)
,

где U1, U2, U3 и U4 – комплексные n × n матрицы, то подгруппа SP(n) в U(2n) состоит из

унитарных матриц вида (
U1 U2

−U2 U1

)
. (4.8)

При этом матрица (4.8) является унитарной тогда и только тогда, когда комплексные

матрицы U1 и U2 удовлетворяют уравнениям U1U
†
1 + U2U

†
2 = 1 и U2U

t

1 = U1U
t

2 .

Доказательство. Проводится прямой проверкой [38], раздел 2.3, лемма 6.

Связь симплектических групп с другими матричными группами дается следующими двумя
теоремами, доказательство которых дано, например, в [38] раздел 2.4, предложение 2.

Теорема 4.1.3. Рассмотрим стандартные вложения групп O(n) →֒ U(n), U(n) →֒
SO(2n), SP(n) →֒ U(2n). Тогда имеют место следующие соотношения:

1) SO(2n)∩SP(n) = U(n); здесь группы SO(2n) и SP(n) рассматриваются как подгруппы

в одной группе U(2n);
2) SP(n,C) ∩ U(2n) = SP(n);
3) SP(n,R) ∩ GL(2n,C) = U(n);
4) SP(n,R) ∩ U(2n) = U(n).
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Теорема 4.1.4. Для компактных симплектических групп SP(1) и SP(2) имеют место

изоморфизмы:

SP(1) ≃ SU(2) ≃ SPIN(3), SP(2) ≃ SPIN(5).

При больших n > 2 компактные симплектические группы SP(n) уже не сводятся к унитар-
ным и ортогональным группам.

Теорема 4.1.5. Группа SP(n) является максимальной компактной подгруппой в ком-

плексной симплектической группе SP(n,C).

Доказательство. См., например, [39], глава X, § 6, пункт 1, таблица IV.

Теорема 4.1.6. Все компактные симплектические группы SP(n), n > 1, связны и одно-

связны.

Доказательство. См., например, [40], лекция 1, пример 16; лекция 12, текст после тео-
ремы 8.

4.2. Симплектические многообразия

Определение. Многообразие M четной размерности, dim M = 2n, называется симплек-

тическим, если на нем задана достаточно гладкая 2-форма

ω =
1

2
dxα ∧ dxβωαβ ∈ Λ2(M),

удовлетворяющая двум условиям:

1) detωαβ 6= 0 ∀x ∈ M – невырожденность,

2) dω = 0 – замкнутость.

Форма ω называется симплектической.

Пусть на многообразии M задано два векторных поля X,Y ∈ X (M). Тогда форма ω назы-
вается невырожденной, если из условия ω(X,Y ) = 0 для всех Y ∈ X (M) следует X = 0. Легко
проверить, что данное инвариантное определение невырожденности 2-формы эквивалентно
условию detωαβ 6= 0, которое должно выполняться во всех картах и для всех точек x ∈ M.

По определению, компоненты симплектической формы антисимметричны относительно пе-
рестановки индексов. Это значит, что ее невырожденность возможна только на многообразиях
четной размерности. Поэтому размерность многообразия включена в определение.

В координатах замкнутость симплектической формы ω записывается в виде дифференци-
ального уравнения

∂αωβγ + ∂βωγα + ∂γωαβ = 0. (4.9)

Рассмотрим связь симплектических форм с ориентацией многообразий и формами объема.

Теорема 4.2.1. Пусть ω – замкнутая 2-форма на многообразии M, dim M = 2n. Для

того чтобы эта форма была симплектической, необходимо и достаточно, чтобы 2n-форма

ωn была формой объема на M, т.е. нигде не обращалась в нуль.

Доказательство. См., например, [23] предложение 3.4.4.

Следствие. Любое симплектическое многообразие (M, ω) ориентируемо.

Доказательство. Отличие от нуля формы ωn достаточно для ориентируемости.
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Обычно симплектическое многообразие (M, ω) ориентируют формой объема υ с дополни-
тельным множителем:

υ :=
1

n!
(−1)

n(n+1)
2 ωn, (4.10)

чтобы согласовать выбор канонических координат (см. ниже) с канонической ориентацией
евклидова пространства.

Пример 4.2.1. Рассмотрим каноническую 2-форму (4.1) на евклидовом пространстве R2n

̟ =
1

2
dxα ∧ dxβ̟αβ = dxn+1 ∧ dx1 + dxn+2 ∧ dx2 + . . .+ dx2n ∧ dxn. (4.11)

Она невырождена, так как det̟αβ = 1, и замкнута, поскольку компоненты формы постоян-
ны. Тем самым форма ̟ определяет симплектическую форму на евклидовом пространстве.
Поскольку

̟n = (−1)
n(n+1)

2 n!dx1 ∧ . . . ∧ dx2n,

то соответствующая форма объема

υ :=
1

n!
(−1)

n(n+1)
2 ̟n = dx1 ∧ . . . ∧ dx2n (4.12)

является канонической формой объема евклидова пространства.

Обратное утверждение о связи между наличием формы объема и симплектической формы
в общем случае неверно. Исключение составляют двумерные многообразия: всякая ориенти-
руемая поверхность допускает симплектическую структуру. Это просто полностью антисим-
метричный тензор второго ранга:

ω = υ =
1

2
dxα ∧ dxβεαβ = dx1 ∧ dx2√

|g|.

Для ориентируемых многообразий более высокой размерности dim M = 2n, n > 1, симплекти-
ческая форма существует не всегда.

Следующая конструкция позволяет строить симплектические структуры на произвольном
кокасательном расслоении T∗(M), dim M = n, которое имеет размерность 2n.

Определение. Пусть Xr ∈ Tr
(
T∗(M)

)
– произвольный касательный вектор к кокасатель-

ному расслоению в точке r ∈ T∗(M). Определим каноническую линейную форму Θ на T∗(M),
которая называется формой Лиувилля или относительным интегральным инвариантом Пу-

анкаре, следующим соотношением

Θ(Xr) = r(π∗Xr), (4.13)

где π∗ – дифференциал проекции кокасательного расслоения, π : T∗(M) → M.

Теорема 4.2.2. На кокасательном расслоении T∗(M) к произвольному многообразию M

существует симплектическая структура.

Доказательство. Заметим, что r является линейной формой на Tπ(r)(M) и π∗Xr – ка-
сательный вектор в точке π(r). Следовательно, форма Лиувилля (4.13) определена всюду на
кокасательном расслоении T∗(M). Пусть qα – локальная система координат на U ⊂ M. Введем
на π−1(U) координаты (x1, . . . , x2n) := (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) следующим образом. Пусть qα,
α = 1, . . . , n, – координаты на U. Формы dx1, . . . , dxn порождают пространство 1-форм на U.
Поэтому для всякой 1-формы r ∈ π−1(U) имеем равенство

r = dqαpα.
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Разложим касательный вектор Xr по координатному базису (q, p):

Xr = Xα
r

∂

∂qα
+Xrα

∂

∂pα
.

Тогда

π∗Xr = Xα
r

∂

∂xα

и условие (4.13) принимает вид
Θ(Xr) = Xα

r pα.

Таким образом, получаем выражение для формы Лиувилля в локальных координатах:

Θ = dxαpα. (4.14)

Внешняя производная от формы Лиувилля имеет вид

dΘ = dpα ∧ dqα =
1

2
dxa ∧ dxb̟ab, a,b = 1, . . . , 2n,

т.е. совпадает с канонической симплектической формой ̟. Таким образом, построена невы-
рожденная замкнутая 2-форма dΘ на произвольном кокасательном расслоении.

Форма Лиувилля естественна в том смысле, что для любого сечения σ : M → T∗(M) отоб-
ражение дифференциальных форм σ∗ переводит 1-форму Θ в r: σ∗(Θ) = r.

Следствие. Любое кокасательное расслоение T∗(M) ориентируемо.

Замечание. В гамильтоновом подходе к описанию динамики точечных частиц (см. гла-
ву 6) многообразие M и его кокасательное расслоение T∗(M) отождествляются соответственно
с конфигурационным и фазовым пространствами.

Поскольку ранг симплектической 2-формы максимален и равен 2n, то ее класс также равен
2n. В этом случае теорема Дарбу формулируется следующим образом.

Теорема 4.2.3 (Дарбу). Пусть задано симплектическое многообразие (M, ω). Тогда у

каждой точки x ∈ M существует такая координатная окрестность Ux ⊂ M, в которой

симплектическая форма принимает канонический вид

ω = ̟.

Определение. Координаты, в которых симплектическая форма имеет канонический вид,
называются координатами Дарбу.

Замечание. Метрику g на многообразии M за счет выбора системы координат можно
привести к каноническому виду только в фиксированной точке x ∈ M. Лучшее, что можно
сделать в общем случае, это привести метрику к каноническому виду вдоль произвольной
кривой γ ∈ M. В этом отношении симплектические многообразия проще. Согласно теореме
Дарбу симплектическую форму можно привести к каноническому виду не только в данной
точке многообразия, но и в некоторой окрестности этой точки.

Поскольку симплектическая структура ωαβ(x) является невырожденной, то в каждой точке
x ∈ M существует обратная матрица ω−1αβ(x), которая также антисимметрична:

ω−1αβωβγ = ωγβω
−1βα = δαγ , ω−1αβ = −ω−1βα.
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Замечание. Если на симплектическом многообразии (M, ω) задана также метрика g, то
в общем случае

ω−1αβ 6= ωαβ := gαγgβδωγδ.

Пример 4.2.2. Для канонической симплектической структуры (4.1)

̟−1 = (̟−1αβ) = −̟ = ̟t =

(
0 1

−1 0

)
.

Симплектическая структура устанавливает взаимно однозначное соответствие сечений ка-
сательных и кокасательных расслоений. В компонентах данное соответствие задается простым
правилом:

Aα = Xβωβα, Xα = Aβω
−1βα, X ∈ X (M), A ∈ Λ1(M). (4.15)

Замкнутость симплектической формы (4.9) для обратного тензора ω−1αβ(x) можно пере-
писать в виде

ω−1αδ∂δω
−1βγ + ω−1βδ∂δω

−1 γα + ω−1 γδ∂δω
−1αβ = 0.

Для этого достаточно свернуть равенство (4.9) с обратными матрицами ω−1αβ .
Используя внутреннее умножение, формулы (4.15) можно переписать в инвариантном виде:

A = iXA
ω = XA⌋ω,

где XA – векторное поле, соответствующее 1-форме A.
Поскольку симплектическая структура на M устанавливает взаимно однозначное соответ-

ствие между множеством векторных полей X (M) и пространством 1-форм Λ1(M), то структуру
алгебры Ли на X (M) можно перенести на Λ1(M). Для двух произвольных 1-форм A,B ∈ Λ1(M)
положим

[A,B] := [XA,XB ]⌋ω. (4.16)

Тем самым линейное пространство Λ1(M) приобретает структуру алгебры Ли. Таким образом,
коммутатору векторных полей ставится в соответствие скобка Пуассона 1-форм (4.16).

В компонентах A = dxαAα, B = dxαBβ и

[A,B] = dxα
[
(Aβ∂γBα +Bγ∂βAα)ω−1βγ +AβBγ∂αω

−1βγ
]
. (4.17)

Эта формула получается прямыми вычислениями.
Скобку Пуассона двух 1-форм можно выразить через производную Ли:

LXA
B = LXA

(XB⌋ω) = LXA
XB⌋ω +XB⌋(LXA

ω) =

= [XA,XB ]⌋ω +XB⌋ (XA⌋dω + d(XA⌋ω)) = [A,B] +XB⌋dA,

где мы воспользовались линейностью производной Ли, основной формулой гомотопии и за-
мкнутостью симплектической формы. Отсюда следует выражение для скобки Пуассона через
производную Ли:

[A,B] = LXA
B −XB⌋dA. (4.18)

Если 1-формы A и B замкнуты, то полученное выражение упрощается:

[A,B] = LXA
B = − LXB

A.

Предложение 4.2.1. Скобка Пуассона двух замкнутых форм является точной формой.
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Доказательство. Из основной формулы гомотопии следует, что для любой замкнутой
формы A справедливо равенство LXA = d(X⌋A).

В компонентах скобка Пуассона двух замкнутых 1-форм (4.17) принимает простой вид

[A,B] = dxα∂α(ω
−1βγAβBγ).

Скобку Пуассона можно также определить в алгебре функций на M. А именно, каждая
симплектическая структура определяет скобку Пуассона двух дифференцируемых функций
f(x) и g(x) класса C2:

[f, g] := ω−1αβ ∂f

∂xα
∂g

∂xβ
. (4.19)

Дважды непрерывная дифференцируемость функций необходима для выполнения тождеств
Якоби.

Поля ω−1αβ(x) являются компонентами антисимметричного контравариантного тензора
второго ранга. Они являются частным случаем пуассоновой структуры, рассмотренной в сле-
дующем разделе.

Пусть на симплектическом многообразии (M, ω) задана также аффинная геометрия, т.е.
метрика g и аффинная связность Γ. Назовем аффинную связность согласованной с симплек-

тической структурой, если ковариантная производная симплектической формы равна нулю:

∇αωβγ = ∂αωβγ − Γαβ
δωδγ − Γαγ

δωβδ = 0. (4.20)

Рассмотрим линейную комбинацию ковариантных производных, в которой слагаемые отлича-
ются циклической перестановкой индексов

∇αωβγ + ∇βωγα + ∇γωαβ.

Слагаемые с производными от симплектической формы сокращаются ввиду замкнутости ω, и
мы получаем уравнение на тензор кручения

Tαβ
δωδγ + Tβγ

δωδα + Tγα
δωδβ = 0. (4.21)

Это необходимое условие для того, чтобы аффинная связность была согласована с симплек-
тической структурой, но не достаточное.

4.3. Пуассоновы многообразия

Рассмотрим множество скалярных полей f, g, . . . ∈ C∞(M) (алгебру гладких функций) на
многообразии M произвольной размерности n.

Определение. Билинейное отображение

J : C∞(M) × C∞(M) ∋ f, g 7→ [f, g] ∈ C∞(M)

называется пуассоновой структурой или скобкой Пуассона, если выполнены следующие че-
тыре условия:

1) [af + bg, h] = a[f, h] + b[g, h], a, b ∈ R – линейность,

2) [f, g] = −[g, f ] – антисимметрия,

3) [f, gh] = [f, g]h+ g[f, h] – правило Лейбница,

4) [f, [g, h]] + [g, [h, f ]] + [h, [f, g]] = 0 – тождество Якоби.

Многообразие с заданной скобкой Пуассона называется пуассоновым.
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Из линейности скобки Пуассона и правила Лейбница следует, что скобка Пуассона посто-
янной функции f = C = const с произвольной функцией равна нулю:

[C, g] = 0.

Используя это свойство, получим явное выражение для скобки Пуассона в локальной системе
координат xα. С этой целью разложим функции f и g в ряды Тейлора в окрестности произ-
вольной точки x0:

f(x) = f0 + (xα − xα0 )
∂f

∂xα

∣∣∣∣
x=x0

+ . . . ,

g(x) = g0 + (xα − xα0 )
∂g

∂xα

∣∣∣∣
x=x0

+ . . . .

Тогда

[f, g] = [xα − xα0 , x
β − xβ0 ]

∂f

∂xα
∂g

∂xβ

∣∣∣∣
x=x0

+ o(x− x0) =

= [xα, xβ]
∂f

∂xα
∂g

∂xβ

∣∣∣∣
x=x0

+ o(x− x0).

Таким образом, в точке x0 скобка определяется первым слагаемым. Поскольку точка x0 про-
извольна, то получаем явное выражение для скобки Пуассона в координатах

[f, g] = Jαβ
∂f

∂xα
∂g

∂xβ
, (4.22)

где введены структурные функции пуассонова многообразия:

Jαβ := [xα, xβ]. (4.23)

Напомним, что каждую координату можно рассматривать как функцию на многообразии
xα : M ∋ x 7→ xα(x) ∈ R, поэтому для координатных функций скобка Пуассона (4.23) опреде-
лена.

Скобка Пуассона (4.22) совпадает со скобкой Пуассона (4.19), введенной для симплектиче-
ской структуры, при Jαβ = ω−1αβ.

По построению структурные функции Jαβ(x) представляют собой компоненты антисим-
метричного тензора второго ранга, и выражение в правой части равенства (4.22) является
функцией. Из определения скобки Пуассона следует, что структурные функции антисиммет-
ричны,

Jαβ = −Jβα,
и удовлетворяют тождеству Якоби:

Jαδ∂δJ
βγ + Jβδ∂δJ

γα + Jγδ∂δJ
αβ = 0, (4.24)

где слагаемые отличаются циклической перестановкой индексов α, β, γ. Легко проверяется, что
произвольный антисимметричный тензор второго ранга, удовлетворяющий тождеству Якоби,
взаимно однозначно определяет скобку Пуассона (4.22).

Пример 4.3.1. Произвольная постоянная антисимметричная матрица определяет пуассо-
нову структуру в некоторой системе координат. Действительно, тождества Якоби в этом слу-
чае выполняются.
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Пуассонова структура является билинейным дифференциальным оператором и записыва-
ется также в виде

J(f, g) := [f, g] = Jαβ∂αf∂βg.

Поэтому для нее применяют иногда обозначение

J =
1

2
Jαβ∂α ∧ ∂β,

где знак ∧ обозначает внешнее умножение.
Если на многообразии помимо пуассоновой структуры J задана также аффинная связность

Γ, то тождество Якоби (4.24) можно переписать в явно ковариантном виде

Jαδ∇δJ
βγ + Jβδ∇δJ

γα + Jγδ∇δJ
αβ−

− JαδTδǫ
βJǫγ − JβδTδǫ

γJǫα − JγδTδǫ
αJǫβ = 0,

где Tαβγ – тензор кручения аффинной связности. Это доказывает, что тождества Якоби ко-
вариантны, и их выполнение в одной системе координат влечет за собой их выполнение во
всех других системах. Впрочем, это можно было бы и не доказывать, так как определение
пуассоновой структуры было дано в инвариантном виде.

Если матрица структурных функций невырождена, det Jαβ 6= 0, то она имеет обратную
J−1
αβ :

JαβJ−1
βγ = δαγ ,

которая также антисимметрична. Это значит, что контравариантный тензор Jαβ взаимно одно-
значно определяет 2-форму 1

2dx
α∧dxβJ−1

αβ на многообразии. Из тождеств Якоби (4.24) следует,

что 2-форма J−1
αβ замкнута,

∂αJ
−1
βγ + ∂βJ

−1
γα + ∂γJ

−1
αβ = 0,

т.е. является симплектической (см. раздел 4.2). Легко проверяется и обратное утверждение:
произвольная симплектическая форма ωαβ = J−1

αβ определяет пуассонову структуру на много-
образии с невырожденными структурными функциями. При этом тождества Якоби следуют
из условия замкнутости формы. Таким образом, пуассоновы структуры с невырожденными
структурными функциями находятся во взаимно однозначном соответствии с симплектиче-
скими формами на многообразии.

В общем случае структурные функции пуассоновой структуры могут быть вырождены.
Это значит, в частности, что, в отличие от симплектической структуры, скобка Пуассона
может быть также определена на многообразии нечетной размерности. Рангом пуассоновой
структуры называется ранг матрицы Jαβ структурных функций. Ввиду антисимметрии Jαβ

ранг пуассоновой структуры может быть только четным. В общем случае ранг пуассоновой
структуры может меняться от точки к точке.

Определение. Если пуассонова структура вырождена, det Jαβ = 0, то существуют функ-

ции Казимира c ∈ C∞(U), определенные, возможно, только в некоторой области U ⊂ M. Они
определяются следующим равенством

[c, f ] = 0 ∀f ∈ C∞(U). (4.25)

В координатах это равенство принимает вид

Jαβ∂βc = 0.
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Очевидно, что любое решение этих уравнений определено с точностью до аддитивной посто-
янной. Если пуассонова структура невырождена, то константы c = const являются единствен-
ными функциями Казимира.

Пусть ранг матрицы Jαβ постоянен на M и равен rankJαβ = 2m < n. Количество функци-
онально независимых функций Казимира ca, a = 1, . . . , n − 2m, равно числу функционально
независимых решений уравнения (4.25), т.е. разности между размерностью многообразия n и
рангом пуассоновой структуры 2m. Если все функции Казимира известны и определены на
всем M, то условия ca = const выделяют в M подмногообразие U размерности 2m. В разделе 4.5
мы увидим, что сужение J на это подмногообразие приводит к невырожденной пуассоновой
структуре на U.

Из определения функций Казимира следует, в частности, что скобка Пуассона двух функ-
ций Казимира равна нулю:

[ca, cb] = Jαβ∂αc
a∂βc

b = 0. (4.26)

Пусть задано пуассоново многообразие (M, J). Наличие пуассоновой структуры задает би-
линейное отображение на алгебре функций C∞(M), которое превращает множество функций
в алгебру Ли. Эта алгебра Ли гомоморфно отображается в алгебру Ли векторных полей на M

следующим образом. Скобка Пуассона координатных функций xα с произвольной функцией
f определяет компоненты векторного поля Xf = Xα

f ∂α, где

Xα
f := [f, xα] = −Jαβ∂βf.

Таким образом, мы имеем отображение множества гладких функций в алгебру Ли векторных
полей

C∞(M) ∋ f 7→ Xf ∈ X (M). (4.27)

Предложение 4.3.1. Скобка Пуассона двух функций f, g ∈ C∞(M) связана с коммута-

тором соответствующих векторных полей соотношением

[Xf ,Xg] = X[f,g]. (4.28)

То есть отображение (4.27) является гомоморфизмом.

Доказательство. Простое следствие тождеств Якоби.

Если пуассонова структура невырождена, то гомоморфизм (4.27) имеет нетривиальное яд-
ро, состоящее из функций, постоянных на M. Если пуассонова структура вырождена, то ядро
отображения (4.28) включает также линейную оболочку функций Казимира.

Предложение 4.3.2. Векторное поле Xf , порожденное произвольной функцией f , сохра-

няет скобку Пуассона. А именно, производная Ли вдоль векторного поля Xf от структурных

функций равна нулю:

LXf
J = 0.

Доказательство. Простая проверка.

Обсудим связь пуассоновых структур с гамильтоновой динамикой точечных частиц. Рас-
смотрим произвольную функцию H ∈ C∞(M) и соответствующее векторное поле XH . Тогда
экспоненциальное отображение, определяемое системой уравнений

ẋα = −Xα
H = [xα,H] = Jαβ∂βH,
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является ни чем иным, как уравнениями движения механической системы точечных частиц
в канонической (гамильтоновой) форме. При этом точка обозначает дифференцирование по
времени, и H = H(x) – гамильтониан системы. Векторное поле

XH = −Jαβ∂βH∂α (4.29)

называется гамильтоновым. Другими словами, каждую функцию на пуассоновом многооб-
разии можно рассматривать как гамильтониан некоторой механической системы. При этом
каждому гамильтониану соответствует свое гамильтоново векторное поле.

Легко проверить, что для каждого гамильтонова векторного поля справедливо равенство

XHf = [f,H]. (4.30)

Пример 4.3.2. Механическая система, состоящая из n точечных частиц, в фазовом про-
странстве описывается координатами qi и импульсами pi, i = 1, . . . ,n, со скобками Пуассона

[qi, pj ] = δij , [qi, qj] = 0, [pi, pj] = 0.

Фазовое пространство представляет собой 2n-мерное пуассоново многообразие. В координатах
{xα} := {q1, . . . , qn,p1, . . . , pn} структурные функции имеют вид

Jαβ = ̟−1αβ =

(
0 1

−1 0

)
. (4.31)

Эта пуассонова структура невырождена и называется канонической. Как матрица канониче-
ская пуассонова структура с точностью до знака совпадает с канонической симплектической
формой (4.1), однако ее индексы расположены сверху, что соответствует контравариантному
тензору второго ранга.

Координаты qi и сопряженные импульсы pi являются системой локальных координат фазо-
вого пространства T∗(M), которое является кокасательным расслоением к конфигурационному
пространству M с координатами qi.

Канонические уравнения движения механической системы

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi

записываются в виде
ẋα = [xα,H],

где H = H(q, p) – гамильтониан системы. Гамильтоново векторное поле на фазовом простран-
стве T∗(M) имеет вид

XH =
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi
.

Замечание. С точки зрения динамики функции Казимира представляют собой первые
интегралы движения механической системы, которые существуют для широкого класса функ-
ций Гамильтона. В этом смысле они носят кинематический характер.

4.4. Структура Ли–Пуассона

Теперь рассмотрим важный класс пуассоновых структур, связанных с алгебрами Ли.
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Определение. Пусть g – алгебра Ли размерности n. Это – линейное пространство, каж-
дая точка которого y = yaLa ∈ g, a = 1, . . . ,n, разлагается по базису La с коммутационными
соотношениями

[La, Lb] = fab

cLc,

где fab

c – структурные константы алгебры Ли g. Обозначим дуальное пространство к алгебре
Ли через g∗ (множество линейных функционалов на g). Пусть ωa – базис в g∗, который дуален
к La, т.е. ωa(Lb) = δa

b
. Тогда точка дуального пространства представима в виде x = ωaxa ∈ g∗.

Значение функционала x на векторе y равно

x(y) = yaxa.

Рассмотрим функцию f(x) ∈ C∞(g∗) на дуальном пространстве g∗. Ее дифференциал равен

df = dxa∂
af.

Мы пишем индекс у частной производной ∂a вверху, так как координаты дуального простран-
ства g∗ нумеруются нижним индексом. Каждый дифференциал естественным образом отож-
дествляется с элементом алгебры Ли ∇f := ∂afLa ∈ g. Определим скобку Пуассона для
функций на дуальном пространстве f, g ∈ C∞(g∗) в произвольной точке x ∈ g∗:

[f, g](x) := x
(
[∇f,∇g]

)
, (4.32)

где [∇f,∇g] – коммутатор в алгебре Ли g. В компонентах данная скобка Пуассона записывается
в виде

[f, g] = Jab∂
af∂bg, (4.33)

где структурные функции
Jab = fab

cxc (4.34)

линейны по координатам xc. Нетрудно проверить, что тождества Якоби для структурных
функций (4.34) совпадают с тождествами Якоби для структурных констант алгебры Ли g:

fab

dfcd
e + fbc

dfad

e + fca
dfbd

e = 0.

Скобка Пуассона (4.32) называется скобкой Ли–Пуассона.

Таким образом, скобка Ли–Пуассона является частным случаем скобки Пуассона с ли-
нейными структурными функциями (4.34). Ранг этой скобки в нуле всегда равен нулю,
Jab|x=0 = 0.

Пример 4.4.1 (вращение твердого тела). В трехмерном евклидовом пространстве с
декартовыми координатами xi ∈ R3, i = 1, 2, 3, которое мы отождествим с дуальной алгеброй
Ли трехмерных вращений so(3)∗, скобка Ли–Пуассона равна

[xi, xj ] = −εijkxk, (4.35)

где εijk – полностью антисимметричный тензор третьего ранга, а подъем и опускание индексов
производится с помощью евклидовой метрики δij . Эта структура вырождена, ее ранг равен
двум всюду, кроме начала координат, где он равен нулю. Для пуассоновой структуры (4.35)
существует единственная функция Казимира

c = xixi.



4.5. Отображения пуассоновых многообразий 81

Скобку Ли–Пуассона (4.35) можно сузить на сферу произвольного радиуса, соответствующую
постоянному значению функции Казимира c = const. Соответствующая пуассонова струк-
тура на сфере xixi = const > 0 невырождена. В качестве координат Дарбу, которые будут
определены в следующем разделе, на сфере можно выбрать ось z = x3 и полярный угол
ϕ = arctg (x2/x1). Используя определение (4.35), нетрудно проверить, что

[z, ϕ] = 1, [ϕ,ϕ] = 0, [z, z] = 0.

Таким образом, симплектическими слоями, соответствующими постоянной функции Казими-
ра, являются сферы, а координатами Дарбу – цилиндрические координаты.

Скобке Ли–Пуассона (4.35) соответствует хорошо известный пример из механики твердого
тела. Рассмотрим вращающееся твердое тело с покоящимся центром масс в декартовой системе
координат, оси которой направлены по главным осям инерции. Гамильтониан системы в этом
случае имеет вид

H(x) =
x2

1

2I1
+
x2

2

2I2
+
x2

3

2I3
,

где xi, i = 1, 2, 3, – моменты количества движения и I1,2,3 – моменты инерции твердого те-
ла. Если для координат xi определить скобку Пуассона (4.35), то гамильтоновы уравнения
движения примут вид

ẋ1 =
I2 − I3
I2I3

x2x3,

ẋ2 =
I3 − I1
I1I3

x1x3,

ẋ3 =
I1 − I2
I1I2

x1x2.

Это есть уравнения Эйлера вращения твердого тела (см., например, [41], § 36).

4.5. Отображения пуассоновых многообразий

Определение. Пусть ϕ : M → N – гладкое отображение двух пуассоновых многообразий.
Это отображение называется пуассоновым, если оно сохраняет скобку Пуассона:

[f ◦ ϕ, g ◦ ϕ]M = [f, g]N ◦ ϕ, (4.36)

где f и g – произвольные функции на многообразии N и, следовательно, f ◦ϕ и g◦ϕ – функции
на M. Соответственно, подмногообразие M ⊂ N называется пуассоновым, если вложение M →֒
N является пуассоновым отображением. В этом случае мы говорим, что пуассонова структура
на N сужена до пуассоновой структуры на подмногообразии M ⊂ N.

С другой стороны, если пуассонова структура задана на многообразии M, то ее всегда мож-
но отобразить на образ ϕ(M) ⊆ N с помощью дифференциала отображения. Эту пуассонову
структуру на образе ϕ(M) ⊂ N будем называть индуцированной.

В классической механике пуассоново отображение фазового пространства на себя называ-
ется каноническим преобразованием.

Выпишем структурные функции для индуцированной пуассоновой структуры. Пусть отоб-
ражение ϕ : M → N в координатах задается функциями ya(x), где ya, a = 1, . . . , dim N, и xα,
α = 1, . . . , dim M, – координаты соответственно на N и M. Тогда индуцированная пуассонова
структура на образе ϕ(M) ⊆ N всегда определена и имеет следующие структурные функции:

Jab = Jαβ∂αy
a∂βy

b.
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Из свойств умножения матриц следует, что если отображение ϕ – вложение, то ранг индуци-
рованной пуассоновой структуры Jab равен рангу пуассоновой структуры на подмногообра-
зии M.

Рассмотренный ниже пример показывает, что пуассонову структуру на N в общем случае
нельзя сузить на произвольное подмногообразие M ⊂ N.

Пример 4.5.1. Приведем простой пример непуассонова вложения, которое, на первый
взгляд, должно быть таковым. Пусть многообразие N является прямым произведением двух
многообразий, N := M × K. Обозначим координаты и пуассонову структуру на M через xα,
α = 1, . . . , dim M, и Jαβ . Пусть на K также заданы координаты yµ, µ = 1, . . . , dim K, и пуассо-
нова структура Jµν . Тогда матрица

J =

(
Jαβ 0
0 Jµν

)

определяет пуассонову структуру на N в координатах {x, y}. Это пуассонова структура инду-
цирована двумя естественными вложениями: M →֒ M×K и K →֒ M×K. Рассмотрим вложение

ϕ : M ∋ x 7→ (x, y0) ∈ N = M × K,

где y0 ∈ K – произвольная фиксированная точка. Пусть на N заданы две произвольные функ-
ции f(x, y) и g(x, y). Вычислим левую и правую части равенства (4.36):

[f ◦ ϕ, g ◦ ϕ]M = Jαβ∂αf∂βg
∣∣
y=y0

,

[f, g]N ◦ ϕ =
(
Jαβ∂αf∂βg + Jµν∂µf∂νg

) ∣∣
y=y0

.

Мы видим, что в общем случае равенство (4.36) не выполняется. Отсюда следует, что вложение
ϕ не является пуассоновым.

Предложение 4.5.1. Пусть (M, J) – пуассоново многообразие и XH – гамильтоново

векторное поле. Тогда поток векторного поля

st := exp (tXH) : M ∋ x(0) 7→ x(t) ∈ M,

где x(t) – интегральная кривая для XH , определяет пуассоново отображение.

Доказательство. Пусть f, g ∈ C∞(M). При малых t поток векторного поля действует на
x следующим образом st : xα 7→ xα + tXα

H + o(t). Поэтому

f ◦ st = f(xα + tXα
H) ≈ f(x) + tXHf + o(t).

Продифференцируем по t условие пуассоновости (4.36) и положим t = 0. Тогда условие пуас-
соновости примет вид

[XHf, g] + [f,XHg] = XH [f, g].

Из формулы (4.30) следует, что полученное равенство совпадает с тождествами Якоби. При
t = 0 экспоненциальное отображение является тождественным и, следовательно, пуассоново.
Поэтому интегрирование условия (4.36) вдоль XH доказывает его выполнение при всех t, для
которых определены интегральные кривые.
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Пример 4.5.2. Пусть на фазовой плоскости q, p ∈ R2 задана каноническая пуассонова
структура (4.31). Рассмотрим гармонический осциллятор с гамильтонианом

H =
1

2
(q2 + p2).

Соответствующее гамильтоново векторное поле имеет вид

XH = q∂p − p∂q

и задает группу вращений плоскости. Таким образом, каждое вращение фазовой плоскости
задает пуассоново преобразование для гармонического осциллятора. Оно является канониче-
ским, так как сохраняет скобку Пуассона.

Поскольку любой гамильтонов поток сохраняет скобку Пуассона, то он, в частности, со-
храняет ее ранг. Поэтому справедливо

Следствие. Для любого гамильтонова векторного поля XH на пуассоновом многообразии
(M, J) ранг пуассоновой структуры J постоянен вдоль произвольной интегральной кривой
для XH .

Это следствие является, по существу, переформулировкой предложения 4.3.2.

Предложение 4.5.2. Если ранг пуассоновой структуры в какой-либо точке x ∈ M пуас-

сонова многообразия (M, J) равен нулю, то эта точка является неподвижной для любой

гамильтоновой системы H на M.

Доказательство. Из курса линейной алгебры известно, что если матрица антисиммет-
рична и ее ранг равен нулю, то она сама равна нулю. Если в точке x ∈ M ранг пуассоновой
структуры равен нулю, то гамильтоново векторное поле XH в этой точке для произвольного
гамильтониана H обращается в нуль. Следовательно, точка x является неподвижной.

Пример 4.5.3. Пуассонова структура в начале координат в примере 4.4.1 имеет нулевой
ранг. Она остается неподвижной для любого гамильтонова потока.

Пусть (M, J) – пуассоново многообразие. Тогда для каждой точки x ∈ M существует един-
ственное линейное отображение кокасательного пространства в соответствующее касательное

J : T
∗
x(M) → Tx(M) (4.37)

такое, что для любой функции f(x) справедливо равенство

J(df) = [f, xα]∂α ∈ Tx(M).

Это есть рассмотренное ранее отображение (4.27). Для произвольной 1-формы A = dxαAα
отображение J в компонентах задается матрицей структурных функций:

Xα = −JαβAβ.

Для симплектических многообразий, для которых матрица Jαβ невырождена, отображение J
является взаимно однозначным.

Ясно, что ядром отображения (4.37) является линейная оболочка дифференциалов функ-
ций Казимира dca.

Обозначим образ отображения (4.37) в точке x ∈ M через

Jx(M) := {J(A) ∈ Tx(M) : ∀A ∈ T
∗
x(M)}.
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Размерность векторного подпространства Jx(M) ⊂ Tx(M) равна рангу пуассоновой структуры
dim Jx(M) = rank Jαβ(x). Если ранг пуассоновой структуры на M является постоянным и ра-
вен 2m, то совокупность подпространств Jx(M) для всех точек x задает на M распределение
векторных полей J2m(M) размерности 2m. При этом если пуассонова структура дифференци-
руема, то соответствующее распределение векторных полей также дифференцируемо.

В общем случае ранг пуассоновой структуры может меняться от точки к точке. Из опре-
деления отображения J следует, что образ Jx(M) является линейной оболочкой всех гамиль-
тоновых векторных полей на M в точке x.

Введенные понятия позволяют сформулировать следующее утверждение.

Теорема 4.5.1. Подмногообразие M пуассонова многообразия (N, J) является пуассоно-

вым тогда и только тогда, когда Jx(M) := Jx(N)|M ⊂ Tx(M) для всех x ∈ M, т.е. каждое

гамильтоново векторное поле на N всюду касается M. В частности, если Jx(M) = Tx(M)
для всех x ∈ M, то M является симплектическим подмногообразием в N.

Доказательство. См., например, [42], предложение 6.19.

Из этой теоремы следует, что, поскольку размерность пространства Jx(M) совпадает с
рангом пуассоновой структуры в данной точке, то размерность пуассонова подмногообразия
не может быть меньше ранга, dim M > rankJ .

Пусть M ⊂ N – пуассоново подмногообразие. Как было отмечено в теореме 4.5.1, любое
гамильтоново векторное поле XH на N касается подмногообразия M. Это означает, что его
сужение на M может быть получено из сужения гамильтониана на M:

XH |M = X eH , где H̃ := H|M.

Допустим, что нас интересуют траектории движения гамильтоновой системы с некоторым
гамильтонианом H, которые начинаются в некоторой точке пуассонова подмногообразия
x ∈ M ⊂ N. В этом случае можно ограничиться движением точки в подмногообразии M,
которое порождается суженным гамильтонианом H̃, тем самым понизив порядок гамильтоно-
вой системы. Можно поставить вопрос, каково минимальное пуассоново подмногообразие для
данных начальных условий. Ответ дает следующая

Теорема 4.5.2. Пусть (N, J) – пуассоново многообразие. Тогда соответствующее рас-

пределение гамильтоновых векторных полей J (N) на N интегрируемо, т.е. через каждую

точку x ∈ N проходит интегральное подмногообразие M распределения J (N), для которого

Ty(M) = Jy(M) в любой точке y ∈ M. Всякое интегральное подмногообразие является сим-

плектическим подмногообразием в N, и в совокупности эти подмногообразия определяют

симплектическое слоение пуассонова многообразия N. Кроме того, если H : N → R – произ-

вольный гамильтониан и x(t) – соответствующая траектория системы, проходящая через

точку x0 ∈ N, то x(t) остается в одном и том же интегральном подмногообразии M при

всех t.

Доказательство. Как уже отмечалось, распределение J (M) является линейной оболоч-
кой всех гамильтоновых векторных полей на M. Поскольку скобка Пуассона гамильтоновых
векторных полей является гамильтоновым векторным полем (4.28), то распределение J (M)
находится в инволюции. Отсюда по теореме Фробениуса следует существование интегрального
подмногообразия. Остальные утверждения теоремы следуют из теоремы 4.5.1 и инвариантно-
сти ранга пуассоновой структуры вдоль гамильтоновых векторных полей.

Проиллюстрируем данную теорему для пуассонова многообразия (N, J), dim N = n, с пуас-
соновой структурой постоянного ранга rankJαβ = 2m < n путем построения специальной
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системы координат. В некоторой окрестности U ⊂ N существует (n−2m) функционально неза-
висимых функций Казимира ca(x), a = 1, . . . , n−2m. Поверхности уровня функций Казимира
ca = const определяют 2m-мерное подмногообразие M ⊂ U. Дополним функции Казимира
2m функционально независимыми скалярными полями gm, m = 1, . . . , 2m, (координаты на
подмногообразии M) таким образом, чтобы выполнялись условия

rank [gm, gn]M = 2m.

Это всегда можно сделать, так как ранг пуассоновой структуры равен 2m. Совокупность функ-
ций {ca, gm} выберем в качестве новой системы координат на U. Пуассонова структура в этой
системе координат примет вид

J =

(
Jab = [ca, cb] Jan = [ca, gn]
Jmb = [gm, cb] Jmn = [gm, gn]

)
=

(
0 0
0 Jmn

)
,

так как скобка Пуассона функции Казимира с любой функцией на N равна нулю. Таким об-
разом, сужение пуассоновой структуры на подмногообразие M определено и невырождено. То
есть поверхности уровней функций Казимира представляют собой симплектические многооб-
разия. Пусть на N задан гамильтониан. Соответствующие гамильтоновы уравнения

ċa = Jab∂bH + Jan∂nH = 0, (4.38)

ġm = Jmb∂bH + Jmn∂nH = Jmn∂nH (4.39)

определяют траектории системы. Поскольку уравнение (4.38) имеет решение ca = const, то
траектория гамильтоновой системы, проходящей через точку x0 ∈ N, принадлежит соответ-
ствующему симплектическому подмногообразию M:

ġm = J̃mn∂nH̃,

где
J̃mn := Jmn|M и H̃ := H|M.

Таким образом, всякое пуассоново многообразие (N, J) расщепляется на симплектические
подмногообразия – слои симплектического слоения. Размерность любого такого слоя M рав-
на рангу пуассоновой структуры в произвольной точке x ∈ M. Это означает, что если ранг
пуассоновой структуры на N не постоянен, то размерность симплектических слоев будет раз-
личной.

Теорема 4.5.3 (Дарбу). Пусть (M, J) – пуассоново многообразие размерности n. Если

пуассонова структура на многообразии имеет постоянный ранг, rankJ = 2m 6 n, то в неко-

торой окрестности U произвольной точки x ∈ M существует такая система координат

{xα} = {qm, pm, ca} = (q1, . . . , qm, p1, . . . , pm, c
1, . . . , cn−2m),

в которой скобка Пуассона двух произвольных функций f, g ∈ C∞(U) имеет вид

[f, g] =
∂f

∂qm
∂g

∂pm
− ∂f

∂pm

∂g

∂qm
. (4.40)

Координаты ca являются функциями Казимира пуассоновой структуры J , и их постоянные

значения, ca = const, определяют симплектическое слоение пуассонова многообразия (U, J).
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Доказательство. Если ранг пуассоновой структуры равен нулю, то Jαβ = 0 и доказы-
вать нечего: любая система координат на U удовлетворяет утверждению теоремы.

Допустим, что ранг отличен от нуля. Зафиксируем точку x0 ∈ M и выберем в ее окрестно-
сти U две такие функции Q, f ∈ C∞(U), что

[Q, f ] = XQf 6= 0.

В частности XQ|x0 6= 0. Возможно в меньшей окрестности существует такая система координат
Q,x2, . . . , xn, что XQ = ∂Q. Тогда существует такая функция P ∈ C∞(U), что выполнено
условие

XQP = [Q,P ] = 1.

Из предложения 4.3.1 следует равенство

[XQ,XP ] = X[Q,P ] = 0.

Кроме того, в силу антисимметрии [XQ,XQ] = 0 и [XP ,XP ] = 0. Таким образом, XQ,XP

образуют пару коммутирующих векторных полей. Теорема Фробениуса позволяет дополнить
пару функций q1 = Q, p1 = P до локальной системы координат q1, p1, y

3, . . . , yn в некоторой,
возможно, меньшей окрестности точки x0. Поскольку Jαβ = [xα, xβ ] и выполнены равенства
[q1, yi] = 0, [p1, y

i] = 0, i = 3, . . . , n, то структурные функции в данной системе координат
принимают вид

J =




0 1 0
−1 0 0

0 0 J ij


 ,

где J ij = [yi, yj ]. Покажем, что матрица J ij не зависит от координат q1 и p1. Действительно,

∂J ij

∂q1
= [q1, J ij ] =

[
q1, [yi, yj]

]
= 0,

где мы воспользовались тождествами Якоби. Аналогично доказывается, что матрица J ij не
зависит от p1. Таким образом, матрица J ij задает пуассонову структуру на подмногообразии
q1 = const, p1 = const. Ранг этой структуры на два меньше исходного, rankJ ij = 2m − 2.
Поэтому если m > 1, то этот процесс можно продолжить.



5. Принцип наименьшего действия

Можно с уверенностью сказать, что в основе построения моделей современной математи-
ческой физики лежит принцип наименьшего действия. Этот принцип требует стационарности
некоторого функционала – действия – относительно вариаций полей, описывающих данную
модель. В результате мы получаем систему уравнений Эйлера–Лагранжа, которая принима-
ется в качестве уравнений движения, уравнений равновесия и т.д. для данной модели. При
этом инвариантность действия относительно некоторой группы преобразований приводит к
ковариантным уравнениям движения и к законам сохранения, которые играют важнейшую
роль в физике.

5.1. Постановка вариационных задач

Начнем с постановки вариационной задачи в евклидовом пространстве. Предположим, для
простоты, что M ⊂ Rn – ограниченная область евклидова пространства с кусочно гладкой
границей ∂M. Пусть в этой области задан некоторый набор дважды непрерывно дифферен-
цируемых функций вплоть до границы, ϕ = {ϕa} ∈ C2(M), a = 1, . . . ,n. Это значит, что все
функции и их производные до второго порядка непрерывны и ограничены в M и имеют ко-
нечный предел на границе. Если xα, α = 1, . . . , n, – система координат на M, то обозначим,
для краткости, все первые производные полей через ∂ϕ = {∂αϕa}. Предположим, что на M

определен функционал действия или, просто, действие

S[ϕ] =

∫

M

dxL(x, ϕ, ∂ϕ), (5.1)

где L – некоторая функция от n переменных xα, n переменных ϕa и nn переменных ∂αϕ
a.

Она предполагается дважды непрерывно дифференцируемой функцией переменных x ∈ M и
всех остальных переменных для всех конечных значений ϕ и ∂ϕ. Назовем функцию L(x, ϕ, ∂ϕ)
лагранжевой плотностью или лагранжианом данной модели, которая описывается набором
полей ϕ.

Для определения функционала действия мы ограничили себя классом дважды непрерывно
дифференцируемых функций C2(M). Тогда функционал действия задает отображение

S :
[
C2(M)

]
n ∋ ϕ 7→ S[ϕ] ∈ R (5.2)

бесконечномерного функционального пространства в поле вещественных чисел. Для постанов-
ки вариационной задачи нам важно, что функциональное пространство

[
C2(M)

]
n

снабжено
структурой линейного пространства с обычным поточечным сложением и умножением на ве-
щественные числа. Для того чтобы говорить о непрерывности и вариационных производных
отображения S, введем на

[
C2(M)

]
n

норму:

‖ϕ‖ :=

n∑

a=1

(
sup
x∈M

|ϕa| +
n∑

α=1

sup
x∈M

|∂αϕa|
)
. (5.3)

Тем самым класс рассматриваемых функций
[
C2(M)

]
n

становится нормированным линейным
функциональным пространством. По данной норме строится метрика и определяется тополо-
гия, относительно которой отображение (5.2) непрерывно.
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Назовем вариацией функции ϕa разность двух представителей из класса рассматриваемых
функций: δϕa := ϕ′a − ϕa, где ϕ′a – произвольная функция из C2(M). Ясно, что вариация
функции принадлежит тому же классу, что и сама функция. Для малых вариаций функций
ǫδϕa, где ǫ > 0 – малая величина, вариация (главная линейная часть) функционала действия,
если она существует, равна

δS = S[ϕ+ ǫδϕ] − S[ϕ] =

=

∫

M

dx

[
∂L

∂ϕa
− ∂α

(
∂L

∂(∂αϕa)

)]
ǫδϕa +

∫

∂M

dsα
∂L

∂(∂αϕa)
ǫδϕa + o(ǫ),

(5.4)

где второе слагаемое возникло при интегрировании по частям и dsα обозначает ориентиро-
ванный элемент объема границы ∂M. Отметим, что при вычислении вариации действия (5.1)
область интегрирования M считалась неизменной.

В рассматриваемом классе функций ϕ и лагранжианов L вариация функционала всегда
существует.

Назовем набор функций ϕ стационарной, или критической точкой, или экстремалью

функционала S[ϕ], если в этой точке линейная часть вариации действия равна нулю, δS = o(ǫ).
Такие точки соответствуют либо локальному минимуму, либо локальному максимуму, либо
седловой точке функционала S. Это можно проверить после нахождения экстремали функци-
онала, рассмотрев члены более высокого порядка по ǫ.

Для действия (5.1) можно поставить различные вариационные задачи. Рассмотрим задачи,
которые наиболее часто встречаются в физике.

5.1.1. Задача с заданными граничными условиями. Вариационная задача с задан-
ными граничными условиями является наиболее распространенной и самой простой с точки
зрения постановки. Рассмотрим класс функций в C2(M) с заданными граничными условиями

ϕ
∣∣
∂M

= ϕ0. (5.5)

Поскольку граничные условия для всех функций при фиксированном индексе a одни и те же,
то вариации полей обращаются в нуль на границе:

δϕ
∣∣
∂M

= 0. (5.6)

Тогда интеграл по границе области в вариации действия (5.4) обращается в нуль в силу гра-
ничных условий (5.6). В рассматриваемом случае существует предел

lim
ǫ→0

S[ϕ+ ǫδϕ] − S[ϕ]

ǫ
=

∫

M

dx
δS

δϕa
δϕa. (5.7)

Функция δS/δϕa, стоящая под знаком интеграла, называется вариационной производной функ-
ционала S по полю ϕa и обозначается также запятой:

S, a :=
δS

δϕa
. (5.8)

Из вида вариации (5.4) получаем явное выражение для вариационной производной

S, a =
∂L

∂ϕa
− ∂α

∂L

∂(∂αϕa)
. (5.9)

Вариационная производная S, a является ядром линейного оператора, который есть произ-
водная по Фреше и, следовательно, по Гато отображения (5.2).
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Формула (5.7) позволяет дать другое определение вариационной производной. А именно,
вариационной производной функционала S в точке ϕ ∈ [C2(M)]n назовем производную

∫

M

dx
δS

δϕa
ψa =

∂S(ϕ+ λψ)

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

, (5.10)

где ψ ∈ [C2(M)]n. Ясно, что если главная линейная часть приращения функционала существу-
ет, то она равна производной (5.10). Обратное утверждение в общем случае неверно. Существу-
ют примеры функционалов (менее гладких, чем мы рассматриваем), для которых производная
(5.10) определена, однако из их приращения нельзя выделить главную линейную часть. Поэто-
му определение вариационной производной (5.10) является более общим. В рассматриваемом
нами классе функций и лагранжианов данные выше определения эквивалентны.

Определение вариационной производной (5.10) просто обобщается на случай вариацион-
ных производных более высокого порядка. Вторые вариационные производные (3.38) были
рассмотрены для экстремалей функционала длины кривой.

Из условия стационарности действия δS = o(ǫ) в силу произвольности вариации δϕa и
основной леммы вариационного исчисления следует

Теорема 5.1.1. Набор функций ϕ при заданных граничных условиях является стацио-

нарной точкой действия S[ϕ] тогда и только тогда, когда он удовлетворяет системе урав-

нений Эйлера–Лагранжа

S, a =
∂L

∂ϕa
− ∂α

∂L

∂(∂αϕa)
= 0. (5.11)

В общем случае уравнения Эйлера–Лагранжа представляют собой систему нелинейных
дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка, число которых n рав-
но числу функций, от которых зависит функционал действия. Их надо решать при заданных
граничных условиях (5.5). Решение поставленной вариационной задачи может не существо-
вать, а если оно существует, то может быть неединственно. Это зависит от вида лагранжиана
и области M.

Замечание. В общем случае уравнения Эйлера–Лагранжа для заданного лагранжиана
могут приводить к противоречию. Например, пусть лагранжиан зависит от одной функции
ϕ и имеет вид L = ϕ. Тогда уравнения Эйлера–Лагранжа приводят к противоречию 1 = 0.
Таким образом, для того чтобы уравнения Эйлера–Лагранжа имели решение, лагранжиан не
может быть произвольной функцией полей и их производных. В дальнейшем мы предполагаем,
что лагранжиан выбран таким образом, что соответствующие уравнения Эйлера–Лагранжа
непротиворечивы.

Действие (5.1) для заданных уравнений Эйлера–Лагранжа при постановке задачи с фик-
сированными граничными условиями определено неоднозначно. Действительно, рассмотрим
новый лагранжиан, L̃α = L+∂αF , который отличается от исходного на частную производную
от некоторой достаточно гладкой функции F (x, ϕ, ∂ϕ). Тогда действие получит дополнитель-
ный вклад, сводящийся к интегралу по границе. Вариация дополнительного слагаемого равна
нулю, так как вариации всех полей на границе равны нулю. Отсюда следует, что уравнения
Эйлера–Лагранжа не изменятся при добавлении к лагранжиану частных производных ∂αF от
произвольной функции.

Рассмотренная вариационная задача наиболее часто рассматривается в моделях матема-
тической физики. При этом уравнения Эйлера–Лагранжа приводят к уравнениям движения,
равновесия и т.д.
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Замечание. Поверхностный интеграл в вариации действия (5.4) в задаче с заданными
граничными условиями равен нулю, поскольку вариации полей обращаются в нуль на границе
(5.6). Этого достаточно, если область M ограничена. Однако для действия (5.1), рассматри-
ваемого во всем евклидовом пространстве Rn, ситуация усложняется. В этом случае инте-
грал по границе является несобственным, так как площадь бесконечно удаленной границы
стремится к бесконечности. Тогда важно не только граничное условие на вариации, но и их
асимптотическое поведение. Так, в общей теории относительности в асимптотически плоском
пространстве-времени поверхностный интеграл отличен от нуля, так как метрика недоста-
точно быстро стремится к метрике Минковского на пространственной бесконечности. Анализ
граничного поведения полей важен и в общем случае сложен, поскольку зависит от рассмат-
риваемой задачи. На данном этапе мы пренебрежем граничными слагаемыми.

Замечание. Во многих моделях математической физики, например в электродинамике,
в качестве области M выбирается все пространство Минковского R1,3. При этом функцио-
нал действия не ограничен ни снизу, ни сверху. Кроме того, для многих решений уравнений
Эйлера–Лагранжа он расходится. Поэтому говорить о принципе наименьшего действия в стро-
гом смысле не приходится. Тем не менее уравнения Эйлера–Лагранжа имеют смысл, поскольку
являются локальным объектом. Поэтому для действия часто пишут формальное выражение,
не заботясь о сходимости интеграла. Этот способ очень удобен для получения уравнений с
заданными свойствами симметрии.

5.1.2. Задача со свободными граничными условиями. Для действия (5.1) можно
поставить другую вариационную задачу, расширив класс рассматриваемых функций. Пусть,
по-прежнему, все функции дважды непрерывно дифференцируемы ϕa ∈ C2(M) для всех
a = 1, . . . ,n, но теперь снимем ограничения, налагаемые граничными условиями (5.5). В этом
случае вариации полей δϕa также ничем не ограничены на границе ∂M, и из явного вида
вариации действия (5.4) следует

Теорема 5.1.2. Набор функций ϕ является стационарной точкой действия S[ϕ] тогда

и только тогда, когда он удовлетворяет системе уравнений Эйлера–Лагранжа (5.11) и гра-

ничным условиям
∂L

∂(∂αϕa)

∣∣∣∣
∂M

= 0. (5.12)

Таким образом, в задаче со свободными граничными условиями граничные условия все-
таки возникают из условия стационарности действия.

Пример 5.1.1. Вариационная задача со свободными граничными условиями рассматрива-
ется в теории открытых бозонных струн, для которых из вариационного принципа вытекают
граничные условия Неймана.

Постановка вариационной задачи со свободными граничными условиями зависит от добав-
ления к действию граничных слагаемых. Иногда появления граничных условий (5.12) можно
избежать, если из исходного действия вычесть все граничные вклады, которые возникают при
интегрировании по частям. В этом случае условие (5.12) тождественно выполняется.

Замечание. В общем случае можно рассматривать смешанные вариационные задачи, ко-
гда граничные условия ставятся только для части полей. Именно такого типа задача естествен-
ным образом возникает в теории гравитации, где можно считать заданными на границе только
физические поля. Нефизические поля находятся как решение уравнений связей и калибро-
вочных условий, и для них граничные значения не могут быть фиксированы произвольным
образом.
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5.1.3. Задача с подвижной границей. Возможна также более общая постановка ва-
риационной задачи для функционала (5.1), когда рассматриваются не только вариации полей,
но и вариации самой области M. Сначала уточним постановку задачи. Предположим, что
координаты и поля преобразуются следующим образом:

xα 7→ x′α(x, ϕ, ∂ϕ, ǫ), (5.13)

ϕa 7→ ϕ′a(x, ϕ, ∂ϕ, ǫ), (5.14)

где ǫ – параметр преобразования. Если поля ϕ являются заданными функциями от координат,
ϕ = ϕ(x), то из уравнения (5.13) можно выразить старые координаты через новые: x = x(x′, ǫ).
Тогда подстановка найденных функций в формулу (5.14) позволяет рассматривать новые поля
как функции от новых координат, ϕ′ = ϕ′(x′, ǫ).

Мы считаем, что до и после преобразования координаты определены соответственно на
ограниченных областях M и M′ евклидова пространства Rn, т.е. x ∈ M и x′ ∈ M′. Тогда под
вариацией функционала подразумевается разность

δS := S[ϕ′(x′)] − S[ϕ(x)] =

∫

M′

dx′L(x′, ϕ′, ∂′ϕ′) −
∫

M

dxL(x, ϕ, ∂ϕ).

Нам требуется найти эту вариацию в линейном по ǫ приближении. При этом мы считаем, что
при ǫ = 0 преобразование координат и полей является тождественным. Разлагая формулы
преобразования в ряд Тейлора при малых ǫ, получаем

xα 7→ x′α = xα + δxα + o(ǫ),

ϕa(x) 7→ ϕ′a(x′) = ϕa(x) + δ̄ϕa(x) + o(ǫ),
(5.15)

где независимые вариации

δxα = ǫRα(x, ϕ, ∂ϕ), (5.16)

δ̄ϕa = ϕ′a(x′) − ϕa(x) = ǫRa(x, ϕ, ∂ϕ) (5.17)

определяются некоторыми функциями Rα(x, ϕ, ∂ϕ) и Ra(x, ϕ, ∂ϕ). Отметим, что вариация по-
лей (5.17) определена как разность значений полей в различных точках и не совпадает с ва-
риацией формы поля. Напомним, что под вариацией формы функции мы понимаем разность
значений этой функции после и до преобразования в одной и той же точке:

δϕa(x) := ϕ′a(x) − ϕa(x).

При этом преобразования (5.15) рассматриваются как активные. Тогда для вариации формы
функции справедливо равенство

δϕa(x) = δ̄ϕa − δxα∂αϕ
a = ǫ(Ra −Rα∂αϕ

a). (5.18)

По построению, для постоянного параметра преобразования вариация формы функции δ пе-
рестановочна с операцией частного дифференцирования ∂α. Вариация действия относительно
преобразований (5.15) имеет вид

δS =

∫

M′

dx′ L(x′) −
∫

M

dxL(x) =

∫

M′

dx′
(
L(x) + δ̄L(x)

)
−
∫

M

dxL(x),



92 5. Принцип наименьшего действия

где L(x) = L
(
x, ϕ(x), ∂αϕ(x)

)
. Здесь и в дальнейшем мы будем рассматривать вариацию дей-

ствия только с точностью до слагаемых, линейных по ǫ, и не будем это указывать. Вариации
лагранжиана и элемента объема равны соответственно

δ̄L(x) =
∂L

∂xα
δxα +

∂L

∂ϕa
δ̄ϕa +

∂L

∂(∂αϕa)
δ̄(∂αϕ

a) = δL+
dL

dxα
δxα, (5.19)

dx′ ≈ dx+ dx
∂(δxα)

∂xα
, (5.20)

где
dL

dxα
=

∂L

∂xα
+

∂L

∂ϕa
∂αϕ

a +
∂L

∂(∂βϕa)
∂2
αβϕ

a.

Используя преобразование (5.20), перейдем от интегрирования по M′ к интегрированию по
исходной области M и перепишем вариацию действия в виде

δS =

∫

M

dx

(
δL+

dL

dxα
δxα + L

∂(δxα)

∂xα

)
=

∫

M

dx
(
δL+ ∂α(Lδx

α)
)
. (5.21)

Теперь перепишем вариацию формы лагранжиана:

δL =
∂L

∂ϕa
δϕa +

∂L

∂(∂αϕa)
δ(∂αϕ

a) =

=

(
∂L

∂ϕa
− ∂α

∂L

∂(∂αϕa)

)
δϕa + ∂α

(
∂L

∂(∂αϕa)
δϕa

)
.

(5.22)

При этом существенно, что параметр преобразования постоянен, ǫ = const, и, следовательно,

δ(∂αϕ
a) = ∂α(δϕa).

Воспользовавшись формулой Стокса, дивергентные слагаемые можно переписать в виде по-
верхностного интеграла. Таким образом, для вариации действия получаем окончательное вы-
ражение

δS =

∫

M

dx

(
∂L

∂ϕa
− ∂α

∂L

∂(∂αϕa)

)
δϕa +

∫

∂M

dsα

(
∂L

∂(∂αϕa)
δϕa + Lδxα

)
. (5.23)

Поверхностный интеграл перепишем с учетом выражения для вариации формы функции
(5.18): ∫

∂M

dsα

(
∂L

∂(∂αϕa)
δ̄ϕa +

(
Lδαβ − ∂L

∂(∂αϕa)
∂βϕ

a

)
δxβ
)
.

Поскольку вариации координат δxα и функций δ̄ϕa произвольны и независимы, то из полу-
ченного выражения для вариации действия вытекает

Теорема 5.1.3. Набор функций ϕ является стационарной точкой действия S[ϕ] в ва-

риационной задаче с подвижной границей тогда и только тогда, когда он удовлетворяет

системе уравнений Эйлера–Лагранжа (5.11) и граничным условиям:

∂L

∂(∂αϕa)

∣∣∣∣
∂M

= 0,

Lδαβ − ∂L

∂(∂αϕa)
∂βϕ

a

∣∣∣∣
∂M

= 0.

(5.24)
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В последней вариационной задаче с подвижной границей мы имеем n(n + n) граничных
условий, число которых быстро растет с увеличением размерности пространства. Соответству-
ющая вариационная задача далеко не всегда имеет решение. Чтобы уменьшить число неза-
висимых граничных условий, предположим, что в окрестности границы ∂M поля принимают
наперед заданные значения:

ϕa(x) = Φa(x),

где достаточно гладкие функции Φa заданы в некоторой окрестности ∂M. Тогда вариации
функций и координат связаны соотношением

δ̄ϕa
∣∣
∂M

= δxα∂αΦ
a|∂M

.

В этом случае вместо n(n+ n) граничных условий (5.24) остаются n2 условий:
[
Lδαβ +

∂L

∂(∂αϕa)
(∂βΦ

a − ∂βϕ
a)

]

∂M

= 0. (5.25)

Эти граничные условия называются условиями трансверсальности.
Стационарные точки действия для задачи с подвижной границей являются также стацио-

нарными точками для двух задач с фиксированной областью M, рассмотренных ранее. Выпол-
нение уравнений Эйлера–Лагранжа является необходимым условием во всех трех рассмотрен-
ных вариационных задачах. В задачах со свободными граничными условиями и с подвижной
границей к уравнениям Эйлера–Лагранжа добавляются граничные условия.

5.1.4. Задача на условную стационарную точку. В настоящем разделе мы ограни-
чимся рассмотрением вариационных задач на конечном отрезке [x1, x2] ⊂ R с заданными
граничными условиями. Пусть требуется найти стационарную точку действия (5.1) в клас-
се функций ϕa ∈ C2

(
[x1, x2]

)
, a = 1, . . . ,n, при наличии m < n независимых дополнительных

условий, которые называются связями

Ga(x, ϕ, ∂ϕ) = 0, a = 1, . . . ,m < n, (5.26)

где Ga – достаточно гладкие функции своих аргументов. Мы предполагаем, что связи Ga не
противоречат граничным условиям и функционально независимы, т.е. ни одна из связей не
является следствием остальных. В частности, ни одна из связей не выполняется тождественно
для всех функций ϕ. Функциональная независимость связей означает, что матрица производ-
ных

∂Ga

∂
(
ϕa, ∂xϕb

)

имеет постоянный ранг m. Отсюда следует, что локально связи можно разрешить относительно
m функций или их первых производных, рассматривая остальные 2(n − m) функции и их
производные как независимые.

В общем случае связи являются дифференциальными уравнениями, и их решения содер-
жат произвольные постоянные. Мы предполагаем, что этот произвол устранен, например на-
ложением граничных условий либо каким-то иным образом.

В частном случае связи могут быть алгебраическими уравнениями на неизвестные функ-
ции Ga(x, ϕ) = 0. В этом случае они называются голономными. В противном случае связи
(5.26) называются неголономными.

При наличии связей вариации функций не являются независимыми, и выполнение урав-
нений Эйлера–Лагранжа для исходного действия (5.1) не является необходимым условием.
Прямым способом решения задачи на условный экстремум является явное разрешение связей
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относительно m функций, подстановка полученного решения в исходное действие и исследо-
вание нового действия от n − m функций на безусловный экстремум.

Задачи на условную стационарную точку часто встречаются в математической физике. В
частности, к ним приводят все калибровочные модели, инвариантные относительно локальных
преобразований полей. В связи с этим введем удобную терминологию, которая часто использу-
ется в физике. А именно, назовем поля нефизическими, если связи разрешаются относительно
этих полей. Остальные поля, относительно которых после исключения нефизических полей
возникает задача на безусловную стационарную точку, называются физическими. Деление по-
лей на физические и нефизические условно, так как связи можно разрешать относительно
различных переменных. В то же время число физических (n−m) и нефизических (m) полей,
по предположению, постоянно.

Прямой способ исключения нефизических полей неприменим, если связи не решаются
явно. Кроме этого исключение части полей может нарушить симметрию задачи, например,
лоренц-инвариантность, что часто приводит к существенному усложнению вычислений. По-
этому используют метод неопределенных множителей Лагранжа. А именно, строят полное
(total) действие

St :=

∫ x2

x1

dx(L− λaGa), (5.27)

где λ(x) ∈ C1
(
[x1, x2]

)
– новые функции, которые называются множителями Лагранжа. Это

действие исследуется на безусловный экстремум. Вариация действия (5.27) по полям ϕa и
множителям Лагранжа λa приводит к n + m уравнениям Эйлера–Лагранжа, m из которых,
возникших при вариации по множителям Лагранжа, совпадают с уравнениями связей (5.26).
При этом вариации множителей Лагранжа на границе не обязаны быть равными нулю, так
как они входят в действие без производных и никаких дополнительных граничных условий не
возникает. Решение новой задачи на безусловный экстремум дает решение исходной задачи на
условный экстремум, что является содержанием следующего утверждения.

Теорема 5.1.4. Для функций ϕ, на которых функционал (5.1) имеет стационарное

значение при выполнении уравнений связей (5.26), существует такой набор множителей

Лагранжа, что они вместе с полями ϕ удовлетворяют уравнениям Эйлера–Лагранжа для

действия (5.27):
δSt

δϕa
= 0,

δSt

δλa
= Ga = 0.

Доказательство. См., например, [43], глава 9, § 1.

Сформулированная теорема позволяет свести вариационную задачу на условный экстре-
мум к вариационной задаче на безусловный экстремум, но для действия, зависящего от боль-
шего числа функций. В теории поля вариационные задачи рассматриваются не на прямой R,
а в евклидовом пространстве Rn. Тогда связи представляют собой в общем случае диффе-
ренциальные уравнения в частных производных. Для того чтобы доказать аналог теоремы о
множителях Лагранжа, необходимо зафиксировать каким-либо образом класс рассматривае-
мых связей, что является сложной задачей. На практике метод неопределенных множителей
Лагранжа часто используют, не заботясь о его применимости. В таком случае применимость
метода необходимо доказывать в каждом конкретном случае.

5.1.5. Другие задачи и терминология. В общем случае функционал действия может
зависеть от частных производных полей ϕa любого порядка, вплоть до бесконечного:

S[ϕ] =

∫

M

dxL(x, ϕ, ∂ϕ, ∂2ϕ, . . . ). (5.28)
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Тогда уравнения Эйлера–Лагранжа примут вид

S, a =
∂L

∂(ϕa)
− ∂α

∂L

∂(∂αϕa)
+ ∂2

αβ

∂L

∂(∂2
αβϕ

a)
− . . . = 0. (5.29)

Для простоты в настоящем разделе мы не будем обсуждать возможные граничные слагаемые.

Определение. Модели теории поля, лагранжиан которых зависит от производных беско-
нечного порядка, называются нелокальными. Для локальных моделей порядок производных
ограничен и ряд (5.29) обрывается. Модели, для которых уравнения Эйлера–Лагранжа содер-
жат производные третьего или более высокого, но конечного порядка, называются моделями

с высшими производными.

Хорошо известно, что порядок уравнений можно понизить, рассматривая частные произ-
водные в качестве новых независимых переменных. В этом смысле любую теорию с высшими
производными можно свести к модели без высших производных.

Замечание. С физической точки зрения теории с высшими производными представля-
ют определенные трудности, так как наличие векторных лоренцевых индексов у полей, как
правило, приводит к каноническому гамильтониану, неограниченному снизу за счет вклада
временны́х компонент. После квантования такие теории приводят к гильбертову пространству
с индефинитной метрикой, которая не допускает вероятностной интерпретации квантовой тео-
рии. Эти трудности можно избежать за счет выбора лагранжиана специального вида или на-
лагая условие калибровочной инвариантности, которое позволяет исключить вклад временны́х
компонент в канонический гамильтониан для физических степеней свободы. В квантовой тео-
рии поля модели с высшими производными принято считать неудовлетворительными до тех
пор, пока не доказана положительная определенность канонического гамильтониана для фи-
зических степеней свободы.

Нелокальные теории поля представляют собой еще бо́льшие трудности для физической
интерпретации, так как помимо проблем с индефинитной метрикой гильбертова простран-
ства, в общем случае они нарушают причинность. Это следует из того, что значение функции,
разложимой в ряд Тейлора в точке x, в точке y 6= x выражаются через ее значения и значе-
ния ее производных в точке x в виде бесконечного ряда. Следовательно, значение функции в
некоторой точке может зависеть от ее значений в конусе будущего.

Допустим, что задана система уравнений Эйлера–Лагранжа. Функционал действия, при-
водящий к этим или эквивалентным уравнениям Эйлера–Лагранжа, определен неоднозначно.
Во-первых, как уже отмечалось при рассмотрении вариационной задачи с заданными гранич-
ными условиями, уравнения не изменятся, если к лагранжиану добавить частную производную
от функции, зависящей произвольным образом от полей и их частных производных. В част-
ности, можно добавлять члены, имеющие вид дивергенции. Отметим, что если сам лагранжи-
ан равен полной дивергенции, то он не приводит ни к каким уравнениям Эйлера–Лагранжа
(получается тождество 0 = 0). Во-вторых, вместо одного набора полей ϕa можно выбрать
другой: ϕ′a = ϕ′a(ϕ). Если это преобразование полей невырождено, то новая система уравне-
ний Эйлера–Лагранжа будет эквивалентна старой. Пример дают канонические преобразова-
ния в гамильтоновом формализме. Иногда можно изменить даже число новых переменных в
лагранжиане и доказать биективность пространств возникающих решений уравнений Эйлера–
Лагранжа. В частности, лагранжев и гамильтонов способы описания динамики точечных ча-
стиц, рассмотренные в следующей главе, приводят к эквивалентным системам уравнений, но
для разного числа переменных.
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Замечание. Выбор независимых переменных в действии, по которым проводится варьи-
рование, чрезвычайно важен, поскольку может привести к существенному упрощению возни-
кающих уравнений движения, особенно в нелинейных теориях. С другой стороны, квантова-
ния моделей теории поля, основанные на различном выборе динамических переменных, могут
привести к различным квантовым теориям. В последнем случае теоретическим критерием
выбора способа квантования является простота и самосогласованность конечной квантовой
теории. Этот вопрос актуален для построения самосогласованной квантовой теории гравита-
ции, которая в настоящее время отсутствует.

В релятивистских моделях математической физики, т.е. в моделях, инвариантных относи-
тельно преобразований из группы Пуанкаре, действие записывается в виде интеграла по всему
пространству Минковского R1,3. В этом случае уравнения Эйлера–Лагранжа (5.11) называют-
ся также уравнениями движения, поскольку описывают эволюцию системы во времени. При
этом для уравнений движения часто ставится не краевая задача, а задача Коши.

При рассмотрении моделей теории поля в пространстве Минковского R1,3 действие, как
правило, расходится. Например, действие в электродинамике для электромагнитных волн рас-
ходится. Это связано с бесконечным объемом интегрирования. Тем не менее с действием про-
водятся формальные выкладки, которые приводят к уравнениям Эйлера–Лагранжа, которые
локальны и хорошо определены. При рассмотрении законов сохранения, связанных с первой
теоремой Нётер, мы рассматриваем поля либо в конечном объеме, либо достаточно быстро
убывающие на бесконечности.

Для корректной постановки вариационной задачи необходим глубокий анализ уравнений
Эйлера–Лагранжа. Во многих важных случаях эти уравнения настолько сложны, что коррект-
ность постановки вариационной задачи доказать не удается. Поэтому в теоретической физике
выбор действия означает, как правило, просто удобный способ задания уравнений движения
для модели с заданными свойствами симметрии, что, конечно, чрезвычайно важно.

5.2. Первая теорема Нётер

В наиболее содержательных моделях математической физики функционал действия ин-
вариантен относительно глобальных или локальных преобразований симметрии. С каждым
преобразованием симметрии связан закон сохранения, что было установлено Эмми Нётер [44]
в первой и второй теореме соответственно для глобальных и локальных преобразований.

Пусть функционал действия (5.1) инвариантен относительно бесконечно малых преобра-
зований

xα 7→ x′α = xα + δxα, (5.30)

ϕa(x) 7→ ϕ′a(x′) = ϕa(x) + δ̄ϕa(x). (5.31)

Рассмотрим независимые вариации координат и полей:

δxα = ǫaRa

α(x, ϕ, ∂ϕ), (5.32)

δ̄ϕa = ϕ′a(x′) − ϕa(x) = ǫaRa

a(x, ϕ, ∂ϕ), (5.33)

где Ra

α(x, ϕ, ∂ϕ) и Ra

a(x, ϕ, ∂ϕ) – некоторые достаточно гладкие и функционально независи-
мые функции своих аргументов, которые называются генераторами преобразований симмет-
рии, а ǫa(x), a = 1, 2, . . . ,k, – постоянные или локальные параметры преобразований, число
которых зависит от рассматриваемой модели. Мы говорим, что каждому значению индекса a
соответствует одно преобразование симметрии.
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Преобразования (5.30) и (5.31) уже рассматривались нами при обсуждении вариационной
задачи с подвижной границей. Разница заключается в том, что сейчас у нас не один, а k
параметров преобразования, которые, вдобавок, могут зависеть от точки x ∈ M.

Начнем с доказательства первой теоремы Нётер, т.е. будем считать параметры преобразо-
ваний постоянными, ǫa = const. Под инвариантностью функционала действия мы понимаем
следующее равенство

S =

∫

M

dxL(x, ϕ, ∂ϕ) =

∫

M′

dx′ L(x′, ϕ′, ∂′ϕ′), (5.34)

где интегрирование производится по ограниченной области M ⊂ Rn, которая отображается в
M′ при преобразовании (5.30).

Преобразования (5.32), (5.33) нетривиально действуют как на поля, так и на координаты.
В дальнейшем нам понадобится вариация формы функции в данной точке x ∈ M:

δϕa(x) := ϕ′a(x) − ϕa(x),

которая определяется разностью значений полей после и до преобразования в точке x. Она
связана с вариацией (5.31) следующим соотношением

δϕa(x) = δ̄ϕa − δxα∂αϕ
a = ǫa(Ra

a −Ra

α∂αϕ
a). (5.35)

По построению, для постоянных параметров преобразований вариация формы функции δ пе-
рестановочна с операцией частного дифференцирования ∂α. Вариация действия относитель-
но преобразований (5.30), (5.31) была вычислена ранее (5.23). Если выполнены уравнения
Эйлера–Лагранжа, то вариацию действия при постоянных параметрах преобразований сим-
метрии запишем в виде

δS = −
∫

M

dx ǫa∂αJa

α, (5.36)

где

Ja

α := − ∂L

∂(∂αϕa)
(Ra

a −Ra

β∂βϕ
a) − LRa

α. (5.37)

Совокупность величин Ja

α, α = 1, . . . , n, можно рассматривать как компоненты некоторого
вектора (точнее, векторной плотности) Ja, который называется сохраняющимся током для
каждого преобразования симметрии с параметром ǫa. Из полученного выражения следует

Теорема 5.2.1 (первая теорема Нётер). Если действие (5.1) инвариантно относи-

тельно преобразований (5.30)–(5.33) с постоянными параметрами ǫa , то для каждого пре-

образования симметрии и любого решения уравнений Эйлера–Лагранжа токи сохраняются:

∂αJa

α = 0, a = 1, . . . ,k. (5.38)

Заметим, что для сохранения тока достаточно глобальной инвариантности, когда параметр
преобразования не зависит от точек пространства-времени.

Поскольку лагранжиан не содержит производных выше первого порядка, то компоненты
токов в общем случае зависят только от координат, полей и их первых производных.

Закон сохранения (5.38) не нарушится, если к току (5.37) добавить слагаемое

J ′
a

α = Ja

α + ∂βfa
βα, (5.39)

где faβα = −faαβ – произвольная антисимметричная по индексам α, β функция. Чтобы не
менять структуры тока (5.37), будем считать, что она зависит только от координат xα, полей
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ϕ и их первых производных ∂ϕ. Это преобразование часто используется, чтобы упростить
выражения для токов.

Перепишем закон сохранения (5.38) в интегральной форме и используем формулу Стокса

∫

M

dx ∂αJa

α =

∫

∂M

dsα Ja

α = 0,

где интегрирование ведется по многообразию M и его краю ∂M. Пусть на M задана (псев-
до)риманова геометрия, т.е. метрика gαβ и связность Леви-Чивиты Γ̃αβ

γ . Тогда если индекс
a не преобразуется при преобразовании координат, то первый интеграл по (псевдо)риманову
многообразию можно переписать в ковариантной форме:

∫

M

dx ∂αJa

α =

∫

M

dx
√

|g|∇̃α

(
1√
|g|
Ja

α

)
,

где

∇̃α

(
1√
|g|
Ja

α

)
= ∂α

(
1√
|g|
Ja

α

)
+ Γ̃αβ

α 1√
|g|
Ja

β

– ковариантная производная от вектора тока и мы воспользовались формулой для дивергенции
(см. [23], глава 6)

∇̃αX
α =

1√
|g|
∂α
(√

|g|Xα
)
. (5.40)

Рассмотрим действие (5.1) в пространстве Минковского R1,n−1. Пусть {xα} = {x0,x} –
декартова система координат и все поля достаточно быстро убывают на пространственной
бесконечности:

lim
|x|→∞

ϕa = 0

для всех моментов времени. Тогда, интегрируя уравнение (5.38) по области пространства
Минковского, которая ограничена двумя пространственноподобными сечениями x0

1 = const

и x0
2 = const, получим закон сохранения

Qa =

∫

S

dxJa

0 = const, (5.41)

где S – произвольное сечение x0 = const. Это означает, что каждому преобразованию симмет-
рии соответствует закон сохранения: для любого решения уравнений движения, достаточно
быстро убывающего на пространственной бесконечности, интеграл (5.41) не зависит от вре-
мени. Интеграл (5.41) называется сохраняющимся зарядом, соответствующим току Ja

α. Если
для уравнений движения поставлена задача Коши, то значение заряда Qa однозначно опреде-
ляется начальными условиями.

5.2.1. Тензор энергии-импульса. Предположим, что некоторая модель описывается
набором полей ϕa в пространстве Минковского R1,n−1 с декартовыми координатами xα. При
этом метрика ηαβ = diag (+ − . . .−) является заданной функцией в действии, по которой
варьирование не проводится. Пусть действие инвариантно относительно трансляций

δxα = ǫα = const, (5.42)

δ̄ϕa = 0. (5.43)
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Для этого достаточно, чтобы лагранжиан модели L(ϕ, ∂ϕ) не зависел явно от координат. Для
трансляций индекс a в (5.32) пробегает те же значения, что и α, генератор трансляций совпа-
дает с символом Кронекера, Ra

α 7→ δαβ , и Ra

a = 0. В этом случае выражение для тока (5.37)
имеет вид

Tα
β = ∂αϕ

a ∂L

∂(∂βϕa)
− δβαL. (5.44)

Это выражение называется тензором энергии-импульса полей ϕa. В силу первой теоремы
Нётер, он сохраняется:

∂βTα
β = 0. (5.45)

Тензор энергии-импульса (5.44) будем называть каноническим.
Если лагранжиан модели является скалярным полем (функцией) относительно глобальных

преобразований Лоренца O(1, n − 1), то выражение (5.44) представляет собой тензор второго
ранга типа (1, 1). Ясно, что выражение для T0

0 всегда совпадает с плотностью гамильтониана
для полей ϕa, и это оправдывает название “канонический”.

Замечание. В общей теории относительности, основанной на псевдоримановой геомет-
рии, постулируется, что тензор Эйнштейна пропорционален тензору энергии-импульса мате-
рии. При этом тензор энергии-импульса материи (7.10) определяется как вариационная про-
изводная действия для полей материи по метрике. При таком определении тензор энергии-
импульса всегда симметричен. Для скалярного поля вариационная производная действия по
метрике является ковариантным обобщением тензора (5.44). В других случаях связь двух
определений сложнее и будет обсуждаться в каждом конкретном случае.

Вообще говоря, тензор энергии-импульса с опущенным верхним индексом Tαβ не является
симметричным. Если это так, то в ряде случаев можно провести симметризацию, добавив
соответствующую дивергенцию (5.39). Однако это не всегда возможно. Действительно, после
добавления дивергенции получим новый тензор энергии-импульса

T ′
αβ = Tαβ + ∂γfαγβ.

Из условия симметрии T ′
αβ − T ′

βα = 0 следуют уравнения на неизвестную функцию f[αγβ] = 0,
в которые входят только полностью антисимметричные компоненты:

∂γf[αγβ] = −1

2
(Tαβ − Tβα).

Таким образом, мы имеем n(n − 1)/2 дифференциальных уравнений на n(n − 1)(n − 2)/3!
неизвестных компонент. При n = 4 возникает 6 уравнений на 4 неизвестные функции, которые
не всегда имеют решения.

Введем стандартные 3-формы на координатных трехмерных гиперповерхностях в четырех-
мерном пространстве-времени R1,3:

dsα =
1

6
εαβγδdx

β ∧ dxγ ∧ dxδ. (5.46)

Определим сохраняющийся во времени ковектор энергии-импульса с помощью интеграла

Pα =

∫

x0= const

dsβ Tα
β, (5.47)

где по индексу β производится суммирование. Полученное выражение (5.47) по построению
является ковектором относительно глобальных лоренцевых вращений. В предположении, что
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все поля достаточно быстро убывают на пространственной бесконечности, ковектор энергии-
импульса определяется одним интегралом по пространству,

Pα =

∫

x0= const

dx Tα
0. (5.48)

Выражение для нулевой компоненты P0 совпадает с гамильтонианом системы полей ϕa,
т.е. равно сохраняющейся полной энергии. Это оправдывает название ковектора энергии-
импульса. Пространственные компоненты тензора энергии-импульса

Ti
0 =

∂L

∂(∂0ϕa)
∂iϕ

a, i = 1, . . . , n− 1, (5.49)

определяют сохраняющийся полный импульс системы полей ϕa

Pi =

∫

x0= const

dx Ti
0.

Полная энергия системы P0 и каждая компонента полного импульса Pi относительно данной
декартовой системы сохраняются во времени. В другой декартовой системе координат они
тоже сохраняются, но имеют другие численные значения.

5.2.2. Тензор момента количества движения. Пусть действие S[ϕ] в пространстве
Минковского R1,n−1 инвариантно относительно лоренцевых вращений. Мы предполагаем, что
набор полей ϕa преобразуется по некоторому, возможно, приводимому представлению группы
Лоренца SO0(1, n− 1). Обозначим представление генераторов группы для полей через Lγδba =
−Lδγba. Тогда в инфинитезимальной форме лоренцевы вращения примут вид

δxα = −xβωβα =
∑

γ<δ

ωγδ(xδδ
α
γ − xγδ

α
δ ), (5.50)

δ̄ϕa =
∑

γ<δ

ωγδLγδb
aϕb, (5.51)

где ωγδ = −ωδγ – параметры преобразований, которые предполагаются постоянными. Для
инвариантности действия достаточно, чтобы лагранжиан был скалярным полем (функцией)
от координат, полей и их производных. Для лоренцевых вращений индекс a 7→ (αβ) = −(βα)
представляет собой пару антисимметричных векторных индексов.

Выражение для тока (5.37) приводит к следующему тензору момента количества движе-

ния, который мы представим в виде суммы двух слагаемых:

Jγδ
α = − ∂L

∂(∂αϕa)

(
Lγδb

aϕb − (xδδ
β
γ − xγδ

β
δ )∂βϕ

a
)
− L(xδδ

α
γ − xγδ

α
δ ) = (5.52)

= Mγδ
α + Sγδ

α,

где введен орбитальный и спиновый моменты соответственно,

Mαβ
γ := xβTα

γ − xαTβ
γ , (5.53)

Sαβ
γ := − ∂L

∂(∂γϕa)
Lαβb

aϕb. (5.54)

Здесь Tαβ – канонический тензор энергии-импульса (5.44). Оба объекта являются тензорами
третьего ранга относительно преобразований Лоренца. Обратим внимание, что орбитальный
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момент (5.53) не инвариантен относительно трансляций, так как явно зависит от координат.
В противоположность этому спиновый момент инвариантен относительно трансляций.

Если все поля ϕa являются скалярами относительно лоренцевых вращений, то Lαβba = 0 и
спиновый момент равен нулю, Sαβγ = 0.

Допустим, что действие для некоторой системы полей инвариантно относительно трансля-
ций и лоренцевых вращений (группы Пуанкаре), и спиновый момент равен нулю Sαβ

γ = 0 как
для скалярных полей. Тогда закон сохранения момента количества движения принимает вид

∂γMαβ
γ = Tαβ − Tβα + xβ∂γTα

γ − xα∂γTβ
γ .

С учетом закона сохранения тензора энергии-импульса (5.45) отсюда вытекает, что для такой
системы ковариантный тензор энергии-импульса симметричен:

Tαβ = Tβα. (5.55)

Так же как и для канонического тензора энергии-импульса, для тензора момента количе-
ства движения можно ввести полный момент системы. Для полей, достаточно быстро убыва-
ющих на пространственной бесконечности, он равен интегралу по пространству:

Jαβ =

∫

x0= const

dx Jαβ
0. (5.56)

Полный момент количества движения является антисимметричным тензором второго ранга
относительно преобразований Лоренца.

Замечание. Требование инвариантности моделей математической физики относитель-
но преобразований группы Пуанкаре имеет глубокий физический смысл и составляет основ-
ное содержание специальной теории относительности. Инвариантность действия относительно
трансляций означает однородность пространства-времени. То есть все точки пространства-
времени равноправны, и законы природы имеют одинаковый вид в декартовых координатах
с произвольно выбранным началом. Инвариантность относительно преобразований Лоренца
означает изотропность пространства-времени. То есть равноправие всех направлений и оди-
наковый вид законов природы в декартовых координатах с произвольной ориентацией осей.
Законы сохранения энергии-импульса и момента количества движения к настоящему време-
ни нашли многочисленные экспериментальные подтверждения в различных областях физики.
Поэтому инвариантность фундаментальных моделей математической физики относительно
действия группы Пуанкаре следует считать экспериментально установленным фактом.

Помимо этого требование инвариантности функционала действия относительно преобра-
зований группы Пуанкаре в квантовой теории поля означает, что все элементарные части-
цы должны описываться полями, принадлежащими одному из неприводимых представлений
группы Пуанкаре, которые характеризуются массой и спином. Использование этих понятий в
экспериментальной физике элементарных частиц также чрезвычайно плодотворно. Это также
можно рассматривать как экспериментальное подтверждение инвариантности законов приро-
ды относительно преобразований группы Пуанкаре.

5.3. Вторая теорема Нётер

Рассмотрим действие (5.1), которое инвариантно относительно преобразований (5.30)–
(5.33) с локальными параметрами ǫa(x), зависящими от точек пространства-времени. Мы до-
пускаем, что эти преобразования могут зависеть от частных производных ∂αǫa первого и более
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высокого порядка. Чтобы упростить формулы, будем использовать обозначения Девитта [45],
т.е. суммирование по индексу a в формулах (5.30), (5.31) подразумевает интегрирование, а
генераторы локальных преобразований рассматриваются как двухточечные функции, содер-
жащие δ-функции и (или) их производные.

Пример 5.3.1. Калибровочное преобразование в электродинамике

δAα = ∂αǫ

будем записывать в виде

δAα = ǫRα = ∂α

∫
dx′ ǫ(x′)δ(x′ − x), (5.57)

где

Rα(x′, x) :=
∂

∂xα
δ(x′ − x). (5.58)

Пример 5.3.2. Бесконечно малые общие преобразования координат для электромагнит-
ного поля можно записать в виде

δxα = ǫα = ǫβRβ
α, (5.59)

δAα = −∂αǫβAβ − ǫβ∂βAα = ǫβNβα, (5.60)

где

Rβ
α := δαβ δ(x

′ − x), (5.61)

Nβα := Fαβ(x
′)δ(x′ − x) −Aβ(x

′)
∂

∂xα
δ(x′ − x). (5.62)

Определение. Преобразования полей (5.33) с локальными параметрами ǫa(x) называют-
ся калибровочными.

Рассмотрим одну из вариационных задач. Будем считать, что параметры ǫa и их произ-
водные равны нулю на границе области. Тогда инвариантность действия относительно калиб-
ровочных преобразований можно записать в виде

δS =

∫
dx δϕaS, a =

∫
dx ǫa(Ra

a −Ra

α∂αϕ
a)S, a = 0. (5.63)

При этом были отброшены все граничные слагаемые. Отсюда следует

Теорема 5.3.1 (вторая теорема Нётер). Если функционал действия (5.1) инвариан-

тен относительно калибровочных преобразований, которые параметризуются k произволь-

ными функциями ǫa(x), a = 1, . . . ,k, то уравнения Эйлера–Лагранжа удовлетворяют k
тождествам:

(Ra

a −Ra

α∂αϕ
a)S, a = 0. (5.64)

Замечание. В формулировке теоремы мы отбросили предположение о том, что парамет-
ры преобразований и их производные равны нулю на границе. Если это не так, то зависимость
уравнений Эйлера–Лагранжа все равно сохранится. В этом случае из требования инвариант-
ности действия появятся дополнительные следствия для граничных условий, которые мы не
рассматриваем.
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Напомним, что в линейном соотношении между уравнениями движения (5.64) суммиро-
вание по индексу a предполагает интегрирование. Отсюда следует, что если калибровочные
преобразования зависят от частных производных l-го порядка от параметра преобразования,
то соотношения (5.64) представляют собой систему K линейных дифференциальных уравне-
ний в частных производных l-го порядка относительно вариационных производных S, a.

Вторая теорема Нётер утверждает, что в калибровочных моделях, а также моделях, ин-
вариантных относительно общих преобразований координат, не все уравнения движения яв-
ляются линейно независимыми. Это указывает на то, что в решениях задачи Коши будет
содержаться функциональный произвол, так как количества уравнений недостаточно для од-
нозначного определения решений по начальным данным.

Для доказательства теоремы существенно, что параметры преобразований ǫa(x) являются
произвольными функциями, так как только в этом случае подынтегральное выражение в (5.63)
согласно основной лемме вариационного исчисления должно обращаться в нуль.

Пример 5.3.3. Проведем аналогию с теорией функций многих переменных. Пусть f =
f(x) – функция n переменных x = {xα}. Аналогом вариационной производной действия в
таком случае является обычная частная производная ∂αf . Допустим, что f инвариантна отно-
сительно калибровочных преобразований δxα = ǫXα, где ǫ = ǫ(x) – параметр преобразования
и Xα – векторное поле (генератор калибровочного преобразования), которое предполагается
отличным от нуля. Тогда “зависимость уравнений движения” сводится к линейной зависимости
частных производных Xα∂αf = 0. Поэтому функция f постоянна вдоль интегральной кривой
x(t) векторного поля Xα:

f
(
x(t)

)
= const, ẋα = Xα.

Это значит, что локальный экстремум ∂αf = 0 достигается не в точке, а на интегральной
кривой x(t).

Из второй теоремы Нётер следует, что функционал действия для калибровочных моделей
достигает экстремального значения не на отдельных функциях, а на классах функций, которые
связаны между собой калибровочными преобразованиями.

Если некоторая модель инвариантна относительно локальных преобразований, то она, в
частности, инвариантна относительно тех же преобразований с постоянными параметрами.
Это значит, что токи (5.37) приводят к законам сохранения (5.41) и для локальных преобра-
зований. Поэтому в моделях, инвариантных относительно локальных преобразований, можно
применить обе теоремы Нётер. При этом первая теорема дает выражения для сохраняющихся
токов, а вторая – зависимость уравнений движения. В общем случае это не одно и то же.

Пример 5.3.4. Рассмотрим модели математической физики, инвариантные относительно
общих преобразований координат. Пусть действие S = S(g,Γ) зависит только от метрики
gαβ и аффинной связности Γαβ

γ . Обозначим вариационные производные действия следующим
образом:

√
|g|S, αβ :=

δS

δgαβ
,

√
|g|S, αβγ :=

δS

δΓαβγ
. (5.65)

Здесь мы явно ввели в качестве множителя определитель репера
√

|g| = det eα
a, поскольку

вариационные производные, так же как и лагранжиан, являются тензорными плотностями
степени −1. Инвариантность действия относительно общих преобразований координат озна-
чает равенство нулю вариации:

δS =

∫
dx

√
|g|(S, αβδgαβ + S, αβγδΓαβ

γ) = 0.
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Подставляя сюда вариации метрики и связности

δgαβ = −∂αǫγgγβ − ∂βǫ
γgαγ − ǫγ∂γgαβ, (5.66)

δΓαβ
γ = −∂αǫδΓδβγ − ∂βǫ

δΓαδ
γ + Γαβ

δ∂δǫ
γ − ∂2

αβǫ
γ − ǫδ∂δΓαβ

γ (5.67)

и интегрируя по частям, получим тождества

2∇̃αS,
α
γ −∇β∇αS,

αβ
γ+

+ ∇β(Tα + 1
2Qα)S, αβγ + (Tα + 1

2Qα)∇β(S,
αβ

γ + S, βαγ) −∇αS,
αβ

δTβγ
δ−

− (Tα + 1
2Qα)(Tβ + 1

2Qβ)S,
αβ

γ + (Tα + 1
2Qα)Tβγ

δS, αβδ + S, αβδRαγβ
δ = 0, (5.68)

где ∇̃α и ∇α – ковариантные производные соответственно со связностью Леви-Чивиты Γ̃αβ
γ и

аффинной связностью Γαβ
γ , а подъем и опускание индексов производится с помощью метрики

gαβ. Таким образом, в моделях, инвариантных относительно общих преобразований координат,
уравнения движения удовлетворяют n = dim M линейным дифференциальным тождествам.

В (псевдо)римановой геометрии, когда гравитационная часть действия зависит только от
метрики, эти тождества значительно упрощаются:

∇̃αS,
α
β = 0. (5.69)

В общей теории относительности для действия Гильберта–Эйнштейна справедливо равенство

∇̃α

(
R̃αβ −

1

2
δαβ R̃

)
= 0. (5.70)

Это тождество совпадает со свернутыми тождествами Бианки (см. [23], глава 6)).

Пример 5.3.5. Модели гравитации, построенные в рамках геометрии Римана–Картана,
в переменных Картана инвариантны относительно общих преобразований координат и ло-
кальных преобразований Лоренца. Как следствие второй теоремы Нётер, не все уравнения
движения являются независимыми, поскольку удовлетворяют тождествам. Пусть действие
S = S(e, ω) зависит только от репера eαa и лоренцевой связности ωαab. Обозначим вариацион-
ные производные следующим образом:

√
|g|S, αa :=

δS

δeαa
,

√
|g|S, αab :=

δS

δωαab
. (5.71)

Бесконечно малые преобразования Лоренца для репера и лоренцевой связности при локальных
лоренцевых вращениях имеют вид

δeα
a = −eαbωba, (5.72)

δωαa
b = ωa

cωαc
b − ωαa

cωc
b + ∂αωa

b. (5.73)

Отсюда вытекает следующая зависимость уравнений движения

∇̃αS,
α
ab +

1

2
(S, ab − S, ba) = 0, (5.74)

где переход от греческих индексов к латинским осуществляется с помощью репера. Получен-
ная зависимость соответствует инвариантности действия относительно локальных лоренцевых
вращений.
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Вариации полей e и ω при общих преобразованиях координат имеют вид

δeα
a = −∂αǫβeβa − ǫβ∂βeα

a = −∇̃αǫ
a + ǫβω̃βb

aeα
b, (5.75)

δωα
ab = −∂αǫβωβab − ǫβ∂βωα

ab = −∇̃αǫ
βωβ

ab − ǫβ(∂βωα
ab − Γ̃βα

γωγ
ab). (5.76)

Поэтому инвариантность действия относительно общих преобразований координат приводит
к тождествам:

∇αS,
α
β + TαS,

α
β + S, αaTαβ

a + S, αabRαβ
ab = 0, (5.77)

где мы учли полученное ранее тождество (5.74).
При добавлении к гравитационному действию слагаемых, зависящих от других полей (по-

лей материи), тождества, которым удовлетворяют уравнения движения, меняются, так как
необходимо учитывать вариации всех полей.

5.4. Эффективное действие

При исследовании моделей математической физики, действие которых зависит от несколь-
ких полей, иногда удается решить часть уравнений Эйлера–Лагранжа явно. В этом случае
вариационную задачу можно свести к новому эффективному действию, зависящему от мень-
шего числа переменных. В настоящем разделе мы докажем простую теорему, позволяющую
строить эффективное действие в случае вариационной задачи с фиксированными граничными
условиями. То есть будем пренебрегать всеми граничными слагаемыми. Обобщение на более
сложные случаи будет ясно из дальнейшего рассмотрения.

Начнем с простейшего случая. Пусть на ограниченной области M ⊂ Rn заданы два скаляр-
ных поля ϕ и ψ. Предположим, что функция ψ = ψ(x, ϕ, ∂ϕ, ∂2ϕ) в каждой точке x ∈ M задана
как функция ϕ, ее первых и вторых частных производных: ∂αϕ и ∂α∂βϕ. Представим значе-
ние функции ψ(x) := ψ

[
x, ϕ(x), ∂ϕ(x), ∂2ϕ(x)

]
в точке x ∈ M в виде функционала, используя

δ-функцию,

ψ(x) =

∫

M

dy ψ(y)δ(y − x).

Вариация функционала ψ(x), вызванная вариацией δϕ, имеет вид

δψ(x) =

∫

M

dy

(
∂ψ

∂ϕ
δϕ+

∂ψ

∂(∂αϕ)
δ(∂αϕ) +

∂ψ

∂(∂α∂βϕ)
δ(∂α∂βϕ)

)
δ(y − x).

Проинтегрировав второе и третье слагаемые по частям, получим выражение для вариационной
производной

δψ(x)

δϕ(y)
=
∂ψ

∂ϕ
δ(y − x) − ∂

∂yα

(
∂ψ

∂(∂αϕ)
δ(y − x)

)
+ ∂α∂β

(
∂ψ

∂(∂α∂βψ)
δ(y − x)

)
, (5.78)

где в правой части ψ = ψ(y) и ϕ = ϕ(y).
Теперь обсудим вариационную задачу. Пусть действие S[ϕ,ψ] зависит от двух функций ϕ

и ψ. Тогда из принципа наименьшего действия следуют два уравнения Эйлера–Лагранжа:

δS

δϕ
= 0, (5.79)

δS

δψ
= 0. (5.80)
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Допустим, что второе уравнение Эйлера–Лагранжа допускает общее решение для ψ как функ-
ции от ϕ и ее производных:

ψ = ψ(x, ϕ, ∂ϕ, ∂2ϕ). (5.81)

При этом мы предполагаем, что общее решение не имеет особенностей. Если действие зави-
сит только от самих функций и их первых производных, то в общее решение будут входить
производные от ϕ не выше второго порядка. Поскольку уравнение Эйлера–Лагранжа (5.80)
является дифференциальным уравнением в частных производных, то общее решение зависит
также от некоторого набора произвольных функций и постоянных. Часть этих произвольных
функций и постоянных фиксируется, если это возможно, граничными условиями ψ|∂M = ψ0 и
ϕ|∂M = ϕ0. Используем полученное решение для построения нового эффективного действия

Seff[ϕ] := S[ϕ,ψ(ϕ)], (5.82)

которое зависит только от одной функции ϕ. Тогда уравнение Эйлера–Лагранжа для ϕ связано
со старыми уравнениями (5.79), (5.80) простым соотношением

δSeff

δϕ(x)
=

δS

δϕ(x)
+

δS

δψ(y)

δψ(y)

δϕ(x)

∣∣∣∣
ψ=ψ(ϕ)

= 0, (5.83)

где во втором слагаемом подразумевается интегрирование по аргументу поля ψ(y), которое
снимается δ-функцией в вариационной производной. Ясно, что второе слагаемое равно нулю,
если выполнено уравнение Эйлера–Лагранжа для ψ (5.80).

Проведенные вычисления остаются в силе и в том случае, когда мы рассматриваем наборы
полей ϕ = {ϕa}, a = 1, . . . ,n, и ψa, a = 1, . . . ,m. Отсюда следует

Теорема 5.4.1. Пусть дано действие S[ϕ,ψ], зависящее от двух наборов полей ϕ и ψ .
Тогда множество решений уравнений Эйлера–Лагранжа для вариационной задачи с заданны-

ми граничными условиями совпадает с множеством решений уравнений Эйлера–Лагранжа

для эффективного действия (5.82), дополненным выражением ψ через ϕ (5.81).

Эта теорема важна, поскольку позволяет строить эффективное действие, которое зависит
от меньшего числа полей, подставляя решение части системы уравнений Эйлера–Лагранжа
непосредственно в исходное действие.

При доказательстве теоремы 5.4.1 мы предположили, что всеми граничными слагаемыми
можно пренебречь. В полевых моделях математической физики это не всегда так. В разделе
6.2.6 будет построен пример, где подстановка решения части уравнений Эйлера–Лагранжа
в действие не воспроизводит оставшиеся уравнения движения. Это связано с нетривиальной
ролью граничных слагаемых в действии для полевых моделей.

5.5. Редуцированное действие

В настоящем разделе мы рассмотрим еще один способ сведения сложной вариационной за-
дачи к более простой. Пусть задано действие S[ϕ]. Рассмотрим для него вариационную задачу
с фиксированными граничными условиями. Как правило, уравнения Эйлера–Лагранжа (урав-
нения движения) настолько сложны, что не позволяют найти все решения. В таких случаях
для нахождения частных решений делают упрощающие предположения: решение уравнений
движения ищется в определенном классе функций. Например, ищутся статические или сфе-
рически симметричные решения. Чтобы найти стационарную точку действия, упрощающую
подстановку, которую часто называют анзац (от немецкого ansatz ≃ исходное математическое
выражение), следует производить в уравнения Эйлера–Лагранжа (5.11), а не в действие. В
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этом случае найденное точное решение уравнений движения действительно будет стационар-
ной точкой исходного действия.

Однако в ряде случаев подстановки можно производить непосредственно в действие. Это
означает следующее. Пусть в результате некоторых упрощающих предположений исходный
набор функций ϕa, a = 1, . . . ,n, будет выражен через меньшее число независимых функций
ψa, a = 1, . . . ,m, и координаты:

ϕa = ϕa(x, ψ). (5.84)

При этом функции ψ могут зависеть от меньшего числа координат. В результате подстановки
будет получено новое редуцированное действие

Sred[ψ] := S[ϕ(ψ)], (5.85)

зависящее от меньшего числа независимых полей.
Допустим, что найдено решение уравнений движения для редуцированного действия

δSred

δψa
= 0.

Тогда функции (5.84), как правило, не будут удовлетворять исходным уравнениям (5.11). Тем
не менее в ряде случаев исходные уравнения все же будут удовлетворены. Это замечатель-
ные случаи, которые позволяют существенно упростить вычисления. Вместе с этим наличие
редуцированного действия помогает в анализе свойств рассматриваемой модели.

Опишем достаточные условия для возможности подстановки (5.84) непосредственно в дей-
ствие. Пусть на многообразии M действует группа Ли преобразований G справа:

M × G ∋ x, g 7→ xg ∈ M.

Предположим, что набор полей ϕa(x) при этом преобразуется по некоторому представлению
T (g)a

b группы Ли G:
ϕ′a(xg) = ϕb(x)T (g)b

a, (5.86)

где штрихом обозначены новые поля на M, полученные в результате действия группы преобра-
зований G. Поля ϕa(x) называются G-инвариантными, если в равенстве (5.86) можно убрать
штрих в левой части. То есть выполнено условие

ϕa(xg) = ϕb(x)T (g)b
a,

или

ϕa(x) = ϕb(xg−1)T (g)b
a. (5.87)

Эти условия представляют собой уравнения, определяющие G-инвариантные поля на много-
образии M.

Теорема 5.5.1 (Принцип Коулмана). Пусть исходный функционал действия S[ϕ] ин-

вариантен относительно действия группы Ли преобразований (5.86),

S[ϕ′] = S[ϕ].

Допустим, что множество всех G-инвариантных полей на M параметризуется некоторым

набором функций ψa , которые могут зависеть от меньшего числа координат и не опреде-

ляются из уравнений (5.87). В результате G-инвариантные функции будут представлены

в виде (5.84). Тогда поля (5.84), построенные для стационарных точек редуцированного дей-

ствия (5.85), будут удовлетворять уравнениям Эйлера–Лагранжа исходного действия.
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Это утверждение известно как принцип Коулмана. Оно было высказано Коулманом и про-
иллюстрировано на нескольких примерах [46] (см. также [47]). Строгое доказательство вместе
с ограничениями на его применимость было дано в статье [48]. Этот результат затем был обоб-
щен в работах [49, 50]. Другая его формулировка, на языке теории стратов, была дана еще до
Коулмана [51]. В настоящее время доказано, что принцип Коулмана справедлив для всех ком-
пактных групп преобразований, полупростых групп, а также для унитарных представлений
некомпактных групп.



6. Канонический формализм

Трудно переоценить роль канонического (гамильтонова) формализма в классической и
квантовой механике, а также в теории поля. Он предоставляет наиболее мощные методы инте-
грирования уравнений движения и является основой для канонического квантования различ-
ных моделей математической физики. К его недостаткам относится явное нарушение Лоренц-
инвариантности моделей теории поля, поскольку время в гамильтоновом формализме играет
выделенную роль. Это усложняет вычисления, проводимые в рамках теории возмущений. Од-
нако принципиальные вопросы, связанные с физической интерпретацией математических мо-
делей, невозможно решить без обращения к гамильтоновой формулировке. В настоящей главе
рассматривается канонический формализм для системы точечных частиц, формализм Дирака
для систем со связями и его обобщение на теорию поля.

6.1. Канонический формализм в механике точечных частиц

В настоящем разделе мы во многом следуем [52].

6.1.1. Преобразование Лежандра. Рассмотрим выпуклую функцию y = f(x) на ин-
тервале −∞ 6 a < x < b 6 ∞, т.е. функцию, у которой f ′′(x) > 0 при всех x ∈ (a, b).
Преобразованием Лежандра функции f на интервале (a, b) называется новая функция g(p)
нового переменного p, которая строится следующим образом (см. рис. 6.1). Нарисуем на плос-
кости x, y график функции f . Рассмотрим прямую y = px, где p – фиксированное число.

x

y

y px=

( )f x

( )x p

( )pg

Рис. 6.1. Преобразование Лежандра g(p) выпуклой функции f(x)

Найдем точку x(p), в которой кривая дальше всего от прямой по вертикали, т.е. функция
F (x, p) := px − f(x) имеет максимум по x при фиксированном p. Тогда, по определению,
g(p) := F

(
x(p), p

)
. Функция g(p) определена на некотором интервале −∞ 6 c < p < d 6 ∞.

Точка x(p) определяется из условия экстремума ∂F/∂x = 0 или

p = f ′(x)

Ввиду выпуклости f , если это уравнение имеет решение, то оно единственно.

Пример 6.1.1. Нетрудно проверить, что функция f(x) = mx2

2 , m = const > 0 выпукла на
всей вещественной оси x ∈ R и p = mx. Ее преобразование Лежандра определено для всех



110 6. Канонический формализм

p ∈ R и имеет вид

g(p) = (xp− f)|x=p/m =
p2

2m

Пусть функция f достаточно гладкая. Тогда преобразование Лежандра переводит выпук-
лые функции в выпуклые. Это значит, что преобразование Лежандра можно применить два-
жды. Можно доказать [52], что преобразование Лежандра инволютивно, т.е. его квадрат равен
тождественному преобразованию.

По определению, F (x, p) := px− f(x) 6 g(p) для всех x и p. Отсюда вытекает неравенство

Юнга

px 6 f(x) + g(p)

Преобразование Лежандра без труда обобщается на функции нескольких переменных.
Пусть f(x) – выпуклая функция нескольких переменных x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, т.е. квадра-
тичная форма dxαdxβ∂2

αβf , α = 1, . . . , n, положительно определена в некоторой окрестности
U ⊂ Rn. Тогда преобразованием Лежандра называется функция g(p) того же числа перемен-
ных p = (p1, . . . , pn), которая строится аналогично случаю одного переменного:

g(p) = F
(
x(p),p

)
= max

x
F (x,p),

где

F (x,p) := xαpα − f(x), и pα :=
∂f

∂xα
.

Преобразование Лежандра g(p) определено в некоторой окрестности p ∈ V ⊂ Rn, которая
определяется исходной функцией f(x).

В этом определении мы различаем верхние и нижние индексы по следующей причине.
Поскольку x – точка многообразия Rn, то индексы ее координат мы пишем сверху. По опреде-
лению, f – функция на Rn. Поэтому набор переменных pα определяет компоненты некоторого
ковектора (1-формы). Отметим также, что в этом определении все координаты xα равноправ-
ны.

Пример 6.1.2. Преобразованием Лежандра положительно определенной квадратичной
формы

f(x) =
1

2
gαβx

αxβ,

где gαβ = gβα – постоянная матрица, снова является положительно определенная квадратич-
ная форма

g =
(
xαpα − f(x)

)∣∣
xα=gαβpβ

=
1

2
gαβpαpβ,

где gαβ – матрица, обратная к gαβ . При этом значения обеих форм в соответствующих точках
совпадают:

f
(
x(p)

)
= g(p), g

(
p(x)

)
= f(x).

Обе функции f(x) и g(p) определены на всем евклидовом пространстве Rn.

6.1.2. Гамильтонова динамика точечных частиц. Механика точечных частиц может
быть описана на двух эквивалентных языках: лагранжевом и гамильтоновом. Каждый под-
ход имеет свои преимущества и недостатки. В лагранжевом подходе совокупность n частиц
описывается обобщенными координатами qi(t), i = 1, . . . ,n, зависящих от времени t. Если
каждая частица движется в трехмерном пространстве, то qi представляет собой трехмерный
вектор в евклидовом пространстве R3 для каждого значения индекса i. Для определенности
будем считать, что каждая частица движется в одномерном пространстве. Тогда совокупность
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всех координат qi можно также рассматривать, как координаты одной частицы в конфигура-

ционном пространстве Rn. Размерность конфигурационного пространства называется числом

степеней свободы механической системы. Говорят, что механическая система имеет n степеней
свободы.

Для простоты обозначений условимся считать, что символ с индексом qi обозначает i-ю
координату частицы, а по повторяющимся индексам производится суммирование. Если индекс
отсутствует, то символ q обозначает весь набор координат q := (q1, . . . , qn). В лагранжевом
подходе уравнения движения имеют второй порядок, поэтому будем рассматривать дважды
непрерывно дифференцируемые функции qi ∈ C2

(
[t1, t2]

)
для всех i на конечном отрезке [t1, t2].

Предположим, что механическая система описывается некоторым действием

S[q] =

∫ t2

t1

dtL(q, q̇, t), (6.1)

где функция Лагранжа или лагранжиан L(q, q̇, t) зависит только от обобщенных координат
q и их первых производных по времени q̇, которые называются обобщенными скоростями.
Рассмотрим вариационную задачу с фиксированными граничными условиями

q(t1) = q1, q(t2) = q2, (6.2)

т.е. траектория механической системы представляет собой кривую в конфигурационном про-
странстве, которая соединяет две фиксированные точки q1 и q2. Тем самым вариации коорди-
нат на концах интервала обращаются в нуль.

Обычно предполагают, что конфигурационное пространство представляет собой евклидово
пространство Rn с заданной метрикой δij , а обобщенные координаты – это декартовы коорди-
наты в Rn. Кроме того, мы предполагаем, что лагранжиан в действии (6.1) представляет собой
функцию (скалярное поле) от своих аргументов. Поэтому метрика необходима для построения
инвариантов из координат qi и скоростей q̇i, и она входит в действие. В этом действии евклидо-
ва метрика рассматривается как внешнее поле, и по ней варьирование не проводится. Конечно,
после того как задача поставлена, действие можно переписать в произвольной криволинейной
системе координат в Rn. Тогда обобщенные координаты qi станут криволинейными координа-
тами в Rn, а компоненты евклидовой метрики gij(x) будут нетривиальными функциями от x.
Действие по этим компонентам не варьируется.

Замечание. При рассмотрении движения механической системы, естественная линейная
структура в Rn не играет никакой роли и нигде не используется. Важно только наличие метри-
ки. В общем случае можно считать, что конфигурационное пространство – это произвольное
риманово многообразие (M, g) с заданной метрикой g, которая необходима для построения ин-
вариантов. Действие в этом случае будет зависеть от метрики, которая рассматривается как
внешнее поле, и по ней варьирование не проводится. Заметим также, что задание лагранжи-
ана ничего не говорит о глобальном устройстве конфигурационного пространства. Для того
чтобы задать глобальное устройство M, необходимо сделать какие-либо дополнительные пред-
положения. В дальнейшем мы будем рассматривать, в основном, топологически тривиальные
конфигурационные пространства, M ≈ Rn, с естественной топологией.

Уравнения Эйлера–Лагранжа (уравнения движения) для действия (6.1),

δS

δqi
=
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0, (6.3)

представляют собой систему уравнений не выше второго порядка. Функции qi(t), удовлетво-
ряющие уравнениям Эйлера–Лагранжа, соответствуют стационарным точкам действия (6.1).
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Они определяют траекторию механической системы. Траектории частиц не зависят от вы-
бора координат в конфигурационном пространстве Rn, которые выбираются из соображений
удобства.

Как правило, решение системы уравнений движения (6.3) содержит 2n произвольных по-
стоянных, которые находятся из граничных условий (6.2). У краевой задачи решение может не
существовать, а если оно существует, то может не быть единственным. Вместо краевой задачи
можно также поставить задачу Коши, которая имеет единственное решение при корректной
постановке. В этом случае произвольные постоянные, возникающие в решении уравнений дви-
жения, находятся из начальных данных для q и q̇ в начальный момент времени t = 0. Именно
эта задача наиболее часто ставится в физических приложениях для уравнений движения (6.3).

Перейдем к гамильтонову или каноническому формализму. В этом случае механическая си-
стема, состоящая из n частиц, описывается n обобщенными координатами qi и n обобщенными
импульсами

pi :=
∂L

∂q̇i
, (6.4)

которые рассматриваются как независимые переменные. Обобщенные координаты и импуль-
сы являются координатами механической системы в 2n-мерном фазовом пространстве. Мы
говорим, что координаты и импульсы являются канонически сопряженными переменными.

Предположим, что конфигурационное пространство с координатами qi является n-мерным
многообразием M. Тогда производные q̇i являются компонентами касательного вектора вдоль
траектории частицы. Это значит, что лагранжиан L(q, q̇) является функцией (скалярным по-
лем) на касательном расслоении T(M). Тогда формула (6.4) определяет компоненты кова-
риантного вектора (1-формы). Это значит, что фазовое пространство есть ни что иное, как
кокасательное расслоение T∗(M) к конфигурационному пространству M.

Поскольку qi и pi являются координатами в базе и в кокасательном слое, то мы пишем
координатные индексы, соответственно, вверху и внизу.

Предположим, что функция Лагранжа L(q, q̇) выпукла по скоростям, т.е. квадратичная
форма

∂2L/∂q̇i∂q̇j, (6.5)

которая называется гессианом, положительно определена. Это условие не является ковариант-
ным относительно произвольной замены координат на касательном расслоении T(M). Однако
оно ковариантно относительно общих преобразований координат в конфигурационном про-
странстве M. Действительно, при замене координат q 7→ q′(q) скорости преобразуются как
векторы:

q̇i 7→ q̇′i =
∂q′i

∂qj
q̇j.

Поскольку якобиан преобразования ∂q′i/∂qj не зависит от скоростей, то гессиан преобразуется
как ковариантный тензор второго ранга:

∂2L

∂q̇i∂q̇j
7→ ∂2L

∂q̇′i∂q̇′j
=
∂qk

∂q′i
∂

∂q̇k

(
∂ql

∂q′j
∂L

∂q̇l

)
=
∂qk

∂q′i
∂ql

∂q′j
∂2L

∂q̇k∂q̇l
.

Таким образом, свойство выпуклости лагранжиана по скоростям не зависит от выбора коор-
динат в конфигурационном пространстве M.

Замечание. Рассмотрим координаты q и время t в определении обобщенных импульсов
(6.4) как параметры. Тогда формулы (6.4) задают скорости q̇ как неявные функции обобщен-
ных импульсов p. Из курса математического анализа известно, что уравнения (6.4) локально
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разрешимы относительно скоростей тогда и только тогда, когда гессиан (6.5), который в дан-
ном случае совпадает с якобианом преобразования координат q̇ 7→ p, является невырожденной
матрицей.

Если функция Лагранжа выпукла по скоростям, то можно построить ее преобразование
Лежандра (по скоростям):

H(q, p) := piq̇
i − L(q, q̇), (6.6)

которое называется функцией Гамильтона или гамильтонианом системы. В силу определения
преобразования Лежандра гамильтониан системы зависит только от обобщенных координат и
импульсов. Это можно проверить и непосредственно

∂H

∂q̇i
= pi −

∂L

∂q̇i
= 0,

что следует из определения обобщенных импульсов (6.4).
Используя связь между гамильтонианом и лагранжианом (6.6), рассмотрим действие

S[q, p] =

∫ t2

t1

dt
(
piq̇

i −H(q, p)
)

(6.7)

как функционал от канонически сопряженных координат и импульсов. Соответствующая си-
стема уравнений Эйлера–Лагранжа имеет вид

δS

δqi
= −ṗi −

∂H

∂qi
= 0, (6.8)

δS

δpi
= q̇i − ∂H

∂pi
= 0. (6.9)

Нетрудно проверить, что n уравнений Эйлера–Лагранжа второго порядка (6.3) эквивалентны
2n уравнениям первого порядка (6.8). Понижение порядка уравнений движения произошло за
счет введения новых независимых переменных – импульсов.

Поскольку конфигурационное и фазовое пространства имеют разную размерность, то уточ-
ним понятие эквивалентности. Для однозначного определения траектории частицы q(t) в кон-
фигурационном пространстве необходимо решить уравнения Эйлера–Лагранжа второго по-
рядка (6.3), например, с начальными условиями q(0) = q0, q̇(0) = q1. Траектория движения в
фазовом пространстве q(t), p(t) однозначно находится решением уравнений движения первого
порядка (6.8), (6.9) с начальными условиями q(0) = q0, p(0) = p0. Каждая траектория в фазо-
вом пространстве естественным образом проектируется на траекторию в конфигурационном
пространстве {q(t), p(t)} 7→ {q(t)}, при этом начальное условие для скорости q1 определяется
из уравнения (6.9). Обратно. Для любой траектории в конфигурационном пространстве q(t)
уравнение (6.9) определяет импульсы p(t) и начальные условия p0 так, что пара q(t), p(t) явля-
ется траекторией в фазовом пространстве. Здесь мы предполагаем, что уравнение (6.9) имеет
единственное решение для p (в противном случае преобразование Лежандра не определено).

При постановке граничной задачи для действия (6.7) мы не можем рассматривать тра-
ектории, соединяющие две произвольные точки (q1, p1) и (q2, p2) фазового пространства, так
как тогда возникнет 4n условий для 2n обыкновенных дифференциальных уравнений перво-
го порядка (6.8), (6.9). В этом случае количество граничных условий превышает количество
уравнений, и задача может не иметь решения. Поэтому можно рассматривать, например, те
траектории, которые имеют начало и конец на n-мерных подмногообразиях фазового про-
странства, определяемых условиями (6.2), как и в лагранжевом подходе. При этом никаких
граничных условий на импульсы не возникает, поскольку они входят в подынтегральное выра-
жение без производных, и при вариации импульсов интегрирования по частям не происходит.
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Замечание. Как правило, для уравнений Эйлера–Лагранжа в фазовом пространстве ста-
вится задача Коши, которая имеет единственное решение. При этом начальной точкой тра-
ектории может быть произвольная точка фазового пространства T∗(Rn) = R2n. Тем самым
мы предполагаем, что фазовое пространство, так же как и конфигурационное пространство,
топологически тривиально. Обсуждение области определения различных функций в конфигу-
рационном и фазовом пространствах требует знания явного вида лагранжиана, гамильтониана
и анализа уравнений движения. Поскольку в общем случае учесть все возможности нельзя, то
в дальнейшем при обсуждении общей схемы все рассматриваемые функции будут считаться
определенными на всем фазовом пространстве и достаточно гладкими. В каждом конкретном
случае области определения должны быть проанализированы, а постановка задачи уточнена.

Посмотрим на уравнения (6.8), (6.9) с другой точки зрения. Пусть заданы две функции от
канонических переменных f(q, p) и g(q, p), т.е. два скалярных поля на фазовом пространстве.
Определим для них скобку Пуассона

[f, g] :=
∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
. (6.10)

Легко проверить, что она обладает следующими свойствами:

1) [af + bg, h] = a[f, g] + b[g, h], a, b ∈ R – линейность,

2) [f, g] = −[g, f ] – антисимметрия,

3) [f, gh] = [f, g]h + g[f, h] – правило Лейбница,

4) [f, [g, h]] + [g, [h, f ]] + [h, [f, g]] = 0 – тождество Якоби,

и, следовательно, определяет пуассонову структуру на фазовом пространстве (см. раздел 4.3).
Скобку Пуассона (6.10) можно переписать в эквивалентном виде. Обозначим координаты

фазового пространства через {xα} := (q1 . . . qn, p1 . . . pn), α = 1, . . . , 2n, или, короче, x = (q, p).
Тогда

[f, g] = ̟−1αβ ∂f

∂xα
∂g

∂xβ
, (6.11)

где

̟−1αβ = [xα, xβ ] =

(
0 1

−1 0

)

– каноническая пуассонова структура. Каноническая форма ̟ невырождена и точна, d̟ =
0, поскольку ее компоненты постоянны. Поэтому фазовое пространство представляет собой
также симплектическое многообразие (см. раздел 4.2).

Рассмотрим простейшие свойства скобки Пуассона. Очевидно, скобки Пуассона произволь-
ной функции f с самой собой и константой c равны нулю:

[f, f ] = 0, [f, c] = 0.

Из определения (6.10) следует, что скобка Пуассона обобщенной координаты с импульсом
равна символу Кронекера:

[qi, pj ] = δij. (6.12)

Рассмотрим траекторию в фазовом пространстве q(t), p(t), где t ∈ R. Тогда, используя
скобку Пуассона, уравнения движения (6.8), (6.9) можно переписать в виде

q̇i = [qi,H] =
∂H

∂pi
,

ṗi = [pi,H] = −∂H
∂qi

.

(6.13)
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При этом скобка Пуассона для координат фазового пространства (6.12) рассматривается как
одновременная:

[qi(t), pj(t)] = δij , ∀t ∈ R. (6.14)

Скобка Пуассона для различных моментов времени [qi(t1), pj(t2)] при t1 6= t2 не определена.
Вообще, эволюция во времени любой функции f(t, q, p), зависящей от времени и канонических
переменных определяется уравнением

ḟ =
df

dt
=
∂f

∂t
+ [f,H]. (6.15)

В частности, если функция Гамильтона не зависит от времени явно, то

dH

dt
= [H,H] = 0,

ввиду антисимметрии скобки Пуассона. Это значит, что для заданной траектории механи-
ческой системы в фазовом пространстве гамильтониан является интегралом движения и его
численное значение сохраняется. Это значение называется энергией механической системы и
определяется начальными данными. Системы, у которых гамильтониан не зависит от времени,
называются консервативными.

Пример 6.1.3 (гармонический осциллятор с затуханием). Рассмотрим функцию
Лагранжа для одной точечной частицы (осциллятора), которая явно зависит от времени

L =
1

2
e2µt(q̇2 − ω2q2), µ, ω = const.

Постоянные ω и µ называются соответственно собственной частотой и коэффициентом зату-
хания осциллятора. Обобщенный импульс частицы равен

p :=
∂L

∂q̇
= e2µtq̇.

Гамильтониан осциллятора также зависит от времени явно:

H =
1

2
e−2µtp2 +

1

2
e2µtω2q2.

Гамильтоновы и лагранжевы уравнения движения для осциллятора с затуханием имеют вид

q̇ = e−2µtp,

ṗ = − e2µtω2q,

}
⇔ e2µt(q̈ + 2µq̇ + ω2q) = 0.

Общее решение этих уравнений параметризуется двумя постоянными: начальной амплитудой
A0 и фазой ϕ,

q = A0 e−µt cos (ω̃t+ ϕ), ω̃2 := ω2 − µ2.

Произвольная фаза ϕ соответствует произволу в выборе начала отсчета времени, и в даль-
нейшем мы положим ϕ = 0. Амплитуда колебаний A0 e−µt экспоненциально затухает, если
µ > 0. Затухающие колебания происходят с частотой, меньшей собственной частоты осцил-
лятора ω̃ < ω. Для произвольной траектории численное значение гамильтониана зависит от
времени явно:

H =
1

2
A2

0ω
2

[
1 − 1

2
cos 2ω̃t− 1

2
cos (2ω̃t+ 2ψ)

]
,

где cosψ := µ/ω.
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Функция канонических переменных f(q, p) называется интегралом движения, если

f(q, p) = const

для любого решения канонических уравнений движения, т.е. является интегралом уравнений
движения.

Теорема 6.1.1. Если известны два интеграла движения f и g , то их скобка Пуассона

[f, g] также является интегралом движения.

Доказательство. Прямая проверка равенства d[f, g]/dt = 0.

Замечание. Теорема не гарантирует того, что вычисление скобки Пуассона двух инте-
гралов движения дает новый интеграл движения. Часто она или равна нулю, или интегралы
движения f , g и [f, g] – функционально зависимы.

Если гамильтониан не зависит от какой-либо из координат, например, от q1, т.е. ∂H/∂q1 =
0, то эта координата называется циклической, а соответствующий обобщенный импульс сохра-
няется в силу второго уравнения (6.13)

p1 = c = const.

При этом изменение остальных координат и импульсов во времени такое же, как в системе с ко-
ординатами q2, . . . , qn, импульсами p2, . . . , pn и функцией Гамильтона H(q2, . . . , qn, c, p2, . . . , pn).

В большинстве физических приложений для системы уравнений Гамильтона (6.13) реша-
ется задача Коши, т.е. ищется решение системы уравнений (6.13) с заданными начальными
условиями:

q(0) = q0, p(0) = p0. (6.16)

Канонические уравнения движения (6.13) можно также записать в виде

ẋ = X,

где x = (q, p), а правая часть уравнений определяются векторным полем

X =
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi

на фазовом пространстве. С геометрической точки зрения решение уравнений Гамильтона
с заданными начальными условиями задает интегральную кривую этого векторного поля,
проходящую через точку (6.16). Интегральные кривые векторного поля задают абелеву одно-
параметрическую группу преобразований многообразия, которым в данном случае является
фазовое пространство. Эта группа преобразований в гамильтоновой динамике имеет специ-
альное название.

Определение. Фазовым потоком называется однопараметрическая группа преобразова-
ний фазового пространства

st : T
∗(M) ∋ q(0), p(0) 7→ q(t), p(t) ∈ T

∗(M),

где q(t), p(t) – решение системы уравнений Гамильтона (6.13).
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6.1.3. Потенциальное движение точечной частицы. Потенциальное движение то-
чечной частицы массы m в евклидовом пространстве Rn с декартовыми координатами qi,
i = 1, . . . ,n, описывается следующей функцией Лагранжа

L = m
q̇iq̇i
2

− U(q), (6.17)

где U(q) > 0 – некоторая положительно определенная функция координат. В настоящем
разделе подъем и опускание индексов производится с помощью евклидовой метрики δij =
diag (+ . . .+). Уравнения движения (уравнения Ньютона) при этом имеют вид

mq̈i = −∂U
∂qi

. (6.18)

Это – система обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка и их решение
зависит от 2n произвольных постоянных. Для их определения решают, как правило, задачу
Коши. То есть ищется решение уравнений (6.18) с заданными начальными условиями:

q(0) = q0, q̇(0) = v0.

В физических приложениях функции U(q) обычно таковы, что решение этой задачи суще-
ствует, единственно и определено при всех t ∈ (−∞,∞). Заметим, что потенциальная энергия
определена с точностью до постоянной, которая не влияет на уравнения движения.

Если потенциальная энергия имеет локальный экстремум в точке q0, то

∂U

∂qi

∣∣∣∣
q=q0

= 0.

Следовательно, постоянная траектория q = q0 удовлетворяет системе уравнений (6.18). Таким
образом, локальные экстремумы потенциальной энергии определяют положения равновесия
частицы. Эти положения могут быть устойчивы или не устойчивы по отношению к малым
возмущениям в зависимости от того является ли локальный экстремум минимумом или мак-
симумом потенциальной энергии. Для положительно определенной потенциальной энергии
существует по крайней мере одна точка равновесия – глобальный минимум.

Посмотрим на эту задачу с точки зрения принципа наименьшего действия. Во-первых,
действие

S[q] =

∫
dt

(
m
q̇iq̇i
2

− U(q)

)

не является положительно определенным. Поэтому нужно говорить не о минимуме действия,
а только о стационарных точках. Во-вторых, для свободного движения, U = 0, траектории
представляют собой прямые линии

q = v0t+ q0,

по которым частица движется с постоянной скоростью v0. Соответствующее действие при
интегрировании по бесконечному интервалу расходится и говорить даже о стационарности
действия в этом случае не имеет смысла. Подытожить сделанные замечания можно следу-
ющим образом. Потенциальное движение точечной частицы происходит таким образом, что
для каждого конечного интервала времени (t1, t2) действие стационарно среди всех возможных
траекторий, соединяющих точки q1 и q2. При этом первую граничную точку можно выбрать
произвольным образом, а вторая должна быть такой, чтобы задача Коши, поставленная в
первой точке, имела решение для некоторой скорости q̇1 = v0.
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Переформулируем потенциальное движение точечной частицы на гамильтоновом языке.
Компоненты импульса и гамильтониан точечной частицы равны

pi = mq̇i,

H =
pipi
2m

+ U(q). (6.19)

Гамильтоновы уравнения движения принимают вид

q̇i =
pi

m
,

ṗi = −∂U
∂qi

,

(6.20)

которые эквивалентны уравнениям Ньютона (6.18). Заметим, что в данном случае первое урав-
нение совпадает с определением импульса частицы.

Гамильтониан точечной частицы (6.19) положительно определен и для заданной траекто-
рии его значение (энергия) постоянно. Первое и второе слагаемые в (6.19) называются соот-
ветственно кинетической и потенциально энергией точечной частицы. Следующий пример
показывает, что функция Гамильтона зависит от выбора системы координат в фазовом про-
странстве, а каноническая пуассонова структура – нет.

Пример 6.1.4. Рассмотрим частицу массы m, которая движется в трехмерном конфигу-
рационном пространстве q ∈ R3 с заданным потенциалом U . Гамильтониан является функцией
на фазовом пространстве и в произвольной криволинейной системе координат имеет вид

H =
1

2m
gijpipj + U(q),

где gij = gij(q) – обратная метрика в выбранной системе отсчета. Например, в декартовых
координатах x, y, z

H =
1

2m

(
p2
x + p2

y + p2
z

)
+ U(x, y, z).

В цилиндрических координатах r, ϕ, z

H =
1

2m

(
p2
r +

p2
ϕ

r2
+ p2

z

)
+ U(r, ϕ, z).

В сферических координатах r, θ, ϕ

H =
1

2m

(
p2
r +

p2
θ

r2
+

p2
ϕ

r2 sin 2θ

)
+ U(r, θ, ϕ).

Каноническая пуассонова структура была определена в произвольной, в общем случае
криволинейной, системе координат. Проверим корректность этого определения относитель-
но преобразования координат, поскольку при переходе от одной системы координат к другой
структурные функции могли бы измениться. Допустим, что мы определили каноническую
пуассонову структуру в декартовой системе координат. В рассматриваемом случае преобразо-
вание координат имеет вид q, p 7→ Q(q), P (q, p), где большие буквы обозначают криволинейные
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(сферические или цилиндрические) координаты в конфигурационном пространстве. Скобки
Пуассона новых координат и импульсов равны:

[Qi, Qj ] = 0,

[Qi, Pj ] =
∂Qi

∂qk
∂Pj
∂pk

,

[Pi, Pj ] =
∂Pi
∂qk

∂Pj
∂pk

− ∂Pi
∂pk

∂Pj
∂qk

.

Поскольку компоненты обобщенных импульсов являются компонентами ковектора, то они пре-
образуются по правилу

Pi =
∂qk

∂Qi
pk.

Теперь нетрудно проверить выполнение скобок Пуассона:

[Qi, Pj ] = δij , [Qi, Qj ] = 0, [Pi, Pj ] = 0.

Таким образом, структурные функции имеют канонический вид и не зависят от выбора систе-
мы координат в конфигурационном пространстве R3. Рассматриваемые преобразования коор-
динат q, p 7→ Q,P в фазовом пространстве относятся к классу канонических преобразований,
которые будут рассмотрены позже в разделе 6.1.10.

Определение. Преобразование координат q = q(Q) конфигурационного пространства Rn

называется точечным.

6.1.4. Лемма Стокса. В этом и следующих разделах механика частиц будет рассмотрена
с более общей точки зрения. Начнем с геометрического рассмотрения, которое затем применим
к гамильтоновой динамике точечных частиц. Пусть на многообразии M нечетной размерности
dim M = 2n + 1 задана 2-форма

B =
1

2
dxα ∧ dxβBαβ.

Поскольку матрица, задающая 2-форму в локальной системе координат антисимметрична,
Bαβ = −Bβα, а многообразие нечетномерно, то ее определитель равен нулю. Это значит, что
в каждой точке x ∈ M у нее существует по крайней мере один нетривиальный собственный
вектор X = Xα∂α с нулевым собственным значением. Отсюда вытекает, что для 2-формы B
существует нулевое векторное поле X со свойством

B(X,Y ) = XαY βBαβ = 0, ∀Y = Y α∂α.

Пространство нулевых векторных полей линейно.

Определение. 2-форма называется неособой, если размерность пространства нулевых
векторов минимальна, т.е. равна нулю или единице на многообразиях четной и нечетной раз-
мерности соответственно.

Пример 6.1.5. Рассмотрим 2-форму ̟ в фазовом пространстве R2n с координатами x =
(x1 . . . x2n) = (q1 . . . qn, p1 . . . pn),

̟ = dpi ∧ dqi = dxn+1 ∧ dx1 + dxn+2 ∧ dx2 + . . .+ dx2n ∧ dxn =
1

2
dxα ∧ dxβ̟αβ , (6.21)

где ̟ – каноническая симплектическая форма (4.1). Эта форма неособа, так как ее определи-
тель равен единице det̟αβ = 1 и размерность пространства нулевых векторов равна нулю.
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Пусть на многообразии M, dim M = 2n + 1, задана 1-форма A = dxαAα. Предположим,
что внешний дифференциал этой формы является неособым. Это значит, что в каждой точке
многообразия x ∈ M существует единственный, с точностью до умножения на постоянную,
нулевой вектор X такой, что

dA(X,Y ) = 0, ∀Y. (6.22)

Тем самым 1-форма A определяет нулевое векторное поле X на M с точностью до умножения
на отличную от нуля функцию. Назовем интегральные кривые xα(t),

dxα

dt
= Xα,

нулевого векторного поля характеристиками формы A. Далее, пусть γ1 – замкнутая кривая
на M, которая ни в одной своей точке не касается характеристик. Тогда множество характери-
стик, выходящих из точек кривой γ1, образует трубку характеристик. Трубка характеристик
определена по крайней мере в некоторой окрестности кривой γ1.

Лемма 6.1.1 (Стокс). Интеграл от 1-формы A с неособым внешним дифференциалом

dA по любой из двух замкнутых кривых γ1 и γ2 , охватывающих одну и ту же трубку

характеристик, одинаков: ∮

γ1

A =

∮

γ2

A,

если γ1 − γ2 = ∂S , где S – часть трубки характеристик.

Доказательство. По формуле Стокса справедливы равенства
∮

γ1

A−
∮

γ2

A =

∮

∂S
A =

∫

S
dA.

Этот интеграл обращается в нуль, так как значение формы dA на любой паре векторов, каса-
тельных к трубке характеристик, равен нулю в силу (6.22).

6.1.5. Канонические уравнения Гамильтона. Из безобидной, на первый взгляд, лем-
мы Стокса непосредственно вытекают все основные положения гамильтоновой динамики.
Предположим, что механической системе соответствует топологически тривиальное фазовое
пространство T∗(Rn) ≈ R2n. Рассмотрим расширенное фазовое пространство R2n+1 с коорди-
натами q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t, в котором время t рассматривается как независимая дополни-
тельная координата.

Замечание. Предположение о том, что частица движется в тривиальном конфигураци-
онном пространстве Rn и, следовательно, в тривиальном фазовом пространстве T∗(Rn) ≈ R2n

не означает, что приведенные ниже формулы справедливы только для движения в топологиче-
ски тривиальных пространствах. Данное предположение просто означает, что мы рассматри-
ваем механическую систему в определенной карте. При движении частицы по нетривиальному
многообразию необходимо дополнительно проследить за склейкой карт. В дальнейшем мы не
будем обсуждать этот вопрос.

Пусть на расширенном фазовом пространстве задана некоторая функция Гамильтона
H(q, p, t). Определим 1-форму на расширенном фазовом пространстве

A := dqipi − dtH. (6.23)

Эта форма называется интегральным инвариантом Пуанкаре–Картана. Точнее, интеграль-
ный инвариант получается после интегрирования формы A по замкнутому контуру в расши-
ренном фазовом пространстве. Смысл названия будет ясен из дальнейшего рассмотрения.
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Внешний дифференциал 1-формы (6.23) является неособым, так как каноническая форма
̟ = dpi ∧ dqi неособа.

Теорема 6.1.2. Характеристики формы A в расширенном фазовом пространстве R2n+1

однозначно проектируются на фазовое пространство q, p, т.е. задаются функциями q(t),
p(t). Эти функции удовлетворяют уравнениям Гамильтона:

dqi

dt
=

∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H
∂qi

,

(6.24)

Другими словами, характеристики формы A представляют собой траектории фазового по-

тока в расширенном фазовом пространстве, т.е. интегральные кривые канонических урав-

нений (6.24).

Доказательство. Дифференциал формы (6.23) равен

dA = dpi ∧ dqi −
∂H

∂qi
dqi ∧ dt − ∂H

∂pi
dpi ∧ dt

Эта 2-форма неособа, так как ранг матрицы, составленной из ее координат, равен 2n. Прямая
подстановка показывает, что вектор

X =
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi
+
∂

∂t
(6.25)

является нулевым вектором формы A:

dA(X,Y ) = −∂H
∂qi

Y i − Yi
∂H

∂pi
− ∂H

∂pi
Y 0∂H

∂qi
+ Y i∂H

∂qi
+
∂H

∂qi
Y 0∂H

∂pi
+ Yi

∂H

∂pi
= 0.

Это значит, что векторное поле (6.25) задает направление характеристик 1-формы (6.23). С
другой стороны, вектор (6.25) является вектором скорости фазового потока (6.24). Действи-
тельно, интегральные кривые {q(τ), p(τ), t(τ)} в расширенном фазовом пространстве задаются
уравнениями

dqi

dτ
=
∂H

∂pi
,

dpi
dτ

= −∂H
∂qi

,
dt

dτ
= 1. (6.26)

В силу последнего уравнения они однозначно проектируются на фазовое пространство. Таким
образом, интегральные кривые (6.24) представляют собой проекции характеристик формы
(6.23) на фазовое пространство.

Применим теперь лемму Стокса к интегральному инварианту Пуанкаре–Картана.

Теорема 6.1.3. Пусть две замкнутые кривые γ1 и γ2 охватывают одну и ту же труб-

ку характеристик формы (6.23). Тогда интегралы по ним от интегрального инварианта

Пуанкаре–Картана одинаковы:
∮

γ1

(
dq p− dtH

)
=

∮

γ2

(
dq p− dtH

)
.

Именно поэтому 1-форма dqp− dtH называется интегральным инвариантом.
В частном случае, когда замкнутые кривые лежат в фазовом подпространстве, соответ-

ствующем постоянному значению времени, t = const ⇔ dt = 0, получаем
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Следствие. Фазовый поток сохраняет интеграл
∮

γ
dq p

вдоль произвольной замкнутой кривой в фазовом пространстве.

Форма dq p := dqipi в фазовом пространстве называется относительным интегральным

инвариантом Пуанкаре или формой Лиувилля. Точнее, интегральный инвариант получается
после интегрирования формы Лиувилля по замкнутому контуру γ. Он имеет простой геомет-
рический смысл. Пусть S – двумерная ограниченная ориентированная поверхность с кусочно
гладкой границей такая, что ∂S = γ, тогда по формуле Стокса

∮

γ
dqp =

∫

S
dp ∧ dq,

где dp ∧ dq := dpi ∧ dqi. Отсюда вытекает

Следствие. Фазовый поток st := exp (tXH) сохраняет сумму ориентированных площадей
проекций поверхности на n координатных плоскостей qi, pi:

∫

S
dp ∧ dq =

∫

stS
dp ∧ dq.

В этом смысле каноническая 2-форма ̟ = dp ∧ dq является абсолютным интегральным
инвариантом фазового потока st.

Замечание. Эпитеты “относительный” и “абсолютный” интегральный инвариант не несут
глубокого смысла. Исторически сложилась так, что относительным называют инвариант, по-
лученный после интегрирования по замкнутому (компактному и без края) многообразию. Аб-
солютным называют инвариант, возникающий после интегрирования некоторой формы по
компактному многообразию с краем.

6.1.6. Принцип Мопертюи. В приложениях часто встречаются гамильтонианы, не за-
висящие от времени явно H = H(q, p). В этом случае численное значение гамильтониана
(энергия) на фазовой траектории сохраняется

dH

dt
= [H,H] = 0.

Покажем, что наличие интеграла энергии позволяет понизить размерность расширенного фа-
зового пространства R2n+1 на две единицы и свести задачу к интегрированию некоторой си-
стемы канонических уравнений в (2n − 1)-мерном пространстве.

Предположим, что в некоторой области фазового пространства уравнение

H(q, p) = E

можно решить относительно p1:
p1 = K(Q,P, T ;E),

где Q := (q2, . . . , qn), P := (p2, . . . , pn) и T := −q1. Тогда

pdq −Hdt = PdQ−KdT − d(Ht) + tdH. (6.27)
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Пусть γ – интегральная кривая канонических уравнений (6.24). Она лежит на 2n-мерном под-
многообразии H(q, p) = E в расширенном фазовом пространстве R2n+1. Спроектируем рас-
ширенное фазовое пространство на фазовое пространство R2n. При этом поверхность H = E
проектируется на (2n − 1)-мерное подмногообразие M2n−1 фазового пространства, которое
определяется тем же уравнением H = E, а кривая γ – на кривую γ̄, лежащую на этом под-
многообразии. Переменные Q,P, T образуют локальную систему координат на M2n−1. Но ха-
рактеристики формы PdQ−KdT удовлетворяют уравнениям Гамильтона, поскольку dH = 0
на M2n−1, а полный дифференциал d(Ht) в (6.27) не влияет на уравнения движения. Это
доказывает следующее утверждение.

Теорема 6.1.4. Если гамильтониан не зависит от времени явно, то фазовые траекто-

рии канонических уравнений (6.24) на подмногообразии M2n−1 фазового пространства, опре-

деляемом уравнением H(q, p) = E , удовлетворяют каноническим уравнениям

dqi

dq1
= −∂K

∂pi
,

dpi
dq1

=
∂K

∂qi
, i = 2, . . . ,n, (6.28)

где функция K(q1, . . . , qn, p2, . . . , pn, E) определяется уравнением

H(q1, . . . , qn,K, p2, . . . , pn) = E.

Замечание. В этой теореме роль времени играет первая координата q1, и канонические
уравнения определяют не динамику системы, а форму траектории.

Покажем, каким образом канонические уравнения Гамильтона связаны с принципом наи-
меньшего действия. Рассмотрим интегральную кривую уравнений (6.26) в расширенном фа-
зовом пространстве (q, p, t), соединяющую две точки (q0, p0, t0) и (q1, p1, t1).

Теорема 6.1.5. Кривая γ является стационарной точкой интеграла

∫

γ
(dq p− dtH) (6.29)

при таких вариациях γ , когда концы кривой остаются на n-мерных подмногообразиях (q =
q0, t = t0) и (q = q1, t = t1).

Доказательство. В силу третьего уравнения (6.26) вариацию интеграла (6.29) можно
записать как вариацию функционала действия

δ

∫

γ
dt(pq̇ −H) = pδq

∣∣∣
q1

q0
+

∫

γ
dt

[(
q̇i − ∂H

∂pi

)
δpi −

(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δqi
]
.

Отсюда вытекает, что для исчезновения граничных вкладов достаточно зафиксировать только
значения обобщенных координат при t = t0,1.

Понижение размерности расширенного фазового пространства при гамильтониане, не за-
висящем от времени, позволяет по новому взглянуть и в определенной степени оправдать
употребление термина “принцип наименьшего действия” в механике. Фазовые траектории
исходных канонических уравнений (6.24) целиком лежат на подмногообразии M ⊂ R2n+1,
dim M = 2n− 1, соответствующем фиксированному значению энергии, и являются характери-
стиками формы dq p = dQP − dTK. Отсюда следует
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Теорема 6.1.6. Если функция Гамильтона не зависит от времени явно, то фазовые

траектории канонических уравнений (6.24), лежащие на подмногообразии M2n−1 , соответ-

ствующем фиксированному значению энергии H(q, p) = E , являются стационарными точ-

ками интеграла ∫
dq p

в классе кривых, лежащих на M2n−1 и соединяющих подпространства q = q0 и q = q1 .

Рассмотрим теперь проекцию экстремали, лежащую на подмногообразии постоянной энер-
гии M на конфигурационное пространство. Эта кривая соединяет точки с координатами q0 и
q1. Пусть q = q(τ), τ ∈ [a, b] – некоторая кривая, соединяющая те же точки q(a) = q0 и q(b) = q1
в конфигурационном пространстве. Она является проекцией некоторой кривой γ на подмного-
образии M. Эту кривую нетрудно построить. Для этого достаточно найти обобщенный импульс
p = ∂L/∂q̇, где q̇ := dq/dτ – вектор скорости кривой в конфигурационном пространстве. Если
параметр τ подобран так, что H(q, p) = E, то мы получаем кривую q = q(τ), p = ∂L/∂q̇ на
поверхности M. Применяя предыдущую теорему, получаем

Следствие. Среди всех кривых q = q(τ), τ ∈ [a, b] соединяющих точки q0 и q1 в конфи-
гурационном пространстве и параметризованных так, что функция Гамильтона имеет фикси-
рованное значение

H(q, ∂L/∂q̇) = E

траекторией движения механической системы является экстремаль укороченного действия

∫ b

a
dτ piq̇

i =

∫ b

a
dτ
∂L

∂q̇i
q̇i. (6.30)

Это следствие называется принципом наименьшего действия Мопертюи. Важно отметить,
что отрезок τ ∈ [a, b] не фиксирован и может быть разным у сравниваемых кривых. Зато
одинаковой должна быть энергия. Принцип Мопертюи определяет только форму траектории,
а для определения зависимости координат от времени необходимо воспользоваться условием
постоянства энергии. Заметим также, что во многих задачах подынтегральное выражение в
(6.30) положительно определено. В таких случаях движение происходит действительно по
экстремалям укороченного действия, и можно говорить о принципе наименьшего действия.

Пример 6.1.6. Покажем, что если материальная точка движется по риманову многооб-
разию (M, g) только под действием сил инерции, то движение происходит по экстремалям.
Пусть q(τ) = {qi(τ)} – траектория частицы и ds2 = dqidqjgij – интервал риманова многооб-
разия. Тогда функция Лагранжа для инерциального движения частицы определяется только
кинетической энергией:

L = T = H =
1

2

(
ds

dτ

)2

=
1

2
gij
dqi

dτ

dqj

dτ
,

∂L

∂q̇i
q̇i = 2T =

(
ds

dτ

)2

.

Чтобы обеспечить фиксированное значение энергии вдоль траектории, параметр τ необходимо
выбрать пропорциональным длине траектории dτ = ds/

√
2E (канонический параметр). Тогда

укороченное действие принимает вид

∫ b

a
dτ
∂L

∂q̇i
q̇i =

√
2E

∫ b

a
ds.

Это означает, что инерциальное движение происходит по экстремалям римановой метрики gij .
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Пример 6.1.7. Пусть движение материальной точки происходит по риманову многооб-
разию (M, g) с интервалом ds2 = dqidqjgij в потенциальном поле U(q) ∈ Ck(M). Функция
Лагранжа и гамильтониан имеют вид

L = T − U, H = T + U, T =
1

2

(
ds

dτ

)2

.

Чтобы обеспечить фиксированное значение энергии H = E, параметр τ вдоль траектории
необходимо выбрать пропорциональным длине:

dτ =
ds√

2(E − U)
.

Тогда укороченное действие примет вид

∫

γ
dτ
∂L

∂q̇i
q̇i =

∫

γ
ds
√

2(E − U).

Это значит, что движение материальной частицы по риманову многообразию (M, g) в потен-
циальном поле U происходит вдоль экстремалей метрики ρ := g 2(E − U), которая связана с
исходной метрикой множителем 2(E−U). Эта метрика имеет особенность на границе U(q) = E.

Если начальная и конечная точки экстремали в рассмотренных примерах достаточно близ-
ки, то экстремум длины является минимумом. Это оправдывает название “принцип наимень-
шего действия”.

Пример 6.1.8 (метод факторизации). Для нахождения траектории частицы иногда
удобно выделить из гамильтониана H(q, p) отличный от нуля множитель. Пусть f(q, p) > 0 –
некоторая положительная функция на фазовом пространстве. Рассмотрим новый гамильто-
ниан

H̃ := f(q, p)
(
H(q, p) − E

)
, E = const.

Соответствующие уравнения движения имеют вид

dq

ds
= f

∂H

∂p
+
∂f

∂p
(H − E),

dp

ds
= −f ∂H

∂q
− ∂f

∂q
(H −E).

(6.31)

Эти уравнения на инвариантной поверхности фазового пространства, определяемой уравне-
нием H̃ = 0 или H = E, эквивалентны гамильтоновым уравнениям (6.13) для исходного
гамильтониана H. Уравнения (6.31) позволяют определить только форму траектории. Для
определения эволюции частицы во времени достаточно проинтегрировать уравнение

dt

ds
= f

(
q(s), p(s)

)
,

где q(s), p(s) – соответствующая траектория.

6.1.7. Уравнение Гамильтона–Якоби. Рассмотрим расширенное конфигурационное

пространство Rn+1 с координатами {q, t} = (q1, . . . , qn, t), которое получается из конфигу-
рационного пространства Rn добавлением еще одного измерения – времени.
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Определение. Функцией действия S(q, t) называется интеграл

S(q, t) =

∫

γ
dτL, (6.32)

где L(q, q̇, τ) – функция Лагранжа, и интегрирование ведется вдоль экстремали γ :=
{q(τ), t(τ)}, с фиксированным началом q0, t0 и переменным концом q, t расширенного конфи-
гурационного пространства.

Это определение корректно по крайней мере в малой окрестности начальной точки q0, t0.
Точнее, функция действия (6.32) определена в некоторой окрестности U точки q0, t0, если
любую точку этой окрестности можно соединить с точкой q0, t0 экстремалью, целиком лежа-
щей в U, и эта экстремаль единственна. Если точка q, t лежит далеко от q0, t0, то интеграл
(6.32) может не определить функцию действия S(q, t) по двум причинам. Во-первых, может
существовать несколько экстремалей, соединяющих точки q0, t0 и q, t. Во-вторых, возможно,
что точки q0, t0 и q, t вообще нельзя соединить экстремалью. С другой стороны, для любой
точки q, t расширенного конфигурационного пространства можно так подобрать начальную
точку q0, t0, что функция действия будет определена в некоторой окрестности точки q, t. В
дальнейшем мы будем считать, что точка q0, t0 фиксирована, и рассматривать те области рас-
ширенного конфигурационного пространства, где функция действия определена.

Аргументом функции действия является верхний предел интеграла (6.32), поэтому ее диф-
ференциал равен

dS(q, t) = dqipi − dtH, (6.33)

где pi := ∂L/∂q̇i и H := q̇ipi − L определяются в конечной точке кривой γ. Таким образом,
дифференциал функции действия dS является интегральным инвариантом Пуанкаре–Картана
(6.23).

Теорема 6.1.7. Функция действия удовлетворяет уравнению Гамильтона–Якоби

∂S

∂t
+H

(
q,
∂S

∂q
, t

)
= 0. (6.34)

Доказательство. Достаточно заметить, что из выражения (6.33) следуют равенства

∂S

∂t
= −H(q, p, t), pi =

∂S

∂qi
.

Очевидно, что любое решение уравнения Гамильтона–Якоби определено с точностью до
аддитивной постоянной, которая соответствует произволу в выборе начальной точки q0, t0
экстремали γ в определении функции действия (6.32).

Уравнение Гамильтона–Якоби представляет собой уравнение в частных производных пер-
вого порядка. Покажем, что его интегрирование сводится к интегрированию обыкновенных
дифференциальных уравнений Гамильтона. Поставим для уравнения Гамильтона–Якоби за-
дачу Коши, т.е. будем искать решение уравнения (6.34) с начальным условием

S(q, t0) = S0(q). (6.35)

Чтобы построить решение этой задачи, рассмотрим задачу Коши для уравнений Гамильтона
(6.24) с начальными условиями:

qi(t0) = qi0, pi(t0) =
∂S0

∂qi

∣∣∣∣
q0

.
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Соответствующее этим начальным условиям решение изображается в расширенном конфигу-
рационном пространстве кривой q(t), которая является стационарной точкой действия

∫
dtL,

где L(q, q̇, t) есть преобразование Лежандра по импульсу p от гамильтониана H(q, p, t). Эта тра-
ектория называется характеристикой задачи Коши для уравнения Гамильтона–Якоби, выхо-
дящей из точки q0, t0. При временах, достаточно близких к t0, значения q(t), t можно принять
за координаты в окрестности точки q0, t0 расширенного конфигурационного пространства. По-
строим теперь функцию действия

S(q, t) = S0(q0) +

∫ q,t

q0,t0

dτL(q, q̇, τ),

где интегрирование ведется вдоль экстремали, соединяющей точки q0, t0 и q, t. После этого
проверяется, что эта функция действия удовлетворяет уравнению Гамильтона–Якоби (6.34)
и начальному условию (6.35). Можно также доказать, что это решение задачи Коши для
уравнения Гамильтона–Якоби единственно.

Если гамильтониан не зависит от времени явно, то зависимость функции действия от вре-
мени легко находится:

S(q, t) = −Et+W (q), (6.36)

где W (q) – укороченная функция действия, зависящая только от координат, и E = const.
Из уравнения Гамильтона–Якоби (6.34) следует, что укороченная функция действия должна
удовлетворять уравнению в частных производных

H

(
q,
∂W

∂q

)
= E. (6.37)

Отсюда следует, что постоянная E равна энергии системы. Это уравнение называется укоро-

ченным уравнением Гамильтона–Якоби.

Пример 6.1.9. Поясним определение функции действия на простом примере свободной то-
чечной частицы единичной массы, движущейся в евклидовом пространстве Rn. В этом случае
лагранжиан и гамильтониан частицы имеют вид

L =
1

2
q̇iq̇i, H =

1

2
pipi,

где подъем и опускание индексов осуществляется с помощью символов Кронекера. Траектори-
ями свободной частицы являются прямые линии и только они. Экстремаль qi(τ), соединяющая
точки qi0, t0 и qi, t, задается линейной функцией

qi(τ) = qi0 +
qi − qi0
t− t0

(τ − t0),

описывающей равномерное прямолинейное движение частицы со скоростью q̇i = (qi− qi0)/(t−
t0). Нетрудно вычислить соответствующую функцию действия

S(q, t) =

∫ t

t0

dτ
1

2

(
q − q0
t− t0

)2

=
1

2

(q − q0)
2

t− t0
,

где
(q − q0)

2 := (qi − qi0)(qi − q0i).



128 6. Канонический формализм

Функция действия определена для всех q ∈ Rn, t > t0 и удовлетворяет уравнению Гамильтона–
Якоби:

∂S

∂t
+

1

2

∂S

∂qi
∂S

∂qi
= 0.

Поскольку гамильтониан частицы не зависит от времени явно, то для любой траектории
частицы энергия сохраняется:

E =
1

2

(
q − q0
t− t0

)2

= const.

Отсюда можно выразить время через координаты

t− t0 =

√
(q − q0)2

2E
.

Поскольку S = E(t− t0), то укороченное действие равно

W = Et+ S = 2E(t− t0) + Et0 =
√

2E(q − q0)2 + Et0.

Нетрудно проверить, что укороченное действие удовлетворяет укороченному уравнению
Гамильтона–Якоби

E =
1

2

∂W

∂qi
∂W

∂qi
.

Уравнение Гамильтона–Якоби предоставляет мощный метод решения задач механики то-
чечных частиц. При обобщении этого метода на теорию поля возникают существенные услож-
нения. В настоящее время, насколько известно автору, это интересное обобщение не развито.

6.1.8. Принцип Гюйгенса. Многие понятия гамильтоновой механики возникли при пе-
ренесении на общие вариационные принципы весьма простых и наглядных понятий геометри-
ческой оптики. В настоящем разделе мы обсудим некоторые аспекты геометрической оптики.

Рассмотрим свет, распространяющийся в среде (конфигурационном пространстве), ко-
торую мы отождествим с евклидовым пространством R3 с декартовыми координатами qi,
i = 1, 2, 3. В общем случае скорость света зависит от точки q ∈ R3 (неоднородная среда) и
направления луча света (неизотропная среда). Неизотропность среды можно описать, задав в
каждой точке q поверхность в касательном пространстве Tq(R

3). Для этого отложим в начале
координат касательного пространства Tq(R

3) вектор скорости распространения света в точке
q. Эта поверхность называется индикатрисой. Согласно принципу Ферма, свет распространя-
ется в среде из точки q0 в точку q за кратчайшее время.

Если среда изотропна, то принцип Ферма приобретает простую математическую форму.
Пусть q(t) – траектория луча. Тогда для скорости света vi := dqi/dt справедливо равенство

v2dt2 = ds2,

где v2 := vivjδij и ds2 := dqidqjδij . Отсюда следует, что время прохождения луча между
точками q0 и q вдоль траектории q(t) равно

t =

∫ q

q0

ds

v
,

где v :=
√
v2 и ds :=

√
ds2. Для изотропной среды показатель преломления n равен отношению

скорости света c в вакууме к скорости света v в среде, n = c/v. Поэтому время распространения
луча света дается интегралом

t =
1

c

∫ q

q0

ds n. (6.38)
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Таким образом, принцип Ферма для распространения лучей света в изотропной среде сводится
к вариационной задаче для действия (6.38), в котором показатель преломления n(q) является
заданной функцией на конфигурационном пространстве.

Распространение света в среде можно также описать на языке волновых фронтов. Допу-
стим, что в момент времени t = 0 в точке q0 произошла вспышка света. Рассмотрим множество
точек, до которых свет дойдет за время, меньшее или равное t > 0. Граница этого множества
Φ0(t), которая представляет собой некоторую поверхность в R3, называется волновым фрон-

том точки q0 через время t и состоит из точек, до которых свет дойдет за время t и не может
дойти быстрее. При этом мы предполагаем, что среда такова, что волновые фронты пред-
ставляют собой гладкие поверхности в R3. Тогда между волновыми фронтами для разных
моментов времени t имеется замечательное соотношение.

Теорема 6.1.8 (Принцип Гюйгенса). Рассмотрим волновой фронт Φ0(t) точки q0 в

момент времени t. Для каждой точки этого фронта q ∈ Φ0(t) построим волновой фронт

Φq(s) через время s > 0. Тогда волновой фронт Φ0(t + s) точки q0 через время t + s будет

огибающей поверхностью всех фронтов Φq(s) для q ∈ Φ0(t).

Доказательство. Пусть qt+s ∈ Φ0(t + s). Тогда существует путь из начальной точки
q0 в точку qt+s, по которому свет распространяется за время t + s и нет более короткого.
Рассмотрим точку qt на этом пути, до которой свет идет время t. Никакого более короткого
пути из q0 в qt не существует, иначе путь не был бы кратчайшим. Поэтому точка qt лежит на
фронте Φ0(t). Точно так же путь из qt в qt+s свет проходит за время s и нет более короткого

0q
tq t sq +

0( )t sF + ( )q sF

Рис. 6.2. Невозможность пересечения фронтов

пути между этими точками. Поэтому точка qt+s лежит на фронте Φq(s) точки q(t) через время
s. Осталось показать, что фронты Φq(s) и Φ0(t+ s) в точке q(t+ s) касаются. Действительно,
предположим, что фронты пересекаются, как показано на рис.6.2. Тогда в некоторые точки
фронта Φ0(t+ s) из точки qt можно было бы добраться за время, меньшее s. В свою очередь
это значит, что в эти точки из q0 можно было бы добраться за время, меньшее t + s, что
противоречит определению фронта Φ0(t+ s).

Разумеется, точку q0 в принципе Гюйгенса можно заменить на кривую, поверхность или
вообще на произвольное замкнутое множество, а трехмерное евклидово пространство на про-
извольное дифференцируемое многообразие M. При этом свет можно заменить на распро-
странение любого возмущения, передающегося локально, т.е. вдоль линии γ ∈ M, на которой
некоторый функционал принимает наименьшее значение.

Принцип Гюйгенса приводит к двум способам описания распространения возмущений. Во-
первых, можно следить за лучами, т.е. кратчайшими путями, вдоль которых распространяется
свет (корпускулярная точка зрения). В этом случае распространение света задается вектором
скорости q̇ в каждой точке конфигурационного пространства, т.е. некоторой точкой на ин-
дикатрисе. Во-вторых, мы можем следить за распространением волнового фронта (волновая
точка зрения).
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Определим скорость движения p волнового фронта следующим образом. Для каждой точки
q0 определим функцию S0(q) как наименьшее время распространения света из точки q0 в точку
q. По построению, поверхность уровня функции S0(q) является волновым фронтом:

Φ0(t) := {q ∈ R
3 : S0(q) = t}.

Определение. Ковектор с компонентами

pi :=
∂S0(q)

∂qi

называется ковектором нормальной медлительности фронта.

Такое название связано с тем, что чем больше градиент функции S0(q), тем медленнее
движется фронт. Действительно, в линейном приближении справедливо равенство

S0(q + dq) = S0(q) + pidq
i = t+ dt.

Отсюда следует, что чем больше расстояние dq, пройденное светом за время dt, тем меньше ко-
вектор нормальной медлительности фронта p. Векторы X, касательные к волновому фронту,
определяются как ортогональное дополнение к ковектору нормальной медлительности фрон-
та:

Xipi = 0.

Если на конфигурационном пространстве определена риманова метрика gij , то можно опреде-
лить вектор нормальной медлительности фронта с компонентами pi := gijpj . По построению,
этот вектор ортогонален волновому фронту.

Если среда анизотропна, то направление лучей света q̇ и направление движения фронта p не
совпадают. Однако они связаны между собой простым соотношением, которое легко выводится
из принципа Гюйгенса. Напомним, что оптические свойства среды в точке q характеризуются
поверхностью в касательном пространстве Tq(R

3) – индикатрисой.

Определение. Направление гиперплоскости (т.е. вектор, перпендикулярный к данной ги-
перплоскости), касающейся индикатрисы в точке q̇, называется сопряженным к направлению
q̇.

Предложение 6.1.1. Направление p волнового фронта Φ0(t) в точке qt сопряжено на-

правлению луча q̇ в данной точке.

Доказательство. Рассмотрим точки qt−ǫ, лежащие на луче с началом в точке q0 и кон-
цом в qt, при малых ǫ > 0. Фронт волны Φqt−ǫ(ǫ) в точке qt−ǫ в момент времени ǫ можно
представить в виде

Φqt−ǫ(ǫ) = {qit−ǫ + q̇itǫ},
где вектор скорости q̇ пробегает всю индикатрису, с точностью порядка o(ǫ). Из принципа
Гюйгенса следует, что фронт Φqt−ǫ(ǫ) касается фронта Φ0(t) в точке qt. В пределе ǫ → 0
получаем утверждение предложения.

Теперь сравним геометрическую оптику с построениями предыдущего раздела. Лучом яв-
ляется траектория частицы q(t) в конфигурационном пространстве R3. Ковектор нормальной
медлительности фронта – это импульс частицы p. Принцип Ферма соответствует принципу
наименьшего действия. Функция S0(q) есть ни что иное, как функция действия (6.32), в кото-
рой время t соответствует концу траектории q = q(t). Поверхности уровня функции действия
S(q, t) соответствуют волновым фронтам.
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6.1.9. Переменные действие-угол. Знание интегралов движения позволяет упросить
задачу. При этом интерес представляют функционально независимые интегралы движения. Из
определения функциональной независимости следует, что на фазовом пространстве размерно-
сти 2n может существовать не более 2n функционально независимых интегралов движения.

Чтобы проинтегрировать систему из 2n обыкновенных дифференциальных уравнений пер-
вого порядка, достаточно знать 2n независимых первых интегралов. Оказывается, что если
задана каноническая система уравнений движения, то ситуация существенно проще: доста-
точно знать только n независимых первых интегралов. Это происходит потому что каждый
интеграл движения позволяет понизить порядок системы уравнений не на одну, а на две еди-
ницы.

Определение. Функция F ∈ C1(M) на пуассоновом многообразии M называется первым

интегралом механической системы с гамильтонианом H, если ее скобка Пуассона с гамильто-
нианом равна нулю, [F,H] = 0. Две функции F1, F2 ∈ C1(M) находятся в инволюции, если их
скобка Пуассона равна нулю, [F1, F2] = 0.

Заметим, что условие [F,H] = 0 эквивалентно условию Ḟ = 0, так как Ḟ = [F,H]

Теорема 6.1.9 (Лиувилль). Предположим, что на симплектическом многообразии M

размерности 2n заданы n функционально независимых дифференцируемых функций {Fi}, i =
1, . . .n, которые находятся в инволюции, [Fi, Fj ] = 0. Рассмотрим n-мерное подмногообразие

Mf →֒ M, которое является множеством уровня функций Fi :

Mf := {x ∈ M : Fi = fi = const, i = 1, . . . ,n}.

Тогда справедливы следующие утверждения:
1) Подмногообразие Mf инвариантно относительно фазового потока с функцией Гамиль-

тона H = Fi при любом фиксированном i.
2) Если подмногообразие Mf компактно и связно, то оно диффеоморфно n-мерному тору

Tn .
3) Фазовый поток с функцией Гамильтона H определяет на Mf условно-периодическое

движение, т.е. в угловых координатах {ϕi, mod 2π} на торе уравнения движения

имеют вид
dϕi

dt
= ωi, ωi = ωi(f) = const, ∀i. (6.39)

4) Канонические уравнения движения с функцией Гамильтона H интегрируются в квад-

ратурах.

Доказательство. См., например, [52], глава 10, § 49, раздел А.
Прокомментируем первые два утверждения теоремы.
Поскольку фазовое пространство M является симплектическим и, следовательно, пуассо-

новым многообразием, то каждой функции Fi ставится в соответствие векторное поле Xi по
правилу (4.27). При этом инволютивность первых интегралов движения влечет за собой ин-
волютивность распределения векторных полей {Xi}. Согласно теореме Фробениуса у этого
распределения существует интегральное подмногообразие, которым является Mf →֒ M. Отсю-
да следует инвариантность Mf относительно фазового потока для любой функции Fi.

Тор возникает из-за того, что векторные поля Xi, которые являются генераторами группы
однопараметрических преобразований Mf , не просто находятся в инволюции, а коммутируют
между собой.

Замечание. Если гамильтониан механической системы H не зависит от времени, то его
можно выбрать в качестве одного из первых интегралов Fi.
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Определение. Гамильтонова механическая система, называется интегрируемой, если она
имеет n или более функционально независимых интегралов движения.

Если фазовое пространство механической системы таково, что выполнены условия тео-
ремы Лиувилля, то на фазовом пространстве M существует выделенная система координат
(действие-угол), в которой уравнения движения выглядят особенно просто. Для определен-
ности будем считать, что гамильтониан системы совпадает с первым интегралом движения:
H := F1. В теореме Лиувилля утверждается, что подмногообразие Mf →֒ M является n-
мерным тором, инвариантно относительно фазового потока и на нем существуют угловые
координаты ϕi, для которых уравнения движения имеют вид (6.39). Общее решение этих урав-
нений имеет простой вид

ϕi = ϕi0 + ωit, ϕi0 = const, ∀ i.

Поскольку интегралы движения функционально независимы, то в некоторой окрестности под-
многообразия Mf в качестве координат можно выбрать совокупность функций {Fi, ϕi}. В этой
системе координат уравнения движения принимают простой вид

dFi
dt

= 0,
dϕi

dt
= ω(F ),

и легко интегрируются:

Fi(t) = Fi(0), ϕi(t) = ϕi0 + ωi
(
F (0)

)
t.

В общем случае в координатах {Fi, ϕi} симплектическая форма не будет иметь канони-
ческого вида. Однако существует такой набор функционально независимых функций {Ii =
Ii(F )}, i = 1, . . . ,n, что переменные {I, ϕ} образуют такую систему координат в окрестности
Mf , в которой симплектическая форма имеет канонический вид

̟ = dIi ∧ dϕi. (6.40)

Определение. Координаты {ϕ1, . . . , ϕn, I1, . . . , In} в некоторой окрестности подмногооб-
разия фазового пространства Mf ⊂ R2n, в которых канонические уравнения движения имеют
вид

dI

dt
= 0,

dϕ

dt
= ω(I),

и симплектическая форма является канонической (6.40) называются переменными действие-

угол.

Переменные действие-угол являются координатами на фазовом пространстве. При этом уг-
ловые переменные удобно рассматривать как обобщенные координаты, а переменные действия
– как сопряженные импульсы. Из определения сразу следует, что преобразование координат
q, p 7→ ϕ, I, если оно существует, является каноническим.

Переменные I так же как и функции F являются первыми интегралами движения. В
переменных действие-угол гамильтониан механической системы имеет вид H = F1 = H(I)
и не зависит от угловых переменных ϕ. То есть каждая из угловых координат ϕ является
циклической.

Теорема 6.1.10. Координаты действие-угол {ϕ, I} существуют в некоторой окрестно-

сти подмногообразия Mf →֒ R2n .
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Доказательство. Рассмотрим множество торов Mf , соответствующих различным зна-
чениям интегралов движения Fi. Пусть γi, i = 1, . . . ,n, – базисные одномерные циклы (окруж-
ности) на торах Mf , т.е. приращение координаты ϕi на цикле γj равно 2π, если i = j и 0, если
i 6= j. Каждое подмногообразие Mf →֒ R2n является нулевым. Действительно, векторные по-
ля Xi, соответствующие интегралам движения Fi, образуют базис касательных пространств
Tx(Mf ) для всех x ∈ Mf и попарно коммутируют. Поэтому значение канонической симплек-
тической формы ̟ = dpi ∧ dqi на двух произвольных базисных полях равно нулю:

̟(Xi,Xj) = ̟klX
k
i X

l
j = ̟−1kl∂kFi∂lFj = [Fi, Fj ] = 0.

Следовательно, подмногообразие Mf является нулевым. Отсюда вытекает, что 1-форма dq p
замкнута на Mf , т.е. ее внешняя производная dp ∧ dq обращается в нуль на подмногообразии
Mf . Положим

Ii(F ) :=

∮

γi

dq p.

Эти функции зависят от значений интегралов движения Fi, определяющих тор Mf , но не за-
висят от выбора базисных циклов γi, так как форма dq p замкнута. Это означает, что функции
Ii(F ) не зависят от координат ϕ на торе.

Теперь совершим два канонических преобразования. Поскольку скобка Пуассона интегра-
лов движения Fi между собой равна нулю, то их можно выбрать в качестве новых импульсов:
Pi := Fi. Совершим первое каноническое преобразование q, p 7→ Q,F с производящей функ-
цией S4(p, F ) (см. следующий раздел), зависящей от новых и старых импульсов F и p. Тогда
старые и новые координаты определены соотношениями (6.69):

qi = −∂S4

∂pi
, Qi =

∂S4

∂Fi
.

Подмногообразие Mf в новой системе координат задано соотношениями P = 0. Следовательно,
новые координаты Q образуют некоторую систему координат на Mf .

Зафиксируем точку Q0 ∈ Mf . В некоторой ее окрестности можно выбрать систему ко-
ординат Q, I, так как функции I = I(P ) зависят только от импульсов P = F . При этом
импульсы P можно выразить как функции от Q и I, т.е. P = P (Q, I). Поскольку преобразова-
ние q, p 7→ Q,P каноническое, то 1-форма dQP замкнута. Поэтому в односвязной окрестности
U точки Q0 ∈ U ⊂ Mf определена функция

S2(Q, I) =

∫ Q

Q0

dQ′P (Q′, I).

Этот интеграл не зависит от кривой, целиком лежащей в U и соединяющей точки Q0 и Q.
Следовательно, функцию S2(Q, I) можно выбрать в качестве производящей функции второ-
го канонического преобразования Q,P 7→ ϕ, I, зависящей от старых координат Q и новых
импульсов I. Формулы преобразования имеют вид (6.67):

P =
∂S2

∂Q
, ϕ =

∂S2

∂I
.

Таким образом, преобразование координат q, p 7→ ϕ, I является произведением двух кано-
нических преобразований q, p 7→ Q,P и Q,P 7→ ϕ, I и, следовательно, само является канони-
ческим. По построению, оно определено в окрестности тора Mf .
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Замечание. В доказательстве теоремы переход от координат q, p к переменным действие-
угол ϕ, I содержит только алгебраические операции и интегрирование. Это доказывает утвер-
ждение 4 теоремы Лиувилля 6.1.9.

Переменные действие-угол определены неоднозначно. Очевидно, что координаты можно
сдвигать:

I ′i = Ii + const, ϕ′i = ϕi + const(I).

6.1.10. Канонические преобразования. Наиболее мощный и гибкий метод нахожде-
ния точных решений уравнений движения дают канонические преобразования. По-прежнему
обозначим конфигурационное и фазовое пространства соответственно через Rn, и T∗(Rn) ≈
R2n. Будем считать, что на фазовом пространстве заданы координаты {xα} = {qi, pi} :=
(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) и каноническая пуассонова структура (4.31).

Определение. Достаточно гладкое биективное отображение g фазового пространства
(диффеоморфизм) T∗(Rn) на себя называется каноническим, если оно сохраняет канониче-
скую симплектическую форму:

g∗̟ = ̟,

где ̟ := dp ∧ dq := dpi ∧ dqi.
В координатах это определение записывается следующим образом. Отображение g фазово-

го пространства задается 2n функциями, которые в общем случае могут зависеть от времени,

g : T
∗(Rn) ∋ (qi, pi) 7→

(
Qi(q, p, t), Pi(q, p, t)

)
∈ T

∗(Rn), (6.41)

где время t входит в качестве параметра. Поскольку ранг 2-формы ̟ равен 2n, то канони-
ческие преобразования задают преобразование координат (диффеоморфизм) фазового про-
странства с отличным от нуля якобианом:

∂(Q,P )

∂(q, p)
6= 0.

Условие сохранения канонической симплектической формы ̟ принимает вид

dpi ∧ dqi = dPi ∧ dQi. (6.42)

Это равенство приводит к дифференциальным уравнениям на функции Qi(q, p, t), Pi(q, p, t),
которые мы рассмотрим позже.

Определение канонических преобразований можно записать в эквивалентном интеграль-
ном виде ∫

S

dp ∧ dq =

∫

gS
dp ∧ dq, (6.43)

где интегрирование ведется по произвольной двумерной поверхности S ⊂ T∗(Rn) с кусочно
гладкой границей. Поскольку кокасательное расслоение T∗(Rn) односвязно, то к интегралу
(6.43) можно применить формулу Стокса:

∫

S

dp ∧ dq =

∮

∂S

dq p,

где мы предположили, что граница ∂S такова, что dq на ней может обратиться в нуль толь-
ко в изолированных точках. Поэтому для односвязных фазовых пространств интегральное
определение канонического преобразования (6.43) можно переписать в виде

∮

γ
dq p =

∮

gγ
dq p, (6.44)
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где γ – произвольная кусочно гладкая замкнутая кривая в фазовом пространстве.
В общем случае неодносвязных многообразий из равенства (6.44) следует (6.43), но не

наоборот. То есть сохранение 1-формы dq p является достаточным условием того, что преоб-
разование будет каноническим.

Пример 6.1.10. Каноническая пуассонова структура определена на произвольном кока-
сательном расслоении T∗(M). При этом вид структурных функций не зависит от выбора ко-
ординат на конфигурационном пространстве M. Поэтому преобразование q, p 7→ Q(q), P (q, P ),
где Q зависит только от q, является каноническим (см., пример 6.1.4).

Пример 6.1.11. Пусть фазовое пространство топологически тривиально, T∗(M) ≈ R2n.
Поскольку линейное преобразование координат фазового пространства, порождаемое сим-
плектической группой SP(n,R) (см. раздел 4.1), сохраняет каноническую симплектическую
форму, то оно является каноническим.

На практике наиболее полезными и содержательными являются нелинейные канонические
преобразования, связанные со спецификой задачи: симметриями и наличием интегралов дви-
жения.

Пример 6.1.12. Фазовый поток является каноническим отображением в силу следствия
из теоремы 6.1.3.

Пример 6.1.13 (теория возмущений). Допустим, что гамильтониан механической си-
стемы состоит из двух слагаемых,

H(q, p) = H0(q, p) +H1(q, p). (6.45)

При этом гамильтониан H0 настолько прост, что для него известно общее решение

q = q(t; q0, p0), p = p(t; q0, p0), (6.46)

задачи Коши с начальными условиями:

q(0; q0, p0) = q0, p(0; q0, p0) = p0.

Как было отмечено, фазовый поток определяет каноническое преобразование, которое зада-
ется функциями (6.46). Обратное преобразование q, p 7→ q0, p0 также является каноническим.
При этом преобразовании гамильтониан H0 обращается в константу и уравнения движения
исходной гамильтоновой системы упрощаются:

q̇0 =
∂H̃1

∂p0
, ṗ0 = −∂H̃1

∂q0
,

где
H̃1(q0, p0, t) := H1

(
q(t; q0, p0), p(t; q0, p0)

)
. (6.47)

Обозначим через q̃0(t; q0.p0) и p̃0(t; q0.p0) решение задачи Коши для полученной системы урав-
нений движения с начальными данными:

q̃0(0; q0, p0) = q0, p̃0(0; q0, p0) = p0.

Это решение обладает замечательным свойством: для невозмущенной системы оно постоянно
и совпадает с начальными данными. Таким образом, задача Коши для гамильтоновой системы
(6.45) сведена к задаче Коши для возмущения, которое определяется гамильтонианом (6.47).
Формулы для решения исходной задачи в старых координатах q, p получаются после подста-
новки решения q̃0, p̃0 в общее решение (6.46) невозмущенной задачи.
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Из определения канонических преобразований фазового пространства следует, что фазовое
пространство вместе с каноническими отображениями образуют группу преобразований. Эта
группа является подгруппой группы общих преобразований координат фазового пространства
diff T∗(M). В общем случае канонические преобразования qi, pi 7→ Qi, Pi не сохраняют структу-
ру кокасательного расслоения на фазовом пространстве, соответствующую координатам qi, pi,
так как могут перемешивать канонические координаты и импульсы.

По определению, каноническое преобразование сохраняет 2-форму ̟ (6.21) и, следователь-
но, все ее внешние степени. Отсюда вытекает

Теорема 6.1.11. Канонические преобразования сохраняют интегральные инварианты

̟2, . . . ,̟n .

Поскольку 2n-форма ̟n существует и невырождена, то на фазовом пространстве суще-
ствует также форма объема υ, которая ей пропорциональна (4.12). Отсюда вытекает

Следствие. Канонические преобразования сохраняют форму объема υ фазового про-
странства. Другими словами, якобиан канонического преобразования координат равен еди-
нице,

det
∂(Q,P )

∂(q, p)
= 1.

Это значит, что объем

V =

∫

U

υ

произвольной области U фазового пространства сохраняется при каноническом преобразова-
нии: gV = V .

Поскольку фазовый поток для произвольной гамильтоновой системы является канониче-
ским преобразованием, то он также имеет интегральные инварианты ̟,̟2, . . . ,̟n. Последний
из этих инвариантов есть фазовый объем. Отсюда следует

Теорема 6.1.12 (Лиувилль). Фазовый поток сохраняет объем произвольной области

фазового пространства.

Верно также обратное утверждение. А именно, пусть задан функционал

Ik =

∫

U

d2kxF (t, x), k = 1, . . . ,n,

где U ⊂ R2n – произвольное четномерное подмногообразие фазового пространства размерно-
сти dim U = 2k с кусочно гладкой границей и F (t, x) – некоторая функция времени и кано-
нических переменных. Если этот функционал инвариантен относительно фазового потока с
произвольным гамильтонианом, то он называется интегральным инвариантом.

Теорема 6.1.13. Любой интегральный инвариант Ik фазового потока с произвольным

гамильтонианом имеет вид

Ik = ck

∫

U

̟k,

где ck – некоторые постоянные, для всех k = 1, . . . ,n.

Доказательство. Дано сравнительно недавно [53].
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Важность канонических преобразований заключается в том, что они позволяют менять ко-
ординаты в фазовом пространстве не меняя вида канонических уравнений движения. Чтобы
показать это, рассмотрим преобразование координат в расширенном фазовом пространстве
R2n+1, с координатами q, p, t. Как было показано в разделе 6.1.5, фазовый поток взаимно од-
нозначно связан с характеристиками интегрального инварианта Пуанкаре–Картана в расши-
ренном фазовом пространстве. Поскольку характеристики 1-формы являются инвариантным
объектом, то замену координат q, p, t 7→ Q,P, T удобно провести в расширенном фазовом про-
странстве.

Теорема 6.1.14. Пусть Q,P, T – новая система координат в расширенном фазовом про-

странстве R2n+1 и K(Q,P, T ), S(Q,P, T ) – такие функции, что выполнено условие

dq p− dtH = dQP − dTK + dS. (6.48)

Тогда траектории фазового потока (6.24) изображаются в координатах Q,P, T интеграль-

ными кривыми канонических уравнений

dQi

dT
=
∂K

∂Pi
,

dPi
dT

= − ∂K

∂Qi
. (6.49)

Доказательство. Поскольку ddS = 0, то 1-форма dS не влияет на характеристики
формы (6.48). Это значит, что фазовый поток определяется также характеристиками фор-
мы dQP − dTK. Уравнения (6.49) следуют из теоремы 6.1.2.

Каноническим преобразованиям координат в фазовом пространстве q, p 7→ Q,P соответ-
ствует преобразование координат q, p, t 7→ Q,P, t в расширенном фазовом пространстве, кото-
рое не меняет времени.

Теорема 6.1.15. В новых координатах Q,P канонические уравнения движения (6.24)
имеют канонический вид (6.49) со старой функцией Гамильтона, выраженной через новые

координаты K(Q,P, t) = H
(
q(Q,P ), p(Q,P ), t

)
.

Доказательство. Рассмотрим 1-форму dqp − dQP в фазовом пространстве. Тогда для
любой замкнутой кривой γ справедливо равенство

∮

γ
(dq p− dQP ) = 0,

поскольку преобразование является каноническим. Это равенство можно записать в диффе-
ренциальной форме dq p− dQP = dS, где S(Q,P ) – некоторая функция на фазовом простран-
стве. Следовательно, в расширенном фазовом пространстве имеем равенство

dq p− dtH = dQP − dtH + dS, (6.50)

и справедлива предыдущая теорема.

Таким образом, мы показали, что при канонических преобразованиях вид гамильтоновых
уравнений движения не меняется. Часто это свойство принимается за определение канониче-
ских преобразований. Следующий пример показывает, что такое определение является более
общим, чем принятое в настоящей монографии.

Пример 6.1.14. Преобразование координат, которое заключается в растяжке импульсов:

ϕc : R
2n ∋ (q, p) 7→ (Q = q, P = cp) ∈ R

2n, (6.51)
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где c 6= 0 – некоторая постоянная, сохраняет гамильтонову форму уравнений движения с
гамильтонианом K = cH. Тем не менее оно не является каноническим, так как каноническая
форма

̟ = dp ∧ dq =
1

c
dP ∧ dQ

меняет свой вид.
В более общем случае преобразование Q = bq, P = cp, где b и c – произвольные отличные от

нуля постоянные, также сохраняет вид гамильтоновых уравнений движения. При этом новый
гамильтониан равен K = bcH.

По сути дела этот пример описывает все отличия в разных определениях канонического
преобразования.

Предложение 6.1.2. Пусть при преобразовании координат ϕ : q, p 7→ Q,P фазового

пространства R2n гамильтоновы уравнения движения (6.13) сохраняют свой вид:

Q̇i =
∂K

∂Pi
, Ṗi = − ∂K

∂Qi
,

где K(Q,P ) – некоторый новый гамильтониан. Тогда

∮

ϕ(γ)
dQP = c

∮

γ
dq p, (6.52)

где c 6= 0 – некоторая постоянная.

Доказательство. Рассмотрим расширенное фазовое пространство R2n+1. Пусть γ – за-
мкнутый контур в фазовом пространстве, соответствующий фиксированному моменту времени
t = const. Тогда в силу следствия из теоремы 6.1.3 интегралы

∮

γ
dq p и

∮

ϕ(γ)
dQP

являются интегральными инвариантами фазовых потоков. По теореме Стокса интеграл по
контуру γ преобразуется в интеграл по поверхности, натянутой на данный контур. Используя
теорему 6.1.13, заключаем, что ∮

ϕ(γ)
dQP = c

∮

γ
dq p,

где c 6= 0 – некоторая постоянная.

Ясно, что множество преобразований, сохраняющих вид гамильтоновых уравнений, обра-
зует группу преобразований фазового пространства.

Следствие. Любое преобразование координат q, p 7→ Q,P фазового пространства, кото-
рое сохраняет форму гамильтоновых уравнений движения, является композицией преобразо-
вания ϕc (6.51) и некоторого канонического преобразования.

Доказательство. При преобразовании координат q, p 7→ Q,P относительный интеграль-
ный инвариант Пуанкаре–Картана умножается на некоторую постоянную c (6.52). Представим
это преобразование в виде двух последовательных преобразования координат:

ϕc : q, p 7→ q̃, p̃ и g : q̃, p̃ 7→ Q,P.
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Поскольку при первом преобразовании инвариант умножается на ту же постоянную c, то при
втором преобразовании координат он сохраняется,

g :

∮

ϕc(γ)
dq̃ p̃ =

∮

g◦ϕc(γ)
dQP.

Ввиду произвольности контура γ это значит, что преобразование g является каноническим.

Поскольку преобразование ϕc (6.51) является простой растяжкой координат, то канониче-
ские преобразования составляют нетривиальную и наиболее содержательную часть преобра-
зований координат, сохраняющих вид гамильтоновых уравнений движения.

Сформулируем три критерия каноничности преобразований. С этой целью введем новое
понятие. Обозначим координаты фазового пространства через {xα} = {qi, pi}, α = 1, . . . , 2n.

Определение. Пусть на фазовом пространстве R2n с координатами {xα} = {qi, pi} и
канонической симплектической формой ̟ задано преобразование координат {xα} 7→ {yα} =
{Qi(x), Pi(x)}. Назовем скобкой Лагранжа двух новых координат yα и yβ для заданного набора
функций qi(yα, yβ), pi(yα, yβ), определяющих преобразование координат, следующее выраже-
ние

[yα, yβ ]l := ̟δγ
∂xγ

∂yα
∂xδ

∂yβ
=
∂qi

∂yα
∂pi
∂yβ

− ∂qi

∂yβ
∂pi
∂yα

. (6.53)

Скобка Лагранжа антисимметрична и определена для любой пары новых координат yα и
yβ. При этом мы не требуем, чтобы преобразование координат x 7→ y(x) было каноническим.

Замечание. Если на фазовом пространстве просто заданы две дифференцируемые функ-
ции F,G ∈ C1(R2n), то скобка Лагранжа для них неопределена, так как не определены частные
производные ∂xα/∂F и ∂xα/∂G.

Теорема 6.1.16. Для того чтобы преобразование координат фазового пространства

q, p 7→ Q,P было каноническим, необходимо и достаточно выполнения следующих условий

для скобок Лагранжа новых координат:

[Qi, Qj ]l = 0, [Pi, Pj ]l = 0, [Qi, Pj ]l = δij . (6.54)

Доказательство. Подставляя в определение канонических преобразований (6.42) функ-
ции qi(Q,P ), pi(Q,P ), определяющие канонические преобразования, получим равенство

dPi ∧ dQi =
1

2
dQl ∧ dQk

(
∂qi

∂Qk
∂pi
∂Ql

− ∂qi

∂Ql
∂pi
∂Qk

)
+

+ dPl ∧ dQk
(
∂qi

∂Qk
∂pi
∂Pl

− ∂qi

∂Pl

∂pi
∂Qk

)
+

+
1

2
dPl ∧ dPk

(
∂qi

∂Pk

∂pi
∂Pl

− ∂qi

∂Pl

∂pi
∂Pk

)
.

(6.55)

Отсюда вытекает первый критерий каноничности преобразований координат.

Таким образом, при каноническом преобразовании скобки Лагранжа для новых координат
обязаны совпадать со скобкой Пуассона.

Матрицы Якоби для канонических преобразований обладают замечательным свойством,
которое можно сформулировать в виде второго критерия каноничности преобразований.
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Теорема 6.1.17. Преобразование координат фазового пространства является канониче-

ским тогда и только тогда, когда матрица Якоби этого преобразования

Jα
β :=

∂yβ

∂xα
=




∂Q

∂q
∂P
∂q

∂Q

∂p
∂P
∂p


 (6.56)

является симплектической, Jα
β ∈ SP(n,R).

Доказательство. Доказательство проводится прямой проверкой равенства

̟αβ = Jα
γJβ

δ̟γδ (6.57)

с учетом свойств (6.54). Вычисления проще проводить в блочно-диагональном виде (6.56).

Поскольку определитель симплектической матрицы равен единице (4.5), то форма объема
фазового пространства сохраняется при каноническом преобразовании. Отсюда также следует
теорема Лиувилля 6.1.12.

Третий критерий каноничности преобразований формулируется в терминах скобок Пуас-
сона.

Теорема 6.1.18. Преобразование координат фазового пространства является канониче-

ским тогда и только тогда, когда оно сохраняет скобки Пуассона

[F,G]q,p = [F,G]Q,P . (6.58)

где F и G – две произвольные дифференцируемые функции на фазовом пространстве, и скобки

Пуассона вычислены, соответственно, в координатах q, p и Q,P c одинаковыми канониче-

скими структурными функциями ̟−1αβ .

Доказательство. Канонические преобразования и только они сохраняют каноническую
симплектическую форму. Сохранение этой формы эквивалентно сохранению матрицы ̟−1αβ,
т.е. канонической пуассоновой структуры.

Пример 6.1.15. Преобразование

Qi := qi, Pi := pi +
∂F (q)

∂qi
, (6.59)

где F (q) ∈ C2(Rn) – произвольная функция от обобщенных координат q, является канониче-
ским. Действительно, скобки Пуассона

[Qi, Qj ] = 0, [Qi, Pj ] = δij

остаются прежними. Нетрудно также проверить, что

[Pi, Pj ] =

[
Pi,

∂F

∂qj

]
+

[
∂F

∂qi
, Pj

]
= 0.

Аналогично, преобразование

Qi := qi +
∂G(p)

∂pi
, Pi = pi,

где G(p) ∈ C2(Rn) – произвольная функция импульсов, также является каноническим.

Важность канонических преобразований сводится к следующему. Если удается найти такое
каноническое преобразование, при котором гамильтониан упрощается настолько, что уравне-
ния Гамильтона явно интегрируются, то тогда можно построить и решение исходной задачи.
Соответствующие канонические преобразования зависят от конкретной задачи, и общего ме-
тода их нахождения не существует.
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6.1.11. Производящие функции канонических преобразований. Широкий класс
канонических преобразований (но не все) можно описать на языке производящих функций,
которые строятся следующим образом. Рассмотрим фазовое пространство T∗(Rn) ≈ R2n с ко-
ординатами q, p и канонической пуассоновой структурой. Пусть 2n функций Qi(q, p) и Pi(q, p)
от 2n переменных задают каноническое преобразование. Тогда 1-форма

dq p− dQP = dS(q, p) (6.60)

есть полный дифференциал.
Предположим, что в окрестности некоторой точки старые и новые координаты (q,Q) можно

выбрать в качестве координат фазового пространства. Это значит, что

det
∂(q,Q)

∂(q, p)
= det




∂q
∂q

∂Q
∂q

0
∂Q
∂p


 = det

∂Q

∂p
6= 0. (6.61)

Тогда функцию S можно локально выразить через эти координаты:

S(q, p) = S1(q,Q).

Функция S1(q,Q) называется производящей функцией канонического преобразования.
Из определения производящей функции и уравнения (6.60) следует, что

p =
∂S1

∂q
, P = −∂S1

∂Q
. (6.62)

Конечно, эти формулы являются сокращенной записью равенств

pi =
∂S1

∂qi
, Pi = −∂S1

∂Qi
.

Полученные уравнения служат для нахождения канонического преобразования

q, p 7→ Q(q, p), P (q, p).

При этом выполнено равенство
∂pi
∂Qj

=
∂2S1

∂qi∂Qj
.

Таким образом, каждая производящая функция S1(q,Q) такая, что

det
∂2S1

∂qi∂Qj
6= 0,

определяет некоторое каноническое преобразование по формулам (6.62), (6.61).
Для того чтобы получить гамильтониан K(Q,P ) для новых канонических переменных,

необходимо просто подставить в старое выражение H(q, p) функции q = q(Q,P ) и p = p(Q,P ):

K(Q,P ) := H
(
q(Q,P ), p(Q,P )

)
. (6.63)

Пример 6.1.16. Пусть S1 = qiQi. Тогда Qi = pi и P i = −qi. Тем самым координаты
и импульсы меняются местами. Этот пример показывает, что в каноническом формализме
координаты и импульсы играют совершенно равноправную роль.
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Пусть гамильтониан не зависит от времени явно. Покажем, что если производящая функ-
ция S1(q,Q) сама удовлетворяет уравнению Гамильтона–Якоби по переменным q, то уравнения
движения интегрируются в квадратурах. Для этого заметим, что если гамильтониан системы
зависит только от новых координат H = K(Q), то канонические уравнения

Q̇ = 0, Ṗ = −∂K
∂Q

просто интегрируются

Q = Q0, P = P0 − t
∂K

∂Q

∣∣∣∣
Q0

.

Это, конечно, соответствует переходу к переменным действие-угол. Теперь будем искать про-
изводящую функцию S1(q,Q) этого канонического преобразования. Из первого условия (6.62)
следует, что такая производящая функция должна удовлетворять уравнению

H

(
q,
∂S1

∂q

)
= K(Q). (6.64)

То есть при каждом фиксированном значении Q производящая функция S1(q,Q) должна
удовлетворять укороченному уравнению Гамильтона–Якоби (6.37). Верно также и обратное
утверждение.

Теорема 6.1.19 (Якоби). Если найдено решение S1(q,Q) укороченного уравнения Га-

мильтона–Якоби (6.64), зависящее от n параметров Qi и такое, что

det
∂2S1

∂qi∂Qj
6= 0,

то канонические уравнения (6.24) решаются в квадратурах, причем функции Q(q, p), опре-

деляемые уравнениями ∂S1/∂q
i = pi , являются n первыми интегралами уравнений Гамиль-

тона.

Доказательство. См., например, [52], глава 9, § 47, раздел Б.

Теорема Якоби сводит решение канонических уравнений к нахождению полного интеграла
укороченного уравнения Гамильтона–Якоби. Может показаться удивительным, что сведение
более простого к более сложному доставляет эффективный метод решения конкретных задач.
Между тем оказывается, что это – наиболее мощный из существующих в настоящее время
методов интегрирования уравнений движения, и многие задачи, решенные методом Якоби,
вообще не поддаются решению другими способами.

В качестве дополнительного аргумента производящей функции можно рассматривать вре-
мя, S1 = S1(q,Q, t). При этом все предыдущие формулы остаются в силе за исключением
выражения (6.63) для нового гамильтониана. Оно получает дополнительное слагаемое

K = H +
∂S1

∂t
, (6.65)

что следует из выражения для действия (6.50) в расширенном конфигурационном простран-
стве.

Если после канонического преобразования новый гамильтониан тождественно равен нулю,
то уравнения движения, очевидно, интегрируются. Для этого необходимо выполнение уравне-
ния

∂S1

∂t
+H(q, p, t) = 0.
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Учитывая выражение для импульсов через производящую функцию (6.62) получаем, что про-
изводящая функция в этом случае должна удовлетворять уравнению Гамильтона–Якоби для
всех значений Q. Тем самым доказана

Теорема 6.1.20 (Якоби). Если найдено решение S1(q,Q, t) уравнения Гамильтона–

Якоби (6.34), зависящее от n параметров Qi и такое, что

det
∂2S1

∂qi∂Qj
6= 0,

то канонические уравнения (6.24) решаются в квадратурах, причем координаты Qi = const

и импульсы Pi := −∂S1/∂Q
i = const дают 2n первых интегралов уравнений Гамильтона.

Частное решение уравнения Гамильтона–Якоби, зависящее от n + 1 параметра (по чис-
лу независимых переменных), называется полным интегралом. Функция от n + 1 параметра
S1(q,Q, t)+ const, где S1 – решение уравнения Гамильтона–Якоби из предыдущей теоремы яв-
ляется полным интегралом уравнения Гамильтона–Якоби. В том случае, когда для уравнения
Гамильтона–Якоби можно определить общее решение, оно будет зависеть от произвольных
функций. Это значит, что полный интеграл уравнения Гамильтона–Якоби дает лишь незна-
чительную часть всех решений.

Если известен полный интеграл уравнения Гамильтона–Якоби S1(q,Q, t) + const, то для
нахождения траектории частицы, проходящей через заданную точку фазового пространства
в начальный момент времени, необходимо решить дополнительные уравнения:

∂S1

∂Qi
= ci, (6.66)

где ci – некоторые постоянные, определяемые начальным положением частицы.
Продолжим изучение производящих функций. Выше был рассмотрен случай, когда произ-

водящая функция зависит от старых и новых координат. Аналогичным образом можно пока-
зать, что канонические преобразования генерируются производящими функциями S2(q, P, t),
зависящими от старых координат и новых импульсов. Если

det
∂2S2

∂qi∂Pj
6= 0,

то каноническое преобразование задается формулами:

p :=
∂S2

∂q
, Q :=

∂S2

∂P
, K := H +

∂S2

∂t
. (6.67)

Переход от производящей функции S1(q,Q) к S2(q, P ) является преобразованием Лежандра
по переменной Q при этом

S2(q, P, t) = S1(q,Q, t) + PQ.

Пример 6.1.17. Каноническое преобразование, генерируемое производящей функцией
S2 = qP := qiPi является тождественным.

Пример 6.1.18. Пусть S2 = qiSi
jPj , где Sij – произвольная невырожденная матрица. То-

гда Pi = S−1
i
jpj и Qi = qjSj

i. То есть это преобразование генерирует линейное однородное
преобразование фазового пространства.
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Пример 6.1.19. Выберем производящую функцию бесконечно малых канонических пре-
образований в виде

S2 = qP + ǫS(q, P, ǫ), ǫ≪ 1,

где S(q, P, ǫ) – произвольная функция, зависящая от параметра ǫ. Тогда

Q = q + ǫ
∂S

∂P
, p = P + ǫ

∂S

∂q
.

Отсюда следует, что бесконечно малые канонические преобразования удовлетворяют канони-
ческим уравнениям

dQ

dǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

=
∂H

∂p
,

dP

dǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

= −∂H
∂q

с функцией Гамильтона H(q, p) = S(q, p, 0), так как в главном порядке p = P . Тем самым
гамильтониан произвольной механической системы можно рассматривать как генератор бес-
конечно малых канонических преобразований по времени t = ǫ, которые происходят по мере
эволюции механической системы.

На самом деле движение частицы в фазовом пространстве q(t), p(t) можно рассматри-
вать как последовательность канонических преобразований, параметризующихся одним па-
раметром t. Допустим, что решение канонических уравнений движения определено для всех
t ∈ R. Тогда канонические уравнения движения (6.13) определяют однопараметрическую груп-
пу преобразований фазового пространства. Для каждого момента времени, по определению,
выполнены канонические коммутационные соотношения (6.14). Следовательно, для каждого
момента времени t отображение фазового пространства

R
2n ∋

(
q(0), p(0)

)
7→
(
q(t), p(t)

)
∈ R

2n

представляет собой каноническое преобразование.
В заключение рассмотрим еще два вида производящих функций, часто встречающихся в

приложениях. Если производящая функция S3(p,Q, t) зависит от старых импульсов и новых
координат, и при этом

det
∂2S3

∂pi∂Qj
6= 0,

то каноническое преобразование задается формулами:

q := −∂S3

∂p
, P := −∂S3

∂Q
, K := H +

∂S3

∂t
. (6.68)

При этом производящая функция S3 является преобразованием Лежандра функции S1 по
переменной q:

S3(p,Q, t) = S1(q,Q, t) − pq.

Пример 6.1.20. Каноническое преобразование, генерируемое производящей функцией
S3 = −piQi, является тождественным.

Производящая функция S3(p,Q, t) полезна в следующем случае. Допустим, что нам зара-
нее известно, как удобно выбрать координаты в конфигурационном пространстве, т.е. заданы
функции q = q(Q). Например, если конфигурационное пространство инвариантно относитель-
но действия некоторой группы преобразований, то новые координаты Q удобно выбрать в
соответствии с симметрией задачи. Тогда производящая функция S3 = −piqi(Q) дает выра-
жения для новых обобщенных импульсов Pi, сопряженных к координатам Qi.
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Точечные преобразования, рассмотренные в разделе 6.1.3, относятся именно к этому типу.
Точечные преобразования – это все преобразования координат, которые допустимы в лагран-
жевой механике. Рассмотренный выше пример показывает, что точечные преобразования со-
ставляют лишь небольшой класс канонических преобразований. Все множество канонических
преобразований намного шире, и это является причиной большей гибкости канонического фор-
мализма по сравнению с лагранжевым.

Продолжим изучение производящих функций. Если производящая функция S4(p, P, t) за-
висит от старых и новых импульсов, и

det
∂2S4

∂pi∂Pj
6= 0,

то каноническое преобразование задается формулами:

q := −∂S4

∂p
, Q :=

∂S4

∂P
, K := H +

∂S4

∂t
. (6.69)

При этом производящая функция S4 является двойным преобразованием Лежандра функции
S1(q,Q) по переменным q и Q:

S4(p, P, t) = S1(q,Q, t) − pq + PQ.

Пример 6.1.21. Каноническое преобразование, генерируемое производящей функцией
S4 = piP

i, меняет местами координаты и импульсы: Qi = pi, P i = −qi. Это преобразование
совпадает с каноническим преобразованием из примера 6.1.16.

Пример 6.1.22 (Гармонический осциллятор). Продемонстрируем сложные постро-
ения последних разделов на примере гармонического осциллятора. Пусть задана функция
Лагранжа

L =
1

2
q̇2 − 1

2
ω2q2,

где ω = const – собственная частота гармонического осциллятора. Конфигурационное про-
странство представляет собой прямую q ∈ R. Импульс, сопряженный координате q, равен
скорости

p =
∂L

∂q̇
= q̇.

Преобразование Лежандра приводит к положительно определенному гамильтониану:

H =
1

2
p2 +

1

2
ω2q2.

Фазовым пространством для гармонического осциллятора является евклидова плоскость
(q, p) ∈ T∗(R) ≈ R2 с канонической пуассоновой структурой. Соответствующие уравнения
движения имеют вид

q̇ = p,

ṗ = −ω2q,

}
⇔ q̈ + ω2q = 0. (6.70)

Общее решение этих уравнений параметризуется двумя произвольными постоянными: ампли-
тудой A0 и фазой ϕ,

q = A0 cos (ωt+ ϕ),

p = −A0ω sin (ωt+ ϕ).
(6.71)
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Фаза ϕ соответствует выбору начала отсчета времени. Полученное решение соответствует ре-
шению задачи Коши с начальными данными

q0 = A0 cosϕ,

p0 = −A0ω sinϕ.

В терминах начальных условий общее решение (6.71) перепишется в виде

q = q0 cosωt+
p0

ω
sinωt,

p = −ωq0 sinωt+ p0 cosωt.

Траекториями гармонического осциллятора в фазовом пространстве являются эллипсы. Как
видим, эволюция во времени представляет собой эллиптическое вращение фазового простран-
ства (q0, p0) 7→

(
q(t), p(t)

)
. Если V0 ⊂ R2 – произвольная ограниченная область фазового про-

странства, то в соответствии с теоремой Лиувилля (6.1.12) объем этой области сохраняется во
времени: ∫

V0

dq0dp0 =

∫

V(t)
dqdp =

∫

V(t)
dq0dp0,

так как якобиан преобразования координат равен единице,

det
∂(q, p)

∂(q0, p0)
= 1.

Поскольку гамильтониан не зависит от времени явно, то энергия на каждой траектории по-
стоянна E = H = const.

Найдем функцию действия S(q, t). Чтобы вычислить интеграл (6.32) необходимо исклю-
чить скорости q̇ из лагранжиана. Поскольку интегрирование ведется вдоль траектории части-
цы, то в лагранжиан необходимо подставить

q̇ = p =
√

2E − ω2q2.

В этом выражении E рассматривается как некоторая постоянная. После несложных вычисле-
ний получаем функцию действия

S(q, t) = −
∫
dtE +

∫
dq
√

2E − ω2q2 =

= −Et+
E

ω
arcsin

ωq√
2E

+
q

2

√
2E − ω2q2

с точностью до несущественной постоянной, определяемой начальными данными. Нетрудно
проверить, что

∂S

∂q
=
√

2E − ω2q2 = p.

Поэтому уравнение Гамильтона–Якоби (6.34) выполняется. Укороченное действие имеет вид

W (q,E) =
E

ω
arcsin

ωq√
2E

+
q

2

√
2E − ω2q2.

Таким образом, нам известно укороченное действие, зависящее от параметра E, причем

∂2W

∂q∂E
6= 0.
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Поэтому его можно выбрать в качестве производящей функции канонического преобразования
q, p → Q,P

S2(q, P ) =
P

ω
arcsin

ωq√
2P

+
q

2

√
2P − ω2q2.

Воспользовавшись формулами (6.67), получаем явный вид канонических преобразований

q =

√
2P

ω
sin (ωQ),

p =
√

2P cos (ωQ).

Отсюда вытекает связь дифференциалов:

dq =
√

2P cos (ωQ)dQ+
1

ω
√

2P
sin (ωQ)dP,

dp = −ω
√

2P sin (ωQ)dQ+
1√
2P

cos (ωQ)dP.

Теперь нетрудно убедиться в том, что построенное преобразование действительно является
каноническим

dp ∧ dq = dP ∧ dQ.
В новых переменных гамильтониан имеет вид H = P и уравнения движения

Q̇ = P, Ṗ = 0

тривиально интегрируются. Таким образом, укороченная функция действия для гармониче-
ского осциллятора является производящей функцией к переменным “действие-угол”. Фазовым
пространством в переменных “действие-угол” является полуплоскость Q ∈ R, P > 0, а траек-
ториями – прямые линии P = const.

В настоящем разделе мы рассмотрели широкий класс канонических преобразований, кото-
рые генерируются четырьмя видами производящих функций: S1(q,Q, t), S2(q, P, t), S3(p,Q, t)
и S4(p, P, t). Существуют также производящие функции более общего вида, которые мы сейчас
опишем.

Предложение 6.1.3. Пусть заданы две системы координат q, p и Q,P в фазовом про-

странстве пространстве R2n с канонической пуассоновой структурой. Тогда среди 4n коор-

динатных функций q, p,Q, P всегда можно выбрать 2n независимых функций так, чтобы

среди них не было ни одной пары канонически сопряженных функций qi, pi или Qi, Pi .

Доказательство. См., например, [54], глава IV, лемма из § 29.

Из данного утверждения следует, что в качестве координат на фазовом пространстве R2n

всегда можно выбрать набор функций

q1, . . . , qL, pL+1, . . . , pn, Q
1, . . . , QM , PM+1, . . . , P

n, 0 6 L,M 6 n,

состоящий из n старых и n новых координат. Введем обозначения:

{zi} := {q1, . . . , qL, pL+1, . . . , pn},
{Zi} := {Q1, . . . , QM , PM+1, . . . , P

n}.
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Допустим, что на фазовом пространстве задана функция S(z, Z) такая, что

det
∂2S

∂zi∂Zj
6= 0. (6.72)

Тогда нетрудно проверить, что функция S(z, Z) определяет каноническое преобразование:

pi :=
∂S

∂qi
, i = 1, . . . , L,

qi := − ∂S

∂pi
, i = L+ 1, . . . ,n,

Pi := − ∂S

∂Qi
, i = 1, . . . ,M,

Qi :=
∂S

∂Pi
, i = M + 1, . . . ,n.

Рассмотренное каноническое преобразование включает в себя четыре предыдущих при
L = 0,n и M = 0,n. В общем случае производящая функция S(z, Z) зависит от старых коор-
динат и импульсов и новых координат и импульсов. При этом среди них нет ни одной пары
канонически сопряженных переменных. Примеры 6.1.16 и 6.1.21 показывают, что различные
производящие функции могут приводить к одинаковым каноническим преобразованиям. Во
всех случаях от производящей функции требуется отличие от нуля определителя (6.72). По-
этому производящие функции описывают широкий класс канонических преобразований, но не
все.

Пример 6.1.23. В примере 6.1.15 из предыдущего раздела было рассмотрено канониче-
ское преобразование, которое не охватывается производящими функциями, рассмотренными
в настоящем разделе. Действительно, для преобразования (6.59) формула (6.60) принимает
вид

−dq∂F (q)

∂q
= dS(q, p) = dq

∂S

∂q
+ dp

∂S

∂p
.

Откуда следуют равенства:
∂S

∂q
= −∂F

∂q
,

∂S

∂p
= 0.

Таким образом, для канонических преобразований вида (6.59) функция S(q, p) имеет вид

S(q, p) = −F (q) + const

и не относится ни к одному типу производящих функций настоящего раздела.

6.1.12. Разделение переменных в уравнении Гамильтона–Якоби. Теорема Якоби
6.1.20 утверждает, что если найден полный интеграл уравнения Гамильтона–Якоби, то ка-
нонические уравнения решаются в квадратурах. По-видимому, все известные в настоящее
время полные интегралы могут быть найдены путем разделения переменных в уравнении
Гамильтона–Якоби. Суть метода состоит в следующем.

Допустим, что одна из координат – обозначим ее qn – и соответствующая ей производная
∂S/∂qn входят в уравнение Гамильтона–Якоби только в виде комбинации f(qn, ∂S/∂qn), где f
– некоторая функция двух переменных, не зависящая от других координат, соответствующих
производных действия и времени. Тогда будем искать решение уравнения Гамильтона–Якоби
(6.34) в виде

S(q, t) = Š(q̌, t) + Sn(qn),
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где Š(q̌, t) – функция оставшихся переменных q̌ = (q1, . . . , qn−1) и времени, а Sn(qn) зависит
только от отделяемой координаты qn. Тогда уравнение Гамильтона–Якоби принимает вид

∂Š

∂t
+H

(
q̌,
∂Š

∂q̌
, f

(
qn,

dSn

dqn

)
, t

)
= 0. (6.73)

Допустим, что решение этого уравнения найдено. Тогда, после подстановки найденного реше-
ния в уравнение (6.73) мы получаем тождество, справедливое для всех значений координат.
При изменении координаты qn меняется только функция f . Поэтому для выполнения уравне-
ния (6.73) необходимо, чтобы функция f сама была равна постоянной, которую мы обозначим
Qn, для произвольного решения. Таким образом, уравнение Гамильтона–Якоби (6.73) распа-
дается на два уравнения:

f

(
qn,

dSn

dqn

)
= Qn, (6.74)

∂Š

∂t
+H

(
q̌,
∂Š

∂q̌
,Qn, t

)
= 0. (6.75)

Первое уравнение представляет собой обыкновенное дифференциальное уравнение первого
порядка, из которого можно определить функцию Sn = Sn(qn;Qn). Если функция f достаточ-
но проста, то это уравнение иногда удается проинтегрировать явно. Постоянная Qn является
первым интегралом исходного уравнения Гамильтона–Якоби. После этого остается решить
оставшееся уравнение (6.75), которое также имеет вид уравнения Гамильтона–Якоби, но для
системы с меньшим числом степеней свободы. Эта система описывается гамильтонианом, ко-
торый получается из исходного путем замены функции f для отделенной степени свободы
на некоторую константу. Единственное ограничение на постоянную Qn состоит в том, чтобы
уравнение (6.74) имело решение.

Иногда этот процесс отделения переменных можно продолжить. Если таким образом мож-
но разделить все n координат, то тогда полный интеграл уравнения Гамильтона–Якоби нахо-
дится в квадратурах. В этом случае мы говорим, что уравнение Гамильтона–Якоби допускает
разделение переменных.

Замечание. Разделение переменных в уравнении Гамильтона–Якоби для одной и той же
механической системы возможно не во всякой системе координат конфигурационного про-
странства. Как правило системы координат, в которых переменные делятся полностью или
частично связаны с симметрией системы. Процедура нахождения такой системы координат, в
которой переменные для интегрируемой системы разделяются, представляет собой отдельную
задачу.

Допустим, что механическая система консервативна и переменные делятся. Тогда полный
интеграл уравнения Гамильтона–Якоби имеет вид

S(q, t) = −E(Q1, . . . , Qn)t+
n∑

k=1

Sk(q
k;Qk, . . . , Qn), (6.76)

где каждая функция Sk зависит от одной координаты qk, а энергия E как функция первых
интегралов Q1, . . . , Qn получается подстановкой укороченного действия

W =

n∑

k=1

Sk(q
k, Qk, . . . , Qn)

в укороченное уравнение Гамильтона–Якоби (6.37).
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Пример 6.1.24 (циклические координаты). Пусть qn – циклическая координата, т.е.
гамильтониан от нее вообще не зависит. В этом случае функция f(qn, ∂S/∂qn) сводится просто
к ∂S/∂qn. Тогда из уравнения (6.74) следует, что Sn = qnQn (никакого суммирования). Тогда
функция действия принимает вид

S(q, t) = Š(q̌, t) + qnQn.

В этом случае первый интеграл Qn = ∂S/∂qn = pn имеет смысл обобщенного импульса, со-
пряженного циклической координате qn.

Отметим, что если время t рассматривать как обобщенную координату, то отделение вре-
мени в виде слагаемого −Et в функции действия (6.36) для консервативной системы соответ-
ствует методу разделения переменных для циклической координаты t. При этом энергия E
сохраняется и соответствует импульсу для обобщенной координаты t.

Разделение переменных для консервативной системы возможно также в следующем более
общем случае. Пусть гамильтониан механической системы имеет вид

H(q, p) =
f1(q

1, p1) + . . .+ fn(qn, pn)

g1(q1, p1) + . . .+ gn(qn, pn)
,

где fi(qi, pi) и gi(q
i, pi) – некоторые функции только от указанных аргументов. Предыдущий

случай возникает, например, при gi = const, i = 1, . . . ,n,
∑

i gi 6= 0. Будем искать решение
уравнения Гамильтона–Якоби в виде

S(q, t) = −Et+

n∑

i=1

Wi(q
i).

Тогда укороченное уравнение Гамильтона–Якоби (6.37) примет вид

n∑

i=1

[
fi

(
qi,

dWi

dqi

)
− Egi

(
qi,

dWi

dqi

)]
= 0.

Поскольку координаты qi меняются независимо, то каждое слагаемое в данной сумме должно
быть равно некоторой постоянной,

fi

(
qi,

dWi

dqi

)
− Egi

(
qi,

dWi

dqi

)
= ci. (6.77)

При этом не все постоянные ci являются независимыми, так как должно быть выполнено
равенство

c1 + . . . + cn = 0.

Допустим, что все уравнения (6.77) можно разрешить относительно производных:

dWi

dqi
= Fi(q

i, ci).

Тогда полный интеграл уравнения Гамильтона–Якоби равен сумме

S(q, t) = −Et+

n∑

i=1

∫
dqiFi(q

i, ci, E).
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Пример 6.1.25 (задача Кеплера). Рассмотрим частицу массы m, которая движется по
плоскости с полярными координатами r, ϕ под действием центральной силы с потенциалом
U(r). Гамильтониан такой системы имеет вид

H(r, ϕ) =
1

2m

(
p2
r +

p2
ϕ

r2

)
+ U(r). (6.78)

К этой задаче сводится задача движения двух тел, находящихся под действием гравитаци-
онного взаимодействия c потенциалом U(r) = −m1m2/r после отделения движения центра
масс. Поскольку гамильтониан не зависит от угла, то координата ϕ является циклической, и
переменные делятся. Поэтому функция действия имеет вид

S = −Et+W (r,E,M) + ϕM, (6.79)

где pϕ = M = const – сохраняющийся угловой импульс частицы (момент количества движе-
ния). В этом случае уравнение Гамильтона–Якоби сводится к одному обыкновенному диффе-
ренциальному уравнению первого порядка

(
dW

dr

)2

= 2m(E − U) − M2

r2
. (6.80)

Произвол в решении данного уравнения фиксируется положением частицы в начальный мо-
мент времени. В соответствии с общими утверждениями, функция действия (6.79), где W
– решение уравнения (6.80), зависит от двух постоянных: энергии E и момента количества
движения M , и представляет собой полный интеграл уравнения Гамильтона–Якоби. Таким
образом, задача двух тел, взаимодействующих посредством центральных сил с произвольным
потенциалом U(r), решается в квадратурах. Чтобы найти траекторию частицы, проходящую
через заданную точку фазового пространства в начальный момент времени, в соответствии с
теоремой Якоби 6.1.20 необходимо решить дополнительные уравнения:

∂S

∂M
=
∂W

∂M
+ ϕ = c1,

∂S

∂E
= −t+

∂W

∂E
= c2,

где c1,2 – некоторые постоянные (6.67), определяемые начальным положением частицы.
Заметим, что переменные в задаче Кеплера на плоскости делятся в полярных координа-

тах (в трехмерном пространстве – в сферических), которые связаны со сферической симмет-
рией потенциала взаимодействия. В декартовой системе координат переменные в уравнении
Гамильтона–Якоби не делятся.

6.2. Гамильтонова динамика частиц со связями

В современной математической физике большую роль играют модели, инвариантные от-
носительно действия локальных групп преобразований, которые принято называть калибро-
вочными. С точки зрения гамильтонова формализма такие модели соответствуют системам со
связями. В калибровочных моделях связи возникают не как дополнительные условия на ка-
нонические переменные, наложенные извне, а при переходе от вырожденного инвариантного
лагранжиана к гамильтониану. Основы гамильтонова формализма для калибровочных моде-
лей были заложены П. Дираком на примере точечных частиц [55, 56, 57]. Обобщение этого
формализма на теорию поля представляет значительные трудности, и эта задача до сих пор
не решена. В теории поля до настоящего времени, как правило, используют методы, развитые
для точечных частиц. В простейших случаях это приводит к разумным результатам.
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В последующих разделах мы обсудим вопрос о гамильтоновой динамике со связями для
систем точечных частиц, оставив в стороне важную задачу перехода от вырожденных калиб-
ровочно инвариантных лагранжианов к гамильтонианам, которая подробно рассматривается
в монографиях [58, 59, 60]. Квантование калибровочных моделей с помощью функционального
интеграла в фазовом пространстве было развито в [61, 62].

6.2.1. Связи в гамильтоновом формализме. Рассмотрим систему n точечных частиц
с действием (6.7). Предположим, что фазовое пространство представляет собой дифферен-
цируемое многообразие N класса Ck, dim N = 2n. Для простоты предположим, что фазовое
пространство топологически тривиально, N ≈ R2n, и покрывается одной картой. Координаты
на фазовом пространстве N, как и раньше, обозначим (q, p) = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn). Мы пред-
полагаем, что на фазовом пространстве задана каноническая пуассонова структура [qi, pj ] = δij .

Пусть на канонические переменные наложены связи в виде 2m алгебраических условий:

Φµ(q, p) = 0, Φµ ∈ Ck(N), µ = 1, . . . , 2m < 2n. (6.81)

Мы пишем индекс связи вверху, поскольку в дальнейшем связи будут частью новых коорди-
натных функций. Условия (6.81) представляют собой систему уравнений на канонические пе-
ременные. Будем считать, что все Φµ функционально независимы, т.е. ранг матрицы ∂Φµ/∂xα,
где x = (q, p), максимален и равен 2m в окрестности всех точек, координаты которых удовле-
творяют системе уравнений (6.81). Если все связи принадлежат классу Ck, то их совокупность
определяет подмногообразие

M = {x ∈ N : Φ = 0}
того же класса гладкости и размерности dim M = 2(n − m). Это подмногообразие называется
поверхностью связей, которую будем обозначать равенством Φ = 0 без индекса.

Замечание. Вообще говоря, Φµ(q, p) не являются функциями на фазовом пространстве,
так как могут иметь тензорные индексы. Например, в электродинамике первичная связь имеет
вид p0 = 0.

Условие функциональной независимости связей налагает жесткие ограничения на вид
функций Φµ.

Пример 6.2.1. Пусть на фазовом пространстве N задана одна связь Φ(q, p) = 0. Условие
функциональной независимости означает, что ранг матрицы ∂αΦ, которая в рассматривае-
мом случае представляет собой строку, равен единице, т.е. по крайней мере одна из частных
производных в каждой точке поверхности связей M отлична от нуля. Если возвести связь в
некоторую целую степень, то уравнение Φn = 0 при n > 1 определяет ту же поверхность связей
M ⊂ N (как множество точек). Однако связь Φn = 0 не является функционально независимой.
Действительно,

∂αΦ
n
∣∣
Φ=0

= nΦn−1∂αΦ
∣∣
Φ=0

= 0.

Поэтому ранг матрицы ∂αΦn равен нулю и связь Φn = 0 не является функционально незави-
симой на M ⊂ N, хотя и определяет ту же поверхность связей.

Рассмотренный пример показывает, что условие функциональной независимости связей
означает не только определение поверхности связей M ⊂ N, но и возможность выбора функций
Φµ в качестве трансверсальных координат к M в некоторой окрестности поверхности связей.

Уравнения, задающие поверхность связей, определены неоднозначно. Например, невырож-
денные линейные комбинации исходных связей

Ψµ(q, p) := Φν(q, p)Sν
µ(q, p), (6.82)
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где матрица Sνµ невырождена на всем фазовом пространстве N, определяют ту же поверхность
связей M ⊂ N и функционально независимы.

Определение. Системы связей Φ = 0 и Ψ = 0 называются эквивалентными, если они
связаны между собой невырожденным линейным преобразованием (6.82) во всем фазовом
пространстве.

Замечание. Если потребовать выполнения равенства (6.82) не во всем фазовом простран-
стве, а только на поверхности связей, то этого недостаточно для эквивалентности. Действи-
тельно, пусть поверхность связей M ⊂ N определена уравнениями Φ = 0. Определим новые
связи Ψ = 0 на поверхности связей с помощью некоторой невырожденной матрицы S, заданной
на M. После этого продолжим функции Ψ на все фазовое пространство таким образом, чтобы
уравнения Ψ = 0 определяли некоторое подмногообразие вида M ∪ U ⊂ N, где U – некоторое
собственное подмногообразие N такое, что U ∩ M = ∅. Никаких препятствий для этого нет.
Таким образом, для новых связей условие (6.82) будет выполнено на M, однако условия Ψ = 0
выделяют в фазовом пространстве N другое подмногообразие. Это означает, что матрица S
будет вырождена на U.

Предложение 6.2.1. Любая функция f(q, p) ∈ Ck(N), обращающаяся в нуль на поверх-

ности связей M ⊂ N, в некоторой окрестности U0 ⊂ N произвольной точки (q0, p0) ∈ M

представима в виде линейной комбинации связей:

f(q, p) = Φµ(q, p)fµ(q, p), (q, p) ∈ U0, (6.83)

с достаточно гладкими коэффициентами fµ(q, p) ∈ Ck(U0).

Доказательство. Поскольку связи Φµ функционально независимы, то в некоторой
окрестности произвольной точки на поверхности связей (q0, p0) ∈ M их можно дополнить до
системы координат {xα} → {ya,Φµ}, где ya, a = 1, . . . , 2(n−m), – координаты на поверхности
связей. Тогда произвольная достаточно гладкая функция f ∈ Ck(U0) представима в виде

f(q, p) = f(q0, p0) + ya(q, p)fa(q, p) + Φµ(q, p)fµ(q, p)

с достаточно гладкими коэффициентами fµ, fa. Так как функция f равна нулю на поверхно-
сти связей M, то f(q0, p0) = 0 и fa(q, p) = 0 для всех a и (q, p) ∈ U0. Поэтому справедливо
представление (6.83).

6.2.2. Гамильтонова динамика частиц со связями II рода. Начнем рассмотрение
гамильтоновой динамики частиц со связями с обсуждения связей второго рода, так как она
значительно проще. Связи первого рода будут рассмотрены в следующем разделе. Там будет
показано, что динамика частиц со связями I рода после наложения канонической калибровки
сводится к рассмотрению частиц со связями II рода.

Определение. Связи Φµ, µ = 1, . . . , 2m, называются связями II рода, если определитель
матрицы, составленной из скобок Пуассона связей между собой, отличен от нуля на поверх-
ности связей:

det [Φµ,Φν ]Φ=0 6= 0. (6.84)

Отметим, что элементы матрицы, составленной из скобок Пуассона [Φµ,Φν ], в общем слу-
чае зависят от точки фазового пространства. Условие (6.84) означает отличие определителя
от нуля в каждой точке подмногообразия M ⊂ N, определяемого связями (6.81). Из непрерыв-
ности функций Φµ следует, что определитель (6.84) отличен от нуля не только на M, но и в
некоторой окрестности подмногообразия M.
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Поскольку матрица, составленная из скобок Пуассона,

Jµν = −Jνµ := [Φµ,Φν ], (6.85)

антисимметрична, то ее определитель может быть отличен от нуля только при четном числе
связей. Поэтому мы с самого начала предположили наличие четного числа связей 2m. Это
значит, что поверхность связей также имеет четную размерность 2(n − m).

С точки зрения вариационного принципа при наличии связей на фазовом пространстве мы
имеем задачу на условный экстремум, которую можно решать методом неопределенных мно-
жителей Лагранжа. С этой целью рассмотрим обобщенный (extended) гамильтониан, который
получается после добавления к исходному гамильтониану всех связей второго рода

He = H + λµΦ
µ, (6.86)

где λµ = λµ(q, p, t) – неопределенные множители Лагранжа. Этому гамильтониану соответ-
ствует обобщенное действие

Se =

∫ t2

t1

dt(pq̇ −H − λµΦ
µ). (6.87)

При варьировании этого действия мы считаем вариации координат на границе нулевыми,
δq(t1,2) = 0, а вариации импульсов и множителей Лагранжа могут быть произвольны, так как
они входят в действие без производных. Канонические уравнения движения для обобщенного
гамильтониана имеют вид

q̇i = [qi,He] = [qi,H] + λµ[q
i,Φµ] + [qi, λµ]Φ

µ,

ṗi = [pi,He] = [pi,H] + λµ[pi,Φ
µ] + [pi, λµ]Φ

µ.
(6.88)

Эти уравнения необходимо дополнить уравнениями связей (6.81), возникающими при варьи-
ровании обобщенного действия по множителям Лагранжа. В уравнениях движения (6.88) по-
следние слагаемые можно отбросить, так как они равны нулю на поверхности связей (6.81).
Таким образом, мы имеем 2(n + m) уравнений (6.88), (6.81) на 2(n + m) переменных q, p, λ, из
которых 2n уравнений являются дифференциальными. Решение этой задачи можно провести
следующим образом.

Предложение 6.2.2. Для того чтобы фазовая траектория гамильтоновой системы

(6.87), проходящая через произвольную точку поверхности связей, целиком лежала на этой

поверхности необходимо и достаточно, чтобы производная по времени от всех связей обра-

щалась в нуль на поверхности связей,

Φ̇µ = [Φµ,He]Φ=0 = [Φµ,H]Φ=0 + λν [Φ
µ,Φν ]Φ=0 = 0. (6.89)

Доказательство. Достаточность. Допустим, что в начальный момент времени траекто-
рия находилась на поверхности связей, т.е. Φµ(q0, p0) = 0, где q0 := q(0) и p0 := p(0). Тогда
с течением времени уравнения Φµ

(
q(t), p(t)

)
= 0 будут выполнены на решении задачи Коши

для системы уравнений (6.89).
Необходимость. Допустим, что каждая траектория, имеющая хотя бы одну точку на по-

верхности связей, целиком принадлежит этой поверхности. Тогда производная вдоль траекто-
рии от каждой связи должна быть равна нулю на поверхности связей, поскольку мы можем
произвольно менять исходную точку на поверхности. Это означает выполнение условий (6.89)
для всех значений индекса µ.
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Уравнения (6.89) можно рассматривать как уравнения на множители Лагранжа на поверх-
ности связей. При этом условие, определяющее связи второго рода (6.84), является необходи-
мым и достаточным для однозначного определения множителей Лагранжа λµ(x) на поверх-
ности связей M. Вне поверхности связей множители Лагранжа можно продолжить любым
достаточно гладким образом, поскольку это не влияет на динамику частицы на поверхности
связей. Для определенности, положим

λµ = −J−1
µν [Φν ,H] (6.90)

в некоторой окрестности поверхности связей. Если продолжить множители Лагранжа вне по-
верхность связей каким-либо иным образом, то это изменит только траектории, лежащие вне
поверхности связей, которые нас не интересуют. Множители Лагранжа (6.90) подставляем в
уравнения (6.88) и решаем задачу Коши для координат и импульсов. Тогда, если в началь-
ный момент времени точка фазового пространства находилась на поверхности связей, то она
там и останется при эволюции системы. Это означает, что метод неопределенных множителей
Лагранжа позволяет из вариационного принципа для обобщенного действия (6.87) определить
множители Лагранжа и эволюцию динамических переменных.

Решение (6.90) для множителей Лагранжа означает, что, если связи выполняются в на-
чальный момент времени для некоторой траектории, то множители Лагранжа всегда можно
подобрать таким образом, что связи будут выполнены и во все последующие моменты времени.

Исключим множители Лагранжа (6.90) из уравнений движения (6.88):

q̇i = [qi,H] − [qi,Φµ]J−1
µν [Φν ,H],

ṗi = [pi,H] − [pi,Φ
µ]J−1

µν [Φν ,H].

Эти уравнения можно записать в компактном виде с помощью нового важного понятия, ко-
торое было введено в [57].

Определение. Для любых функций f, g ∈ C1(N) билинейная операция

[f, g]d := [f, g] − [f,Φµ]J−1
µν [Φν , g], (6.91)

называется скобкой Дирака.

Скобка Дирака, очевидно, антисимметрична и билинейна. Кроме того, нетрудно проверить,
что для нее справедливо правило Лейбница и тождества Якоби. Следовательно, скобка Дирака
определяет на фазовом пространстве N новую пуассонову структуру (см. раздел 4.3). Напом-
ним, что на фазовом пространстве уже существует каноническая пуассонова структура для
координат и сопряженных импульсов [f, g]. Скобка Дирака определяет на N вторую пуассо-

нову структуру Дирака, которая обладает рядом замечательных свойств для гамильтоновых
систем со связями II рода.

Сначала заметим, что уравнения движения (6.88) можно записать в компактном виде

q̇i = [qi,H]d, ṗi = [pi,H]d. (6.92)

В эти уравнения не входят явно множители Лагранжа, потому что достаточная информация
о связях содержится в определении скобки Дирака.

Из определения (6.91) следует, что скобка Дирака каждой связи (6.81) с произвольной
функцией F ∈ C1(N) равна нулю:

[F,Φµ]d = 0.

Отсюда вытекает, что диракова пуассонова структура вырождена и все связи второго рода
являются функциями Казимира для скобки Дирака. Покажем, что других функционально
независимых функций Казимира не существует.
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Предложение 6.2.3. На поверхности связей Φ = 0 существует такая система коор-

динат ya , a = 1, . . . , 2(n − m), что выполнены следующие условия:

det [ya, yb]Φ=0 6= 0, [ya,Φµ]Φ=0 = 0.

Доказательство. Поскольку связи функционально независимы, то их можно выбрать
в качестве части координатных функций новой системы координат в некоторой окрестности
поверхности связей. Выберем какие-либо координаты ỹa, a = 1, . . . , 2(n − m), на поверхности
связей. Тогда совокупность функций {ỹa,Φµ} образует систему координат в окрестности по-
верхности связей. В общем случае [ỹa,Φµ] 6= 0. Тогда введем новые координаты на поверхности
связей ya = ỹa + λaµΦ

µ, где λaµ – некоторые функции. На поверхности связей Φ = 0 эти коор-
динаты совпадают со старыми. Выберем неизвестные функции λaµ таким образом, чтобы на
поверхности связей выполнялись уравнения:

[ya,Φµ]Φ=0 = [ỹa,Φµ]Φ=0 + λaν [Φ
ν ,Φµ]Φ=0 = 0.

Это всегда можно сделать, поскольку связи Φµ второго рода. В новой системе координат
структурные функции канонической пуассоновой структуры на поверхности связей примут
вид

J =

(
[ya, yb]Φ=0 0

0 [Φµ,Φν ]Φ=0

)
.

Поскольку каноническая пуассонова структура невырождена, то det [ya, yb]Φ=0 6= 0.

Из только что доказанного предложения следует, что в системе координат {ya,Φµ} струк-
турные функции дираковой пуассоновой структуры примут вид

Jd =

(
[ya, yb]Φ=0 0

0 0

)
,

поскольку [ya, yb]dΦ=0 = [ya, yb]Φ=0. Отсюда следует, что в окрестности связей ранг Jd равен
2(n − m). Таким образом, мы доказали следующее утверждение.

Теорема 6.2.1. Связи второго рода Φµ и только они вместе со всеми их линейными

комбинациями являются функциями Казимира для пуассоновой структуры Дирака (6.91).

Используя скобку Дирака, для каждой связи Φµ можно построить векторное поле с ком-
понентами

Xα
Φµ = [Φµ, xα]d,

где x := (q, p) – координаты на фазовом пространстве N. Согласно предложению 4.3.1 комму-
таторы этих векторных полей равны нулю:

[XΦµ ,XΦν ] = X[Φµ,Φν ]d = 0.

Следовательно, распределение векторных полей {XΦµ}, µ = 1, . . . , 2m, находится в инволю-
ции и согласно теореме Фробениуса определяет интегральные подмногообразия в N. Таким
образом, постоянные значения функций Казимира слоят фазовое пространство N на симплек-
тические сечения, одним из которых является поверхность связей M ⊂ N.

Каноническая пуассонова структура на N не приспособлена для описания систем со свя-
зями, потому что ограничение скобки Пуассона двух функций на поверхность связей нельзя
проводить до вычисления самой скобки:

[
f, g
]
Φ=0

6=
[
fΦ=0, gΦ=0

]
.
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Например, мы сразу приходим к противоречию, если f = Φµ и g = Φν для некоторых µ и
ν. В то же время ограничение скобки Дирака на поверхность связей можно проводить до
вычисления самой скобки: [

f, g
]
d

∣∣
Φ=0

=
[
fΦ=0, gΦ=0

]
d
. (6.93)

Так как поверхность связей является подмногообразием M ⊂ N, то ее можно рассматривать
как вложение M →֒ N. Тогда равенство (6.93) означает, что вложение M →֒ N является пуас-
соновым отображением для скобки Дирака, но не для канонической пуассоновой структуры
на N.

Поскольку скобки Дирака достаточно для описания эволюции всех переменных, то ее ис-
пользование приносит существенные упрощения в описание динамики систем со связями II
рода.

Скобка Дирака (6.91) определена с помощью канонической пуассоновой структуры на фа-
зовом пространстве N. В разделе 6.1.10 было показано, что канонические преобразования со-
храняют вид канонической скобки Пуассона. Поэтому скобка Дирака двух функций также
инвариантна относительно канонических преобразований, т.е. она имеет одинаковый вид в
любых координатах на N, связанных между собой каноническим преобразованием.

В физических приложениях важную роль играет специальная система координат на фа-
зовом пространстве, которая строится с учетом вложения M →֒ N. Ее существование обеспе-
чивается следующим важным утверждением.

Теорема 6.2.2. Пусть задано фазовое пространство N и набор функционально незави-

симых связей второго рода (6.81). Тогда существует такое каноническое преобразование

{qi, pi} 7→ {q∗a, p∗a, Qa, Pa}, a = 1, . . . ,n − m, a = 1, . . . ,m,

что набор связей Φ = 0 эквивалентен связям

Q = 0, P = 0.

При этом координаты q∗, p∗ являются канонически сопряженными координатами и им-

пульсами на поверхности связей M ⊂ N.

Доказательство. Поскольку связи Φµ являются связями второго рода, то согласно тео-
реме Дарбу существуют такие координаты Qa, Pa, что [Qa, Pb] = δa

b
и уравнения Φ = 0 эквива-

лентны уравнениям Q = 0, P = 0. После этого из теоремы Дарбу 4.5.3 следует существование
системы координат q∗a, p∗a, Q

a, Pa. Поскольку скобка Пуассона в новых координатах имеет ка-
нонический вид, то преобразование координат является каноническим.

Эта теорема локальна. Если найдены координаты q∗, p∗, Q, P в явном виде, то ограничение
функций на поверхность связей особенно просто: нужно просто положить Q = 0 и P = 0. В
частности,

He|Φ=0 = H|Q=0, P=0.

Поскольку
[q∗, Q] = 0, [q∗, P ] = 0 и [p∗, Q] = 0, [p∗, P ] = 0,

то уравнения движения (6.92) в новой системе координат примут вид

q̇∗ = [q∗,Hph], ṗ∗ = [p∗,Hph]

Q̇a = 0, Ṗa = 0,

где
Hph(q

∗, p∗) = He|Φ=0 = H(q∗, p∗, Q, P )|Q=0, P=0.
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Мы видим, что динамика системы n частиц, на которую наложено 2m связей второго рода
свелась к обычной динамике системы из n − m частиц, на которую уже не наложено ника-
ких связей. По этой причине мы говорим, что система имеет n − m физических степеней

свободы q∗, p∗. Координаты Q,P описывают нефизические степени свободы, поскольку опре-
деляют связи. Динамика физических степеней свободы задается эффективным (физическим)
гамильтонианом Hph, зависящим только от физических координат и импульсов. Координаты
на поверхности связей определены неоднозначно. Например, на M всегда можно совершить
каноническое преобразование. Однако размерность поверхности связей (удвоенное число фи-
зических степеней свободы) фиксирована и всегда равна 2(n − m). Мы говорим, что система
n частиц с 2m связями II рода описывает n− m физических степеней свободы.

Замечание. На практике найти в явном виде координаты q∗, p∗ для физических степе-
ней свободы удается только в простейших случаях. Кроме того, в теории поля связи часто
представляют собой дифференциальные уравнения по пространственным координатам. В этих
случаях переход к координатам q∗, p∗ задается нелокальными выражениями, как, например,
в свободной электродинамике (см. раздел 9.3.3). Поэтому, вычисления обычно проводят в ис-
ходных координатах qi, pi, используя теорему 6.2.2 для доказательства общих утверждений.

Таким образом, если на фазовом пространстве N с канонической пуассоновой структу-
рой задана система связей {Φµ} второго рода, то она определяет некоторое подмногообра-
зие M ⊂ N, на котором естественным образом определена каноническая пуассонова структу-
ра. Посмотрим на эту задачу с обратной точки зрения. Пусть задано вложение M →֒ N, и
мы знаем, что подмногообразие M является фазовым пространством некоторой механической
системы с канонической пуассоновой структурой. Возникает естественный вопрос может ли
пространство-мишень также быть фазовым пространством? Ниже мы покажем, что ответ на
этот вопрос положительный.

Пусть задано вложение

ϕ : M →֒ N, dim M = 2(n − m), dim N = 2n, m < n,

фазового пространства M с канонической пуассоновой структурой. Тогда в окрестности каж-
дой точки M существует такая система координат ya, a = 1, . . . , 2(n−m), в которой пуассонова
структура имеет канонический вид

[ya, yb] = ̟−1ab.

Эта пуассонова структура определяет пуассонову структуру на образе ϕ(M) с помощью диф-
ференциала отображения ϕ∗. В дальнейшем образ отображения вложения мы отождествим с
самим многообразием, т.е. положим M = ϕ(M) ⊂ N. Если xα, α = 1, . . . , 2n, – система коор-
динат на N, то индуцированная пуассонова структура на M в координатах xα ∈ N задается
антисимметричной матрицей

Jαβ = ̟−1ab∂ax
α∂bx

β, (6.94)

где функции xα(y) описывают вложение. Из свойств произведения матриц следует, что ранг
этой пуассоновой структуры равен 2(n − m), и поэтому она всегда вырождена. Следователь-
но, для индуцированной на N пуассоновой структуры существует 2m независимых функций
Казимира cµ, µ = 1, . . . 2m. Выберем координаты в окрестности M ⊂ N следующим образом

{xα} = {ya, cµ}.

Тогда подмногообразие M задается постоянными значениями функций Казимира cµ = const.
Отсюда следует, что уравнения cµ = const эквивалентны исходной системе связей (6.81).
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Проведенное построение показывает, что на фазовом пространстве N существует такая
система координат, в которой индуцированная пуассонова структура имеет вид

Jαβ =

(
̟−1ab 0

0 0

)
.

Тем самым можно отождествить индуцированную пуассонову структуру с дираковой пуассо-
новой структурой, а функции Казимира cµ со связями Φµ.

Ранее скобка Дирака была определена через каноническую пуассонову структуру на ис-
ходном многообразии N с помощью связей. В обратную сторону однозначного рецепта опре-
деления невырожденной пуассоновой структуры на N не существует, поскольку ранг инду-
цированной пуассоновой структуры 2(n − m) меньше размерности многообразия dim N = 2n.
Здесь существует много возможностей. Например, можно просто положить Jαβ = ̟−1αβ в
координатах {ya, cµ}. Тогда получим каноническую пуассонову структуру на N.

6.2.3. Гамильтонова динамика частиц со связями I рода. Пусть действие для n
точечных частиц в фазовом пространстве N имеет обычный вид (6.7). Будем искать реше-
ние канонических уравнений движения (6.24) при наличии m < n связей на канонические
переменные:

Ga(q, p) = 0, a = 1, . . . ,m < n. (6.95)

Другими словами, будем считать, что частицы не могут покинуть (2n − m)-мерное подмно-
гообразие фазового пространства U ⊂ N (поверхность связей), определенного уравнениями
(6.95). Из дальнейшего рассмотрения будет ясно, почему мы выбрали число связей первого
рода в два раза меньшим числа связей второго рода и почему индекс у связей первого рода
пишется внизу.

Предположим, что связи являются достаточно гладкими функциями и функционально
независимы на поверхности связей (6.95), т.е. ранг матрицы ∂Ga/∂x

α, где x := (q1, . . . , qn,
p1, . . . , pn) – координаты фазового пространства, максимален и равен m. Будем считать, что
рассматриваемая гамильтонова система со связями находится в инволюции:

[Ga, Gb] = fab

cGc ≈ 0, (6.96)

[Ga,H] = va
bGb ≈ 0, (6.97)

где fab

c(q, p) = −fbac(q, p) и va
b(q, p) – некоторые функции от точки фазового пространства

(q, p) ∈ N. Волнистый знак равенства ≈ обозначает, что данная функция обращается в нуль
на поверхности связей:

f ≈ 0 ⇔ f |G=0 = 0.

При этом говорят, что скобки Пуассона связей между собой и с гамильтонианом слабо равны

нулю.
Для выполнения равенств (6.96) необходимо, чтобы количество связей не превосходило

половины размерности фазового пространства m 6 n, что мы потребовали с самого начала
(6.95). Действительно, при преобразованиях координат фазового пространства каноническая
пуассонова структура не может вырождаться. В силу функциональной независимости функ-
ций Ga их можно выбрать в качестве части новых координат. Если m > n, то пуассонова
структура была бы вырожденной, что невозможно для фазового пространства.

Определение. Связи (6.95), наложенные на канонические переменные механической си-
стемы с гамильтонианом H(q, p), которые удовлетворяют условиям (6.96), (6.97), называются
связями I рода.
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Мы предполагаем, что все связи I рода учтены в системе уравнений (6.95), т.е. для за-
данной гамильтоновой системы не существует большего числа функционально независимых
соотношений между каноническими переменными, для которых выполнены условия (6.96) и
(6.97).

Скобки Пуассона (6.96) по виду напоминают коммутатор базисных векторных полей в ал-
гебре Ли. Однако в рассматриваемом случае допускается нетривиальная зависимость струк-

турных функций от точки фазового пространства: fab

c = fab

c(q, p).
Напомним, что связи определены неоднозначно. А именно, невырожденные линейные ком-

бинации связей определяют ту же поверхность связей. Это приведет к изменению структурных
функций fab

c и vab, что важно при решении уравнений движения.
Функции fab

c и va
b не могут быть произвольными. По определению, скобки Пуассона

удовлетворяют тождеству Якоби. Рассмотрев скобки Пуассона
[
[Ga, Gb], Gc

]
и
[
[Ga, Gb],H

]
и

их циклические перестановки, получим ограничения на структурные функции:

fab

dfdc

e + fbc
dfda

e + fca
dfdb

e + [fab

e, Gc] + [fbc
e, Ga] + [fca

e, Gb] = 0, (6.98)

fab

dvd
c + vb

dfda

c − va
dfdb

c + [fab

c,H] + [vb
c, Ga] − [va

c, Gb] = 0.

Тождество Якоби для двойной скобки Пуассона
[
[Ga,H],H

]
удовлетворяются автоматически

в силу уравнения (6.97).
Если структурные функции постоянны, fab

c = const, то множество всех линейных комби-
наций aaGa, aa ∈ R, образует алгебру Ли с базисом Ga. Тогда уравнение (6.96) задает комму-
татор базисных векторов, а соотношение (6.98) сводится к тождеству Якоби для структурных
констант.

Предложение 6.2.4. Для того чтобы фазовые траектории для гамильтониана H , про-

ходящие через произвольную точку на поверхности связей, целиком лежали на этой поверх-

ности необходимо и достаточно, чтобы были выполнены условия (6.97).

Доказательство. Совпадает с доказательством предложения 6.2.2. Достаточно только
заметить, что

Ġa = [Ga,H] ≈ 0, (6.99)

и воспользоваться предложением 6.2.1.

С точки зрения вариационного принципа решение канонических уравнений (6.24) при на-
личии связей (6.95) является задачей на условный экстремум. Применим к решению этой
задачи метод неопределенных множителей Лагранжа. С этой целью построим полный (total)
гамильтониан, добавив к исходному гамильтониану линейную комбинацию связей первого
рода,

Ht = H + λaGa, (6.100)

где λa = λa(q, p, t) – неопределенные множители Лагранжа. Соответствующее действие, кото-
рое мы назовем полным, имеет вид

St =

∫ t2

t1

dt(pq̇ −H − λaGa).

Из него вытекают уравнения Эйлера–Лагранжа:

δSt

δpi
= q̇i − ∂H

∂pi
− λa

∂Ga

∂pi
= 0,

δSt

δqi
= −ṗi −

∂H

∂qi
− λa

∂Ga

∂qi
= 0,

(6.101)
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δSt

δλa
= −Ga = 0, (6.102)

где в правых частях уравнений движения (6.101) мы отбросили слагаемые, пропорциональные
связям. При варьировании действия мы считаем вариации координат на границе равными
нулю, δq(t1,2) = 0, а вариации импульсов и множителей Лагранжа могут быть произвольны.

Предложение 6.2.5. Для того чтобы фазовые траектории для полного действия St ,
проходящие через произвольную точку на поверхности связей, целиком лежали на этой

поверхности достаточно, чтобы были выполнены условия (6.96) и (6.97).

Доказательство. Повторяет доказательство предложения 6.2.2. Достаточно заметить,
что

Ġa = [Ga,H] + λb[Ga, Gb] ≈ 0.

Уравнения движения для систем со связями первого рода (6.101) существенно отличаются
от уравнений для систем со связями второго рода. Дело в том, что они не позволяют опре-
делить ни одного множителя Лагранжа. Это связано с тем, что уравнения (6.89), из которых
находились множители Лагранжа для связей второго рода, в рассматриваемом случае (6.99)
на поверхности связей вовсе не содержат множителей Лагранжа. Тем самым любое решение
уравнений движения для систем со связями первого рода содержит произвольные функции
λa(q, p, t), число которых совпадает с числом связей. Причиной функционального произвола
в решении уравнений движения является калибровочная инвариантность.

Теорема 6.2.3. Полное действие St инвариантно относительно локальных инфините-

зимальных преобразований, генерируемых каждой связью первого рода:

δqi = ǫa[qi, Ga] = ǫa
∂Ga

∂pi
,

δpi = ǫa[pi, Ga] = −ǫa ∂Ga

∂qi
,

δλa = ǫ̇a + ǫbvb
a + ǫbλcfbc

a,

(6.103)

где ǫa = ǫa(q, p, t) – малый параметр преобразований и ǫ̇ := ∂ǫ/∂t. Параметр преобразований

может быть произвольной функцией координат, импульсов и времени с нулевыми гранич-

ными условиями ǫa(t1,2) = 0 для всех q и p.

Доказательство. Вариация действия имеет вид

δSt =

∫
dt

(
−ǫa∂Ga

∂qi
q̇i − ṗiǫ

a
∂Ga

∂pi
+ ǫa[Ga,H] + ǫaλb[Ga, Gb] − δλaGa

)
.

Подставляя сюда вариацию множителей Лагранжа и интегрируя слагаемое ǫ̇aGa по частям с
учетом уравнений (6.96) и (6.97), получаем δSt = 0. Условия на параметры калибровочных
преобразований ǫa(t1,2) = 0 достаточны для того, чтобы интегрирование слагаемого ǫ̇aGa по
частям было возможно.

Согласно второй теореме Нётер локальная инвариантность приводит к линейной зависи-
мости уравнений движения:

δSt

δq

∂Ga

∂p
− δSt

δp

∂Ga

∂q
− ∂

∂t

(
δSt

δλa

)
+
δSt

δλb
(va

b + λcfac

b) = 0, (6.104)



162 6. Канонический формализм

в чем нетрудно убедиться и прямой проверкой. В этом случае для любого решения системы
уравнений (6.101) будет автоматически выполнено уравнение

Ġa = (va
b + λcfac

b)Gb.

Для этой системы уравнений точка G = 0 является неподвижной. Поэтому, если в началь-
ный момент времени фазовая траектория находится на поверхности связей, то для любого
решения системы уравнений (6.101) при любых множителях Лагранжа λa(q, p, t) связи Ga = 0
будут автоматически удовлетворены. Это и является причиной возникновения функциональ-
ного произвола в решениях уравнений движения.

Замечание. Преобразования координат фазового пространства q, p (6.103) с малым по-
стоянным параметром ǫ = const являются инфинитезимальной формой канонического преоб-
разования, описанного в примере 6.1.19,

qi(t) 7→ qi(t, ǫ), pi(t) 7→ pi(t, ǫ),

определяемого уравнениями

∂qi

∂ǫa
= [qi, Ga],

∂pi
∂ǫa

= [pi, Ga].

Определение. Модели, функционал действия которых инвариантен относительно ло-
кальных преобразований, называют калибровочными, а сами преобразования – калибровоч-

ными.

Замечание. Это название пришло из физики, где все калибровочные модели, в частности,
электродинамика и поля Янга–Миллса обладают этим свойством.

Тем самым мы доказали, что каждой связи первого рода соответствует локальная инвари-
антность полного действия, а сама связь является генератором калибровочных преобразова-
ний. По аналогии с генераторами групп Ли мы пишем индексы у связей первого рода внизу.

Проанализируем уравнения движения подробнее. Поскольку среди 2n + m уравнений
Эйлера–Лагранжа (6.101) и (6.102) только 2n являются независимыми, то в отличии от за-
дачи на условный экстремум, рассмотренной в разделе 5.1, этих уравнений недостаточно для
определения всех неизвестных функций q(t), p(t) и λ(t). Допустим, что систему уравнений
(6.101) можно решить относительно канонических переменных, для которых поставлена зада-
ча Коши: q(t1) = q1, p(t1) = p1. Тогда решение этой задачи будет зависеть от m произвольных
функций времени, которыми являются множители Лагранжа, и 2n постоянных интегриро-
вания. Все постоянные интегрирования определяются начальными данными. В этом случае
через одну точку фазового пространства проходит множество фазовых траекторий, которые
параметризуется множителями Лагранжа.

С физической точки зрения это означает следующее. Пусть некоторое физическое явле-
ние описывается калибровочной моделью. Тогда начальное состояние системы не определяет
однозначно последующую эволюцию, что противоречит экспериментальным данным (детер-
минизм), если не принимать во внимание квантовомеханическую неопределенность. Тем не
менее калибровочные модели в настоящее время широко используются в теоретической физи-
ке: классическим примером служит электродинамика.

Выход из этого противоречия прост. Для калибровочных моделей вводится постулат: все
физические наблюдаемые калибровочно инвариантны, т.е. не зависят от произвольных функ-
ций, которые могут содержаться в решении уравнений движения. Отсюда следует, что физи-
ческие наблюдаемые описываются функциями f ∈ Ck(N) на фазовом пространстве N, которые
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являются калибровочно инвариантными. А именно, мы требуем, чтобы скобка Пуассона каж-
дой наблюдаемой функции со связями обращалась в нуль на поверхности связей:

[f,Ga] = da
bGb ≈ 0, (6.105)

где da
b(q, p) – некоторые достаточно гладкие функции канонических переменных. Тогда в

уравнении движения для калибровочно инвариантной функции

ḟ = [f,H] + λa[f,Ga] ≈ [f,H],

все слагаемые с множителями Лагранжа обратятся в нуль на поверхности связей и, следова-
тельно, на поверхности связей никакого произвола в эволюции калибровочно инвариантной
функции нет.

Проведенное рассмотрение требует комментария, потому что каждой физической наблюда-
емой соответствует не одна, а целый класс калибровочно инвариантных функций. Поскольку
мы рассматриваем динамику частиц на поверхности связей (6.95), то физические наблюдае-
мые определяются значениями калибровочно инвариантных функций на поверхности связей.
Пусть две калибровочно инвариантные функции f1 и f2 совпадают на поверхности связей U.
Тогда они могут отличаться только на линейную комбинацию связей:

f2 = f1 + µaGa, (6.106)

где µa(q, p) – некоторые достаточно гладкие функции. Следовательно, все множество калиб-
ровочно инвариантных функций разбивается на классы эквивалентности (6.106). При этом
каждый класс эквивалентности соответствует одной физической наблюдаемой.

Другими словами, калибровочно инвариантная функция задается на поверхности связей
U ⊂ N, а затем продолжается на все фазовое пространство в значительной степени произволь-
ным образом. Степень произвола описывается произвольными функциями µa(q, p). При этом
физические наблюдаемые не зависят от способа продолжения.

Оценим произвол, с которым калибровочно инвариантная функция может быть задана на
поверхности связей U ⊂ N. Условие калибровочной инвариантности (6.105) представляет собой
систему m дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка, которую
можно переписать в виде

XGa
f = 0,

где XGa
– векторное поле, соответствующее связи Ga (4.27). Для этой системы уравнений

условиями совместности являются уравнения (6.96). Действительно,

[XGa
,XGb

]f = X[Ga,Gb]f = fab

cXGc
f = 0,

где мы воспользовались равенством (4.28). Поэтому функция f однозначно определяется на-
чальными данными на некотором собственном подмногообразии M ⊂ U ⊂ N размерности
2n−m−m = 2(n−m) и существенно зависит только от части координат на U. Подмногообра-
зие M можно задать с помощью m дополнительных функционально независимых соотношений
между координатами и импульсами:

F a(q, p) = 0, (6.107)

которые называются калибровочными условиями. Эти условия должны удовлетворять нера-
венству

det [F a, Gb]
∣∣∣
F=0, G=0

6= 0, (6.108)
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так как только в этом случае на M можно задать начальные данные для системы уравнений
(6.105). Условия (6.107) при выполнении (6.108) называются канонической калибровкой. Для
точечных частиц отличие от нуля определителя (6.108) является необходимым и достаточным
условием однозначного определения множителей Лагранжа в полном гамильтониане (6.100).
В общем случае функции F a, определяющие калибровочные условия, могут зависеть также
от времени и множителей Лагранжа λa.

После фиксирования канонической калибровки на рассматриваемую гамильтонову систему
будет наложено 2m связей (6.95) и (6.107). Введем для полной совокупности связей и калиб-
ровочных условий следующее обозначение

{Φµ} = (F 1, . . . , Fm, G1, . . . , Gm), µ = 1, . . . , 2m. (6.109)

Очевидно, что

det [Φµ,Φν ]Φ=0 = det

(
[F a, F b] [F a, Gb]
[Ga, F

b] [Ga, Gb]

)

Φ=0

= det2[F a, Gb]Φ=0, (6.110)

так как [Ga, Gb] ≈ 0. Поскольку определитель скобок Пуассона для канонических калибро-
вочных условий со связями первого рода по построению отличен от нуля (6.108), то полная
совокупность связей Φµ представляет собой систему связей второго рода, рассмотренную в
предыдущем разделе. Таким образом, калибровочные модели в канонической калибровке све-
дены к гамильтоновым системам со связями второго рода, для которых метод множителей
Лагранжа применим в полном объеме. Заметим, что значение скобок Пуассона для канониче-
ских калибровочных условий между собой [F a, F b] несущественно.

После наложения калибровочных условий возникает обобщенное действие

Se =

∫
dt(piq̇

i −H − λaGa − πaF
a) =

∫
dt(piq̇

i −H − λµΦ
µ),

которое совпадает с выражением (6.87) для систем со связями II рода.
Каноническая калибровка выделяет в фазовом пространстве N единственную траекторию,

проходящую через данную точку физического подпространства M. Это происходит благодаря
тому, что каноническая калибровка однозначно определяет множители Лагранжа на поверх-
ности связей Φ = 0. Верно также обратное утверждение: произвольный выбор множителей
Лагранжа эквивалентен некоторой канонической калибровке. Действительно, при фиксиро-
ванных множителях Лагранжа граничная задача для уравнений (6.101) имеет единственное
решение x(t) = {q(t), p(t)}. Перепишем для данного решения уравнения (6.101), но теперь
уже с неопределенными множителями Лагранжа. В результате получим переопределенную,
но совместную систему 2n линейных алгебраических уравнений на m множителей Лагранжа.
Тогда соответствующие соотношения xa = xa(t) можно принять в качестве канонических ка-
либровочных условий. Это следует из того, что, поскольку условия F a = xa−xa(t) позволяют
однозначно определить множители Лагранжа, то условие (6.108) выполнено. Напомним, что
это условие является необходимым и достаточным для однозначного определения множите-
лей Лагранжа λa на поверхности связей, как следует из анализа, проведенного в предыдущем
разделе, и (6.110).

Замечание. В приложениях часто рассматриваются неканонические калибровки. Напри-
мер, лоренцева или временна́я калибровки в электродинамике не являются каноническими.
Они не фиксируют калибровочную свободу полностью, и это создает определенные трудно-
сти, например, при квантовании. В электродинамике неканонические калибровочные условия
можно использовать, так как уравнения движения линейны и их можно проанализировать. В
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общем случае существенно нелинейных моделей формализм для неканонических калибровок
не развит и мы на них останавливаться не будем.

Таким образом, динамика частиц со связями I рода в канонических калибровках сводится
к гамильтоновым моделям со связями II рода. Это сведение не является однозначным, так
как от калибровочных условий требуется выполнение только неравенств (6.108). Выбор той
или иной системы калибровочных условий диктуется рассматриваемой задачей и соображени-
ями простоты. Как правило, исследование калибровочных моделей проводится в различных
калибровках, каждая из которых имеет свои преимущества и недостатки.

6.2.4. Калибровочная модель нерелятивистской частицы. В настоящем разделе
мы рассмотрим динамику точечной частицы с точки зрения калибровочных моделей и пока-
жем трудности в определении энергии, которые при этом возникают.

Рассмотрим движение точечной частицы в фазовом пространстве T∗(Rn) с координатами
q∗ = {q∗a} и p∗ = {p∗a}, где a = 1, . . . ,n. Пусть динамика частицы задана гамильтонианом
H∗(q∗, p∗), не зависящим явно от времени. Действие такой частицы имеет обычный вид

S =

∫ t2

t1

dt(q̇∗ap∗a −H∗), (6.111)

где точка обозначает дифференцирование по времени t. Будем считать, что все координа-
ты имеют фиксированные значения на границе t = t1,2. Для каждой траектории частицы
q∗(t), p∗(t), которая определяется каноническими уравнениями движения

q̇∗ =
∂H∗

∂p∗
, ṗ∗ = −∂H

∗

∂q∗
,

где мы, для краткости, опустили индексы, выполнено равенство Ḣ∗ = 0. Это значит, что на
каждой траектории гамильтониан имеет постоянное численное значение, которое называется
энергией точечной частицы.

Переформулируем модель точечной частицы как калибровочную. С этой целью расширим
фазовое пространство T∗(Rn) → T∗(Rn+1) путем введения дополнительной пары сопряженных
канонических переменных Q,P , и рассмотрим новое действие

St =

∫ τ2

τ1

dτ(Q̇P + q̇∗p∗ − λG), G := −Q+H∗, (6.112)

где λ – множитель Лагранжа, а точка обозначает дифференцирование по некоторому пара-
метру τ , играющему роль времени. Уравнения движения для этой модели имеют вид

Q̇ = 0, (6.113)

Ṗ = λ, (6.114)

q̇∗ = λ
∂H∗

∂p∗
, (6.115)

ṗ∗ = −λ∂H
∗

∂q∗
, (6.116)

G = 0. (6.117)

Последнее уравнение представляет собой уравнение связи. Эта связь, очевидно, является свя-
зью первого рода, которая определяет гамильтониан системы.
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Согласно общей теории действие (6.112) инвариантно относительно инфинитезимальных
калибровочных преобразований с параметром ǫ(τ), генерируемых связью G,

δQ = ǫ[Q,G] = 0,

δP = ǫ[P,G] = ǫ,

δq∗ = ǫ[q∗, G] = ǫ
∂H∗

∂p∗
,

δp∗ = ǫ[p∗, G] = −ǫ∂H
∗

∂q∗
.

(6.118)

При этом множитель Лагранжа преобразуется по правилу

δλ = ǫ̇. (6.119)

Для того чтобы вариации δq∗ на границе были равны нулю, необходимо предположить, что
ǫ(τ1,2) = 0. Вариация множителя Лагранжа на границе несущественна, так как он входит
в действие без производных. Отметим, что эволюцию во времени канонических переменных
можно рассматривать как калибровочное преобразование с параметром ǫ = λdτ .

Приведенные выше калибровочные преобразования представляют собой бесконечно малые
преобразования, соответствующие инвариантности действия (6.112) относительно перепара-
метризации времени. При произвольном преобразовании временно́го параметра τ ′ = τ ′(τ) мы
постулируем, что координаты фазового пространства преобразуются как скаляры:

Q′(τ ′) = Q(τ), P ′(τ ′) = P (τ)

(такие же формулы преобразования постулируются для q∗ и p∗). При этом множитель Лагран-
жа преобразуется как 1-форма:

λ′(τ ′) =
dτ

dτ ′
λ(τ).

Нетрудно проверить, что действие (6.112) инвариантно относительно произвольной перепа-
раметризации времени τ . Это и есть калибровочная инвариантность. При бесконечно малом
преобразовании τ ′ = τ + u(τ) для вариаций формы функций имеем следующие формулы:

δQ = −uQ̇ = 0,

δP = −uṖ = −uλ,

δq∗ = −uq̇∗ = −uλ∂H
∗

∂p∗
,

δp∗ = −uṗ∗ = uλ
∂H∗

∂q∗
,

δλ = −uλ̇− u̇λ = − d

dτ
(uλ),

(6.120)

где в первых четырех уравнениях были использованы уравнения движения. Полученные пре-
образования совпадают с инфинитезимальными калибровочными преобразованиями (6.118),
(6.119) при ǫ = −uλ.

Таким образом, мы показали, что действие (6.112) инвариантно относительно произвольной
перепараметризации времени. В модели имеется одна связь первого рода, и для фиксирова-
ния соответствующего произвола в решениях уравнений движения необходимо наложить одно
калибровочное условие. Поскольку множитель Лагранжа λ является произвольной функцией
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времени, то из уравнения движения (6.114) следует, что импульс P также произволен. Что-
бы устранить этот произвол, зафиксируем калибровку, наложив каноническое калибровочное
условие

F1 = P − const = 0.

Тогда из уравнений движения определяется множитель Лагранжа λ = 0. При этом для дей-
ствия получаем следующее выражение

St

∣∣
F1=0, G=0

=

∫
dτ q̇∗p∗.

Это значит, что в выбранной калибровке мы получили “замороженную” теорию, в которой не
происходит никакой эволюции. При этом вся эволюция заменяется калибровочным преобра-
зованием.

Можно рассмотреть класс калибровок, явно зависящих от времени. Пусть калибровочное
условие имеет вид

F2 = P − τ = 0.

В этом случае из уравнений движения следует λ = 1, и эффективный гамильтониан для
физических степеней свободы становится нетривиальным. Поскольку

Q̇P =
d

dτ
(QP ) −QṖ ,

и
QṖ |F2=0,G=0 = H∗(q∗, p∗),

то эффективное действие для физических степеней свободы равно

St

∣∣
F2=0,G=0

=

∫
dτ(q̇∗p∗ −H∗),

что совпадает с исходным действием (6.111) для точечной частицы. Мы видим, что в калибров-
ке F2 = 0 нетривиальный эффективный гамильтониан возникает из кинетического слагаемого
Q̇P для нефизической степени свободы.

Можно рассмотреть более общий класс калибровок

F3 = P − f(τ) = 0,

где f(τ) – произвольная функция времени с положительной производной, ḟ > 0. Для этой
калибровки λ = ḟ , и полное действие принимает вид

St|F3=0,G=0 =

∫
dτ(q̇∗p∗ − ḟH∗).

После перепараметризации траектории dt := dτ ḟ , мы возвращаемся к исходному действию
для точечной частицы (6.111).

Таким образом, действие (6.112) калибровочно инвариантно и после наложения калибро-
вочного условия (из достаточно широкого класса калибровок) эквивалентно обычному дей-
ствию для точечной частицы. В рассмотренном примере нефизическую степень свободы уда-
лось в явном виде исключить из теории после решения связи и калибровочного условия. В
подавляющем большинстве моделей математической физики это сделать не удается. Даже в
электродинамике связи и калибровочные условия нельзя решить в явном виде. Ситуация в
моделях Янга–Миллса и гравитации еще более сложная. Поэтому для проведения вычислений
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в калибровочных моделях используют методы, учитывающие как физические, так и нефизи-
ческие степени свободы.

А теперь обратимся к вопросу об определении энергии в калибровочно инвариантных тео-
риях. Во многих моделях математической физики исходное действие в гамильтоновой форме
имеет вид (6.112). В таком виде гамильтониан системы при выполнении уравнений движения
тождественно равен нулю, и принимать его за энергию системы не имеет никакого смысла. В
рассмотренной модели за энергию частицы естественно принять численное значение гамильто-
нианаH∗ для физических степеней свободы. Для того чтобы его построить, исходя из действия
(6.112), необходимо сначала зафиксировать калибровку, зависящую явно от времени, а затем
решить уравнения движения для нефизических степеней свободы и связь. При этом, выбирая
различные функции времени в калибровочном условии F3 = 0, можно получить, что множи-
тель Лагранжа и, следовательно, эффективный гамильтониан будут явно зависеть от времени.
Для простоты картины, следует выбрать такую функцию времени, чтобы эта зависимость ис-
чезла. Если это возможно, то построенный таким образом гамильтониан следует принять за
определение энергии, а соответствующий ему временно́й параметр назвать временем τ = t.

6.2.5. Частица в псевдоримановом пространстве. Рассмотрим точечную частицу
постоянной массы m > 0, которая движется в произвольном псевдоримановом пространстве
(M, g) размерности n, на котором задана достаточно гладкая метрика лоренцевой сигнатуры.
Пусть xα, α = 0, 1, . . . , n− 1, – локальная система координат в некоторой окрестности U ⊂ M.
Будем считать, что координаты выбраны таким образом, что x0 является временно́й коорди-
натой, т.е. g00 > 0, и все сечения x0 = const пространственноподобны, т.е. пространственная
часть метрики gµν , µ, ν = 1, . . . , n− 1 отрицательно определена или N2 > 0, где N – функция
хода в АДМ параметризации метрики (см. раздел 8.2).

Поскольку на многообразии задана метрика лоренцевой сигнатуры, то в каждой точке
заданы световые конусы прошлого и будущего. Будем считать, что на M выбрана ориентация
во времени, т.е. световые конусы будущего непрерывно зависят от точки многообразия.

Рассмотрим времениподобную кривую γ = q(t), t ∈ [t0, t1] ⊂ R, соединяющую две причинно
связанные точки выбранной координатной окрестности q(t0), q(t1) ∈ U и целиком лежащую в
U. Действие для точечной частицы, по определению, пропорционально длине траектории (3.23)
и имеет вид

S =

∫

γ
dtL(q, q̇) := −m

∫

γ
dt
√
gαβ q̇αq̇β. (6.121)

Поскольку траектория частицы предполагается времениподобной, т.е.

q̇2 := gαβ q̇
αq̇β > 0,

то подынтегральное выражение определено. В рассматриваемом действии метрика gαβ
(
q(t)

)

является внешним заданным полем и по ней варьирование не производится пока не включено
взаимодействие с гравитационным полем, т.е. не добавлено, например, действие Гильберта–
Эйнштейна.

Обозначения выбраны таким образом, чтобы производная, например, от метрики вдоль
траектории частицы записывалась в виде

ġαβ :=
dgαβ
dt

= q̇α
∂gαβ
∂xα

∣∣∣∣
x=q

,

что следует из правила дифференцирования сложной функции.
Рассмотрим случай как положительных функций хода N > 0, так и отрицательных N < 0.

Если в некоторой области функция хода меняет знак, то из непрерывности следует, что она
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где то обращается в нуль. В таких точках метрика становится вырожденной, и этот вопрос
требует отдельного рассмотрения. Пока же предположим, что в области U функция хода либо
положительна, либо отрицательна.

Мы рассматриваем оба возможных случая знака производных q̇0 > 0 и q̇0 < 0. В дальней-
шем мы увидим, что в случае q̇0 < 0 действие (6.121) описывает античастицу, т.е. частицу той
же массы m, но противоположного электрического заряда.

Следуя общим правилам, построим гамильтонов формализм для точечной массивной ча-
стицы, описываемой действием (6.121). Обобщенные импульсы, сопряженные координатам то-
чечной частицы qα имеют вид

pα :=
∂L

∂q̇α
= −mgαβ q̇

β

√
q̇2

. (6.122)

Отсюда следует, что импульсы удовлетворяют соотношению

p2 := gαβ(q)pαpβ = m2, (6.123)

которое должно быть выполнено для всех траекторий, вдоль которых частица может двигать-
ся. Поэтому соотношение

G̃ := p2 −m2 = 0 (6.124)

является первичной связью для точечной частицы.

Пример 6.2.2. В пространстве Минковского связь (6.124) зависит только от импульсов:

p2
0 + ηµνpµpν −m2 = 0,

где ηµν = diag (− . . .−), и выделяет в фазовом пространстве (q, p) ∈ T∗(R1,n−1) двуполост-
ный гиперболоид в кокасательном пространстве, умноженный на пространство Минковского
R1,n−1, которое соответствует координатам q. Поверхность связей является несвязным под-
многообразием в фазовом пространстве T∗(R1,n−1) и состоит из двух компонент связности,
определяемых неравенствами p0 > 0 и p0 < 0. Топологически поверхность связей в произволь-
ном псевдоримановом многообразии устроена также.

Используя АДМ параметризацию метрики (см. раздел 8.2), связь (6.124) перепишем в виде
произведения двух сомножителей:

p2 −m2 =

[
1

N
(p0 −Nµpµ) +

√
p̂2 +m2

] [
1

N
(p0 −Nµpµ) −

√
p̂2 +m2

]
= 0, (6.125)

где введено обозначение p̂2 := −ĝµνpµpν > 0 для положительно определенного квадрата про-
странственных компонент импульса частицы. Напомним, что индексы из середины греческого
алфавита пробегают только пространственные значения: µ, ν, . . . = 1, . . . , n−1 и ĝµν – матрица,
обратная к gµν . В дальнейшем для подъема пространственных индексов всегда используется
обратная метрика ĝµν .

Равенство нулю одного из сомножителей выделяет в фазовом пространстве одну полу “ги-
перболоида”. То, на какой именно поле́ “гиперболоида” находится частица, определяется на-
чальными данными. Если в начальный момент времени частица находилась, скажем, на поле́,
определяемой первым сомножителем в (6.125), то из непрерывности следует, что она на ней и
останется в процессе эволюции.

Из определения импульсов (6.122) следует равенство

p0 −Nµpµ = −mN
2

√
q̇2
q̇0. (6.126)
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Мы видим, что знак производной q̇0 всегда противоположен знаку функции p0−Nµpµ. Поэто-
му, если q̇0N > 0, то в нуль обращается первый сомножитель в формуле (6.125). В противном
случае, q̇0N < 0, равен нулю второй сомножитель. Следовательно, связь (6.124) эквивалентна
связи

G :=
√
p̂2 +m2 −

∣∣∣∣
p0 −Nµpµ

N

∣∣∣∣ = 0, (6.127)

где мы использовали знак модуля, чтобы объединить оба случая. В таком виде первичная
связь будет удобна для дальнейших вычислений.

Мы предполагаем, что если в начальный момент времени частица находилась на какой то
одной поле́ гиперболоида, то в процессе движения она на ней и останется. В противном случае
траектория в фазовом пространстве не будет непрерывной. Это означает, что если в некоторой
области пространства-времени функция хода меняет знак, то с точки зрения внешнего наблю-
дателя частица будет восприниматься как частица в области N > 0 и античастица в области
N < 0, так как q̇0 меняет знак.

Перейдем к вычислению гамильтониана H := pαq̇
α−L. Поскольку в теории есть первичная

связь, то гессиан модели вырожден и из определения обобщенных импульсов (6.122) нельзя
определить все скорости как функции импульсов и координат. Ранг гессиана в рассматрива-
емом случае равен n − 1, что позволяет определить пространственные компоненты скорости.
Чтобы их найти, заметим, что

q̇2 = N2(q̇0)2 + gµν(q̇
µ +Nµq̇0)(q̇ν +Nν q̇0). (6.128)

Далее, из определения импульсов (6.122) следует равенство

pµ
√
q̇2 = −m(Nµq̇

0 + gµν q̇
ν).

Возведение этого равенства в квадрат с помощью метрики ĝµν позволяет найти квадрат про-
странственных компонент скорости:

gµν(q̇
µ +Nµq̇0)(q̇ν +Nν q̇0) = − N2p̂2

p̂2 +m2
(q̇0)2.

Подстановка полученного выражения в формулу (6.128) приводит к равенству

√
q̇2 =

m|q̇0N |√
p̂2 +m2

,

которое позволяет решить выражение для импульсов (6.122) относительно компонент скоро-
сти:

q̇0

|q̇0| = − p0 −Nνpν

|N |
√
p̂2 +m2

, (6.129)

q̇µ

|q̇0| = −N
2ĝµνpν −Nµ(p0 −Nνpν)

|N |
√
p̂2 +m2

, (6.130)

Мы видим, что уравнения (6.122) определяют только знак производной q̇0 и пространственные
компоненты скорости q̇µ. При этом модуль временно́й компоненты скорости |q̇0| является про-
извольной функцией. Позже мы увидим, что она соответствует перепараметризации мировой
линии частицы.

Поскольку мы нашли все n−1 пространственные компоненты скоростей, то это доказывает,
что гессиан модели имеет ранг n− 1, и других первичных связей в теории нет.
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Теперь нетрудно вычислить гамильтониан

H := pq̇ − L = p0q̇
0 + pµq̇

µ +m
√
q̇2 =

=
|q̇0|

|N |
√
p̂2 +m2

[
p0|N |

√
p̂2 +m2 +Nµpµ(p0 −Nνpν) +N2(p̂2 +m2)

]
=

=
|q̇0|

|N |
√
p̂2 +m2

[
−(p0 −Nµpµ)

2 +N2(p̂2 +m2)
]

= − |q̇0N |√
p̂2 +m2

G̃, (6.131)

где мы использовали связь (6.127) во второй строке. Таким образом, гамильтониан определен и
пропорционален первичной связи G̃. Он определен неоднозначно, так как в теории есть связь.

Перепишем гамильтониан в более удобной форме. С этой целью в предпоследнем выраже-
нии (6.131) используем связь (6.127):

H =
|q̇0|

|N |
√
p̂2 +m2

[∣∣(p0 −Nµpµ)N
∣∣√p̂2 +m2 +N2(p̂2 +m2)

]
= |q̇0N |G. (6.132)

Теперь гамильтониан пропорционален связи в форме (6.127).
Действие (6.121) в гамильтоновой форме принимает вид

S =

∫
dt(pαq̇

α −H) =

∫
dt
(
pµq̇

µ − |q̇0N |
√
p̂2 +m2 + q̇0Nµpµ

)
. (6.133)

Отметим сокращение кинетических слагаемых p0q̇
0. Как и исходное действие полученное вы-

ражение не зависит от знака функции хода и параметризационно инвариантно, если перепа-
раметризация не меняет ориентацию кривой.

Действие (6.133) приводит к следующим уравнениям движения для пространственных ко-
ординат и импульсов:

q̇µ = − |q̇0N |√
p̂2 +m2

∣∣∣∣∣
x=q

pµ − q̇0Nµ
∣∣
x=q

, (6.134)

ṗµ = −∂µ
[
|q̇0N |

√
p̂2 +m2 − q̇0Nνpν

]
x=q

= (6.135)

= − |q̇0|
√
p̂2 +m2 ∂µ|N |

∣∣∣
x=q

− |q̇0N |pνpρΓ̂µνρ√
p̂2 +m2

∣∣∣∣∣
x=q

+ q̇0∂µN
νpν
∣∣
x=q

, (6.136)

где Γ̂µνρ – символы Кристоффеля для пространственной метрики gµν и pµ := ĝµνpν . В таком
виде эквивалентность гамильтоновых и лагранжевых уравнений движения совсем не очевидна.
В дальнейшем эквивалентность гамильтоновых и лагранжевых уравнений движения будет
доказана для уравнений, записанных в другой форме.

Поскольку исходное действие инвариантно относительно произвольной перепараметриза-
ции мировой линии частицы (локальные преобразования), то рассматриваемая модель явля-
ется калибровочной. Этому обстоятельству соответствует наличие одной связи первого рода
(6.124). Поэтому частица имеет физические и нефизическую степень свободы. В качестве фи-
зических степеней свободы, для которых можно поставить задачу Коши, выберем простран-
ственные компоненты координат и импульсов qµ, pµ, а нефизической степени свободы – q0, p0.
Посмотрим с этой точки зрения на действие (6.133). Для определенности предположим, что
q̇0N > 0. Тогда действие можно переписать в виде

S =

∫
dt
(
pµġ

µ − q̇0Heff

)
, (6.137)
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где
Heff := N

√
p̂2 +m2 −Nµpµ

– эффективный гамильтониан для физических степеней свободы. При этом уравнения движе-
ния примут вид

q̇µ = q̇0
∂Heff

∂pµ
,

ṗµ = −q̇0∂Heff

∂qµ
.

(6.138)

Легко проверить, что если выполнены уравнения движения и метрика gαβ не зависит от вре-
мени x0 = q0, то энергия сохранятся во времени,

E := Heff = const,

для произвольной функции q0(t). Мы видим, что произвольная функция q0(t) не определяется
уравнениями движения и соответствует свободе в выборе параметра вдоль мировой линии. От
нее всегда можно избавиться, переопределив параметр, что соответствует выбору калибровки.
Таким образом, нефизическая степень свободы убирается из модели путем решения связи
(6.127) относительно временно́й компоненты импульса p0 и наложения калибровочного условия
на произвольную функцию q0(t).

Заметим, что вариационная производная действия (6.133) по q0 имеет вид

δS

δq0
=
dHeff

dt
= q̇µ

∂Heff

∂qµ
+ ṗµ

∂Heff

∂pµ
.

Эта вариационная производная равна нулю на уравнениях движения (6.138). Следовательно,
вариация действия (6.137) по q0 не дает никаких новых уравнений движения.

Если предположить, что допускаются только те перепараметризации, которые сохраняют
ориентацию мировой линии, т.е. q̇0(t) > 0, то отрицательной функции хода будет соответство-
вать эффективный гамильтониан

Heff := −N
√
p̂2 +m2 −Nµpµ.

В любом случае эффективный гамильтониан для физических степеней свободы массивной
точечной частицы положительно определен при Nµ = 0.

В соответствии с общим методом, описанном в разделе 6.2.3, полный гамильтониан на
первом этапе получается путем добавления первичной связи. Так как исходный гамильтониан
уже пропорционален связи, то полный гамильтониан равен

Ht = λG, (6.139)

где λ = λ(t) – неопределенный множитель Лагранжа.
Поскольку скобка Пуассона связи с собой равна нулю,

[G,G] = 0

(она должна быть антисимметрична, что невозможно для одной связи), то вторичных связей
не возникает и связь G = 0 является связью первого рода. Поэтому система находится в
инволюции, т.е. выполнены условия (6.96), (6.97). Отсюда вытекает, что полный гамильтониан
системы (6.100) определяется единственной связью первого рода (6.139).
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Гамильтониан (6.139) приводит к уравнениям движения, которые эквивалентны уравнени-
ям движения для гамильтониана

H̃t = µG̃, (6.140)

где µ = µ(t) – множитель Лагранжа, на поверхности связей, так как связи G̃ иG эквивалентны.
Действительно, связи G и G̃ отличаются на отличный от нуля множитель (для каждой полы
гиперболоида):

G̃ = fG, f(q, p) 6= 0.

Поэтому
q̇α = µ[qα, G̃] = µ[qα, f ]G+ µf [qα, G].

На поверхности связи G = 0, и поэтому первое слагаемое в правой части исчезает. Такой же
вид имеет уравнение для импульсов. Следовательно, замена связи в полном гамильтониане
Ht приводит к переопределению множителя Лагранжа: λ = µf .

В дальнейшем, из соображений удобства, мы будем выбирать тот или иной вид полного
гамильтониана.

Рассмотрим гамильтоновы уравнения движения (6.101) для гамильтониана (6.140)

q̇α = 2µgαβpβ,

ṗα = µpβpγ∂αgβγ
∣∣
x=q

.
(6.141)

Для сравнения полученных уравнений движения с уравнениями для экстремалей (3.24), про-
дифференцируем первое уравнение по времени и воспользуемся вторым уравнением для ис-
ключения ṗ. В результате получим уравнение для координат частицы

q̈α =
µ̇

µ
q̇α − Γβγ

αq̇β q̇γ . (6.142)

С точностью до первого слагаемого в правой части оно совпадает с уравнением для экстре-
малей (3.24). Это слагаемое связано с произволом в выборе параметризации мировой линии
частицы. Действительно, после преобразования t 7→ t′(t), где функция t′(t) удовлетворяет
дифференциальному уравнению

dt′

dt
= µ(t), µ > 0,

гамильтоновы уравнения движения будут иметь вид (6.142), но с µ = 1. В этом случае урав-
нения движения совпадут с уравнениями для экстремалей, и, значит, параметр t′ является
каноническим параметром вдоль экстремали.

Обратное утверждение также верно. Если выполнены уравнения для экстремалей

q̈α = −Γβγ
αq̇β q̇γ ,

то из них вытекают гамильтоновы уравнения (6.141) при µ = 1. Таким образом мы доказали
эквивалентность гамильтоновых и лагранжевых уравнений движения.

Поскольку модель содержит связь первого рода, то ей соответствует калибровочная инва-
риантность полного действия

St =

∫

γ
dt(pαq̇

α − µG̃). (6.143)

Чтобы найти соответствующие преобразования симметрии, рассмотрим инфинитезимальные
преобразования, которые генерируются связью (6.103):

δqα = ǫ[qα, G̃] = 2ǫgαβpβ,
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δpα = ǫ[pα, G̃] = ǫpβpγ∂αgβγ ,

δµ = ǫ̇.

Сравнение этих преобразований с уравнениями движения (6.141) показывает, что эволюция
во времени канонических переменных представляет собой последовательность калибровочных
преобразований, где ǫ = µdt. Эта калибровочная симметрия описывает произвол в выборе па-
раметра t вдоль траектории частицы. Уравнения движения (6.141) вместе со связью (6.127)
не определяют множитель Лагранжа µ. Для его определения необходимо зафиксировать ка-
либровку.

Если учесть выражение для импульсов (6.122), то кинетический член в действии (6.143)
примет вид

pαq̇
α = −m

√
q̇2.

После интегрирования кинетического члена получается исходное действие (6.121). Таким об-
разом, на поверхности связей гамильтониан равен нулю, а исходное действие определяется
только кинетическим слагаемым.

Временна́я калибровка. Продолжим исследование модели в соответствии с общей схе-
мой. Зафиксируем временну́ю калибровку

Ft := q0 − bt = 0, b = const 6= 0. (6.144)

Модуль свободного параметра b связан с выбором единицы измерения времени, что не су-
щественно. Поэтому, без ограничения общности, положим |b| = 1, т.е. b = 1, если время q0

для внешнего наблюдателя увеличивается при увеличении параметра t вдоль мировой линии
частицы, и b = −1, если при увеличении t время q0 уменьшается.

Скобка Пуассона этого калибровочного условия со связью равна

[Ft, G] = − 1

|N |
[
q0, |p0 −Nµpµ|

]
=

{
1/|N |, b > 0,

−1/|N |, b < 0,
(6.145)

где мы использовали равенство (6.126) для определения знака выражения, стоящего под мо-
дулем. Поскольку функция хода отлична от нуля, N 6= 0, то скобка Пуассона (6.145) отлична
от нуля во всем фазовом пространстве и, в частности, на поверхности связи G = 0. Следова-
тельно, условие q0 = bt определяет каноническую калибровку.

Расширенный гамильтониан с учетом связи и калибровочного условия имеет вид

He = λG+ πFt,

где λ и π – множители Лагранжа. Из условий сохранения связи и калибровочного условия во
времени,

Ġ = λ[G,G] + π[G,Ft] = π[G,Ft] ≈ 0,

Ḟt =
∂Ft

∂t
+ λ[Ft, G] + π[Ft, Ft] = −b+ λ[Ft, G] ≈ 0,

находим множители Лагранжа:
λ = |N |, π = 0,

где мы объединили оба случая, b > 0 и b < 0, и учли равенство |b| = 1. Таким образом, в данной
канонической калибровке полный гамильтониан (6.139) совпадает с исходным гамильтонианом
(6.132), так как |q̇0| = |b| = 1.
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Связь (6.127) и калибровочное условие (6.144) можно решить относительно нефизических
переменных q0 и p0:

q0 = bt,

p0 = −b|N |
√
p̂2 +m2 +Nµpµ.

Так как решения уравнений Эйлера–Лагранжа можно подставлять в действие (см. раздел
5.4), то эффективное действие для физических переменных qµ, pµ принимает вид

Seff =

∫
dt
(
p0q̇

0 + pµq̇
µ
)

=

∫
dt (pµq̇

µ −Heff) ,

где эффективный гамильтониан для физических степеней свободы имеет вид

Heff = |N |
√
p̂2 +m2 − bNµpµ. (6.146)

Как и в случае нерелятивистской точечной частицы эффективный гамильтониан для физиче-
ских степеней свободы полностью определяется кинетическим слагаемым p0q̇

0 для нефизиче-
ских степеней свободы. Эффективный гамильтониан зависит только от физических степеней
свободы, которыми являются пространственные координаты точечной частицы и соответству-
ющие импульсы, {qµ, pµ}, µ = 1, . . . , n− 1. Компоненты метрики N,Nµ и gµν входят в гамиль-
тониан в качестве внешних полей. Уравнения движения для физических степеней свободы во
временно́й калибровке (6.144) имеют вид

q̇µ =
|N |pµ√
p̂2 +m2

− bNµ, (6.147)

ṗµ = −
√
p̂2 +m2∂µ|N | − |N |∂µĝνρpνpρ

2
√
p̂2 +m2

+ b∂µN
νpν , (6.148)

где pµ := ĝµνpν .
Чтобы дать физическую интерпретацию двух возможных ориентаций мировой линии b =

±1 рассмотрим следующий

Пример 6.2.3. В пространстве Минковского R1,n−1 компоненты метрики имеют вид

N = 1, Nµ = 0, gµν = ηµν = diag (− . . .−),

и уравнения движения (6.147), (6.148) существенно упрощаются:

q̇µ =
pµ√

p̂2 +m2
,

ṗµ = 0.

Эти уравнения имеют хорошо известный в специальной теории относительности вид. Возводя
первое уравнение в квадрат с помощью пространственной метрики ηµν , получим выражение
для пространственного импульса частицы через ее скорость:

pµ =
mq̇µ√
1 − u2

, (6.149)

где мы ввели квадрат пространственной скорости частицы u2 := −q̇µq̇νηµν > 0. Тогда урав-
нения движения для свободной точечной частицы в пространстве Минковского во временно́й
калибровке сводятся просто к условию сохранения импульса: pµ = const.
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Для того чтобы дать физическую интерпретацию двум возможным ориентациям q̇0 = ±1
мировой линии частицы относительно временно́й координаты q0 внешнего наблюдателя, рас-
смотрим взаимодействие частицы с внешним электромагнитным полем в четырехмерном про-
странстве Минковского R1,3. Такое взаимодействие описывается дополнительным слагаемым
в лагранжиане:

L 7→ L+ eAαq̇
α,

где Aα(x) – четырехмерный потенциал электромагнитного поля и e = const – заряд части-
цы. С точки зрения внешнего наблюдателя, для которого временем является координата q0,
добавочное слагаемое в лагранжиане имеет вид

gAα
dqα

dq0
,

где g := be = ±e – наблюдаемый заряд частицы. Таким образом, для внешнего наблюда-
теля частица имеет либо положительный, либо отрицательный заряд. В остальном частицы
совпадают. Такие частицы в физике принято называть частицей и античастицей. Например,
электрон и позитрон (они, правда, имеют спин 1/2, в то время как в рассматриваемом случае
спин частиц равен нулю).

Таким образом, свобода в выборе ориентации мировой линии частицы относительно вре-
менно́й координаты внешнего наблюдателя соответствует двум возможным зарядам частицы
±e. Это означает, что исходное действие (6.121) описывает частицу и античастицу, у кото-
рых массы совпадают, а заряды при включении внешнего электромагнитного поля имеют
противоположный знак. Если заряд равен нулю, e = 0, то действие (6.121) описывает одну
нейтральную частицу.

Заметим, что и частица, и античастица движутся вперед по времени x0 с точки зрения
внешнего наблюдателя. Однако собственное время античастицы t движется в обратную сто-
рону.

Гамильтоновы уравнения движения для точечной заряженной частицы принимают осо-
бенно простой вид при движении в постоянном магнитном поле. В этом случае временна́я
компонента потенциала равна нулю, а пространственные компоненты зависят только от про-
странственных координат:

{Aα} = {A0 = 0, Aµ(x)}.
Тогда все изменения в гамильтоновом формализме сводятся к переопределению простран-
ственных компонент импульсов:

pµ 7→ p̃µ :=
∂(L+ eAν q̇

ν)

∂q̇µ
= pµ + eAµ.

В частности, гамильтониан для физических степеней свободы и уравнения движения прини-
мают вид

Heff =
√
p̃2 +m2,

q̇µ =
pµ + eAµ√
p̃2 +m2

,

ṗµ = −e∂µAν(p
ν + eAν)√

p̃2 +m2
,

где введено обозначение
p̃2 := −gµν(pµ + eAµ)(pν + eAν).
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Как видим, при взаимодействии с внешним полем импульс больше не сохраняется, и траекто-
рия частицы в общем случае отличается от экстремали.

Точечные частицы под действием гравитационного поля двигаются в пространстве-времени
вдоль экстремалей. В разделе 3.2 было показано, что через данную точку в данном направле-
нии проходит одна и только одна экстремаль. Это значит, что при постановке задачи Коши для
экстремали достаточно задать точку x ∈ M и вектор X ∈ Tx(M). Анализ настоящего раздела
показывает, что эта информация является избыточной. Действительно, длина касательного
вектора к экстремали постоянна вдоль экстремали. Это значит, что для однозначного восста-
новления экстремали, проходящей через данную точку, достаточно задать не сам вектор, а его
направление, которое определяется n − 1 параметром. Кроме того, остается еще произвол в
выборе параметризации. Во временно́й калибровке в качестве параметра выбирается наблю-
даемое время q0 = ±t. Следовательно, для задания траектории частицы достаточно задать
пространственные координаты qµ и пространственные компоненты импульсов pµ в начальный
момент времени q0. Поэтому точечная частица на псевдоримановом многообразии имеет n− 1
степень свободы.

Пример 6.2.4. В четырехмерном пространстве-времени Минковского R1,3 точечная мас-
сивная частица имеет три степени свободы.

Калибровка светового конуса. Для многих приложений, например, в суперсимметрич-
ных моделях, удобно использовать калибровку светового конуса. Эта калибровка упрощает
многие формулы, если частица движется в пространстве Минковского R1,n−1, что мы и пред-
положим.

Чтобы определить калибровку светового конуса, вместо двух первых координат частицы
q0 и q1 введем новые конусные переменные

q± :=
1√
2
(q0 ± q1),

оставив остальные координаты без изменения. Поскольку известно выражение новых коорди-
нат через старые, то совершим каноническое преобразование в фазовом пространстве с про-
изводящей функцией

S3 = − 1√
2
(p0 + p1)q

+ − 1√
2
(p0 − p1)q

− − p2q
2 − . . .− pn−1q

n−1,

зависящей от новых координат и старых импульсов (см. раздел 6.1.11). Отсюда следуют вы-
ражения для новых импульсов, сопряженных q±:

p± = −∂S3

∂q±
=

1√
2
(p0 ± p1).

Остальные импульсы при этом не меняются.
В новых канонических переменных первичная связь (6.124) принимает вид

G̃ = 2p+p− + papa −m2 = 0, (6.150)

где суммирование ведется только по n − 2 значениям индексов: a = 2, . . . , n − 1. Поскольку
квадратичная форма papa −m2 отрицательно определена, то p+p− > 0. Полы гиперболоида,
соответствующего поверхности связей, определяются неравенствами (p+ > 0, p− > 0) и (p+ <
0, p− < 0). И в любом случае p+p− 6= 0. Связь (6.150) просто решается

p+ =
1

2p−
(−papa +m2), (6.151)
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или

p− =
1

2p+
(−papa +m2).

Зафиксируем калибровку светового конуса

Flc := q+ − at = 0, a = ±1. (6.152)

Легко видеть, что
[G̃, Flc] = −2p−.

Поскольку на поверхности связей p− 6= 0, то условие (6.152) определяет каноническую калиб-
ровку.

Так как связи G̃ и G пропорциональны, то обобщенный гамильтониан можно записать в
виде

He = µG̃+ πFlc,

где µ и π – множители Лагранжа. Из условий сохранения связи и калибровочного условия во
времени,

˙̃
G = µ[G̃, G̃] + π[G̃, Flc] = π[G̃, Flc] ≈ 0,

Ḟlc =
∂Flc

∂t
+ µ[Flc, G̃] + π[Flc, Flc] = −a+ µ[Flc, G̃] ≈ 0,

находим множители Лагранжа:

µ =
a

2p−
, π = 0.

В калибровке светового конуса (6.152) физическими переменными являются
{q−, qa, p−, pa}, a = 2, . . . , n − 1. После подстановки решения уравнения связи (6.151) и

калибровочного условия (6.152) в действие,

Seff =

∫
dt(p+q̇

+ + p−q̇
− + paq̇

a) =

∫
dt(p−q̇

− + paq̇
a −Heff),

получаем выражение для эффективного гамильтониана

Heff = a
papa −m2

2p−
. (6.153)

Как и раньше, нетривиальный эффективный гамильтониан для физических степеней свободы
возникает из кинетического слагаемого p+q̇

+ для нефизической степени свободы.
Уравнения движения для физических степеней свободы имеют вид

q̇− = −ap
apa −m2

2p2
−

, q̇a = a
pa

p−
,

ṗ− = 0, ṗa = 0.

Мы видим, что как и во временно́й калибровке уравнения движения в калибровке светового
конуса сводятся к сохранению обобщенных импульсов свободной точечной частицы.

Замечание. В калибровке светового конуса параметр эволюции t ∈ R целиком лежит на
световом конусе в пространстве Минковского, который является характеристикой волнового
уравнения (см. раздел 3.6).



6.2. Гамильтонова динамика частиц со связями 179

Эффективный гамильтониан (6.153) в калибровке светового конуса мало чем напоминает
эффективный гамильтониан (6.146) во временно́й калибровке. Тем на менее оба гамильтониана
описывают одну и ту же массивную частицу. Ее траектории в конфигурационном пространстве
– это экстремали. Выбор той или иной калибровки является существенным для анализа урав-
нений движения и квантования. Часто калибровка светового конуса упрощает вычисления,
особенно в квантовой теории поля.

6.2.6. Граничные слагаемые в калибровочных моделях. В настоящем разделе мы
рассмотрим простой пример вариационной задачи, который проанализируем с различных то-
чек зрения. Этот пример позволяет продемонстрировать тонкости вариационной задачи в тео-
рии поля, важную роль граничных слагаемых в действии и связь вариационной задачи на
условную стационарную точку с фиксированием калибровки в калибровочных моделях.

Лагранжева формулировка. Обозначим декартовы координаты на евклидовой плоско-
сти R2 через x0 = τ , x1 = σ. Будем называть координату τ временем, а σ – пространством, хотя
мы не предполагаем наличие на R2 какой-либо метрики. Пусть в конечном прямоугольнике
задано действие

S =

∫ τ2

τ1

dτ

∫ σ2

σ1

dσ(pq̇ + p∗q̇∗), (6.154)

зависящее от четырех полей q, p, q∗, p∗ ∈ C1(R2). В действии точка обозначает дифференци-
рование по τ . В дальнейшем пределы интегрирования, для краткости, будем опускать. Рас-
смотрим задачу на условный экстремум для действия (6.154). Пусть на поля наложены две
связи:

G := −∂1q +H∗(q∗, p∗) = 0, (6.155)

F := p = 0. (6.156)

Будем считать, что функция H∗(q∗, p∗) > 0 зависит только от полей и не зависит от их про-
изводных. Предположим также, что поля q и q∗ имеют определенные граничные условия при
τ = τ1,2. Этого достаточно для того, чтобы избежать граничных вкладов в вариацию действия
(6.154), возникающих при интегрировании по частям. Тогда для действия (6.154) определена
задача на условный экстремум (см. раздел 5.1.4).

Решим эту задачу прямым методом и методом множителей Лагранжа. В первом случае ис-
ключим из действия переменные q и p с помощью уравнений связей. Поскольку на поверхности
связей p = 0, то, независимо от вида функции q(τ, σ), первое слагаемое в (6.154) обращается в
нуль, и мы получаем эффективное действие

S
∣∣∣
G=0,F=0

=

∫
dτdσp∗q̇∗, (6.157)

в котором переменные q∗ и p∗ уже рассматриваются как независимые переменные. Поскольку
вариация δq∗ равна нулю на границе τ = τ1,2, то из вариационного принципа следуют только
уравнения Эйлера–Лагранжа, которые просто интегрируются:

δS

δp∗
= q̇∗ = 0, ⇒ q∗ = q∗(σ), (6.158)

δS

δq∗
= −ṗ∗ = 0, ⇒ p∗ = p∗(σ). (6.159)

Мы видим, что решением уравнений Эйлера–Лагранжа являются произвольные функции от
σ. Вид произвольной функции q∗ находится из граничных условий, которые должны быть
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заданы одинаковыми при τ = τ1,2. Затем можно определить q из уравнения связи (6.155).
Таким образом, задача на условный экстремум имеет решение, хотя и не для очень широкого
класса граничных условий.

Поскольку с помощью уравнений связей мы исключили переменные q и p, то будем назы-
вать их нефизическими, а переменные q∗ и p∗ – физическими.

Теперь воспользуемся методом неопределенных множителей Лагранжа. Построим расши-
ренное действие

Se =

∫
dτdσ(pq̇ + p∗q̇∗ − λG− µF ), (6.160)

где λ, µ ∈ C1(R2) – множители Лагранжа. Для этого действия нефизическими полями явля-
ются q, p, λ и µ. Полная система уравнений Эйлера–Лагранжа имеет вид

δSe

δp
= q̇ − µ = 0, (6.161)

δSe

δq
= −ṗ− ∂1λ = 0, (6.162)

δSe

δp∗
= q̇∗ − λ

∂H∗

∂p∗
= 0, (6.163)

δSe

δq∗
= −ṗ∗ − λ

∂H∗

∂q∗
= 0, (6.164)

δSe

δλ
= −G = 0, (6.165)

δSe

δµ
= −F = 0. (6.166)

При вариации слагаемого −λ∂1q по q возникает также граничное условие на множитель
Лагранжа

λ|σ1,2 = 0, (6.167)

поскольку значения переменной q фиксированы только на пространственноподобной границе
τ = τ1,2 и, следовательно, вариации δq на времениподобной границе σ = σ1,2 произвольны.

Перейдем к анализу уравнений Эйлера–Лагранжа. Решение последней связи (6.166) три-
виально. Решение связи (6.165) имеет вид

q =

∫ σ

σ1

dσ′H∗ + q0(τ), (6.168)

где q0 – произвольная функция τ . Отсюда следует, что задание граничных условий q|σ2 , будет
противоречить уравнению связи (6.165), так как значение поля q при σ = σ2 определяется
значениями физических полей q∗ и p∗ во внутренних точках области. Дифференцируя решение
(6.168) по τ и используя уравнения (6.163) и (6.164), получим q̇ = q̇0. Затем решаем уравнения
(6.161) и (6.162) относительно множителей Лагранжа:

µ = q̇0, λ = λ0(τ), (6.169)

где λ0(τ) – произвольная функция. Таким образом, мы решили уравнения движения для нефи-
зических переменных q, p и множителей Лагранжа λ, µ, и это решение зависит от двух про-
извольных функций q0(τ) и λ0(τ). Для физических переменных q∗ и p∗ остаются уравнения
(6.163), (6.164), которые имеют вид обычной гамильтоновой системы. Эта система уравнений
действительно воспроизводит уравнения Эйлера–Лагранжа на условный экстремум (6.158),
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(6.159) при λ0 = 0. Заметим, что только это значение согласуется с граничным условием
(6.167).

Таким образом, мы решили вариационную задачу для действия (6.154) с заданными гра-
ничными условиями для полей q и q∗ на границе τ = τ1,2 прямым способом и методом мно-
жителей Лагранжа. Как и следовало ожидать, результат одинаков, а класс решений очень
беден.

Однако для расширенного действия (6.160) можно поставить более содержательную вари-
ационную задачу. Предположим, что нефизическая переменная задана на всей границе q|σ1,2

и q|τ1,2 , а физическое поле – только на пространственноподобной границе q∗|τ1,2 . В этом случае
вариации δq равны нулю на границе и граничного условия на множитель Лагранжа (6.167)
не возникнет. Тогда, при λ0 6= 0, вместо τ можно ввести новую переменную t, определяемую
дифференциальным уравнением

dt

dτ
= λ0(τ).

Это уравнение определяет координату t с точностью до сдвига на постоянную величину, что
несущественно. Тогда уравнения для физических полей (6.163), (6.164) примут вид

dq∗

dt
=

∂H∗

∂p∗
,

dp∗

dt
= −∂H

∗

∂q∗
.

(6.170)

Таким образом, мы получили систему гамильтоновых уравнений движения для физических
полей, динамика которых определяется гамильтонианом H∗(q∗, p∗). Это показывает, что мо-
дель, основанная на действии Se с множителями Лагранжа допускает постановку более ши-
рокого класса вариационных задач, чем исходная задача на условную стационарную точку, и
является более содержательной.

Здесь выявляется специфика полевых моделей, поскольку важно, что поля зависят не толь-
ко от времени τ , но и от пространственной координаты σ. Действительно, если бы связь имела
вид −q+H∗ = 0, то уравнение (6.162) приняло бы вид −ṗ+λ0 = 0. Откуда следовало бы един-
ственное решение λ0 = 0 при p = 0. (Мы употребили термины время и пространство, исходя
из аналогии с теорией относительности, несмотря на то, что на плоскости R2 никакой метрики
не задано.)

Заметим, что подстановка решения связей в расширенное действие Se снова приводит
к тривиальному действию (6.157), которое не воспроизводит уравнения Эйлера–Лагранжа
(6.170). Это показывает, что подстановки решения части уравнений Эйлера–Лагранжа в дей-
ствие и в оставшиеся уравнения в общем случае не эквивалентны. Это связано с тем, что в
общем случае мы не можем налагать граничные условия на нефизические поля произволь-
ным образом и рассматривать исчезающие на границе вариации. Действительно, вариация δq
определяется физическими полями и их вариациями во внутренних точках области:

δq =

∫ σ

σ1

dσ′
(
∂H∗

∂q∗
δq∗ +

∂H∗

∂p∗
δp∗
)
, (6.171)

и в общем случае не равна нулю на границе σ = σ2. То есть задание граничного условия q|σ2

противоречит уравнению связи (6.165).
Изменим постановку вариационной задачи таким образом, чтобы уравнения Эйлера–

Лагранжа остались прежними, а исключение нефизических полей в действии приводило бы к
новому действию, воспроизводящему уравнения (6.163), (6.164). Введем новое действие

Sph := Se −
∫ τ2

τ1

dτ(λq)
∣∣σ2

σ=σ1
, (6.172)
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которое отличается от расширенного действия с множителями Лагранжа граничным слага-
емым. Как и раньше, мы считаем, что на границе τ1,2 заданы значения переменных q и q∗.
Добавление граничного члена не меняет уравнений Эйлера–Лагранжа, но меняет граничные
условия. Этот граничный член подобран таким образом, чтобы компенсировать граничный
вклад в вариацию действия, обусловленный вариацией δq. Его необходимо добавить, если мы
не хотим получить граничное условие λ|σ2 = 0 при произвольной вариации δq на границе.
Теперь нетрудно проверить, что на решениях уравнений (6.162) и (6.165) действие принимает
вид

Sph

∣∣∣
G=0,F=0

=

∫ τ2

τ1

dτ

∫ σ2

σ1

dσp∗q̇∗ −
∫ τ2

τ1

dτλ(τ, σ2)q(σ2) =

∫ τ2

τ1

dτ

∫ σ2

σ1

dσ(p∗q̇∗ − λ0H
∗), (6.173)

где мы положили λ0(τ) := λ(τ, σ2). Это действие воспроизводит гамильтоновы уравнения дви-
жения для физических полей. При этом мы отбросили слагаемое с q0(τ), которое не влияет
на уравнения Эйлера–Лагранжа, так как в этом действии функция λ0(τ) рассматривается как
заданная и не варьируется. Таким образом, добавление граничного слагаемого не меняет урав-
нений Эйлера–Лагранжа, позволяет избежать граничных условий на множители Лагранжа и,
что самое важное, разрешает подстановку решений уравнений Эйлера–Лагранжа непосред-
ственно в действие. При этом возникает нетривиальный гамильтониан для физических полей.

В предыдущем построении была выделена роль точки σ2 в определении функции λ0(τ).
Это не существенно и связано с выбором начальной точки в решении уравнения связи (6.168).
Замена σ1 7→ σ2 в нижнем пределе этого интеграла приведет к переопределению λ0(τ) =
λ(τ, σ1).

В принципе, можно было бы ограничиться случаем λ = 0 и не добавлять граничный член.
Однако исходное действие в калибровочных моделях и в моделях, инвариантных относитель-
но общих преобразований координат, в канонической формулировке имеют вид расширенного
действия Se, содержащего множители Лагранжа. При этом многие решения, важные с физи-
ческой точки зрения, соответствуют λ 6= 0. Например, решение Шварцшильда соответствует
нетривиальному множителю Лагранжа, роль которого играет функция хода N .

Гамильтонова формулировка. Обозначения в предыдущем разделе были выбраны не
случайно. По сути дела модель (6.160) уже записана в гамильтоновой форме, при этом пе-
ременные p и p∗ являются импульсами, сопряженными координатам q и q∗. Нашей исходной
точкой будет полное действие

St =

∫
dτdσ(pq̇ + p∗q̇∗ − λG), (6.174)

которое получится из действия (6.160), если положить µ = 0. Координаты τ и σ будем счи-
тать временно́й и пространственной соответственно. В рассматриваемом случае гамильтониан
системы задан единственной связью

H =

∫
dσλG, G := −∂1q +H∗(q∗, p∗). (6.175)

Будем считать, что интегрирование в (6.174) проводится по всей плоскости τ, σ. При этом все
возникающие интегралы предполагаются сходящимися.

Таким образом, модель описывается двумя парами канонически сопряженных переменных
q, p и q∗, p∗, на которые наложена одна связь G = 0. Уравнения движения имеют прежний вид
(6.161)–(6.165) (при µ = 0), где точка обозначает дифференцирование по времени. Нетрудно
проверить, что связь G является связью первого рода:

[G,G′] = 0,
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где штрих обозначает, что соответствующие полевые переменные рассматриваются в точке σ′.
Поэтому на поверхности связей

Ġ = [G,H] ≈ 0,

и никаких дополнительных связей в модели не возникает. Наличие связи первого рода озна-
чает, что действие (6.174) калибровочно инвариантно. Генератором калибровочных преобра-
зований для канонических переменных является функционал

T =

∫
dσǫG,

где ǫ(τ, σ) – малый параметр локальных преобразований. Бесконечно малые преобразования
имеют вид

δq = [q, T ] = 0,

δp = [p, T ] = −∂1ǫ,

δq∗ = [q∗, T ] = ǫ
∂H∗

∂p∗
,

δp∗ = [p∗, T ] = −ǫ∂H
∗

∂q∗
.

(6.176)

Если дополнить эти преобразования преобразованием множителя Лагранжа

δλ = ǫ̇,

то, как нетрудно убедиться с помощью прямой подстановки, действие (6.174) является калиб-
ровочно инвариантным (см. раздел 6.2.3). Отметим, что эволюция во времени канонических
переменных (6.161)–(6.164) является в рассматриваемом случае калибровочным преобразова-
нием с параметром ǫ = λdτ .

Согласно второй теореме Нётер калибровочная инвариантность приводит к зависимости
уравнений движения:

∂1

(
δSt

δp

)
+
δSt

δq∗
∂H∗

∂p∗
− δSt

δp∗
∂H∗

∂q∗
− ∂τ

δSt

δλ
= 0.

С математической точки зрения наличие калибровочной инвариантности отражается в том,
что решение уравнений движения зависит от произвольной функции λ, которая ничем не
фиксирована. Основным предположением в моделях с калибровочной симметрией является
утверждение о том, что все физические наблюдаемые калибровочно инвариантны. В данном
случае это означает, что наблюдаемые функции от канонических переменных не зависят от
λ. Чтобы исключить произвол в решениях уравнений движения и исключить нефизические
переменные необходимо наложить калибровочное условие. Согласно канонической процедуре
фиксирования калибровки мы должны наложить одно калибровочное условие по числу связей
первого рода. Выберем его в виде

F = p− p0(σ) = 0, (6.177)

где p0(σ) – произвольная, но заданная функция только от σ. Скобка Пуассона связи с калиб-
ровочным условием имеет вид

[G,F ′] = δ′(σ′ − σ),

где δ′ обозначает производную от δ-функции. Поскольку скобка Пуассона связи с калибровоч-
ным условием не обращается в нуль при выполнении связи, то вместе они не представляют
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собой систему связей первого рода. В то же время пара функций G,F не представляет собой
также и систему связей второго рода, поскольку det [G,F ′] = 0, так как у δ′ нетривиально
ядро, состоящее из констант.

Канонически сопряженные переменные q, p являются нефизическими переменными, и мо-
гут быть исключены из рассмотрения. С этой целью решим их уравнения движения и связь,
как это было сделано в предыдущем разделе. В результате получим, что модель описывает од-
ну физическую пару канонически сопряженных полей q∗, p∗ с эффективным гамильтонианом
λ0H

∗(q∗, p∗). При этом подстановка связи и калибровочного условия в действие (6.174) приво-
дит к неверному результату, который не воспроизводит уравнения движения для физических
полей q∗ и p∗. Причина этого и решение проблемы то же, что и в предыдущем разделе – к
действию необходимо добавить граничный член (6.172). Заметим, что при выполнении урав-
нения связи граничный член в исходном действии превращается в интеграл по пространству
от некоторой гамильтоновой плотности для физических переменных.

Исключение нефизических полей из уравнений движения не зависело от глобальной струк-
туры пространства-времени, так как при этом решаются только уравнения движения, связи
и калибровочные условия, которые локальны. Нетривиальный эффективный гамильтониан
из “нулевого” исходного гамильтониана (6.175) для замкнутых многообразий можно получить
следующим образом. Предположим, что пространство-время является прямым произведением
R × S1, где первый сомножитель соответствует времени, а второй – пространству. Посколь-
ку окружность S1 – компактное многообразие без края, то, казалось бы, никаких граничных
вкладов не возникает, и можно свободно интегрировать по частям. Однако при внимательном
рассмотрении оказывается, что при таком подходе можно потерять много решений уравнений
движения, представляющих физический интерес. Опишем это подробнее.

Пусть пространственная координата σ ∈ [0, 2π] параметризует окружность S1. Посколь-
ку физические поля q∗ и p∗ ничем не ограничены, то их можно считать достаточно глад-
кими функциями на окружности. В то же время нефизические поля должны удовлетворять
уравнению связи (6.155), которое в общем случае не имеет непрерывных решений (6.168) на
окружности:

q(0) = 0, q(2π) =

∫ 2π

0
dσH∗ 6= 0.

Кроме того, вариация нефизического поля (6.171) в общем случае не может быть определе-
на как непрерывная функция на окружности. Это значит, что при постановке вариационной
задачи необходимо сделать разрез и добавить к действию (6.174) граничный член, который и
приведет к нетривиальному эффективному действию для физических переменных. Поэтому,
если пространство представляет собой окружность, то в физическом действии и эффективном
гамильтониане достаточно просто изменить пределы интегрирования по σ.

Покажем, что нетривиальный эффективный гамильтониан возникает также в более общих
калибровках, зависящих от времени явно. Пусть калибровочное условие имеет вид

F = p− p0(τ, σ) = 0,

где функция p0(τ, σ) задана. В этом случае действие на поверхности связей получит допол-
нительный вклад за счет слагаемого pq̇. Нетрудно проверить, что дополнительный вклад не
меняет окончательного ответа. Действительно,

∆S
∣∣∣
F=0,G=0

=

∫
dτdσ pq̇ =

∫
dτdσ (−ṗq),
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поскольку интегрирование по частям по времени τ допустимо. Используя уравнение (6.162),
определяющее λ, и интегрируя по частям, получим равенство

∆S
∣∣∣
F=0,G=0

=

∫
dτdσ(−λ∂1q) +

∫
dτ (λq)

∣∣∣
σ2

σ=σ1

.

Теперь первое слагаемое воспроизводит эффективный гамильтониан λH∗, где λ = λ(τ, σ),
а второе слагаемое сокращается с граничным членом, добавленным в физическое действие
(6.172).

Таким образом, при подстановке связей и калибровочных условий в действие, необходимо
проявлять осторожность. Рассмотренный пример показывает, что эффективный гамильтониан
и действие для физических полей может полностью определяться граничным членом в исход-
ном действии. Причина этого кроется в том, что связи могут не иметь решений, убывающих
в бесконечности, и предположение о финитности вариации неправомерно. К сожалению, для
определения явного вида граничных членов необходим глубокий анализ уравнений связей, что
не всегда возможно, из-за их сложности.



7. Основы общей теории относительности

В настоящей главе мы приступим к изложению основ общей теории относительности, ко-
торая в настоящее время рассматривается в качестве основной модели гравитационных взаи-
модействий. После вступительного раздела, будут написаны уравнения и поставлена одна из
основных задач, которая решается в теории гравитации.

7.1. Пространство-время, метрика и гравитация

В основе общей теории относительности лежит ряд постулатов. Выделим среди них три,
на наш взгляд, основных.

1. Пространство-время M, в котором мы живем, является четырехмерным многообразием.
Гравитационное взаимодействие между материальными телами описывается метрикой g
лоренцевой сигнатуры, sign g = (+ −−−), заданной на M.

2. Метрика пространства-времени удовлетворяет уравнениям Эйнштейна.
3. Пробная точечная частица, собственным гравитационным полем которой в данной задаче

можно пренебречь, под действием только гравитационного поля движется по экстрема-
лям (геодезическим) пространства-времени (M, g).

Перечисленные постулаты являются следствиями фундаментальных физических принци-
пов: принципа причинности, эквивалентности (см. ниже) и общей ковариантности.

Многие авторы используют сигнатуру метрики (− + ++), что часто, но не всегда бывает
удобнее.

Первый постулат является “кинематическим”. Из него следует, что в общей теории отно-
сительности все законы природы формулируются на четырехмерном псевдоримановом мно-
гообразии (пространстве-времени) (M, g). Если выбрана некоторая система координат xα,
α = 0, 1, 2, 3, то метрика имеет вид g = dxα ⊗ dxβgαβ , sign gαβ = (+ − −−). В общем слу-
чае, если пространство-время топологически нетривиально, система координат может быть
выбрана только локально.

В общей теории относительности не предполагается, что пространство-время снабжено
какой-либо линейной структурой, как это было в механике Ньютона и специальной теории
относительности.

В общем случае глобальная структура (топология) пространства-времени M может быть
нетривиальной и отличаться от пространства Минковского. Поскольку глобально структура
M не фиксирована, то в моделях гравитации вводится новое требование. Пространство-время,
по определению, должно быть максимально продолжено вдоль геодезических (экстремалей).
Это значит, что любая геодезическая в пространстве-времени либо может быть продолжена до
бесконечного значения канонического параметра в обе стороны, либо при конечном значении
канонического параметра она попадет в сингулярную точку, где какой-либо из геометрических
инвариантов обращается в бесконечность. Поскольку канонический параметр вдоль экстрема-
лей определен с точностью до линейных преобразований (см., главу 3), то данное требование
инвариантно, т.е. не зависит от выбора системы координат.

Замечание. Требование максимального продолжения пространства-времени вдоль гео-
дезических нельзя заменить на более жесткое требование геодезической полноты, так как
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многие важные точные решения уравнений Эйнштейна не являются геодезически полными.
Например, для решений, описывающих черные дыры, времениподобные геодезические линии
достигают сингулярного края, на котором квадрат тензора кривизны обращается в бесконеч-
ность при конечном значении канонического параметра (собственного времени).

Первая аксиома важна, поскольку позволяет описывать окружающий нас мир с помощью
некоторого набора полей и формулировать законы природы в виде системы дифференциаль-
ных уравнений на M. Этот подход оказался самым плодотворным в последние три столетия.

Вторая и третья аксиома являются “динамическими”. В общей теории относительности
постулируется, что метрика на M должна удовлетворять уравнениям Эйнштейна (7.1). Тем
самым компоненты метрики пространства-времени удовлетворяют некоторой системе урав-
нений движения так же, как и все другие поля. Это – очень важное отличие общей теории
относительности от специальной, где метрика Лоренца ηαβ := diag (+ − −−) в пространстве
Минковского R1,3 была постулирована.

Как мы увидим в дальнейшем, в правой части уравнений Эйнштейна стоит тензор энергии-
импульса полей материи. Выбор полей материи зависит от рассматриваемой модели. Это мо-
жет быть, например, сплошная среда, точечные массивные частицы, электромагнитное поле
или что то еще. Возможны также произвольные комбинации полей материи.

Сама по себе система уравнений Эйнштейна не полна. Если мы выбрали какой-либо набор
полей материи, то уравнения Эйнштейна необходимо дополнить уравнениями движения полей
материи. Вид дополнительных уравнений зависит от рассматриваемой задачи.

Последний выделенный постулат говорит о следующем. Допустим, что мы выбрали некото-
рый набор полей материи, записали и решили полную систему уравнений для метрики и полей
материи. В результате мы получим псевдориманово многообразие (M, g), на котором заданы
также поля материи. Теперь допустим, что к нашей системе добавлена точечная массивная ча-
стица, масса которой настолько мала, что она не влияет на решение уравнений Эйнштейна. То
есть мы пренебрегаем собственным гравитационным полем частицы. Такую частицу назовем
пробной. Тогда возникает вопрос, по какой траектории будет двигаться пробная частица под
действием только гравитационных сил? Ответ на этот вопрос дает третий постулат: пробная
частица будет двигаться по M вдоль экстремалей (геодезических), определяемых метрикой g.
Мы также предполагаем, что безмассовые частицы (например, фотоны) также распространя-
ются вдоль светоподобных экстремалей (геодезических).

На третьей аксиоме основано экспериментальное подтверждение общей теории относитель-
ности. Два классических теста: смещение перигелия Меркурия и отклонение лучей света в
поле тяготения основаны на анализе геодезических для решения Шварцшильда, о котором
речь пойдет позже. Третий классический тест – красное смещение частоты излучения – это
следствие первой аксиомы.

Приведенные аксиомы выделены, потому что лежат в основе любой модели, построенной в
рамках общей теории относительности. Их недостаточно для построения конкретной модели
гравитации, так как необходимо выбрать поля материи и дополнить уравнения Эйнштейна.
При этом используются дополнительные аксиомы, которые мы не выделяем, поскольку их
столько же, сколько и моделей.

Теперь скажем несколько слов о гравитационном взаимодействии. Для описания движе-
ния планет в солнечной системе с хорошей точностью используется механика Ньютона и закон
всемирного тяготения. Мы говорим, что между планетами действуют гравитационные силы,
которые определяют их движение. При этом движение происходит в плоском трехмерном
евклидовом пространстве R3, а время играет роль параметра. Основное свойство гравитаци-
онного взаимодействия заключается в том, что движение пробной частицы, при заданных
начальных условиях, не зависит от ее массы.
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Пример 7.1.1. Ускорение свободного падения на Земле не зависит от массы падающего
тела. Это утверждение в настоящее время экспериментально проверено с высокой степенью
точности.

Независимость ускорения от массы частицы означает, что при одних и тех же начальных
условиях траектории и мировые линии пробных частиц разной массы совпадают.

Замечание. В электродинамике траектория заряженной частицы зависит от ее заряда.
Если электромагнитное поле задано, то траектория частицы однозначно определяется массой,
зарядом и начальными условиями.

Рассмотрим движение пробной частицы в специальной теории относительности в инерци-
альной системе отсчета. По определению, если гравитационное поле отсутствует и на частицу
не действуют никакие другие силы, то она движется равномерно и прямолинейно. Теперь рас-
смотрим движение той же частицы, но в неинерциальной системе отсчета, которая движется,
например, с постоянным ускорением относительно инерциальной системы отсчета. В этой си-
стеме координат свободная частица движется с ускорением и наблюдатель в этой системе
отсчета может сказать (если не наблюдает за другими телами), что его система инерциальна,
а частица движется в постоянном и однородном гравитационном поле, которое и вызывает
ускорение. При этом ускорение не зависит от массы частицы и определяется только неинер-
циальной системой координат. Поэтому часто формулируют

Принцип эквивалентности. Все физические процессы неразличимы в равноускоренной
системе отсчета и в системе отсчета, находящейся в однородном гравитационном поле.

Для однородного гравитационного поля это так, поскольку можно перейти в покоящуюся
систему координат. Однако, если гравитационное поле не однородно и тензор кривизны отли-
чен от нуля, то не существует такой системы отсчета, где гравитационное поле отсутствует.

В инерциальной (декартовой) системе координат в пространстве Минковского метрика диа-
гональна и имеет постоянные компоненты, ηαβ = diag (+ − −−). В такой системе координат
все экстремали и только они являются прямыми линиями. Поэтому можно сказать, что сво-
бодная пробная частица движется вдоль одной из экстремалей пространства Минковского.
Если перейти в неинерциальную (криволинейную) систему координат, то в общем случае мет-
рика перестанет быть диагональной, и ее компоненты станут зависеть от координат точки
пространства-времени. В этой системе координат траектория свободной частицы уже не будет
выглядеть прямолинейной, а движение – равномерным. Тем не менее траектория, конечно,
будет оставаться экстремалью пространства Минковского, так как понятие экстремали инва-
риантно и не зависит от выбора системы координат.

В дифференциальной геометрии метрика является инвариантным объектом и определяется
независимо от выбора системы координат. Метрика пространства Минковского не зависит от
точки пространства-времени. Однако ее компоненты могут быть непостоянными функциями
от координат точки: это зависит от системы координат.

Таким образом, утверждение о том, что свободная пробная частица движется в простран-
стве Минковского вдоль одной из экстремалей инвариантно относительно выбора системы
координат и лежит в основе перехода от механики Ньютона к общей теории относительности.
Как уже было сказано, в общей теории относительности мы предполагаем, что пространство-
время представляет собой четырехмерное многообразие M, на котором задана метрика ло-
ренцевой сигнатуры. Мы постулируем, что любая пробная частица движется вдоль одной из
экстремалей пространства-времени. Этот постулат согласуется с упомянутыми выше свойства-
ми гравитационного взаимодействия: мировая линия пробной частицы не зависит от ее массы.
При этом принцип эквивалентности является лишь наводящим соображением о том, что мет-
рика с нетривиальными компонентами описывает гравитационное взаимодействие.
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Тем самым метрика пространства-времени в общей теории относительности играет выде-
ленную роль. Мы считаем, что метрика описывает гравитационные взаимодействия матери-
альных тел и излучения. А именно, если частица движется в плоском пространстве-времени,
которое изометрично пространству Минковского с лоренцевой метрикой, то на нее не действу-
ют гравитационные силы. В этом случае частица в инерциальной системе координат движется
равномерно и прямолинейно. Если гравитационное поле нетривиально, то частицы (массовые
и безмассовые) движутся по экстремалям в искривленном пространстве-времени, т.е. по много-
образию M с метрикой g и связностью Леви-Чивиты Γ̃, для которой тензор кривизны отличен
от нуля. В этом случае отсутствует понятие инерциальной системы отсчета, а экстремали
отличаются от прямых линий.

Поскольку в пространстве-времени M задана метрика, то она однозначно определяет связ-
ность Леви-Чивиты или символы Кристоффеля. Это позволяет использовать аппарат ковари-
антного дифференцирования для построения инвариантов и записи ковариантных уравнений
движения. Введение связности Леви-Чивиты на многообразии M является постулатом общей
теории относительности. То есть в теории тяготения Эйнштейна мы постулируем, что кручение
и неметричность аффинной связности тождественно равны нулю.

В настоящее время теория тяготения Эйнштейна имеет много обобщений. Большой класс
таких обобщений представляют собой модели, в которых на многообразии M помимо метрики
задается также независимая аффинная связность Γ с нетривиальным кручением T и немет-
ричностью Q. Эти обобщения естественны с геометрической точки зрения, так как метрика и
аффинная связность являются совершенно независимыми геометрическими объектами. В об-
щем случае, даже если ограничиться инвариантными лагранжианами, приводящими к урав-
нениям движения второго порядка, существует очень много возможностей для построения
моделей, которые в настоящее время не исследованы в полной мере.

Считается, что общая теория относительности согласуется со всеми наблюдательными дан-
ными. Однако, поскольку мы не знаем экспериментальных следствий упомянутых выше гео-
метрических обобщений теории тяготения, говорить о том, что они противоречат эксперимен-
тальным данным нельзя. Различные геометрические обобщения теории тяготения Эйнштейна
представляют самостоятельный математический интерес и могут быть полезны при построе-
нии квантовой теории гравитации и единых моделей. В современной математической физике
такие модели привлекают исследователей постоянно со времен создания общей теории отно-
сительности. Достаточно отметить, что геометрическими обобщениями общей теории относи-
тельности занимались А. Эйнштейн, Г. Вейль, Э. Шредингер и многие другие выдающиеся
физики.

7.2. Действие Гильберта–Эйнштейна

В общей теории относительности постулируется, что пространство-время является псевдо-
римановым многообразием M, dim M = 4, с метрикой лоренцевой сигнатуры gαβ . При этом
считается, что метрика описывает гравитационные взаимодействия. Мы рассмотрим более об-
щий случай произвольной размерности пространства-времени n, не ограничиваясь наиболее
интересным случаем n = 4, потому что модели гравитации в большем и меньшем числе изме-
рений также важны для приложений.

Мы рассматриваем метрику пространства-времени в качестве одной из полевых перемен-
ных и постулируем для нее уравнения Эйнштейна:

κ

(
Rαβ −

1

2
gαβR

)
+ gαβ

n− 2

2
Λ = −1

2
Tmαβ. (7.1)
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Для упрощения обозначений мы ввели постоянную

κ :=
c4

16πG
,

где c – скорость света и G – гравитационная постоянная, стоящая в законе всемирного тя-
готения Ньютона (см. раздел 7.9). В дальнейшем постоянную κ мы также будем называть
гравитационной постоянной. Появление множителя −1/2 в правой части уравнений вызва-
но принятым ранее определением тензора кривизны и последующим определением тензора
энергии-импульса. В левой части системы уравнений (7.1) для метрики стоит тензор Эйн-

штейна

Gαβ := Rαβ −
1

2
gαβR, (7.2)

умноженный на гравитационную постоянную κ, и космологическая постоянная Λ ∈ R. В пра-
вой части уравнений Эйнштейна стоит тензор энергии-импульса материи Tmαβ. Эти уравне-
ния при Λ = 0 и n = 4 были впервые предложены А. Эйнштейном в статье [63].

Тензор энергии-импульса материи зависит от рассматриваемой модели, и в общем случае
уравнения Эйнштейна необходимо дополнить уравнениями для полей материи. То есть сама
по себе система уравнений Эйнштейна неполна.

Замечание. В уравнении (7.1) тензор кривизны строится только по метрике при нуле-
вом кручении и неметричности. То есть метрика g на M определяет связность Леви-Чивиты
(символы Кристоффеля), которые в свою очередь задают тензор кривизны.

Вклад космологической постоянной в уравнения Эйнштейна (7.1) можно перенести в пра-
вую часть

κ

(
Rαβ −

1

2
gαβR

)
= −1

2

(
Tmαβ + TΛαβ

)
,

где
TΛαβ := (n− 2)Λgαβ

и рассматривать его как дополнение к тензору энергии-импульса материи Tmαβ . Сравнивая
это выражение с тензором энергии-импульса непрерывной среды (7.126), который будет рас-
смотрен позже, его можно интерпретировать как вклад среды с постоянными давлением
P = −(n − 2)Λ и плотностью энергии противоположного знака E = −P = (n − 2)Λ. Разность
знаков давления и плотности энергии не позволяет интерпретировать космологическую посто-
янную как распределение некоторой обычной материи. В космологических моделях вселенной
ее часто связывают с наличием темной энергии. При этом важная проблема заключается в том
является ли темная энергия следствием наличия космологической постоянной или она имеет
какую-то иную природу.

Обсудим некоторые общие свойства уравнений Эйнштейна и введем терминологию.
Тензор Эйнштейна (7.2) инвариантен относительно вейлевского преобразования метрики с

постоянным параметром
gαβ 7→ kgαβ , k = const 6= 0.

Эти преобразования меняют длины векторов, но сохраняют углы между ними.
Уравнения Эйнштейна при заданном тензоре энергии-импульса представляют собой систе-

му из n(n + 1)/2, где n – размерность пространства-времени, нелинейных уравнений в част-
ных производных второго порядка для метрики. В частности, в четырехмерном пространстве-
времени мы имеем десять уравнений. Уравнения Эйнштейна чрезвычайно сложны, и в насто-
ящее время известны лишь отдельные классы решений, часть из которых будет обсуждаться
в дальнейшем.
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Уравнения Эйнштейна можно переписать в другом виде. След равенства (7.1) эквивалентен
уравнению

κR = nΛ +
1

n− 2
Tm,

где Tm := Tmα
α – след тензора энергии-импульса материи. Исключив скалярную кривизну из

(7.1) с помощью этого равенства, получим эквивалентную систему уравнений

κRαβ − Λgαβ = −1

2
ραβ . (7.3)

где

ραβ := Tmαβ −
1

n− 2
gαβTm.

Пространство-время называется пустым, если тензор энергии-импульса материи всюду
равен нулю. В этом случае уравнения Эйнштейна (7.3) принимают вид

κRαβ = Λgαβ . (7.4)

Это – вакуумные уравнения Эйнштейна с космологической постоянной. Отсюда следует, что
скалярная кривизна пустого пространства постоянна:

R =
nΛ

κ
.

Замечание. Коэффициент перед космологической постоянной в уравнениях Эйнштейна
(7.1) подобран таким образом, чтобы вакуумные уравнения Эйнштейна имели вид (7.4) и не
зависели от размерности пространства-времени.

При ненулевой космологической постоянной уравнения (7.4) означают, что тензор Риччи
пропорционален метрике. Частным случаем таких пространств являются пространства по-
стоянной кривизны. При нулевой космологической постоянной, Λ = 0, пустое пространство
является Риччи плоским:

Rαβ = 0. (7.5)

Следовательно, в этом случае скалярная кривизна также равна нулю, R = 0.

Пример 7.2.1. Для метрики Лоренца тензор кривизны равен нулю. Следовательно, про-
странство Минковского является пространством постоянной – нулевой – кривизны. В част-
ности, оно является Риччи плоским. Ясно, что метрика Лоренца удовлетворяет вакуумным
уравнениям Эйнштейна с нулевой космологической постоянной.

Пример 7.2.2. В дальнейшем мы увидим, что вакуумные уравнения Эйнштейна допуска-
ют решения в виде плоских волн. Для таких решений тензор Риччи равен нулю, но полный
тензор кривизны отличен от нуля.

В двумерном пространстве-времени полный тензор кривизны однозначно восстанавливает-
ся по скалярной кривизне, а в трехмерном – по тензору Риччи и скалярной кривизне. Следо-
вательно, полный тензор кривизны равен нулю, если выполнено условие (7.5). Это значит, что
двумерное и трехмерное Риччи плоское пространство локально является пространством Мин-
ковского. То есть может быть либо пространством Минковского, либо цилиндром или тором.
В четырех измерениях и выше равенства нулю тензора Риччи недостаточно для обращения в
нуль полного тензора кривизны.
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Пример 7.2.3. Решение Шварцшильда, описывающее черную и белую дыру, является
Риччи плоским, но полный тензор кривизны отличен от нуля. А именно, отличен от нуля
тензор Вейля.

Физическая интерпретация уравнений Эйнштейна при нулевой космологической постоян-
ной следующая. В общей теории относительности постулируется, что метрика пространства-
времени не является метрикой Лоренца, а находится как решение уравнений Эйнштейна. Та-
ким образом, пространство-время представляет собой псевдориманово многообразие с мет-
рикой специального вида, удовлетворяющей уравнениям (7.1). Эти пространства называются
пространствами Эйнштейна. Следующий постулат состоит в том, что пробные частицы под
действием гравитационных сил двигаются по экстремалям в пространстве Эйнштейна. При
этом в правой части уравнений Эйнштейна подразумевается тензор энергии-импульса всей
остальной материи. При этом мы говорим следующее. Пустое пространство при нулевой кос-
мологической постоянной и отсутствии гравитационных волн является пространством Мин-
ковского, и точечные частицы двигаются по прямым линиям. Это соответствует отсутствию
сил тяготения. При наличии полей материи в уравнениях Эйнштейна появляется нетривиаль-
ная правая часть, что приводит к тому, что пространство-время становится нетривиальным
псевдоримановым многообразием. В этом пространстве-времени экстремали уже не являют-
ся прямыми линиями, что интерпретируется как наличие сил тяготения. Мы говорим, что
пробная частица движется в поле тяготения, созданном остальной материей. При этом закон
всемирного тяготения является следствием уравнений Эйнштейна в определенном приближе-
нии, которое рассмотрено в разделе 7.9.

Существующие наблюдательные данные свидетельствуют о том, что в отсутствие сил тя-
готения пространство-время в масштабах солнечной системы близко к пространству Минков-
ского. Это значит, что если космологическая постоянная существует, то является в опреде-
ленном смысле малой величиной. Отметим, что равенство или неравенство космологической
постоянной нулю имеет принципиальное значение. Действительно, наличие даже малой кос-
мологической постоянной приводит к тому, что метрика Лоренца уже не будет удовлетворять
вакуумным уравнениям Эйнштейна.

Теперь обсудим принцип наименьшего действия для уравнений Эйнштейна. Левую часть
уравнений (7.1) можно получить из действия Гильберта–Эйнштейна [64, 65]:

She =

∫

M

dx
√

|g| (κR − (n− 2)Λ) , (7.6)

где интегрирование ведется по всему пространству-времени M и варьирование производится
по компонентам метрики gαβ . Конечно, мы предполагаем, что интеграл сходится. Это действие
было впервые предложено Д. Гильбертом в 1915 году в четырехмерном пространстве-времени.
Он предложил действие в более общем виде, включающем также электромагнитное поле [64].
Несколько позже А. Эйнштейн тоже рассмотрел это действие для вывода уравнений общей
теории относительности в такой системе координат, где det gαβ = 1 [65].

В следующем разделе мы покажем, что вариационная производная действия Гильберта–
Эйнштейна по метрике имеет вид

δShe

δgαβ
= −√

|g|κ

(
Rαβ − 1

2
gαβR

)
−√

|g|
n− 2

2
Λgαβ . (7.7)

При доказательстве этого равенства были отброшены все граничные вклады, возникающие
при интегрировании по частям.
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При наличии полей материи чаще удобнее варьировать по обратной метрике, что приводит
к изменению знака вариационной производной:

δShe

δgαβ
=

√
|g|κ

(
Rαβ −

1

2
gαβR

)
+

√
|g|
n− 2

2
Λgαβ . (7.8)

Полное действие для гравитационного поля и полей материи имеет вид суммы

S = She + Sm, (7.9)

где Sm – действие для полей материи. Обычно действие для полей материи в теории грави-
тации получают путем минимальной подстановки: выбирают лоренц-инвариантное действие
в пространстве Минковского, заменяют лоренцеву метрику на псевдориманову ηαβ 7→ gαβ(x),
обычные производные – на ковариантные ∂α 7→ ∇̃α, и умножают лагранжиан на определи-
тель репера

√
|g|, чтобы получить инвариантную меру интегрирования. В результате получим

действие для полей материи, инвариантное относительно общих преобразований координат.
Сравнивая правую часть уравнений Эйнштейна (7.1) с вариационной производной (7.8), полу-
чаем выражение для тензора энергии-импульса материи

Tmαβ :=
2√
|g|

δSm

δgαβ
. (7.10)

Эту вариационную производную часто принимают за определение тензора энергии-импульса

полей материи в общей теории относительности. При таком определении тензор энергии-
импульса всегда симметричен. В ряде случаев, например, для скалярного и калибровочного
полей, это определение совпадает с ковариантным обобщением канонического тензора энергии-
импульса, т.е. получается из выражения (5.44) путем минимальной подстановки. Однако в об-
щем случае это не так, потому что действие для полей материи (например, спинорных полей)
не всегда может быть выражено через метрику.

Размерности постоянных и полей. В теории поля важную роль играет анализ размер-
ностей. Он помогает контролировать проведение вычислений путем сравнения размерностей
различных слагаемых и в некоторых случаях делать общие выводы. В квантовой теории поля,
например, размерность констант связи позволяет судить о перенормируемости моделей. Здесь
принят упрощенный вариант подсчета размерностей, где все измеряется в единицах длины.
Однако, для сравнения общей теории относительности с теорией гравитации Ньютона нам
этого будет недостаточно. Поэтому мы опишем оба подхода к определению размерностей.

В квантовой теории поля, по определению, действие и метрика являются безразмерны-
ми величинами, а координаты имеют размерность длины (скорость света мы принимаем за
единицу):

[She] := [gαβ ] := 1, [xα] := l.

При этом мы ограничиваем класс допустимых преобразований координат. Например, декарто-
вы координаты в R3 имеют размерность длины по определению. Однако в сферической системе
координат углы являются безразмерными. Тем самым мы допускаем только такие преобразо-
вания систем координат, которые не меняют их размерностей. Размерность компонент тензора
кривизны легко вычислить:

[Rαβγδ ] = [Rαβ ] = [R] = l−2,

так как они содержат две производные. Отсюда следует, что гравитационная и космологиче-
ская постоянные являются размерными величинами:

[κ] = l2−n, [Λ] = l−n.
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Для контроля вычислений такого описания размерностей, как правило, достаточно.
Теперь опишем размерности величин, как это принято в системе СГС, которые нам пона-

добятся в дальнейшем. При этом мы считаем, что размерность пространства-времени равна
четырем, n = 4. Исходными являются размерности массы (грамм), расстояния (сантиметр) и
времени (секунда):

[m] := г, [xµ] := см, [t] := сек,

где индекс µ = 1, 2, 3 пробегает только пространственные значения. Координата x0 := ct, где
c – скорость света, также измеряется в сантиметрах. По определению, компоненты метрики
безразмерны:

[gαβ ] = [gαβ ] := 1.

Поскольку кривизна содержит две производные по координатам, то

[Rαβγδ ] = [Rαβ ] = [R̃] =
1

см2
.

Действие, как это принято в механике, имеет ту же размерность, что и произведение импульса
на скорость p dq или энергии на время Edt:

[S] :=
г · см2

сек
.

Учитывая, что в действии [dt d3x] = сек · см3, определяем размерность гравитационной посто-
янной:

[κ] =
г · см
сек2

. (7.11)

В разделе 7.9 мы сравним эту гравитационную постоянную с той, которая входит во всемирный
закон тяготения. Наконец, размерность космологической постоянной равна

[Λ] =
г

см · сек2
.

В дальнейшем для упрощения формул мы часто будем полагать c = 1 и κ = 1. Там, где это
необходимо, степени скорости света легко восстановить, исходя из соображений размерности.

7.3. Вариация действия Гильберта–Эйнштейна

Докажем равенство (7.7) в более общем виде, который полезен при рассмотрении моделей,
основанных на геометрии Римана–Картана или аффинной геометрии. А именно, рассмотрим
инвариантное действие

S =

∫

M

dxL =

∫

M

dx
√

|g|ϕR, (7.12)

зависящее от скалярного поля ϕ(x) ∈ C2(M) и скалярной кривизны R(g,Γ), построенной по
метрике gαβ и аффинной связности общего вида Γαβ

γ . Мы предполагаем, что компоненты
метрики и связности являются достаточно гладкими функциями, и интеграл (7.12) сходит-
ся. Кроме этого мы предположим, что всеми граничными слагаемыми, возникающими при
интегрировании по частям, можно пренебречь.

Подстановка в действие (7.12) римановой кривизны R̃, зависящей только от метрики, при-
водит к чрезвычайно трудоемкой вариационной задаче. Это связано с тем, что при диффе-
ренцировании по частям необходимо дифференцировать также и скалярное поле. Поскольку
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скалярная кривизна R̃ содержит вторые производные от метрики, то интегрировать по ча-
стям необходимо два раза, и это приводит к большому числу слагаемых. Значительное упро-
щение вносят последовательные действия. Сначала варьируем по метрике gαβ и связности
Γαβ

γ , рассматривая их как независимые переменные, а затем подставляем вариацию связ-
ности, выраженную через вариацию метрики, тензора кручения и неметричности. В общей
теории относительности такой подход называется формализмом первого порядка.

Начнем с нескольких вспомогательных формул, необходимых в дальнейшем. Варьируя
определение обратной метрики,

gαβgβγ = δαγ ,

получаем тождество
δgαβgβγ + gαβδgβγ = 0.

Отсюда следует связь между вариацией самой метрики и ее обратной:

δgαβ = −gαγgβδδgγδ . (7.13)

Из теории матриц известно, что для произвольной квадратной обратимой матрицы A = (Aαβ)
справедливо тождество

δ detA = detAA−1αβδAαβ .

Отсюда следует, что вариация определителя метрики g := det gαβ равна

δg = ggαβδgαβ = −ggαβδgαβ . (7.14)

Эту вариацию мы записали в двух видах, так как в приложениях часто бывает удобнее варьи-
ровать действие не по самой метрики, а по ее обратной. Наличие квадратного корня в мере
объема

√
|g| :=

√
| det gαβ | приводит к появлению множителя 1/2. Поэтому для ее вариации

справедливы равенства

δ
√

|g| =
1

2

√
|g|gαβδgαβ = −1

2

√
|g|δgαβgαβ . (7.15)

Приступим к вариации действия (7.12). Вариационная производная по скалярному полю
ϕ очевидна

S,ϕ :=
δS

δϕ
=

√
|g|R. (7.16)

Метрика входит в действие (7.12) дважды: в форму объема и в определение скалярной кри-
визны

R := Rαβg
αβ , (7.17)

причем без производных. Поэтому нетрудно проверить, что

S,αβ :=
δS

δgαβ
= −√

|g|ϕ

(
Rαβ − 1

2
gαβR

)
. (7.18)

Вариация действия по аффинной связности Γαβ
γ , все компоненты которой рассматриваются

как независимые переменные, более трудоемка. Это связано с тем, что приходится интегриро-
вать по частям, так как тензор кривизны

Rαβγ
δ := ∂αΓβγ

δ − Γαγ
ǫΓβǫ

δ − (α↔ β) (7.19)
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зависит от производных аффинной связности. Прямые вычисления приводят к следующему
выражению для вариации лагранжиана после интегрирования по частям

δL = −√
|g|∂αϕg

αγδΓβγ
β +

√
|g|∂γϕg

αβδΓαβ
γ −√

|g|ϕ

(
Qα

αγ − 1

2
Qγ
)
δΓβγ

β+

+
√

|g|ϕ

[
−
(
Tδγ

δ +
1

2
Qγ

)
gαβ − Tγ

βα − Tγ
αβ +Qγ

αβ

]
δΓαβ

γ ,

(7.20)

где Tαβγ и Qαβγ – тензоры кручения и неметричности. Для облегчения вычислений следует
помнить, что выражение, стоящее перед вариацией связности, должно быть тензорным полем.
Это поможет правильно сгруппировать слагаемые. Заметим также, что выражение, стоящее
в квадратных скобках, симметрично по индексам α и β.

Теперь вычислим очень важную для приложений вариационную производную действия
(7.12) по метрике gαβ в римановой геометрии. Обозначим соответствующее действие, завися-
щее только от скалярного поля и метрики, через

S̃ =

∫

M

dx L̃ =

∫

M

dx
√

|g|ϕR̃. (7.21)

Поскольку кручение и неметричность в римановой геометрии равны нулю, то из (7.18) и (7.20)
следует, что вариация подынтегрального выражения в действии по метрике равна

δL̃ = −√
|g|ϕ

(
R̃αβ − 1

2
gαβR̃

)
δgαβ −√

|g|∂γϕg
γβδΓ̃αβ

α +
√

|g|∂γϕg
αβδΓ̃αβ

γ .

Выразив вариацию связности δΓ̃αβ
γ через вариацию метрики, проинтегрировав по частям и

приведя подобные члены, получим окончательное выражение для вариационной производной

S̃,αβ :=
δS̃

δgαβ
= −√

|g|ϕ

(
R̃αβ − 1

2
gαβR̃

)
+

√
|g|
(
�̃ϕgαβ − ∇̃α∇̃βϕ

)
. (7.22)

Напомним, что в римановой геометрии ввиду симметрии символов Кристоффеля по ниж-
ним индексам вторая ковариантная производная от скалярного поля симметрична: ∇̃α∇̃βϕ =
∇̃β∇̃αϕ.

Если скалярное поле равно единице, ϕ = 1, то действие (7.21) совпадает с действием
Гильберта–Эйнштейна (7.6) без космологической постоянной, и мы получаем выражение для
вариационной производной (7.7).

Формула для вариационной производной (7.22) со скалярным полем важна, например, при
вычислении скобок Пуассона в канонической формулировке общей теории относительности.

Вариация действия (7.12) была проведена в пространстве произвольной размерности. От-
метим, что в двумерном случае тензор Эйнштейна (7.2) тождественно равен нулю, и первое
слагаемое в (7.22) отсутствует (см. раздел 11.1).

7.4. Зависимость уравнений Эйнштейна

В настоящем разделе мы считаем, что кручение и неметричность равны нулю, а связностью
является связность Леви-Чивиты, построенная по заданной метрике.

Важным обстоятельством в общей теории относительности является линейная зависимость
уравнений Эйнштейна (7.1). Предположим, что эти уравнения получены вариацией по метрике
действия (7.9), которое инвариантно относительно общих преобразований координат. Если
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действие инвариантно относительно локальных преобразований, то согласно второй теореме
Нётер между уравнениями движения существует линейная зависимость (5.64). Рассмотрим
эту зависимость в случае общих преобразований координат. Для простоты предположим, что
действие полей материи зависит только от некоторого набора скалярных полей ϕa(x), a =
1, . . . , N . При бесконечно малых преобразованиях координат xα 7→ xα+ ǫα с параметром ǫα(x)
метрика и скалярные поля преобразуются по правилам:

δgαβ = −∇̃αǫβ − ∇̃βǫα,

δϕa = −ǫα∂αϕa,

где ǫα := gαβǫ
β. Следовательно, инвариантность действия записывается в виде

δS =

∫
dx

(
δS

δgαβ
(−2∇̃βǫα

)
+

δS

δϕa
(−ǫα∂αϕa)

)
= 0.

После интегрирования по частям первого слагаемого получаем искомую зависимость уравне-
ний движения

2
√

|g|∇̃β

(
δ(She + Sm)√

|g|δgαβ

)
− ∂αϕ

a δSm

δϕa
= 0,

так как действие Гильберта–Эйнштейна не зависит от полей материи. Это – тождества, ко-
торые выполняются независимо от того удовлетворяют поля уравнениям движения или нет.
Поскольку каждое слагаемое в действии инвариантно само по себе, то выполняются два тож-
дества:

∇̃βG
βα = 0, (7.23)

√
|g|∇̃βT

β
mα − δSm

δϕa
∂αϕ

a = 0, (7.24)

где мы воспользовались определением тензора энергии-импульса материи (7.10) в общей тео-
рии относительности. Первое из этих уравнений представляет собой свернутые тождества Би-
анки, а второе – ковариантный “закон сохранения” тензора энергии-импульса материи. Дей-
ствительно, если выполнены уравнения для полей материи,

δSm

δϕa
= 0,

то ковариантная дивергенция тензора энергии-импульса материи обращается в нуль

∇̃βT
β
mα = 0. (7.25)

Нетрудно видеть, что аналогичные выкладки можно проделать для любого набора полей
материи. При этом второе слагаемое в (7.24) может усложниться, но оно всегда будет пропор-
ционально уравнениям движения для полей материи. Единственное условие – это инвариант-
ность действия. Таким образом, получаем следующее

Предложение 7.4.1. Если действие полей материи инвариантно относительно об-

щих преобразований координат и поля материи удовлетворяют своим уравнениям Эйлера–

Лагранжа, то ковариантная дивергенция тензора энергии-импульса (7.25) равна нулю.

На формулу (7.25) можно взглянуть с другой точки зрения. Допустим, что нам заданы
уравнения Эйнштейна (7.1), а про инвариантное действие, приводящее к этим уравнениям,
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ничего не известно. Уравнения Эйнштейна – это система дифференциальных уравнений на
метрику, и у них есть условия интегрируемости. Чтобы их получить возьмем ковариантную
производную от обеих частей уравнений Эйнштейна. Дивергенция тензора Эйнштейна равна
нулю (7.23) как следствие тождеств Бианки. Дивергенция метрики тоже равна нулю, так как
связность Леви-Чивиты является метрической. Следовательно, ковариантный “закон сохране-
ния” тензора энергии-импульса материи (7.25) является условием интегрируемости системы
дифференциальных уравнений Эйнштейна для метрики (7.1). Это важно учитывать в тех слу-
чаях, когда тензор энергии-импульса материи получен не из принципа наименьшего действия,
а из каких-либо других соображений.

Пример 7.4.1. Если в качестве материи рассматривать жидкость или газ, для которой
уравнения движения не следуют из принципа наименьшего действия, то условие (7.25) явля-
ется независимым уравнением.

7.5. Действие для полей материи в обобщенных
моделях гравитации

В настоящем разделе мы покажем, что при минимальной подстановке ковариантное обоб-
щение канонического тензора энергии-импульса материи является источником в уравнении
для репера eαa, а ковариантное обобщение спинового момента полей материи – источником в
уравнении для лоренцевой связности ωαab.

В различных обобщенных моделях гравитации мы обычно предполагаем, что инвариантное
действие состоит из двух слагаемых

S = Sg + Sm, (7.26)

где Sg – гравитационная часть действия и Sm – действие для полей материи, в которое, для
простоты, мы включили также калибровочные поля (электромагнитное поле и поле Янга–
Миллса). В общей теории относительности Sg = She – это действие Гильберта–Эйнштейна
(7.6), равное интегралу от скалярной кривизны с возможным добавлением космологической
постоянной. Это действие зависит только от метрики или репера. В более общих моделях
гравитационная часть действия может включать также инварианты более высокого порядка
по кривизне, кручению, тензору неметричности и их ковариантных производных. В таких
случаях мы рассматриваем в качестве независимых переменных, по которым производится
варьирование, переменные Картана: репер eα

a и линейную GL(n,R) связность ωαab.
Если действие для полей материи может быть выражено через метрику и аффинную связ-

ность, то в качестве независимых переменных можно рассматривать также метрику, круче-
ние и неметричность. Однако это не всегда имеет место. Например, для спинорного поля в
геометрии Римана–Картана лоренцева связность не может быть выражена через метрику и
аффинную связность. В этом случае введение репера необходимо. Таким образом, в общем
случае использование переменных Картана предпочтительнее.

В настоящем разделе мы обсудим общие свойства уравнений движения для полей материи,
не используя конкретный вид гравитационной части действия Sg.

Остановимся более подробно на действии Sm для полей материи. К полям материи в насто-
ящем разделе мы относим скалярные, спинорные поля, электромагнитное поле, поля Янга–
Миллса и все другие поля, кроме репера и линейной связности. Обозначим всю совокупность
полей материи через ϕ = {ϕa}, a = 1, 2, . . . . Пусть действие для полей материи в плоском
пространстве-времени Минковского R1,n−1 с координатами xa, a = 0, 1, . . . , n− 1, имеет вид

Sm =

∫

R1,n−1

dxLm(η, η̂, ϕ, ∂ϕ),
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где лагранжиан полей материи Lm зависит от метрики Минковского η = {ηab}, инвариантной
метрики в пространстве-мишени для полей материи η̂ = {ηab} (во многих случаях это просто
символ Кронекера, ηab = δab), полей материи ϕ = {ϕa} и их частных производных первого
порядка ∂ϕ = {∂aϕa}.

В моделях гравитации мы предполагаем, что пространство-время M является многооб-
разием той же размерности, что и исходное пространство Минковского R1,n−1. Обозначим
локальные координаты на M через xα, α = 0, 1, . . . , n− 1. В простейшем случае инвариантное
действие для полей материи получается из действия в пространстве Минковского с помощью
минимальной подстановки:

R
1,n−1 → M, dim M = n,

Lm 7→ √
|g|Lm,

ηab 7→ gαβ = eα
aeβ

bgab,

ηab 7→ gab(x),

ϕa 7→ ϕa,

∂aϕ
a 7→ ∇αϕ

a, ∇αϕ
a := ∂αϕ

a + ωαb
aϕb,

где ωαab – компоненты линейной связности в том представлении, в котором преобразуются
поля материи.

В случае общей линейной группы преобразований GL(n,R) инвариантной метрики в
пространстве-мишени не существует (если поля материи преобразуются по точному представ-
лению GL(n,R)), и мы вынуждены рассматривать нетривиальную метрику в пространстве-
мишени gab(x) как дополнительное поле. Метрика gab – это произвольная симметричная невы-
рожденная матрица лоренцевой сигнатуры, с помощью которой определяется репер.

Пример 7.5.1. Рассмотрим набор массивных скалярных полей одинаковой массы, лагран-
жиан которых в пространстве Минковского имеет вид (см. раздел 9.1)

Lm =
1

2
ηab∂aϕ

a∂bϕ
bηab − 1

2
m2ϕaϕbηab. (7.27)

Мы считаем, что скалярные поля преобразуются по некоторому представлению группы Ло-
ренца (индекс a), и ηab – инвариантная метрика. Этот лагранжиан инвариантен относительно
глобальных преобразований Лоренца, действующих на координаты xa и поля ϕa. После ми-
нимальной подстановки он примет вид

Lm =
√

|g|

(
1

2
gαβ∇αϕ

a∇βϕ
bgab − 1

2
m2ϕaϕbgab

)
,

где ковариантная производная определяется линейной связностью

∇αϕ
a := ∂αϕ

a + ωαb
aϕb, ωαb

a := ωα
abLabb

a, (7.28)

gab – метрика в пространстве-мишени и gαβ = eαae
β
bg
ab. В приведенной формуле Labba – пред-

ставление генераторов линейной группы для выбранного набора скалярных полей. Соответ-
ствующее действие инвариантно относительно общих преобразований координат и локальных
GL(n,R) вращений в пространстве-мишени:

eα
b 7→ eα

bS−1
b
a,

gab 7→ Sa
cSb

dgcd,
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ωαa
b 7→ Sa

cωαc
dS−1

d
b + ∂αSa

cS−1
c
b,

ϕa 7→ ϕbS−1
b

a,

gab 7→ Sa

cSb

dgcd,

где Sab(x) ∈ GL(n,R) – матрица локальных вращений и Sa

b – ее представление, которое соот-
ветствует выбранному набору скалярных полей. Если ограничить группу GL(n,R) до группы
Лоренца O(1, n−1), то в качестве метрики gab(x) следует выбрать инвариантную метрику Ло-
ренца ηab, которая уже не будет зависеть от точки многообразия. Ей соответствует некоторая
инвариантная метрика ηab в пространстве-мишени.

Ограничимся моделями, основанными на геометрии Римана–Картана. Тогда группа Ли
общих линейных преобразований GL(n,R) сужается до группы Лоренца, и мы полагаем gab =
ηab и gab = ηab.

Из общего выражения для действия (7.26) следуют уравнения Эйлера–Лагранжа для гео-
метрических переменных eαa, ωαab и полей материи ϕa:

δS

δeαa
= 0, (7.29)

δS

δωαab
= 0, (7.30)

δS

δϕa
=
δSm

δϕa
= 0. (7.31)

Поскольку при минимальной подстановке репер входит в действие полей материи только в
качестве общего множителя

√
|g| := det eα

a и в ковариантную производную с латинским ин-
дексом ∇aϕ

a := eαa∇αϕ
a, то первое уравнение можно переписать в виде

δSg

δeαa
=

√
|g|

∂Lm

∂(∇αϕa)
eβa∇βϕ

a −√
|g|eαaLm =

√
|g|eβaTmβ

α, (7.32)

где

Tmβ
α := − 1√

|g|

δSm

δeαa
eβ
a = ∇βϕ

a
∂Lm

∂(∇αϕa)
− δαβLm.

Сравнивая последнее выражение с каноническим тензором энергии-импульса (5.44), получен-
ным из теоремы Нётер, мы видим, что в правой части гравитационных уравнений (7.32), по-
лученных после варьирования по реперу, стоит его ковариантное обобщение. Поэтому говорят,
что тензор энергии-импульса материи является источником для репера.

Линейная связность ωα
ab входит в действие полей материи только через ковариантную

производную. Поэтому уравнение (7.30) можно переписать в виде

δSg

δωαab
= −√

|g|
∂Lm

∂(∇αϕa)
Labb

aϕb =
√

|g|Smab
α,

где

Smab
α := − ∂Lm

∂(∇αϕa)
Labb

aϕb. (7.33)

В геометрии Римана–Картана общая линейная группа GL(n,R) сужается до группы Лоренца
O(1, n − 1), линейная связность ωαab становится лоренцевой связностью, Labba – генераторы
группы Лоренца, gab = ηab, gab – инвариантная метрика в пространстве-мишени, которая
всегда существует, так как группа Лоренца проста. В этом случае выражение (7.33) является
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ковариантным обобщением спинового момента полей материи (5.54). Поэтому мы говорим, что
спиновый момент полей материи является источником для лоренцевой связности.

Выбор переменных Картана для моделей гравитации позволил дать физическую интер-
претацию источников гравитационного поля: тензор энергии-импульса материи является ис-
точником для репера и спиновый момент – источником для лоренцевой связности.

Замечание. При выборе в качестве независимых переменных в геометрии Римана–
Картана метрики и кручения, в правой части соответствующих уравнений будут стоять вы-
ражения, которые не имеют столь простой и привлекательной интерпретации.

7.6. Скалярно-тензорные модели

В качестве одного из возможных обобщений эйнштейновской теории гравитации, основан-
ного на римановой геометрии, рассматривают скалярно-тензорные модели, в которых гра-
витационное взаимодействие описывается метрикой gαβ и скалярным полем φ. Лагранжиан
скалярно-тензорных моделей обычно записывают в виде

L = κ
√

|g|φR+
√

|g|
ω(φ)

φ
∂φ2 −√

|g|V (φ) + Lm, (7.34)

где R(g) – скалярная кривизна (в настоящем разделе знаки тильды опущены),

∂φ2 := gαβ∂αφ∂βφ

– кинетический член для скалярного поля, κ – гравитационная постоянная, ω(φ) и V (φ) –
некоторые достаточно гладкие функции от скалярного поля, характеризующие неминималь-
ность взаимодействия и потенциал самодействия. Все остальные поля включены в лагранжиан
полей материи Lm.

С точки зрения общей теории относительности можно сказать следующее. Лагранжиан
(7.34) описывает гравитационное взаимодействие полей материи, причем гравитационная “по-
стоянная” κφ(x) зависит от точки пространства-времени, то есть является скалярным полем,
которое удовлетворяет своим уравнениям движения. При этом связь этого скалярного поля с
метрикой неминимальна и включается некоторое самодействие, описываемое потенциалом V .

При n = 2 лагранжиан вида (7.34) описывает двумерную дилатонную гравитацию общего
вида, а скалярное поле φ называется полем дилатона. Этот класс моделей характеризует-
ся двумя произвольными функциями U(φ) := 2ω(φ)/φ и V (φ) и приводит к интегрируемым
уравнениям движения.

Впервые действие вида (7.34) было рассмотрено М. Фирцем в 1956 году [66]. Скалярно-
тензорные модели гравитации привлекли значительное внимание после работ П. Йордана [67]
и С. Бранса и Р. Дике [68]. Основная идея этих исследований восходит к работе П. Дира-
ка, который предположил, что гравитационная постоянная может меняться со временем [69].
М. Фирц пошел дальше, выдвинув гипотезу о том, что гравитационная постоянная описыва-
ется независимым скалярным полем, удовлетворяющим некоторому нелинейному уравнению
движения.

Получим уравнения движения для скалярно-тензорных моделей (7.34). Используя вид
вариационной производной (7.22), нетрудно получить вариационные производные действия
(7.34) по обратной метрике и скалярному полю

1√
|g|

δS

δgαβ
: κφ

(
Rαβ −

1

2
gαβR

)
− κ(�φgαβ −∇α∇βφ)+
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+
ω

φ

(
∂αφ∂βφ− 1

2
gαβ∂φ

2

)
+

1

2
gαβV +

1

2
Tmαβ = 0. (7.35)

1√
|g|

δS

δφ
: κR − 2

ω

φ
�φ− ω′

φ
∂φ2 +

ω

φ2
∂φ2 − V ′ = 0, (7.36)

где Tmαβ – тензор энергии-импульса материи (7.10), а штрих обозначает дифференцирование
функции по аргументу. След уравнения (7.35) имеет вид

φ(n2 − 1)

(
κR +

ω

φ2
∂φ2

)
+ κ(n − 1)�φ− n

2
V − Tm = 0,

где Tm := Tmα
α – след тензора энергии-импульса материи. Это уравнение при n 6= 2 позволяет

исключить сумму

κR+
ω

φ2
∂φ2

из уравнения для скалярного поля (7.36). В результате получим эквивалентное уравнение

2

(
n− 1

n− 2
κ+ ω

)
�φ+

1

n− 2
(nV + 2Tm) − ω′∂φ2 − φV ′ = 0. (7.37)

Таким образом, систему уравнений движения (7.35), (7.36) можно переписать в эквивалентном
виде, заменив уравнение для скалярного поля (7.36) на уравнение (7.37). В четырехмерном
пространстве-времени уравнения движения обычно записывают в виде

κφ

(
Rαβ −

1

2
gαβR

)
= −1

2
Tmαβ + κ(�φgαβ −∇α∇βφ)−

− ω

φ

(
∂αφ∂βφ− 1

2
gαβ∂φ

2

)
− 1

2
gαβV, (7.38)

�φ =
1

2ω + 3κ
(2V + Tm − ω′∂φ2 − φV ′). (7.39)

С математической точки зрения уравнения движения скалярно-тензорных моделей зна-
чительно сложнее уравнений общей теории относительности и изучены недостаточно полно.
Поэтому практически ничего нельзя сказать о виде функций ω(φ) и V (φ), которые приводят к
удовлетворительным результатам с теоретической точки зрения и не противоречат существу-
ющим наблюдательным данным.

7.7. Полиномиальная форма действия Гильберта–Эйнштейна

Рассмотрим пространство-время M произвольной размерности dim M = n > 3. Обозначим
локальные координаты пространства-времени через xα, α = 0, 1, . . . , n − 1. Уравнения дви-
жения для метрики gαβ(x) в общей теории относительности без полей материи следуют из
вариационного принципа для действия Гильберта–Эйнштейна (7.6).

Действие Гильберта–Эйнштейна неполиномиально по компонентам метрики по двум при-
чинам. Во-первых, оно содержит неполиномиальный элемент объема

√
|g|. Во-вторых, выра-

жение для скалярной кривизны содержит обратную метрику gαβ , компоненты которой так-
же неполиномиальны по gαβ . Поэтому действие Гильберта–Эйнштейна в теории возмущений
представляет собой очень сложный бесконечный ряд, что является существенной технической
трудностью при анализе уравнений движения и квантовании. По этим же причинам действие
Гильберта–Эйнштейна неполиномиально по компонентам обратной метрики.
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Покажем, что конфигурационное пространство общей теории относительности можно рас-
ширить, включив определитель метрики в качестве дополнительной независимой переменной
таким образом, что действие примет полиномиальный вид. Эквивалентность полиномиального
действия исходному действию достигается за счет наложения в расширенном конфигураци-
онном пространстве связи, которая также полиномиальна по полям. Изложение настоящего
раздела следует статьям [70, 71].

Координатами конфигурационного пространства M общей теории относительности явля-
ются компоненты метрики gαβ(x). Размерность этого пространства равна

dimM =
n(n+ 1)

2
×∞(n−1),

где символический множитель ∞(n−1) соответствует точкам пространства в пространстве-
времени M.

Рассмотрим другое конфигурационное пространство N с координатами ̺(x), kαβ(x). При
этом будем считать, что ̺ > 0 и матрица kαβ симметрична и невырождена в каждой точке
пространства-времени:

kαβ = kβα, det kαβ 6= 0.

Мы предполагаем также, что матрицы gαβ и kαβ имеют одинаковую лоренцеву сигнатуру

sign gαβ = sign kαβ = (+− . . .−︸ ︷︷ ︸
n−1

).

Размерность нового конфигурационного пространства равна

dimN =

(
n(n+ 1)

2
+ 1

)
×∞(n−1).

Выделим в N подпространство M′ с помощью дополнительного условия

det kαβ =

{
1, det gαβ > 0, нечетные n,

−1, det gαβ < 0, четные n.
(7.40)

Тогда между точками подпространства M′ ⊂ N и исходного конфигурационного пространства
M можно установить взаимно однозначное соответствие

gαβ := ̺2kαβ . (7.41)

Обратное преобразование имеет вид

̺ = | det gαβ |1/2n, kαβ = ̺−2gαβ . (7.42)

Поэтому мы отождествим M = M′. Представление для обратной метрики gαβ = ̺−2kαβ , где
kαβkβγ = δαγ следует из уравнения (7.41).

Сделаем два важных замечания. Во-первых, компоненты обратной матрицы kαβ полино-
миальны по kαβ . В общем случае из условия (7.40) следует, что они являются полиномами
степени n − 1 по компонентам kαβ . Во-вторых, компоненты kαβ являются компонентами не
тензора, а тензорной плотности второго ранга. Действительно, потребуем, чтобы равенство
(7.41) было выполнено в произвольной системе координат. Поскольку определитель метрики
g представляет собой скалярную плотность степени deg g = −2, то матрица kαβ является сим-
метричной тензорной плотностью второго ранга и степени deg kαβ = 2/n, а поле ̺ – скалярной
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плотностью степени deg ̺ = −1/n. То есть при преобразовании координат xα → xα
′

(x) новые
переменные преобразуется по правилу

kα′β′ = ∂α′xα∂β′xβkαβJ
2/n, ̺′ = ̺J−1/n,

где J := det ∂αx
α′

– якобиан преобразования координат. Это значит, что дополнительное усло-
вие (7.40) инвариантно относительно преобразования координат. В связи с этим будем назы-
вать поле kαβ(x) плотностью метрики.

Явная формула для компонент обратной плотности метрики имеет вид

kαβ =
1

(n− 1)!
ε̂αγ2...γn ε̂βδ2...δnkγ2δ2 . . . kγnδn ,

где ε̂α1...αn – полностью антисимметричная тензорная плотность степени −1 с единичными
компонентами |ε̂α1...αn | = 1. Данная формула показывает, что компоненты kαβ – это полиномы
степени n− 1 от компонент kαβ и наоборот.

Перепишем действие Гильберта–Эйнштейна в новых переменных ̺, kαβ . Для вычислений
нам понадобятся следующие тождества, которые следуют после дифференцирования равен-
ства (7.40):

kγδ∂αkγδ = 0,

kγδ∂2
αβkγδ − kγδkǫζ∂αkγǫ∂βkδζ = 0.

Прямые вычисления приводят к равенствам:

∂αgβγ = ̺2 (∂αkβγ + 2∂α ln̺ kβγ) ,

∂2
αβgγδ = ̺2

(
∂2
αβkγδ + 2∂2

αβ ln̺ kγδ+

+2∂α ln̺ ∂βkγδ + 2∂β ln̺ ∂αkγδ + 4∂α ln̺ ∂β ln̺ kγδ) ,

gβδ∂αgδγ = kβδ∂αkδγ + 2∂α ln̺δβγ ,

gǫζ∂αgγǫ∂βgδζ = ̺2
(
kǫζ∂αkβǫ∂βkδζ + 2∂α ln̺ ∂βkγδ + 2∂β ln̺ ∂αkγδ+

+4∂α ln̺ ∂β ln̺ kγδ) ,

gγδgǫζ∂αgγǫ∂βgδζ = kγδkǫζ∂αkγǫ∂βkδζ + 4n∂α ln̺ ∂β ln̺,

gγδ∂2
αβgγδ = kγδ∂2

αβkγδ + 2n∂2
αβ ln̺+ 4n∂α ln̺ ∂β ln̺,

∂2
αβgγδ −

1

2
gǫζ∂αgγǫ∂βgδζ −

1

2
gǫζ∂βgγǫ∂αgδζ =

= ̺2

(
∂2
αβkγδ −

1

2
kǫζ∂αkγǫ∂βkδζ −

1

2
kǫζ∂βkγǫ∂αkδζ + 2∂2

αβ ln̺ kγδ

)
.

(7.43)

Теперь нетрудно найти выражение для скалярной кривизны

R = ̺−4
[
̺2R(k) + 2(n − 1)̺∂α(kαβ∂β̺) + (n− 1)(n − 4)∂̺2

]
, (7.44)

где
∂̺2 := kαβ∂α̺∂β̺,

и “скалярная” кривизна R(k) для плотности метрики kαβ принимает удивительно простой вид

R(k) = ∂αβk
αβ +

1

2
kαβ∂αk

γδ∂γkβδ −
1

4
kαβ∂αk

γδ∂βkγδ . (7.45)
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Отметим, что это выражение полиномиально и по плотности метрики kαβ , и по ее обратной
kαβ .

Заметим, что для заданной плотности метрики kαβ мы можем формально построить симво-
лы Кристоффеля, тензоры кривизны и Риччи, а также скалярную кривизну. Соответствующие
“символы Кристоффеля” не определяют связность на M, а “кривизна” не является тензором,
потому что новая переменная kαβ является не тензором, а тензорной плотностью. Например,
скаляром в выражении (7.44) является не просто R(k), а вся правая часть выражения. Вместе с
этим, группа общих преобразований координат содержит подгруппу, состоящую из преобразо-
ваний с единичным якобианом. Относительно этой подгруппы “символы Кристоффеля” Γ

(k)
αβ

γ

для kαβ преобразуются как компоненты связности, а “кривизна” R(k)
αβγ

δ является тензором.

Вторые производные ∂2
αβk

αβ и ∂α(kαβ∂β̺), как и в общей теории относительности, можно
исключить из действия Гильберта–Эйнштейна (7.6), вычтя граничный член

∂α
(
̺n−2∂βk

αβ + 2(n− 1)̺n−3kαβ∂β̺
)
.

Здесь, для краткости, мы положили κ = 0. В результате действие примет вид

She

div
=

∫
dxLhe, (7.46)

где

Lhe = ̺n−4

[
1

2
̺2kαβ∂αk

γδ∂γkβδ −
1

4
kαβ∂αk

γδ∂βkγδ−

−(n− 2)̺∂αk
αβ∂β̺− (n − 1)(n − 2)∂̺2 − (n− 2)Λ̺4

]
.

(7.47)

При размерности пространства-времени n > 4 этот лагранжиан полиномиален по полям ̺, kαβ
со степенями n и n+1 соответственно. Общая степень полинома равна 2n−1. По построению,
с точностью до граничных слагаемых это действие инвариантно относительно общих преоб-
разований координат. Необходимо только помнить, что поля ̺ и kαβ являются не тензорами,
а тензорными плотностями.

Лагранжиан (7.47) имеет вид лагранжиана дилатонной гравитации, где роль дилатона иг-
рает определитель метрики. От обычных моделей он отличается тем, что содержит перекрест-
ный член с производными ∂αk

αβ∂β̺. Кроме того, он содержит меньшее число независимых
полей, так как на плотность метрики наложено условие (7.40).

Дополнительное условие на плотность метрики (7.40) можно учесть, добавив к лагранжи-
ану связь,

Lhe 7→ Lhe + λ( det kαβ ± 1),

где λ(x) – множитель Лагранжа.
Введение множителей Лагранжа необязательно. Из условия (7.40) следует условие на ва-

риации плотности метрики

δ det kαβ = ±kαβδkαβ = ∓δkαβkαβ = 0. (7.48)

Поэтому действие (7.46) можно варьировать по kαβ или kαβ , рассматривая все компоненты
как независимые, а затем взять бесследовую часть получившихся уравнений.

Уравнения Эйлера–Лагранжа для действия (7.46) эквивалентны вакуумным уравнениям
Эйнштейна (7.4). Вариация действия по ̺ приводит к уравнению

2(n − 1)̺�̺+ (n− 1)(n − 4)∂̺2 +R(k)̺2 = nΛ̺4, (7.49)
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которое эквивалентно следу уравнений Эйнштейна (7.4). Вариация действия (7.46) по плотно-
сти метрики дает n(n+ 1)/2 − 1 уравнений:

̺2

(
R

(k)
αβ − 1

n
kαβR

(k)

)
+ (n − 2)(̺∇α∇β̺ − ∇α̺∇β̺) − n− 2

n
kαβ(̺�̺ − ∂̺2) = 0, (7.50)

где
∇α̺ = ∂α̺,

∇α∇β̺ = ∂2
αβ̺− Γ

(k)
αβ

γ∂γ̺,

�̺ = ∂α(kαβ∂β̺),

(7.51)

и символы Кристоффеля Γ
(k)
αβ

γ построены по плотности метрики kαβ . Эти уравнения эквива-
лентны бесследовой части уравнений Эйнштейна, потому что при варьировании необходимо
учесть условие на вариации компонент плотности метрики (7.48). Заметим, что “ковариант-
ные” производные тензоров и тензорных плотностей при условии (7.40) совпадают, так как

Γ
(k)
αβ

β = 0. “Тензор Риччи” в (7.50) имеет вид

R
(k)
αβ =

1

2
kγδ(∂2

γδkαβ − ∂2
αγkβδ − ∂2

βγkαδ) −
1

2
∂γk

γδ(∂αkβδ + ∂βkαδ − ∂δkαβ)−

− 1

4
∂αkγδ∂βk

γδ − 1

2
kγδkǫζ(∂γkαǫ∂δkβζ − ∂γkαǫ∂ζkβδ).

Уравнения (7.49) и (7.50) представляют собой соответственно след и бесследовую часть уравне-
ний Эйнштейна (7.4). Для любого решения уравнений (7.49) и (7.50) существует единственная
метрика (7.41), которая удовлетворяет уравнениям Эйнштейна (7.4). Наоборот, для любого ре-
шения уравнений Эйнштейна (7.4) можно построить единственные плотность метрики и поле
̺ (7.42), которые будут удовлетворять уравнениям (7.49) и (7.50).

Таким образом, при n > 4, действие (7.46), уравнения Эйлера–Лагранжа (7.49), (7.50) и
связь (7.40) полиномиальны по полям ̺, kαβ . Это существенное упрощение теории достигнуто
за счет расширения конфигурационного пространства путем введения дополнительной поле-
вой переменной ̺. Если связь (7.40) явно решить относительно одной из компонент плотности
метрики kαβ и подставить найденное решение в действие (7.46), то полиномиальность теории
будет утеряна. Отметим, что введение нового поля и связи не является чем-то, из ряда вон
выходящим: исходная метрика gαβ и так содержит нефизические степени свободы, которые ис-
ключаются из теории путем решения калибровочных условий и связей, содержащихся в общей
теории относительности. Мы лишь увеличили число переменных и связей, оставив физические
степени свободы прежними.

На гамильтоновом языке проведенная процедура означает следующее. Фазовое простран-
ство, соответствующее переменным ̺, kαβ , также расширится, при этом возникнет дополни-
тельная связь на импульсы (равенство нулю следа импульсов, соответствующих kαβ), которая
вместе со связью (7.40) образует пару связей второго рода. Однако полное фазовое простран-
ство уже будет не симплектическим, а только пуассоновым, так как матрица скобок Пуассона
координат этого пространства будет вырождена. Подробнее этот вопрос рассмотрен далее в
разделе 8.7.

Добавление скалярного ϕ(x) и электромагнитного Aα(x) полей сохраняет действие и урав-
нения Эйлера–Лагранжа полиномиальными. При минимальной подстановке получаем следу-
ющие лагранжианы:

Ls =
1

2

√
g
[
gαβ∂αϕ∂βϕ− V (ϕ)

]
=

1

2
̺n−2

[
kαβ∂αϕ∂βϕ− ̺2V (ϕ)

]
,
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Lem = −1

4

√
ggαβgγδFαγFβδ = −1

4
̺n−4kαβkγδFαγFβδ,

где V (ϕ) – потенциал скалярного поля, включая массовый член, и Fαβ := ∂αAβ − ∂βAα –
напряженность электромагнитного поля.

В четырехмерном пространстве-времени уравнение (7.49) упрощается

�̺+
1

6
R(k)̺ =

2

3
Λ̺3. (7.52)

При этом мы разделили его на ̺, что возможно в силу предположения ̺ > 0.
Отбросим на время условие на плотность метрики (7.52) и будем считать kαβ метрикой, а

̺ – скалярным полем. Тогда уравнение (7.52) ковариантно относительно конформных преоб-
разований

k̄αβ = Ω2kαβ, ¯̺ = Ω−1̺, (7.53)

где Ω(x) > 0 – дважды дифференцируемая функция. Оно рассматривалось в [72, 73, 74] при
Λ = 0 и в [75] при Λ 6= 0. Рассматриваемый подход существенно отличается, поскольку на
плотность метрики kαβ наложено дополнительно условие (7.40), которое явно нарушает кон-
формную инвариантность. Однако появление множителя 1/6 в уравнении (7.52) не случайно,
так как параметризация (7.41) по виду совпадает с конформным преобразованием метрики
(7.53).

Унимодулярная гравитация. При создании общей теории относительности А. Эйн-
штейн для упрощения вычислений часто использовал систему координат, в которой форма
объема

√
|g| является постоянной. Не ограничивая общности, можно считать, что эта постоян-

ная равна единице:
|g| := | det gαβ | = 1. (7.54)

Дифференцируя это равенство по координатам, получим уравнения:

∂α
√

|g| = 0 ⇔ ∂αg = 0.

Используя формулу для дифференцирования определителя метрики, полученные условия
можно также записать в другом эквивалентном виде

gβγ∂αgβγ = 0 ⇔ Γ̃α := Γ̃βα
β = 0.

Дивергенция произвольного векторного поля в унимодулярной гравитации имеет тот же
вид, что и в плоском пространстве в декартовых координатах:

∇αX
α = ∂αX

α.

В общековариантных теориях, которой является общая теория относительности, существу-
ет произвол в выборе системы координат, которым можно воспользоваться. Нетрудно дока-
зать, что в окрестности произвольной точки пространства-времени существует такая система
координат, что определитель метрики равен по модулю единице (7.54). Такие системы коорди-
нат определены с точностью до преобразований координат с единичным якобианом. Условие
| det gαβ | = 1 существенно упрощает многие формулы, в частности, выражение для скалярной
кривизны (7.45) становится полиномиальным.

Модели гравитации для метрики с единичным определителем рассматривались в физи-
ке неоднократно. Этим обстоятельством пользовался Эйнштейн при создании общей теории
относительности [65]. В настоящее время такие модели часто называют унимодулярной грави-

тацией. Если рассматривается только гравитация без взаимодействия с другими полями, то
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унимодулярная гравитация есть просто общая теория относительности в специальной фикси-
рованной системе координат, которая упрощает вид многих формул. Поэтому она эквивалент-
на общей теории относительности. Однако при введении взаимодействия с полями материи
возникают дополнительные возможности, которые мы обсуждать не будем.

7.8. Точечные частицы в теории гравитации

Пусть задано пространство-время, т.е. многообразие M с метрикой g лоренцевой сигнату-
ры. Будем считать, что кручение и неметричность на M равны нулю, и, для простоты, не
будем помечать это обстоятельство знаком тильды. Размерность пространства-времени пока
не фиксируем, dim M = n > 2. Точечная частица движется в пространстве-времени M по
некоторой дифференцируемой времениподобной кривой {qα(τ)} ∈ M, где τ ∈ R – произволь-
ный параметр вдоль этой кривой. Напомним, что кривая называется времениподобной, если
вектор скорости кривой, uα := q̇α := dqα/dτ , времениподобен, u2 := uαuβgαβ > 0. Мы считаем,
что частица движется в будущее, т.е. u0 > 0. Форма кривой определяется рассматриваемой
задачей и силами, которые действуют на частицу. В общем случае параметр вдоль кривой
произволен, и его выбирают из соображений удобства. Наиболее часто в качестве параметра
вдоль траектории частицы выбирают ее длину s, которая является каноническим параметром.
Это всегда возможно, так как обыкновенное дифференциальное уравнение ds =

√
q̇αq̇βgαβ dτ

разрешимо относительно s = s(τ). В дальнейшем точка, как правило, будет обозначать диф-
ференцирование по параметру s.

Определение. Времениподобная дифференцируемая кривая {qα(τ)} ∈ M, вдоль которой
движется точечная частица, называется мировой линией частицы. Проекция мировой линии на
пространственное сечение пространства-времени называется ее траекторией. Если параметр
вдоль мировой линии частицы совпадает с ее длиной, τ = s, то он называется собственным

временем. Векторное поле

uα :=
dqα

ds
, (7.55)

определенное на мировой линии частицы, называется собственной скоростью частицы. Кова-
риантная производная от скорости частицы вдоль ее мировой линии

wα :=
dqβ

ds
∇βu

α = uβ∇βu
α (7.56)

называется ускорением частицы. Частица называется свободной, если ее ускорение равно нулю.
Производная вдоль мировой линии частицы

vα :=
dqα

dq0
=
q̇α

q̇0
(7.57)

называется наблюдаемой скоростью частицы в системе координат xα.

Собственная скорость и ускорение частицы являются n-мерными векторами, определен-
ным вдоль мировой линии частицы. Собственное время – это то время, которое показывают
часы наблюдателя, движущегося вместе с частицей. Когда наблюдатель движется вместе с
частицей, то он может измерить свою скорость относительно системы координат xα, это и бу-
дут компоненты собственной скорости. Наблюдаемая скорость, как следует из определения, не
является векторным полем и зависит от выбора системы координат. Это та скорость, которую
измеряет внешний наблюдатель в выбранной системе отсчета.
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Равенство нулю ускорения частицы

uβ∇βu
α = 0,

определяет экстремали (3.28). Это значит, что свободные частицы в теории тяготения движут-
ся вдоль экстремалей пространства-времени. Если на частицу действуют негравитационные
силы, например, электромагнитные, то в уравнении движения mwα = fα, где m = const –
масса частицы, появится внешняя сила с компонентами fα. В этом случае ее мировая линия
будет отличаться от экстремали.

Предложение 7.8.1. Если параметр вдоль мировой линии частицы канонический, то

квадрат собственной скорости равен единице,

u2 := uαuβgαβ = 1. (7.58)

При этом ускорение всегда ортогонально скорости

uαwα = 0.

Доказательство. Первое утверждение следует из определения:

u2 =
dxα

ds

dxβ

ds
gαβ =

ds2

ds2
= 1.

Продифференцируем это равенство вдоль мировой линии

uβ∇β(u
2) = 2uβuα∇βuα = 2uαwα = 0,

где мы воспользовались тем, что ковариантная производная от метрики для связности Леви-
Чивиты равна нулю. Отсюда вытекает второе утверждение предложения.

Наблюдаемая скорость является нековариантным объектом. Из определения следует соот-
ношение между компонентами собственной и наблюдаемой скоростями

vα =
uα

q̇0
. (7.59)

Более подробно,

v0 = 1, vµ =
dqµ

dq0
.

Возведем равенство vαq̇0 = uα в квадрат и учтем, что u2 = 1. Тогда получим, что компоненты
собственной скорости частицы можно записать в виде

u0 := q̇0 =
1√
v2
, uµ := q̇µ =

vµ√
v2
, (7.60)

где v2 = vαvβgαβ – квадрат наблюдаемой скорости. Из равенства (7.59) также следует, что v2 >
0. Понятие наблюдаемой скорости частицы будет использовано в дальнейшем при определении
ультрарелятивистского предела для точечной частицы.

Замечание. Определения даны для точечной частицы, находящейся под действием про-
извольных сил, не только гравитационных. Мы также предполагаем, что, если наблюдатель
находится в определенной точке пространства в определенный момент времени, то ему из-
вестны значения всех координат xα, соответствующих данной точке пространства-времени.
Мы также предполагаем, что ему известны координаты всех близлежащих точек, что необ-
ходимо для вычисления производных. Эти упрощающие предположения сделаны для того,
чтобы обойти важный и интересный, но сложный вопрос измерений.
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В общем случае, когда на частицу действуют произвольные силы, она может двигаться по
любой времениподобной кривой. В моделях гравитации мы предполагаем, что точечная ча-
стица, на которую действуют только гравитационные силы, описывается инвариантным дей-
ствием

Sm = −mc
∫ q

p
ds = −mc

∫ τ2

τ1

dτ
√
q̇αq̇βgαβ , (7.61)

где m = const > 0 – масса частицы, c – скорость света и интегрирование проводится вдоль вре-
мениподобной кривой q(τ), τ ∈ R, соединяющей точки p := q(τ1) и q := q(τ2). Действие (7.61)
отличается от длины мировой линии частицы (3.23) постоянным множителем −mc и, если
метрика задана, варьируется только по траектории частицы δqα(τ). В дальнейшем положим
c = 1.

Допустим, что точки p, q ∈ M можно соединить времениподобной экстремалью и притом
только одной. Ясно, что эти точки всегда можно соединить также ломаными светоподобными
кривыми γ. Длина этих кривых равна нулю, потому что каждый сегмент ломаных светоподо-
бен. Если некоторая времениподобная кривая аппроксимирует одну из этих кривых γ, то ее
длина будет близка к нулю. Остальные времениподобные кривые, соединяющие точки p и q
будут иметь некоторую положительную длину. Поэтому, если точки p и q соединяются толь-
ко одной экстремалью, то это будет времениподобная кривая наибольшей длины. Благодаря
знаку минус перед действием (7.61), экстремаль соответствует минимуму функционала (7.61)
среди всех времениподобных кривых, соединяющих точки p и q. Отсюда следует, что точечные
частицы движутся вдоль экстремалей пространства-времени, если на них действуют только
внешние гравитационные силы.

Если метрика пространства-времени считается заданной, то это означает, что мы не учиты-
ваем гравитационное поле, создаваемое самой частицей. Во многих случаях такая постановка
задачи вполне допустима, например, если масса частицы мала. Такие частицы называются
пробными.

Замечание. Мы предполагаем, что точечная частица описывается действием (7.61) неза-
висимо от того, задана ли на M аффинная геометрия общего вида с кручением и неметрич-
ностью или задана только метрика. Тогда в общем случае точечная частица будет двигаться
по экстремали, а не по геодезической. Если кручение и неметричность пространства-времени
равны нулю, то экстремали совпадают с геодезическими. Поэтому в общей теории относи-
тельности можно также сказать, что точечные частицы под действием гравитационных сил
движутся по геодезическим. Если, помимо гравитационных сил, присутствуют также другие,
например, электромагнитные взаимодействия, то вид действия (7.61) изменится. Поэтому при
наличии сил негравитационного происхождения траектории частиц, вообще говоря, отлича-
ются от экстремалей.

Выше было введено понятие собственного времени для произвольной времениподобной ли-
нии. Для экстремали собственное время по существу совпадает с каноническим параметром.
Действительно, для любой экстремали квадрат вектора скорости сохраняется, u2 = const,
(3.32). Поскольку канонический параметр определен с точностью до умножения на отличную
от нуля постоянную, то его всегда можно выбрать таким образом, чтобы квадрат вектора
скорости частицы был равен единице (7.58). Другими словами, в качестве канонического па-
раметра выбирается длина экстремали, τ = s.

Предположим, что в пространстве-времени находится n частиц с массами mi, i = 1, . . . ,n,
которые взаимодействуют между собой только посредством гравитационных сил. В общей
теории относительности суммарное действие гравитационного поля и совокупности точечных



7.8. Точечные частицы в теории гравитации 211

частиц равно сумме действия Гильберта–Эйнштейна (7.6) и действий для каждой частицы:

S = She +

n∑

i=1

Si = κ

∫

M

dx
√

|g|R−
∑

i

mi

∫ τi2

τi1

dτi

√
q̇α
i
q̇βi gαβ , (7.62)

где мы, для простоты, опустили космологическую постоянную и знак тильды у скалярной
кривизны. Во втором слагаемом метрика рассматривается как сложная функция gαβ(τi) =
gαβ
(
q(τi)

)
, и параметры τi могут быть выбраны произвольно для каждой частицы. Первый

интеграл берется по всему пространству-времени, а последующие – в пределах τi1,2 (возмож-
но, бесконечных), которые соответствуют пересечению мировых линий частиц с краем ∂M,
если таковой имеется. Для простоты, предположим, что мировые линии частиц нигде не пе-
ресекаются, т.е. частицы не сталкиваются между собой.

В настоящем разделе нас не будут интересовать граничные эффекты. Поэтому пределы
интегрирования, для простоты, мы в дальнейшем опустим.

Действие (7.62) инвариантно относительно общих преобразований координат и независи-
мой перепараметризации параметров τi вдоль каждой траектории. В дальнейшем мы пред-
полагаем, что вдоль каждой траектории параметр совпадает с собственным временем. Более
того, поскольку в действие входит сумма интегралов вдоль траекторий, то индекс i у пара-
метров τi можно опустить,

S =

∫
dx

√
|g|κR −

∫
dτ
∑

i

mi

√
q̇α
i
q̇βi gαβ . (7.63)

В общем случае пределы интегрирования для различных частиц могут отличаться. Однако,
поскольку нас не интересуют граничные эффекты, мы этого указывать не будем.

В разделе 3.2 действие для экстремалей было проварьировано в предположении, что вдоль
нее выбран канонический параметр. Сейчас мы получим уравнения без этого предположе-
ния, так как в ряде случаев удобнее выбирать параметр вдоль экстремалей, исходя из других
соображений. Рассмотрим одну точечную частицу с мировой линией qα(τ) в произвольной
параметризации. Простые вычисления приводят к следующим уравнениям движения

Sm,α :=
δSm

δqα
= m

gαβ
u2

(
q̈β + Γγδ

β q̇γ q̇δ − q̇β

2u2

d(u2)

dτ

)
= 0, (7.64)

где
u2 := q̇αq̇βgαβ .

Поскольку исходное действие инвариантно относительно произвольной замены параметра
вдоль мировой линии, то согласно второй теореме Нётер между уравнениями движения су-
ществует линейная зависимость. Чтобы ее найти, рассмотрим бесконечно малое изменение
параметра

τ 7→ τ + ǫ(τ).

Соответствующая вариация формы функций qα(τ) имеет вид

δqα = −ǫq̇α.

Следовательно, вариация действия равна

δSm = −
∫
dτSm,αǫq̇

α.
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Поскольку функция ǫ(τ) произвольна, то из инвариантности действия, δSm = 0, вытекает
зависимость уравнений движения:

Sm,αq̇
α = 0. (7.65)

В этом тождестве можно убедиться прямой проверкой.
При произвольной параметризации мировой линии частицы квадрат вектора скорости не

является постоянным, u2 6= const. Если выбран канонический параметр вдоль экстремали, то
d(u2)/dτ = 0, и последнее слагаемое в уравнении (7.64) обращается в нуль.

Действие для совокупности частиц (7.63) инвариантно относительно независимой перепа-
раметризации каждой мировой линии. Поэтому вдоль каждой кривой можно выбрать свой
канонический параметр. В дальнейшем мы это предположим.

Для вывода полной системы уравнений движения, действие (7.63) необходимо проварьи-
ровать по метрике gαβ(x) и траекториям частиц qα

i
(τ). Вариация действия для частиц по

компонентам метрики δgαβ(x) неопределена, так как оно записано только вдоль траекторий.
Поэтому мы преобразуем интегралы вдоль траекторий в интегралы по всему пространству-
времени. Для этого вставим в подынтегральное выражение единицу,

1 =

∫
dxδ(x− qi) :=

∫
dxδ(x0 − q0

i
)δ(x1 − q1

i
) . . . δ(xn−1 − qn−1

i
),

и изменим порядок интегрирования, предположив, что это возможно. Тогда действие примет
вид

S =

∫
dx

[
κ
√

|g|R−
∫
dτ
∑

i

mi

√
q̇α
i
q̇βi gαβ δ(x− qi)

]
. (7.66)

Теперь метрику во втором слагаемом можно рассматривать как функцию от точки простран-
ства-времени, gαβ = gαβ(x). Вариационные производные этого действия по траекториям ча-
стиц и метрике при канонической параметризации равны

δS

δqα
i

= mi

(
q̈β
i

+ Γγδ
β q̇γ

i
q̇δ
i

)
gβα, (7.67)

δS

δgαβ
= −√

|g|κ

(
Rαβ − 1

2
gαβR

)
−
∫
dτ
∑

i

mi

2
√
q̇γi q̇δi gγδ

q̇α
i
q̇β
i
δ(x − qi). (7.68)

Вариационная производная по траекториям частиц (7.66) была получена ранее в произволь-
ной параметризации (3.25). Вариационная производная действия Гильберта–Эйнштейна также
была получена ранее в разделе (7.3). Для любого решения уравнения (7.67) канонический па-
раметр τ можно выбрать так, что

√
q̇γi q̇δi gγδ = 1 для каждой частицы. Поэтому, не ограничивая

общности, знаменатель во втором слагаемом (7.68) можно упростить, отбросив квадратный ко-
рень. Таким образом, связанная система уравнений движения гравитационного поля и системы
точечных частиц примет вид

κ
√

|g|

(
Rαβ − 1

2
gαβR

)
= −1

2

√
|g|Tm

αβ , (7.69)

gαβ

(
q̈β
i

+ Γγδ
β q̇γ

i
q̇δ
i

)
= 0, (7.70)

где

Tm
αβ :=

1√
|g|

∫
dτ
∑

i

miq̇
α
i
q̇β
i
δ(x− qi) (7.71)
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– тензор энергии-импульса точечных частиц и q̇iα := q̇βi gβα. Интегрирование по каноническим
параметру τ в тензоре энергии-импульса можно снять, использовав одну δ-функцию, а именно
δ
(
x0 − q0

i
(τ)
)
. Поскольку q̇0

i
> 0 (все частицы движутся в будущее), то для тензора энергии-

импульса точечных частиц получаем следующее выражение

Tm
αβ =

1√
|g|

∑

i

miq̇
α
i
q̇i
β

q̇0
i

δ(x − q
i
), (7.72)

где
δ(x − q

i
) := δ(x1 − q1

i
) . . . δ(xn−1 − qn−1

i
)

и параметр τ является неявной функцией x0, заданной уравнением x0 = q0(τ).

Замечание. Появление множителя 1/
√

|g| в выражении для тензора энергии-импульса
точечных частиц не случайно. Напомним, что δ-функция является не функцией на многооб-
разии, а скалярной плотностью степени −1, как и элемент объема

√
|g|.

Таким образом, для точечных частиц, на которые действуют только гравитационные силы,
мы имеем связанную систему уравнений (7.69), (7.70). Каждая частица движется по экстре-
мали пространства-времени в соответствии с уравнением (7.70), где метрика определяется
уравнениями Эйнштейна (7.69). В свою очередь, метрика зависит от распределения частиц,
так как в правой части уравнений Эйнштейна стоит нетривиальный тензор энергии-импульса.

Обсудим трудности, которые возникают при решении уравнений (7.69) и (7.70) в связи с
наличием δ-функций.

Уравнение для экстремалей (траекторий точечных частиц) (7.70) хорошо определены, если
компоненты метрики – дифференцируемые функции, gαβ ∈ C1(M). Однако детальный анализ
системы уравнений движения показывает, что это условие не выполняется, так как компо-
ненты метрики имеют особенности на мировых линиях частиц. Именно по этой причине мы
не опустили индексы в уравнениях Эйнштейна (7.69). В рассматриваемом случае уравнения
Эйнштейна с контравариантными и ковариантными индексами не эквивалентны. По этой же
причине мы не сократили элемент объема

√
|g|, так как он обращается в нуль на мировых

линиях частиц. В уравнениях для экстремалей (7.70) мы также не произвели каких-либо ма-
нипуляций с индексами.

Наличие δ-функций в полной системе уравнений приводит к серьезным математическим
трудностям. Поскольку есть δ-функции, то решения системы уравнений Эйнштейна нужно
понимать в обобщенном смысле после интегрирования с пробными функциями. Если в ка-
честве пробных функций выбрать пространство гладких функций с финитными носителями
D(R3) (см., например, [76]), то компоненты метрики должны лежать в сопряженном простран-
стве D′(R3). Однако уравнения Эйнштейна нелинейны, а умножение в D′(R3) в общем случае
определить нельзя. Насколько известно автору, решение этой проблемы в настоящее время
отсутствует. Поэтому вычисления данного раздела следует рассматривать как ориентир, с
которым следует сравнивать более строгие выкладки.

В заключение раздела проведем еще одно обобщение. Действие (7.63) описывает совокуп-
ность точечных частиц, взаимодействующих с гравитационным полем. Если частицы находят-
ся дополнительно под действием некоторых потенциальных сил негравитационного происхож-
дения, то действие можно обобщить, вставив соответствующий потенциал V (x) ∈ C1(M):

S =

∫
dx

√
|g|κR−

∫
dτ
∑

i

miV

√
q̇α
i
q̇βi gαβ , (7.73)

где потенциал рассматривается на мировых линиях, V (τ) := V
(
gi(τ)

)
. При этом мы не наруша-

ем инвариантность действия относительно независимого преобразования параметров мировых
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линий частиц. Если вдоль каждой мировой линии выбрать канонический параметр, то урав-
нения движения для действия (7.73) примут вид

κ
√

|g|

(
Rαβ − 1

2
gαβR

)
= −1

2

√
|g|Tm

αβV, (7.74)

V gαβ

(
q̈β
i

+ Γγδ
β q̇γ

i
q̇δ
i

)
+ q̇γ

i
∂γV gαβ q̇

β
i
− ∂αV = 0. (7.75)

При V 6= 0 второе уравнение можно разделить на V и переписать в следующем виде

gαβ

(
q̈β
i

+ Γγδ
β q̇γ

i
q̇β
i

)
= Πt

α
β∂β ln|V |, (7.76)

где
Πt

α
β := δβα − q̇iαq̇

β
i

– проекционный оператор на направление, перпендикулярное к мировой линии i-той частицы.
То есть потенциальные силы всегда действуют в направлении, перпендикулярном траектори-
ям.

7.8.1. Нерелятивистский предел для точечной частицы. В настоящем разделе бу-
дет показана связь между уравнениями движения для точечных частиц (7.70) и хорошо зна-
комыми уравнениями движения частиц под действием гравитационного поля в механике Нью-
тона.

Пусть метрика пространства Минковского R1,n−1 имеет вид

ηαβ = diag (1,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n−1

). (7.77)

Для простоты рассмотрим движение одной частицы. В пространстве-времени M с нетри-
виальной метрикой gαβ(x) функции {qα(τ)} задают мировую линию точечной частицы. Пусть
τ = t – канонический параметр (собственное время). Предположим, что координата x0 на
M выбрана таким образом, что на траектории частицы cτ = ct = x0. Здесь мы ввели явно
скорость света c для того, чтобы в дальнейшем строить разложение по малому параметру
u2/c2 ≪ 1, где u – пространственная часть собственной скорости частицы. Условимся нумеро-
вать, как обычно, пространственные координаты буквами из середины греческого алфавита:

{xα} = {x0, xµ}, µ = 1, . . . , n− 1.

Поскольку исходное действие (7.61) инвариантно относительно общих преобразований коор-
динат, то у нас имеется возможность дополнительно фиксировать n − 1 компонент метрики.
Положим g0µ = 0. Тогда метрика примет блочно-диагональный вид

gαβ =

(
g00 0
0 gµν

)
(7.78)

Другими словами, система координат выбрана таким образом, чтобы времениподобный вектор
∂0 был ортогонален всем касательным векторам к пространственным сечениям x0 = const.

Введем два параметра разложения. Во-первых, нерелятивистский предел соответствует
скоростям, малым по сравнению со скоростью света,

u2

c2
∼ ǫ≪ 1, u2 := −ηµν q̇µq̇ν = δµνu

µuν > 0.
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Во-вторых, слабому гравитационному полю соответствует метрика, которая мало отличается
от метрики Минковского:

g00 = 1 + h00, gµν = ηµν + hµν , h00, hµν ∼ ǫ≪ 1.

Если гравитационное поле мало, gαβ → ηαβ , то в нерелятивистском пределе u2 → 0 вре-
менна́я компонента собственной скорости стремится к скорости света, q̇0 → c, так как вы-
полнено соотношение (7.58). Если гравитационное поле не очень велико, 0 < g00 < const, то в
нерелятивистском пределе g00(q̇0)2 → c2 и производная q̇0 ограничена снизу некоторой положи-
тельной постоянной. Поскольку пространственные компоненты собственной uµ и наблюдаемой
vµ скорости частицы отличаются на строго положительный множитель q̇0, то пределы u2 → 0
и v2 → 0, где v2 := −ηµνvµvν → 0, эквивалентны.

Нерелятивистской частице в слабом гравитационном поле соответствует интервал

ds2 = (c2 + c2h00 + ηµνu
µuν + hµνu

µuν)dt2.

В силу сделанных предположений о малости гравитационного поля и скоростей последним сла-
гаемым в этом представлении можно пренебречь. Тогда в нерелятивистском пределе с учетом
первой поправки интервал для точечной частицы примет вид

ds2 ≈
(
c2 +

2U

m
− u2

)
dt2, (7.79)

где введено обозначение

h00(x) =:
2U(x)

mc2
. (7.80)

Подставим приближенное выражение для интервала (7.79) в действие для точечной частицы
(7.61), умноженное на скорость света, и разложим по степеням ǫ. Тогда в первом порядке по
ǫ получим приближенное выражение

Sm ≈ −mc
∫
dτ

√
c2 +

2U

m
− u2 ≈

∫
dτ

(
−mc2 +

mu2

2
− U

)
. (7.81)

С точностью до энергии покоя точечной частицы с обратным знаком −mc2 подынтегральное
выражение совпадает с хорошо известным выражением для лагранжиана точечной частицы в
нерелятивистской механике (6.17). Тем самым мы показали, что в нерелятивистском пределе
поправка к временно́й компоненте метрики (7.80), умноженной на mc2, следует интерпретиро-
вать как потенциальную энергию U = mc2h00/2 точечной частицы, находящейся во внешнем
гравитационном поле.

Отметим, что разумный нерелятивистский предел обусловливает выбор общего знака ми-
нус в исходном действии для точечной частицы (7.61).

Выше мы определили нерелятивистский предел (7.81) для действия. При этом вместо n
исходных уравнений в (7.67) у нас осталось только n− 1 уравнение, так как переменная q0(τ)
не вошла в действие (7.81). Поэтому посмотрим на нерелятивистский предел не на уровне
действия, а на уровне уравнений движения.

Интервалу (7.79) соответствует метрика

gαβ = diag (1 + 2U/(mc2),−1, . . . ,−1). (7.82)
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Предположим, что потенциал U не зависит от времени t, то есть движение частицы происходит
в статическом гравитационном поле. Символы Кристоффеля в первом порядке малости имеют
только три нетривиальные компоненты:

Γ00
µ = −η

µν∂νU

mc2
, Γ0µ

0 = Γµ0
0 =

∂µU

mc2
.

Соответствующие уравнения для экстремалей (3.24) принимают вид

q̈0 = −2
∂µU

mc2
q̇µ, (7.83)

q̈µ = −δ
µν∂νU

mc2
. (7.84)

Поскольку в выбранной системе координат q̈0 = 0 и U̇ = q̇µ∂µU = 0 (поле статично), то первое
уравнение удовлетворяется автоматически. Второе уравнение совпадает с вторым законом

Ньютона для движения точечной частицы в статическом потенциальном поле

mq̈µ = −δµν∂νU. (7.85)

Таким образом, потерянное уравнение выполняется с точностью ǫ2.
Тот факт, что уравнение для q0 удовлетворяется с рассматриваемой степенью точности не

является удивительным. Действительно, среди n исходных уравнений для точечной частицы
имеется одна линейная зависимость (7.65). Поэтому только n− 1 уравнений являются незави-
симыми, которые в нерелятивистском пределе сводятся к уравнениям Ньютона (7.85).

В общей теории относительности (n = 4) метрика вдали от тела массы M дается решением
Шварцшильда

ds2 =

(
1 − 2GM

rc2

)
dt2 − dr2

1 − 2GM
rc2

− r2(dθ2 + sin 2θdϕ2),

где G – гравитационная постоянная. Соответствующее нерелятивистское выражение для по-
тенциальной энергии пробной частицы имеет вид

U = −GmM
r

, (7.86)

что совпадает с законом всемирного тяготения. Таким образом, мы показали, что закон все-
мирного тяготения вытекает из общей теории относительности в нерелятивистском пределе.

В конце предыдущего раздела было рассмотрено действие для точечных частиц, (7.73), вза-
имодействующих не только с гравитационным полем, но и с другими потенциальными полями.
Нерелятивистский предел в этом случае определяется так же, как и раньше. Дополнительно
мы требуем, чтобы потенциал V мало отличался от единицы:

V = 1 +
W

mc2
,

W

mc2
∼ ǫ≪ 1.

Тогда в нерелятивистском пределе приближенное выражение действия для точечной частицы
(7.81) примет вид

Sm ≈
∫
dτ

(
−mc2 +

mu2

2
− U −W

)
.

В этом случае движение пробной частицы определяется суммой гравитационного потенциала
U , который возник из g00 компоненты метрики, и негравитационного потенциала W , который
возник из множителя V .
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7.8.2. Теория гравитации Ньютона. В настоящем разделе мы опишем гравитационное
взаимодействие точечных частиц в механике Ньютона. При этом, по возможности, мы будем
следовать общей схеме, принятой в общей теории относительности.

Пусть M – это тривиальное четырехмерное многообразие, M ≈ R4, с декартовой системой
координат x = {xα} = {x0, xµ} = {t,x}, где α = 0, 1, 2, 3 и µ = 1, 2, 3. Как и раньше мы
отождествим нулевую координату с временем, x0 = t. Пусть в M движутся n точечных частиц
по траекториям qi(t) = {qµi (t)}, i = 1, . . . ,n. В механике Ньютона время имеет абсолютный
характер в том смысле, что оно одинаково для всех частиц и играет роль параметра вдоль
траектории каждой частицы. Предположим, что между частицами действуют только грави-
тационные силы. Это значит, что каждая частица движется в гравитационном поле, которое
создается другими частицами. В свою очередь каждая частица создает собственное гравита-
ционное поле, которое влияет на движение других частиц. Обозначим суммарный потенциал
гравитационного поля через ϕ(x), который, по определению, является функцией (скалярным
полем) на R4.

Действие для точечных частиц, взаимодействующих посредством гравитационного поля,
является суммой действия для гравитационного поля

Sg =
1

4πG

∫

R4

dx
1

2
ηµν∂µϕ∂νϕ, (7.87)

где G – гравитационная постоянная и ηµν = diag (− − −) – отрицательно определенная про-
странственная метрика, и действия для точечных частиц

Sm = −
n∑

i=1

∫ ∞

−∞
dt

1

2
miq̇

µ
i
q̇ν
i
ηµν −

n∑

i=1

∫

R4

dxmiϕδ(x − q
i
), (7.88)

где второе слагаемое описывает взаимодействие точечной частицы с гравитационным полем.
Действие для гравитационного поля (7.87) отрицательно определено и равно потенциальной
энергии гравитационного поля, взятой с обратным знаком. Действие для точечных частиц
(7.88) как обычно представляет собой разность кинетической и потенциальной энергии. Отме-
тим, что потенциальная энергия взаимодействия точечных частиц с гравитационным полем со-
держит только трехмерную дельта-функцию. Варьирование суммарного действия, S = Sg+Sm,
по гравитационному полю и траекториям частиц дает уравнения движения:

δS

δϕ
=

1

4πG
∆ϕ−

∑

i

miδ(x − q
i
) = 0, (7.89)

δS

δqi
= mi (q̈iµ − ∂µϕ) = 0, (7.90)

где ∆ := ∂2
1 + ∂2

2 + ∂2
3 – лапласиан, q̈iµ := q̈ν

i
ηµν и градиент потенциала гравитационного поля

∂µϕ во втором уравнении берется в той точке qi = {t, qµi } ∈ M, где в данный момент времени
расположена частица.

Уравнение для гравитационного поля (7.89) представляет собой уравнение Пуассона

∆ϕ = 4πG
∑

i

miδ(x − q
i
). (7.91)

Мы рассматриваем решения этого уравнения в слабом смысле, т.е. равенство достигается толь-
ко после свертки левой и правой части с основными функциями. Если ограничить класс рас-
сматриваемых решений только теми решениями, которые равны нулю на бесконечности, то
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решение единственно и имеет вид (см., например, [76])

ϕ(t,x) = −G
∑

i

mi

|x − q
i
(t)| , (7.92)

где

|x − q
i
| =

√
(x1 − q1

i
)2 + (x2 − q2

i
)2 + (x3 − q3

i
)2 =

√
−ηµν(xµ − qµi )(xν − qν

i
)

– расстояние от точки пространства x = {xµ} ∈ R3 до i-той частицы в момент времени t.
Таким образом, мы нашли потенциал гравитационного поля для произвольного движения

частиц, которое описывается функциями q
i
(t). Принято говорить, что гравитационное взаимо-

действие в механике Ньютона является дальнодействующим и распространяется с бесконечной
скоростью. Это отражает тот факт, что решение (7.92) в произвольной точке пространства в
произвольный момент времени однозначно определяется только массами частиц и их располо-
жением в тот же момент времени. Можно сказать по другому: изменение положения частицы
мгновенно приводит к изменению гравитационного поля во всем пространстве.

Теперь подставим решение для потенциала гравитационного поля (7.92) в уравнения дви-
жения точечных частиц (7.90),

q̈iµ = −G ∂

∂qµi

∑

j

mj

|q
i
− q

j
| ,

чтобы полностью исключить потенциал гравитационного поля. Однако на этом этапе возника-
ет серьезная трудность, так как правая часть уравнения расходится в точке q

i
= q

j
и поэтому

неопределена. Чтобы устранить эту трудность, мы “руками” отбросим в сумме слагаемое с
i = j. Физически это означает, что частица не взаимодействует с собственным гравитационным
полем. Таким образом, получаем систему, состоящую из 3n обыкновенных дифференциальных
уравнений:

q̈µ
i

= −G
∑

j 6=i

mj

qµi − qµj
|q

i
− q

j
|3 . (7.93)

В механике Ньютона уравнение (7.93) интерпретируется следующим образом. Если имеется
всего две частицы с массами mi и mj, то между ними возникает притяжение, обусловленное
гравитационным взаимодействием. При этом сила F ij = {Fµij}, действующая на частицу mi со
стороны частицы mj, равна

Fµ
ij

= −Gmimj

qµi − qµj
|q

i
− q

j
|3 . (7.94)

Это – закон всемирного тяготения Ньютона.

Замечание. В настоящее время закон всемирного тяготения Ньютона подтвержден экс-
периментально с высокой степенью точности в лабораторных условиях и в небесной механике.
С его помощью в главном приближении рассчитывают движение планет в солнечной системе
и звезд в галактиках. Численное значение гравитационной постоянной в системе СГС равно

G = (6, 673 ± 0, 003) · 10−8 см3

г · сек2
.

Общая теория относительности в главном приближении приводит к результатам, которые сов-
падают с результатами, полученными в рамках механики Ньютона. Кроме этого общая теория
относительности приводит к поправкам, которые называются постньютоновскими.
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Систему уравнений движения для точечных частиц (7.93) можно получить из эффектив-
ного действия

Seff =

∫
dt


−

n∑

i=1

1

2
q̇µ
i
q̇ν
i
ηµν +

1

2
G

n∑

i=1

n∑

j 6=i

mimj

|q
i
− q

j
|


 , (7.95)

которое варьируется только по траекториям частиц. Это действие получается из исходно-
го действия для точечных частиц (7.88) подстановкой в него общего решения уравнения
Эйлера–Лагранжа для потенциала (7.92). Эта процедура подстановки решения части урав-
нений Эйлера–Лагранжа в исходное действие с целью исключения некоторых динамических
переменных была описана в разделе эффективное действие (5.4) в общем виде. Множитель 1/2
во втором слагаемом в действии (7.95) возникает из-за двойной суммы, где каждое слагаемое
встречается дважды.

Таким образом, движение точечных частиц, между которыми действуют только гравита-
ционные силы, сводится к системе обыкновенных дифференциальных уравнений (7.93). Это
полное описание, и в таком виде оно обычно встречается в курсах классической механики.
Как видим, введение гравитационного поля ϕ(x) в механике Ньютона совсем необязательно.
Мы проделали более длинный путь с тем, чтобы показать аналогию с общей теорией отно-
сительности. К сожалению, решить уравнения Эйнштейна (7.69) для компонент метрики при
произвольном движении частиц, как в случае механики Ньютона (7.92), не удается. Поэто-
му эффективное действие для точечных частиц в общей теории относительности в настоящее
время неизвестно. Более того, его просто не существует. Дело в том, что при постановке за-
дачи Коши в общей теории относительности необходимо задать не только начальные данные
для точечных частиц, но и для части компонент метрики (гравитационные волны). Поэтому
полного описания гравитационного взаимодействия частиц на языке эффективного действия
не может существовать.

7.8.3. Свойства тензора энергии-импульса точечных частиц. В настоящем разде-
ле мы обсудим некоторые свойства тензора энергии-импульса точечных частиц: ковариантное
сохранение тензора энергии-импульса, аналогию с тензором энергии-импульса сплошной сре-
ды, неотрицательность следа тензора энергии-импульса и ультрарелятивистский предел. Для
краткости мы не будем писать знак тильды над геометрическими объектами, построенными
при нулевом кручении и неметричности.

Ковариантное сохранение тензора энергии-импульса. Ниже мы проведем формаль-
ные выкладки, предполагая, что компоненты метрики являются достаточно гладкими функ-
циями на мировых линиях частиц. Как уже отмечалось, это предположение неверно: компо-
ненты метрики расходятся на мировых линиях. Тем не менее, возможно, оправдание данных
вычислений существует, если рассматривать точечные частицы в виде протяженных объектов.

Поскольку тензор энергии-импульса (7.71) получен из вариации действия, инвариантного
относительно общих преобразований координат, то, в силу второй теоремы Нётер (см. раздел
5.3), между уравнениями движения существует зависимость,

2
√

|g|∇γ

(
1√
|g|

δS

δgβγ

)
gαβ +

∑

i

δS

δqα
i

= 0.

На языке уравнений движения (7.69), (7.70) это означает следующее. Возьмем ковариант-
ную дивергенцию от уравнения (7.69). Поскольку тензор Эйнштейна удовлетворяет свернутым
тождествам Бианки (5.70),

∇αG
αβ = 0,
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то тензор энергии-импульса точечных частиц ковариантно сохраняется,

∇αTm
αβ = 0, (7.96)

для любого решения системы уравнений движения для точечных частиц (7.70). То есть усло-
вия интегрируемости уравнений Эйнштейна выполняются автоматически, если выполнены
уравнения движения точечных частиц.

Явная проверка ковариантного сохранения тензора энергии-импульса точечных частиц
(7.96) требует осторожности. Поэтому проведем соответствующие вычисления, для простоты,
для одной частицы,

∇βTm
αβ = ∂αTm

αβ + ΓαTm
αβ + Γαγ

βTm
αγ =

=
m√
|g|

[
∂α

∫
dτ q̇αq̇βδ(x − q) + Γαγ

β

∫
dτ q̇αq̇γδ(x − q)

]
,

где мы воспользовались определением тензора энергии-импульса (7.71) и тождеством

∂α
√

|g| =
√

|g|Γα.

Во втором слагаемом символы Кристоффеля можно внести под знак интеграла и рассматри-
вать их как функции от q ввиду наличия δ-функции. Для первого слагаемого в слабом смысле
справедливо равенство

∂α

∫
dτ q̇αq̇βδ(x− q) =

∫
dτ q̈βδ(x− q). (7.97)

Чтобы доказать это равенство, напомним определения [76].

Определение. Назовем функцию ϕ на многообразии M, dim M = n, финитной, если ее
носитель (замыкание множества точек, в которых функция отлична от нуля) компактен. Про-
странство D(M), состоящее из всех финитных бесконечно дифференцируемых функций на M

называется пространством основных (пробных) функций. Обобщенной функцией или распреде-

лением f на многообразии M называется линейный непрерывный функционал на пространстве
основных функций. Равенство двух обобщенных функций f = g называется слабым, если для
любой пробной функции справедливо равенство

∫

M

dxϕf =

∫

M

dxϕg,

для всех ϕ ∈ D(M).

Мы не будем останавливаться на определении топологии в пространствах основных и обоб-
щенных функций, отсылая читателя к [76].

Вернемся к равенству (7.97). Умножим левую часть на пробную функцию ϕ ∈ D(M) и
проинтегрируем по M:

∫

M

dxϕ∂α

(∫
dτ q̇αq̇βδ(x− q)

)
= −

∫

M

dx ∂αϕ

∫
dτ q̇αq̇βδ(x− q) =

= −
∫

M

dx

∫
dτ

dϕ

dτ
q̇βδ(x− q) = −

∫
dτ

dϕ

dτ
q̇β =

∫
dτ ϕq̈β,

где мы два раза проинтегрировали по частям, воспользовались равенством dϕ/dτ = q̇α∂ϕ/∂qα

и взяли интеграл по M, используя δ-функцию. Интеграл по M от правой части (7.97) с пробной
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функцией приводит, очевидно, к тому же результату. Таким образом, слабое равенство (7.97)
доказано.

Теперь равенство (7.96) можно переписать в виде

∇αTm
αβ =

1√
|g|

∫
dτ
∑

i

mi

(
q̈β
i

+ Γαγ
β q̇α

i
q̇γ
i

)
δ(x − q), (7.98)

где мы вернулись к общему случаю n частиц. Отсюда следует, что тензор энергии-импульса
точечных частиц ковариантно сохраняется, если выполнены уравнения движения (7.70). Таким
образом, мы привели прямое доказательство

Предложение 7.8.2. Тензор энергии-импульса точечных частиц ковариантно сохраня-

ется (7.96) если выполнены уравнения движения для точечных частиц.

Аналогия с тензором энергии-импульса сплошной среды. Введем новую вре-
менну́ю координату τ = τ(x0, xµ) в пространстве-времени M таким образом, чтобы вдоль
каждой мировой линии частицы она совпадала с собственным временем τ(xα = qα

i
) = τ . Это

всегда можно сделать, причем не единственным образом, так как траектории всех частиц не
пересекаются, времениподобны, а канонический параметр определен с точностью до сдвигов.
Продолжим векторные поля скоростей q̇α

i
, определенных вдоль мировых линий частиц, на все

пространство-время гладким образом. Тогда в новой системе координат τ, xµ производные q̇α
i

в выражении (7.71) можно заменить на частные производные ẋα = ∂xα/∂τ ввиду наличия
δ-функций, и вынести за знак интегрирования

Tm
αβ =

ẋαẋβ√
|g|

∫
dτ
∑

i

miδ(x − qi) =
ẋαẋβ√

|g|

∑

i

mi

q̇0
i

δ(x − q
i
), (7.99)

где мы проинтегрировали одну δ-функцию δ(x − q0
i
). Полученное выражение для тензора

энергии-импульса точечных частиц имеет такой же вид, как и для сплошной среды (7.126).
Для точечных частиц давление равно нулю, P = 0, а плотность энергии принимает вид

E =
1√
|g|

∑

i

mi

q̇0
i

δ(x − q
i
).

Поскольку временна́я координата x0 на траекториях частиц совпадает с собственным временем
τ , то q̇0

i
= 1 и выражение для плотности энергии приобретает интуитивно ясную форму,

E =
1√
|g|

∑

i

miδ(x − q
i
).

То есть энергия сосредоточена в точках расположения частиц, и каждая частица несет энер-
гию, которая равна ее массе. Тензор энергии-импульса точечных частиц соответствует пыле-
видной материи, поскольку давление равно нулю.

След тензора энергии-импульса. Вернемся в произвольную систему координат. Из
формулы (7.72) следует выражение для следа тензора энергии-импульса произвольного рас-
пределения точечных частиц

Tm
α
α =

1√
|g|

∑

i

mi

q̇0
i

δ(x − q
i
). (7.100)

Поскольку mi > 0 и q̇0
i
> 0, то след тензора энергии-импульса положителен (при этом мы

рассматриваем δ-функцию как положительную).
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Поскольку след тензора энергии-импульса положителен для произвольного распределения
точечных частиц, то в моделях математической физики делается предположение о том, что
след тензора энергии-импульса для любой обычной (наблюдаемой) материи всегда неотрица-
телен, Tαα > 0. При этом равенство следа тензора энергии-импульса нулю, как будет показано
ниже, достигается только для частиц, движущихся со скоростью света, или излучения.

След тензора энергии-импульса электромагнитного поля (9.143), который соответствует
электромагнитному излучению, также равен нулю. Это согласуется с утверждением о том, что
след тензора энергии-импульса произвольного распределения ультрарелятивистских частиц
равен нулю. Напомним, что в квантовой электродинамике электромагнитное поле описывает
безмассовые частицы – фотоны, которые распространяются со скоростью света.

Мы выделили рассмотрение следа тензора энергии-импульса точечных частиц в отдельный
пункт именно в свете последнего замечания, так как положительность следа тензора энергии-
импульса для произвольной материи ниоткуда больше не следует, и в то же время ведет к
важным следствиям.

Ультрарелятивистский предел. Рассмотрим ультрарелятивистский предел для тензо-
ра энергии-импульса точечных частиц (7.99). Этот предел, прежде всего, требует определения,
потому что, глядя на определение собственной скорости частицы (7.55), непонятно что и ку-
да стремить. Тензор энергии-импульса точечных частиц и его след можно выразить через
наблюдаемую скорость

Tm
αβ =

vαvβ√
|g|v2

∑

i

miδ(x − q
i
), (7.101)

Tm
α
α =

√
v2

√
|g|

∑

i

miδ(x − q
i
), (7.102)

где мы воспользовались равенствами (7.59) и (7.60).

Определение. Предел, когда квадрат наблюдаемой скорости частицы (7.57) стремится к
нулю,

v2 = vαvβgαβ → 0, (7.103)

называется ультрарелятивистским пределом для точечной частицы.

Оправданием для такого определения является следующее замечание.
Если метрика имеет блочно-диагональный вид (7.78), то

v2 = g00 − v2, и {uα} =

{
1√

g00 − v2
,

vµ√
g00 − v2

}

где v2 := −vµvνgµν > 0 – квадрат пространственной наблюдаемой скорости и собственная ско-
рость частицы uα определена формулой (7.55). В этом случае ультрарелятивистский предел
соответствует пределу v2 → g00. Для пространства Минковского это означает, что наблюдае-
мая скорость частицы стремится к скорости света.

В ультрарелятивистском пределе компоненты самого тензора энергии-импульса точечных
частиц (7.101) не определены, однако след тензора энергии-импульса (7.102) стремится к нулю

lim
v2→0

Tm
α
α = 0.

Это утверждение справедливо для произвольного количества и распределения точечных
частиц, находящихся только под действием гравитационных сил. Если присутствуют другие



7.9. Ньютонов предел 223

взаимодействия, то действие для точечных частиц (7.63) может измениться и, следовательно,
изменится выражение для тензора энергии-импульса. В таком случае требуется дополнитель-
ное исследование.

7.9. Ньютонов предел

Для того чтобы сказать, что общая теория относительности не противоречит эксперимен-
тальным данным, желательно показать, что теория тяготения Ньютона в каком то смысле
(приближении) следует из уравнений Эйнштейна. Поскольку гравитация Ньютона находится
в хорошем согласии с экспериментом, то в этом случае можно утверждать, что общая теория
относительности описывает гравитационные взаимодействия по крайней мере не хуже, чем
законы Ньютона. Такое приближение существует, и будет описано в настоящем разделе.

В разделе 7.8.1 было показано, что закон всемирного тяготения следует из уравнений Эйн-
штейна в частном случае, а именно, для решения Шварцшильда. Ниже мы рассмотрим общий
случай.

Сначала сделаем общее замечание. Уравнения Эйнштейна существенно нелинейны, в то
время как гравитация Ньютона линейна: гравитационные потенциалы различных массивных
тел просто складываются. Поэтому естественно ожидать, что закон всемирного тяготения
вытекает из уравнений Эйнштейна в линейном приближении.

Рассмотрим вакуумные уравнения Эйнштейна без космологической постоянной в четырех-
мерном пространстве-времени

κ

(
Rαβ −

1

2
gαβR

)
= −1

2
Tmαβ . (7.104)

Будем считать, что пространство-время топологически тривиально, и существует глобальная
система координат, в которой метрика, удовлетворяющая уравнениям (7.104), мало отличается
от метрики Лоренца в пространстве Минковского R1,3:

gαβ = ηαβ + ǫhαβ , ǫ≪ 1. (7.105)

При этом мы считаем малыми также все частные производные: ∂αgβγ ∼ ǫ. Символы Кристоф-
феля пропорциональны производным ∂αgβγ , и поэтому их квадраты дают вклад в тензор кри-
визны порядка ǫ2. Тем самым вкладом квадратичных слагаемых по символам Кристоффеля
в тензор кривизны можно пренебречь по сравнению со вторыми производными от компонент
метрики, которые дают вклад прядка ǫ. Таким образом, в линейном приближении по ǫ тензор
Риччи имеет вид

1

ǫ
Rαβ =

1

2
ηγδ(∂2

αβhγδ − ∂2
αγhβδ − ∂2

βγhαδ + ∂2
γδhαβ).

В правой части равенства свертка проводится с помощью метрики Лоренца, так как выраже-
ние в скобках имеет первый порядок. Скалярная кривизна имеет вид

1

ǫ
R = ηαβηγδ(∂2

αβhγδ − ∂2
αγhβδ).

Введем новые переменные

h̄αβ := hαβ −
1

2
ηαβh, (7.106)

где h := ηαβhαβ – след возмущения метрики. Обратное преобразование имеет вид

hαβ = h̄αβ −
1

2
ηαβ h̄, h̄ := ηαβ h̄αβ . (7.107)
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Тогда тензор Эйнштейна в линейном приближении равен следующему выражению

1

ǫ

(
Rαβ −

1

2
gαβR

)
=

1

2
ηγδ
(
∂2
γδh̄αβ − ∂2

αγ h̄βδ − ∂2
βγ h̄αδ + ηαβη

ǫζ∂2
γǫh̄δζ

)
.

Теперь воспользуемся инвариантностью действия Гильберта–Эйнштейна относительно об-
щих преобразований координат. Рассмотрим бесконечно малые преобразования координат, ко-
торые генерируются некоторым векторным полем u:

xα 7→ xα + ǫuα(x). (7.108)

При этом компоненты метрики получат приращение

hαβ 7→ hαβ + ∂αuβ + ∂βuα. (7.109)

Возьмем в качестве компонент векторного поля uα произвольные решения уравнения

�uα = −∂βh̄αβ ,

где � := ηαβ∂α∂β – оператор Даламбера. Тогда в новой системе координат возмущение ком-
понент метрики будет удовлетворять уравнению

∂β h̄α
β = 0. (7.110)

Это есть ни что иное как условие гармоничности координат (3.69) в линейном приближении.

Замечание. Гармонические координаты в общей теории относительности являются ана-
логом лоренцевой калибровки в электродинамике (см. раздел 9.3).

С учетом условия гармоничности уравнения Эйнштейна (7.104) принимают вид

ǫ�h̄αβ = −1

κ
Tmαβ. (7.111)

Замечание. Если поля материи отсутствуют, Tmαβ = 0, то система уравнений (7.110),
(7.111) совпадает с уравнениями для безмассового поля со спином 2 в плоском пространстве-
времени Минковского [77]. Поэтому общую теорию относительности в целом можно рассмат-
ривать как теорию безмассового поля со спином 2 и с некоторым самодействием, которое со-
ответствует отброшенным нелинейным членам. Следует однако заметить, что понятие массы
и спина требует наличия метрики Лоренца, которая является фоновой метрикой для линейно-
го приближения. В общем случае, без обращения к линейному приближению, утверждению о
том, что метрика описывает безмассовое поле спина 2 придать точный смысл весьма затруд-
нительно.

Рассмотрим в качестве источника в уравнениях Эйнштейна одну частицу массы M . По-
скольку мы рассматриваем слабые гравитационные поля, то будем считать, что M ∼ ǫ. Этой
частице соответствует тензор энергии-импульса (7.72)

Tmαβ =
1√
|g|
M
q̇αq̇β
q̇0

δ(x − q).

В линейном приближении по ǫ можно сделать замену
√

|g| 7→ 1.
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Предположим, что частица покоится в начале координат, т.е. {q̇α} = (1, 0, 0, 0) и {qα} =
(τ, 0, 0, 0). Предположим также, что компоненты метрики не зависят от времени (статическое
решение). Тогда полная система уравнений Эйнштейна примет вид

κǫ∆h̄00 = Mδ(x), (7.112)

∆h̄0µ = ∆h̄µν = 0, (7.113)

где ∆ := ∂2
1 +∂2

2 +∂2
3 – лапласиан в трехмерном евклидовом пространстве. Если предположить,

что компоненты возмущений метрики h̄αβ стремятся к нулю на бесконечности, то уравнения
(7.113) имеют единственное решение

h̄0µ = 0, h̄µν = 0.

Для сравнения уравнения (7.112) с законом всемирного тяготения, необходимо восстановить
размерные постоянные. Во-первых, положим

ǫh̄00 =:
4ϕ

c2
,

где ϕ – потенциал гравитационного поля. Это следует из нерелятивистского предела для точеч-
ной частицы (7.80). Кроме того, в правую часть уравнения (7.112) надо вставить множитель
c2: один множитель c следует из опущенного множителя в действии для точечной частицы
(7.61), а второй – из равенства q̇0 = c. Если после этого положить

κ :=
c4

16πG
, (7.114)

где G – гравитационная постоянная в законе тяготения Ньютона, то уравнение (7.112) совпадет
с уравнением Пуассона для гравитационного поля (7.91). В этом случае решение уравнения
Пуассона (7.112) примет вид

ϕ = −GM
r
,

где r = |x|.
Ясно, что для найденных компонент метрики калибровочное условие (7.110) выполнено, и,

следовательно, найдено самосогласованное решение задачи.
Поскольку след ǫh̄ = 4ϕ/c2, то из формулы для обратного преобразования возмущения

компонент метрики (7.107), получаем, что в ньютоновом приближении метрика имеет вид

g =




1 −G
2M

rc2
0 0 0

0 −1 −G
2M

rc2
0 0

0 0 −1 −G
2M

rc2
0

0 0 0 −1 −G
2M

rc2




. (7.115)

Напомним, что метрика имеет такой вид в линейном приближении в гармонической системе
координат.

Таким образом, мы показали, что теория тяготения Ньютона согласуется с общей теорией
относительности. Она возникает в статическом случае для слабых гравитационных полей. При
этом константа связи перед действием Гильберта–Эйнштейна имеет вид (7.114). По этой при-
чине многие авторы записывают действие Гильберта–Эйнштейна именно с такой константой
связи, часто полагая c = 1.
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Замечание. Наш выбор выражения для тензора кривизны, тензора Риччи и скалярной
кривизны через метрику и аффинную связность согласован с обычными обозначениями в
теории калибровочных полей и приспособлен к анализу общей теории относительности. В то
же время он отличается от стандартных определений, принятых в математической литера-
туре. Например, скалярная кривизна сферы радиуса r, вложенной в трехмерное евклидово
пространство, S2

r →֒ R3, равна −2/r2. В этом нет ничего страшного. Просто об этом следует
помнить.

Несмотря на то, что общая теория относительности содержит в себе теорию тяготения Нью-
тона в качестве предельного случая, отметим принципиальное отличие. В механике Ньютона
свободная частица движется по прямой линии. Если она находится в поле другой массивной
частицы, то на нее действует сила гравитационного притяжения. Теперь она уже не является
свободной и ее траектория отличается от прямой линии в соответствии с законом всемирного
тяготения. В общей теории относительности ситуация совершенно иная. Массивная частица
искривляет пространство-время в соответствии с уравнениями Эйнштейна. Пробная частица
в гравитационном поле остается свободной и движется вдоль экстремали. Однако теперь экс-
тремаль не является прямой линией, поскольку пространство-время перестает быть плоским
из-за наличия массивной частицы.

7.10. Гравитационные волны

В механике Ньютона гравитационных волн нет, что вытекает из системы уравнений (7.89),
(7.90). При этом изменение положения одного из массивных тел мгновенно приводит к из-
менению гравитационного поля во всем пространстве. Кроме этого, если массивные тела от-
сутствуют, то потенциал гравитационного поля равен нулю. В общей теории относительности
ситуация другая. Во-первых, гравитационные взаимодействия распространяются с конечной
постоянной скоростью света c в локально инерциальной системе отсчета. Во-вторых, даже если
материальные тела отсутствуют, уравнения Эйнштейна допускают нетривиальные решения в
виде гравитационных волн. То есть гравитационное поле может быть отлично от нуля даже
если материальные тела отсутствуют. В настоящем разделе мы изучим решения уравнений
Эйнштейна, описывающие гравитационные волны.

Рассмотрим вакуумные уравнения Эйнштейна без космологической постоянной

Rαβ = 0. (7.116)

Как и в предыдущем разделе будем считать, что пространство-время топологически тривиаль-
но, M ≈ R4, и существует глобальная система координат, в которой метрика мало отличается
от метрики Лоренца (7.105). В нулевом порядке по ǫ вакуумные уравнения Эйнштейна, оче-
видно, удовлетворяются, так как кривизна пространства Минковского равна нулю. Найдем
решение уравнений (7.116) в первом порядке по ǫ.

Используя инвариантность действия Гильберта–Эйнштейна относительно общих преобра-
зований координат, выберем систему отсчета таким образом, чтобы выполнялось калибровоч-
ное условие (7.110) (гармонические координаты). Тогда все компоненты метрики в первом
порядке будут удовлетворять волновому уравнению

�h̄αβ = 0 ⇔ �hαβ = 0,

где компоненты h̄αβ определены уравнением (7.106) и � – оператор Даламбера в пространстве
Минковского. Однако далеко не все компоненты метрики являются независимыми и описыва-
ют физические степени свободы, от которых нельзя избавиться путем выбора соответствующей
системы координат.
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Покажем это. Во-первых, выберем гармоническую систему координат. Тогда в линейном
приближении выполнено уравнение (7.110), которое рассматривается как калибровочное усло-
вие. Это условие не фиксирует систему координат однозначно. Действительно, допустим, что
в некоторой системе координат это условие выполнено. Совершим преобразование координат
xα 7→ xα + ǫuα, где все компоненты векторного поля u удовлетворяют волновому уравнению

�uα = 0. (7.117)

Нетрудно проверить, что в новой системе координат калибровочное условие (7.110) будет так-
же выполнено. Следовательно, оставшуюся свободу в выборе системы координат можно ис-
пользовать для того, чтобы зафиксировать дополнительные компоненты метрики.

Чтобы найти подходящие дополнительные калибровочные условия, необходимо решить
уравнения (7.117) c некоторыми начальными условиями. Посмотрим как преобразуется след
возмущений метрики h := hα

α и компоненты h0µ, µ = 1, 2.3, при бесконечно малых преобра-
зованиях координат (7.108):

h 7→ h+ 2∂αu
α,

h0µ 7→ h0µ + ∂0uµ + ∂µu0.

Рассмотрим пространственное сечение x0 := t = const в качестве поверхности Коши для урав-
нения (7.117). На этой поверхности найдем какое-либо решение системы линейных уравнений

2 (u̇0 + ∂µu
µ) = −h, (7.118)

2 (∆u0 + ∂µu̇
µ) = −ḣ, (7.119)

u̇µ + ∂µu0 = −h0µ, (7.120)

∆uµ + ∂µu̇0 = −ḣ0µ, (7.121)

где точка обозначает дифференцирование по времени t. Из этой системы уравнений определя-
ем компоненты uα и их производные по времени u̇α на поверхности Коши. После этого решаем
задачу Коши для уравнений (7.117) с найденными начальными условиями в обе стороны по
времени и определяем векторное поле u во всем пространстве-времени. Поскольку выполнены
уравнения (7.118)–(7.121), то на поверхности Коши справедливы равенства

h = 0, ḣ = 0,

h0µ = 0, ḣ0µ = 0.
(7.122)

Это очевидно, если заметить, что уравнения (7.119) и (7.121) возникают после дифференциро-
вания уравнений (7.118) и (7.120) по времени и использования уравнений движения. Посколь-
ку компоненты h и h0µ удовлетворяют волновому уравнению, то условия (7.122) выполнены
также во всем пространстве-времени.

Определение. Система координат, в которой в линейном приближении выполнены усло-
вия

∂βhα
β = 0, h = 0, h0µ = 0 (7.123)

называется радиационной калибровкой.

Предложение 7.10.1. При отсутствии полей материи и космологической постоянной

радиационная калибровка существует в линейном приближении к метрике Лоренца.

Доказательство. Было приведено выше.
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Несмотря на то, что в четырехмерном пространстве-времени общие преобразования коор-
динат параметризуются четырьмя произвольными функциями, мы сумели наложить восемь
калибровочных условий (7.123).

Замечание. В электродинамике аналогичная калибровка называется кулоновской.

Из первого условия (7.123) с учетом того, что h0µ = 0, получаем уравнение ḣ00 = 0, которое
должно быть выполнено во всем пространстве-времени. Тогда уравнение движения для вре-
менно́й компоненты сводится к уравнению Лапласа ∆h00 = 0. С учетом нулевых граничных
условий на бесконечности получаем дополнительное условие на компоненты метрики: h00 = 0.

Рассмотрим плоскую волну, которая распространяется в направлении волнового вектора
k = {kα}:

hαβ = Hαβ eikγxγ

, (7.124)

где Hαβ – некоторая постоянная матрица и k2 := kαkα = 0. Радиационная калибровка (7.123)
для этого решения уравнений движения задается следующими восемью условиями:

kβHαβ = 0, Hα
α = 0, H0µ = 0.

Из первого и третьего условия вытекает равенство k0H00. Для нетривиального решения k0 6= 0,
и поэтому H00 = 0. Ввиду симметрии по индексам матрица Hαβ имеет 10 независимых элемен-
тов. Радиационная калибровка налагает на них 8 независимых условий. Отсюда вытекает, что
в выбранной системе координат только 2 компоненты возмущения метрики являются незави-
симыми.

Допустим, что гравитационная волна распространяется вдоль оси x1, т.е. нормированный
волновой вектор имеет только две отличные от нуля компоненты k = (1, 1, 0, 0). Тогда матрица
Hαβ в радиационной калибровке имеет вид

H =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 A B
0 0 B −A


 ,

где H22 = −H33 = A и H23 = H32 = B – два произвольных числа (амплитуды волн).
Введем новое понятие спиральности плоской волны. Для этого рассмотрим вращение про-

странства R3 ⊂ R1,3 на угол ω вокруг оси x1. Матрица вращения задана в явном виде формулой

S+(ω) :=

(
cosω − sinω
sinω cosω

)
, detS+ = 1,

и ясно, что такое вращение не меняет волнового вектора k. При преобразовании координат
компоненты метрики преобразуются по тензорному закону

gαβ 7→ g′αβ = Sα
γSβ

δgγδ

с соответствующей матрицей вращений S. Простые вычисления приводят к равенствам для
новых амплитуд:

A′ = cos 2ωA+ sin 2ωB,

B′ = − sin 2ωA+ cos 2ωB.
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Это означает, что при повороте системы координат на угол ω амплитуда волны поворачивается
на удвоенный угол 2ω. В физике часто рассматривают комплексные амплитуды

H± := H22 ∓ iH23 = A∓ iB.

При вращении они преобразуются по правилу

H ′
± = e±2iωH±.

Определение. Если амплитуда плоской поперечной волны при повороте на угол ω вокруг
направления распространения волны поворачивается на угол hω, то говорят, что волна имеет
спиральность h.

Таким образом, плоские гравитационные волны описывают поперечные волны спирально-
сти два.

Тензор Риччи и скалярная кривизна для данного решения вакуумных уравнений Эйн-
штейна в линейном приближении равны, конечно, нулю. Это следует из того, что мы решаем
вакуумные уравнения Эйнштейна без космологической постоянной (7.5). Тем не менее полный
тензор кривизны отличен от нуля. В линейном приближении тензор кривизны имеет вид

1

ǫ
Rαβγδ =

1

2
(∂2
αγhβδ − ∂2

αδhβγ − ∂2
βγhαδ + ∂2

βδhαγ). (7.125)

Простые вычисления показывают, что среди 20 независимых компонент тензора кривизны
только 9 отличны от нуля:

R0303 = −R0202 = R1313 = −R1212 = R0212 = −R0313 =
1

2
ǫA ei(t−x

1),

R0203 = R1213 = −R0213 = −1

2
ǫB ei(t−x

1).

При преобразовании координат компоненты тензора кривизны ведут себя ковариантным
образом – на то он и тензор. Однако в линейном приближении они не просто ковариантны, а
инвариантны. Нетрудно проверить, что выражение (7.125) действительно инвариантно отно-
сительно преобразований (7.109) с произвольным вектором u.

Из явного выражения для нетривиальных компонент тензора кривизны вытекает, что ам-
плитуды волн A и B нельзя обратить в нуль никаким преобразованием координат. Следова-
тельно, они описывают физические распространяющиеся степени свободы.

Поскольку вакуумные уравнения Эйнштейна в линейном приближении линейны, то им бу-
дет удовлетворять произвольная суперпозиция плоских волн. В частности, поправки к метрике
вида

hαβ = Hαβ

[
f(x1 − t) + g(x1 + t)

]
,

где f и g – произвольные функции, описывающие распространение волн вдоль оси x1 в по-
ложительную и отрицательную стороны, также удовлетворяют линеаризованным уравнениям
Эйнштейна в радиационной калибровке. Отсюда, в частности, следует, что для однозначного
задания волнового решения уравнений Эйнштейна необходимо задать четыре функции на по-
верхности Коши: по две для каждой волны. При этом функции можно задать произвольным
образом. Таким образом, вакуумные уравнения Эйнштейна без космологической постоянной
описывают распространение двух физических степеней свободы, которые порождают нетри-
виальную кривизну пространства-времени и не устраняются никаким преобразованием коор-
динат. Данный подсчет степеней свободы приводит к тому же результату, что и общий подход,
основанный на гамильтоновом формализме, который будет рассмотрен позже в главе 8.
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7.11. Сплошная среда в общей теории относительности

В правой части уравнений Эйнштейна (7.1) находится тензор энергии-импульса материи
Tm

αβ . В случае скалярного, электромагнитного и других полей, уравнения движения которых
следуют из вариационного принципа, правая часть уравнений Эйнштейна определяется вариа-
цией соответствующего действия по метрике. В этом случае вопросов с определением тензора
энергии-импульса материи не возникает. Некоторые из этих тензоров будут рассмотрены в
дальнейшем.

В то же время в общей теории относительности существует ряд важных моделей (особенно
в космологии), для которых тензор энергии-импульса материи не следует из вариационного
принципа. В настоящем разделе мы определим тензор энергии-импульса материи Tm

αβ , кото-
рая рассматривается как сплошная среда, и изучим некоторые из его свойств. При этом мы
не будем опираться на вариационный принцип.

Пусть пространство-время (M, g) топологически тривиально M ≈ R1,3 и покрыто одной
картой. Мы предполагаем, что координаты {xα} = {x0, xµ} выбраны таким образом, что коор-
дината x0 является временем, т.е. g00 > 0. Кроме того, мы считаем, что все сечения x0 = const

– пространственноподобны.
Можно привести ряд физических аргументов [6] в пользу того, что тензор энергии-

импульса материи, которая рассматривается как сплошная среда, имеет вид

Tm

αβ := (E + P)uαuβ −Pgαβ , (7.126)

где E(x) и P(x) – плотность энергии и давление материи в точке x ∈ M, и

uα := dxα/ds, ds :=
√

|ds2|, ds2 := gαβdx
αdxβ,

– четырехмерная скорость материи в точке x ∈ M, которая удовлетворяет тождеству uαuα = 1.
Здесь мы предполагаем, что каждая точка материи движется вдоль времениподобной мировой
линии xα(s) в будущее, т.е. u0 > 0. Ясно, что мировые линии точек материи – это интегральные
кривые векторного поля скорости u.

При рассмотрении моделей сплошной среды задают, как правило, не линии тока xα(s), а
векторное поле скоростей uα(s). Мы предполагаем, что поле скоростей является достаточно
гладким, и через каждую точку многообразия проходит одна линия тока. Математически это
означает, что система уравнений

dyα

ds
= uα(y),

с начальным условием yα(0) = xα имеет единственное решение для всех x ∈ M, которое
определено для всех t ∈ R.

Поскольку uα и gαβ являются соответственно компонентами вектора и тензора относитель-
но преобразований координат, то мы считаем, что плотность энергии E и давление материи
P являются достаточно гладкими скалярными полями на пространстве-времени M. В этом
случае правая часть равенства (7.126) представляет собой ковариантный симметричный тен-
зор второго ранга. Для обычной (наблюдаемой) материи плотность энергии предполагается
положительной, E > 0, а давление – неотрицательным, P > 01.

1Давление, в принципе, может быть отрицательным. Примером является резина. Для нее увеличение объе-
ма по сравнению с состоянием равновесия приводит к увеличению давления. Поскольку выбор точки отсчета
давления в классической механике сплошных сред является условным, то нельзя утверждать, что ограничение
P > 0 обосновано с физической точки зрения. В современных космологических моделях предполагается нали-
чие темной энергии. Этот вид материи имеет положительную плотность энергии, но отрицательное давление
(см. раздел 18.3.4).
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В используемых обозначениях, [κ] = 1, размерность тензора энергии-импульса совпадает с
размерностью тензора Риччи:

[Tmαβ ] = [Rαβ ] = l−2.

Поскольку компоненты метрики и скорости безразмерны, то плотность энергии и давления
имеют следующие размерности:

[E ] = [P] = l−2.

Мы не обсуждаем физических аргументов, приводящих к тензору энергии-импульса
(7.126), отсылая читателя к монографии [6]. В настоящем разделе мы рассматриваем, в основ-
ном, математические свойства данного определения.

Замечание. В гидро- и газодинамике все уравнения записываются таким образом, что в
них входит не сама энергия и давление, а только их градиенты. Это означает, что энергия и
давление определены с точностью до добавления произвольной постоянной. В общей теории
относительности ситуация отличается принципиально, так как уравнения меняются, если к E
или P добавить постоянную. В частности, наличие космологической постоянной можно интер-
претировать как среду с постоянной плотностью энергии E = const и постоянным давлением
P = −E . Если E > 0, то давление отрицательно, P < 0. Поэтому космологическую постоян-
ную можно интерпретировать как некоторую среду, заполняющую все пространство-время со
свойствами обыкновенной резины.

Из общих физических представлений следует, что след тензора энергии-импульса для обыч-
ной материи должен быть неотрицательным [6]

Tmα
α = E − 3P > 0. (7.127)

Этим свойством обладает, в частности, тензор энергии-импульса для произвольного распреде-
ления точечных частиц (7.100). Отсюда вытекает ограничение на давление

P 6
E
3
. (7.128)

Поскольку давление, по предположению, неотрицательно, то с учетом равенства (7.128)
существует два крайних случая. Если материя, которой заполнена вселенная, настолько раз-
режена, что давление можно считать равным нулю, то говорят, что материя пылевидна. Мак-
симальное возможное давление, P = E/3, соответствует газу ультрарелятивистских частиц,
скорости которых близки к скорости света (см. раздел 7.8.3). В этом случае говорят, что все-
ленная заполнена газом излучения или, просто, излучением.

P = 0 – пыль,

P =
E
3

– излучение.
(7.129)

Для обычной материи 0 6 P 6 E/3.
Пример 7.11.1 (нерелятивистская гидродинамика). Рассмотрим пространство Мин-

ковского R1,3 в декартовой системе координат с метрикой Лоренца ηαβ = diag (+−−−). Пусть
пространство-время заполнено идеальной (без вязкости) жидкостью. Течение жидкости опи-
сывается плотностью ρ, давлением P и трехмерной скоростью uµ, µ = 1, 2, 3. Тензор энергии-
импульса идеальной жидкости в общей теории относительности, по определению, имеет вид
(7.126). Покажем, что уравнения движения нерелятивистской идеальной жидкости (если не
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считать уравнения состояния) следуют из закона сохранения четырехмерного тензора энергии-
импульса, ∂βTm

αβ = 0.
В нерелятивистском приближении мы считаем, что пространственные компоненты скоро-

сти малы: u0 ≈ 1, uµ ≪ 1, где {uα} = {u0, uµ}, α = 0, 1, 2, 3. Кроме того, давление мало, P ≪ E ,
и в нулевом приближении плотность энергии совпадает с плотностью жидкости, E ≈ ρ. Тогда
в главном приближении компоненты тензора энергии-импульса равны:

Tm

00 = (E + P)u0u0 − P ≈ ρ,

Tm

0µ = Tm

µ0 = (E + P)u0uµ ≈ ρuµ,

Tm

µν = (E + P)uµuν − Pηµν ≈ ρuµuν − Pηµν .
(7.130)

Рассмотрим закон сохранения энергии-импульса ∂βTm

αβ = 0. Нулевая компонента этого ра-
венства в главном приближении имеет вид

∂βTm

0β = ∂0Tm

00 + ∂µTm

0µ ≈ ∂0ρ+ ∂µ(ρu
µ) = 0. (7.131)

Полученное уравнение совпадает с уравнением непрерывности. Пространственные компонен-
ты закона сохранения энергии-импульса в главном приближении приводят к равенству

∂βTm

µβ = ∂0Tm

µ0 + ∂νTm

µν ≈ ρ∂0u
µ + uµ [∂0ρ+ ∂ν(ρu

ν)] + ρuν∂νu
µ − ∂µP = 0,

что, с учетом уравнения непрерывности (7.131), дает уравнение Эйлера

∂0u
µ + uν∂νu

µ =
1

ρ
ηµν∂νP. (7.132)

Если дополнить уравнение непрерывности и уравнение Эйлера уравнением состояния идеаль-
ной жидкости P = P(ρ), связывающим давление и плотность, то получим полную систему
уравнений для идеальной жидкости. Таким образом, уравнения движения нерелятивистской
идеальной жидкости следуют из закона сохранения четырехмерного тензора энергии-импульса
(7.126), дополненного уравнениям состояния.

Эта же система уравнений (7.131), (7.132) описывает движение идеального газа. Разница
заключается только в уравнении состояния. Для совершенного газа уравнение состояния имеет
вид

P =
ρ

µ
RT, (7.133)

где µ,R и T есть, соответственно, молекулярный вес, универсальная газовая постоянная и
абсолютная температура. При постоянной температуре T = const давление идеального газа
прямо пропорционально плотности.

Наличие в пространстве-времени метрики и времениподобного векторного поля u, u2 = 1,
позволяет определить проекционные операторы:

Πl

α
β := uαu

β, Πt

α
β := δβα − uαu

β.

В каждой точке x ∈ M эти операторы проектируют тензорные поля, соответственно, на на-
правление вектора скорости u и перпендикулярную гиперплоскость в касательном простран-
стве Tx(M). Например, проекция метрики имеет вид

glαβ := Πl

α
γΠl

β
δgγδ = uαuβ,

gtαβ := Πt

α
γΠt

β
δgγδ = gαβ − uαuβ.
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Ясно также, что
ulα := uβΠl

β
α = uα, ut := uβΠt

β
α = 0.

Поэтому тензор энергии-импульса (7.126) можно переписать с помощью проекционных опера-
торов

Tm

αβ = Eglαβ − Pgtαβ . (7.134)

Поскольку тензор энергии-импульса сплошной среды (7.126) не был получен из вариаци-
онного принципа, то на него необходимо наложить дополнительное условие

∇βTm

βα = 0, (7.135)

которое является условием совместности уравнений Эйнштейна. Более подробно

(E + P)uβ∇βu
α + uα∇β

[
(E + P)uβ

]
− gαβ∂βP = 0,

где мы воспользовались условием метричности связности Леви-Чивиты ∇βg
γα = 0. Проекции

этого уравнения на вектор u и перпендикулярную гиперплоскость имеют следующий вид

(E + P)∇αu
α + uα∂αE = 0, (7.136)

(E + P)uβ∇βu
α − (gαβ − uαuβ)∂βP = 0, (7.137)

где мы воспользовались уравнением uα∇βu
α = 0, которое следует из условия u2 = 0 после

дифференцирования. Легко проверить, что свертка уравнений (7.137) с ковектором uα тожде-
ственно обращается в нуль. Следовательно, только четыре уравнения из (7.136), (7.137) явля-
ются независимыми, и они эквивалентны условию ковариантного сохранения тензора энергии-
импульса ∇βTm

βα = 0.
Уравнение (7.136) является ковариантным обобщением уравнения непрерывности для нере-

лятивистской жидкости (7.131), а уравнение (7.137) – ковариантным обобщением уравнения
Эйлера (7.132). Эти уравнения представляют собой систему уравнений релятивистской гид-

родинамики.
Система уравнений (7.136), (7.137) вместе с уравнениями Эйнштейна не образует полной

системы уравнений релятивистской гидродинамики. Ее необходимо дополнить уравнением со-
стояния. Широкий класс моделей описывается уравнением состояния P = P(E), связывающим
давление с плотностью энергии в каждой точке пространства-времени. Такие жидкости назы-
ваются баротропными.

Второе слагаемое в уравнении Эйлера (7.137) после опускания индекса имеет вид

Πt

α
β∂βP = (δβα − uαu

β)∂βP.

Если оно равно нулю, т.е. градиент давления параллелен вектору скорости, то уравнение Эй-
лера упрощается uβ∇βu

α = 0. Это есть уравнение экстремалей. В этом случае точки жидкости
движутся так же, как и точечные частицы под действием только гравитационных сил.

Для пылевидной материи давление равно нулю и система уравнений релятивистской гид-
родинамики существенно упрощается:

∇α(Euα) = 0, uβ∇βu
α = 0. (7.138)

Мы видим, что пылевидная материя движется вдоль экстремалей как множество точечных
частиц.

При анализе общих свойств решений уравнений Эйнштейна на тензор энергии-импульса
материи налагаются определенные энергетические условия. Перечислим три наиболее распро-
страненных.
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Определение. Говорят, что источники (поля материи) удовлетворяют:
1) слабому энергетическому условию, если для любого времениподобного векторного поля

X выполнено неравенство
TmαβX

αXβ
> 0; (7.139)

2) сильному энергетическому условию, если для любого времениподобного векторного по-
ля X выполнено неравенство

ραβX
αXβ > 0, где ραβ := Tmαβ −

1

n− 2
gαβTmγ

γ , (7.140)

где n – размерность пространства-времени. Это условие называется также условием

положительности Риччи (см. уравнение (7.3));
3) доминантному энергетическому условию, если для произвольного времениподобного

векторного поля X, направленного в будущее, векторное поле с компонентами Tmβ
αXβ

также времениподобно и направлено в будущее.

В данном определении векторное поле X времениподобно, т.е. X2 := XαXα > 0. Поэтому,
не ограничивая общности, можно считать, что оно нормировано на единицу, X2 = 1. Кроме
того, всегда можно выбрать такую систему координат, в которой произвольное времениподоб-
ное векторное поле имеет только одну нетривиальную компоненту X = (1, 0, . . . , 0). Поэтому
слабое и сильное энергетические условия можно переформулировать. В произвольной систе-
ме координат, в которой координата x0 является временем, должны выполняться равенства:
Tm00 > 0 или ρ00 > 0, соответственно.

Ясно, что если выполнено доминантное энергетическое условие, то TmαβX
αXβ > 0. Следо-

вательно, из условия 3) следует 1). Кроме того, если след тензора энергии-импульса материи
положителен, как, например, для точечных частиц (см. раздел 7.8.3), то из сильного энерге-
тического условия вытекает слабое, причем получается строгое неравенство TmαβX

αXβ > 0.
Если же след тензора энергии-импульса материи отрицателен, то, наоборот, слабое энергети-
ческое условие сильнее, чем сильное энергетическое условие.

Предложение 7.11.1. Если выполнены условия E > 0, P > 0, то тензор энергии-

импульса сплошной среды удовлетворяет слабому и сильному энергетическим условиям.

Доказательство. Зафиксируем систему координат, в которой времениподобное вектор-
ное поле имеет вид X = (1, 0, 0, 0). Тогда слабое энергетическое условие эквивалентно нера-
венству

Tm00 = Eu2
0 + P(u2

0 − g00) > 0.

Первое слагаемое в этом выражении, очевидно, неотрицательно (в принципе оно может обра-
титься в нуль, так как условия u0 > 0 недостаточно для положительности нулевой ковариант-
ной компоненты скорости u0). Поскольку

u0 := g00u
0 + g0µu

µ,

то второе слагаемое принимает вид

P
(
g2
00(u

0)2 + 2g00g0µu
0uµ + (g0µu

µ)2 − g00
)

= −Pg00
(
gµν −

g0µg0ν
g00

)
uµuν ,

где мы воспользовались тождеством u2 = 1. На лоренцевом многообразии матрица в скобках
в правой части равенства отрицательно определена, и поэтому слабое энергетическое условие
выполнено.
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Для тензора энергии-импульса сплошной среды справедливо равенство

ραβ = (E + P)uαuβ − Pgαβ − 1

n− 2
(E − 3P)gαβ .

Отсюда следует выражение для нулевой компоненты

ρ00 = E(u2
0 − g00) + P(u2

0 − g00) +
n− 3

n− 2
Eg00 +

3

n− 2
Pg00.

Первые два слагаемых неотрицательны в силу предыдущих рассуждений. Последние два сла-
гаемых положительны, так как координата x0 является временем и, следовательно, g00 > 0.

Замечание. В доказательстве предложения мы не использовали неравенство P 6 E/3,
обеспечивающее неотрицательность следа тензора энергии-импульса.

Предложение 7.11.2. Если выполнено условие |P| < |E|, то тензор энергии-импульса

сплошной среды удовлетворяет условию энергодоминантности.

Доказательство. В системе координат, где X = (1, 0, 0, 0), условие энергодоминантности
имеет вид

Tm0
αTm0α > 0.

Подставляя в это неравенство выражение для тензора энергии-импульса (7.126), получим со-
отношение

(E2 − P2)u2
0 + P2g00 > 0.

Очевидно, что неравенство |P| < |E| достаточно для выполнения условия энергодоминантно-
сти.

Таким образом, для обычной материи все три энергетических условия выполнены, так как
давление удовлетворяет неравенствам 0 6 P 6 E/3.

7.11.1. Акустические фононы в нерелятивистской гидродинамике. В физике все-
гда большой интерес вызывали аналогии между явлениями из разных областей. В настоя-
щем разделе мы покажем, что некоторые явления в нерелятивистской гидродинамике и об-
щей теории относительности описываются уравнениями, которые обладают рядом одинаковых
свойств.

Уравнения движения для акустических фононов следуют из классических нерелятивист-
ских уравнений гидродинамики следующим образом. Рассмотрим некоторое точное решение
уравнений гидродинамики. Тогда уравнение для малых возбуждений (фононов) вблизи это-
го решения сводится к уравнению Даламбера с нетривиальной эффективной четырехмерной
метрикой лоренцевой сигнатуры, в которой роль скорости света играет скорость звука в жид-
кости. Отличие от общей теории относительности сводится к тому, что эффективная метрика
для фононов определяется уравнениями гидродинамики, а не уравнениями Эйнштейна. Тем
не менее уравнение для фононов задается нетривиальной четырехмерной метрикой, для кото-
рой тензор кривизны отличен от нуля. Другими словами, фононы двигаются на многообразии
с нетривиальной геометрией. При этом возможно возникновение горизонтов, когда скорость
течения жидкости превышает скорость звука, и, следовательно, образование акустических
аналогов черных дыр.

В настоящем разделе мы следуем выводу уравнения для фононов, предложенному в [78, 79]
(см. также [80]).

Рассмотрим 4-мерное галилеево пространство-время с декартовой системой координат
{xα}, α = 0, 1, 2, 3, которые мы будем обозначать индексами из начала греческого алфавита
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α, β, . . . . Координату x0 ∈ R мы отождествляем с временем, x0 = t. Пространственные коор-
динаты {xµ} ∈ R3 мы будем обозначать индексами из середины греческого алфавита µ, ν, . . . .
Жидкость без вязкости называется идеальной и описывается плотностью ρ(x), давлением P(x)
и вектором скорости u = {uµ(x)}, где x = {xα}. Движение идеальной жидкости или идеаль-
ного газа в пространстве определяется следующей замкнутой системой из пяти нелинейных
уравнений для пяти переменных (см., например, [81])

ρu̇ + ρ(u∇)u = −∇P + f , (7.141)

ρ̇+ div (ρu) = 0, (7.142)

P = P(ρ), (7.143)

где точка обозначает дифференцирование по времени и ∇ – градиент. Уравнение (7.141) назы-
вается уравнением Эйлера (7.132) и представляет собой второй закон Ньютона для элемента
объема жидкости. Здесь f(x) – плотность внешних сил. Например, в гравитационном поле
f = −ρ∇ϕ, где ϕ(x) – потенциал гравитационного поля. В дальнейшем мы ограничимся толь-
ко этим случаем. Уравнение (7.142) является уравнением непрерывности (7.131). Последнее
уравнение (7.143) является уравнением состояния жидкости, которое характеризует саму жид-
кость и считается заданным. Здесь мы предполагаем, что давление жидкости зависит только
от ее плотности, т.е. она является баротропной.

Для несжимаемой жидкости ρ = const и уравнение непрерывности принимает вид div u =
0.

Уравнения (7.141)–(7.143) записаны в стандартном для гидродинамики виде, где не дела-
ется различие между верхними и нижними индексами.

Если уравнение состояния задано, то давление P (или плотность ρ) можно исключить из
системы уравнений движения. Для этого заметим, что

∇P =
dP
dρ

∇ρ = c2∇ρ,

где введена скорость звука c(ρ):

c2 :=
dP
dρ
. (7.144)

Для обычных жидкостей с увеличением плотности давление увеличивается, и поэтому c2 > 0.
Тогда уравнение Эйлера можно переписать в виде

u̇ + (u∇)u = −c2∇ρ
ρ

−∇ϕ, (7.145)

где скорость звука c = c(ρ) рассматривается как заданная функция от плотности жидкости.
Уравнение Эйлера (7.145) вместе с уравнением непрерывности (7.142) однозначно описывают
движение такой жидкости при заданных начальных и граничных условиях.

Воспользовавшись тождеством

1

2
∇u2 = [u, rot u] + (u∇)u,

где квадратные скобки обозначают векторное произведение, уравнение Эйлера (7.145) можно
переписать в виде

u̇ − [u, rot u] = −∇
(
h+

u2

2
+ ϕ

)
,
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где введена энтальпия жидкости

h(P) :=

∫ P

0

dP ′

ρ(P ′)
.

Предположим, что движение жидкости является безвихревым:

rot u = 0 ⇔ ∂µuν − ∂νuµ = 0. (7.146)

На геометрическом языке это означает, что 1-форма dxµuµ является замкнутой на простран-
ственном сечении x0 = const. Тогда локально (во всем R3) существует потенциальное поле
ψ(x) (потенциал) такое, что

uµ = −∂µψ. (7.147)

Для безвихревой жидкости уравнение Эйлера эквивалентно уравнению Бернулли

−ψ̇ + h+
(∇ψ)2

2
+ ϕ = F (t), (7.148)

где F (t) – произвольная функция времени. Поскольку потенциал ψ определен с точностью до
добавления произвольной функции времени, то, без ограничения общности, положим F (t) = 0.

Теперь можно приступить к изучению фононов в нерелятивистской гидродинамике. До-
пустим, что нам известно точное решение уравнений гидродинамики ρ0(x), P0(x) и u0(x) =
−∇ψ0. Получим уравнение, описывающее распространение акустических возбуждений (фоно-
нов) вблизи этого решения. Пусть

ρ ≈ ρ0 + ǫρ1,

P ≈ P0 + ǫP1,

uµ ≈ uµ0 + ǫuµ1 ,

ψ ≈ ψ0 + ǫψ1.

(7.149)

где ǫ ≪ 1 – малый параметр разложения. При этом мы считаем внешние силы заданными
ϕ = ϕ0.

В дальнейшем мы будем использовать обозначения, принятые в дифференциальной гео-
метрии, и различать верхние и нижние индексы. Пространственные индексы в декартовой
системе координат поднимаются и опускаются с помощью метрики ηµν = −δµν и ее обрат-
ной, которая отличается от евклидовой метрики знаком. В наших обозначениях uµ = ∂µψ,
uµ = ηµν∂νψ = −∂µψ.

Уравнение Бернулли (7.148) в нулевом и первом порядке по ǫ имеет вид

ǫ0 : − ∂0ψ0 + h0 −
1

2
ηµν∂µψ0∂νψ0 + ϕ0 = 0, (7.150)

ǫ1 : − ∂0ψ1 +
P1

ρ0
− uµ0∂µψ1 = 0, (7.151)

где учтено разложение для энтальпии

h(P) ≃ h(P0) + ǫ
P1

ρ0
.

Учтем, что

ρ1 =
dρ

dPP1 =
P1

c2
,
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и найдем поправку к плотности ρ1 из уравнения (7.151)

ρ1 =
ρ0

c2
(∂0ψ1 + uµ0∂µψ1). (7.152)

Уравнение непрерывности в нулевом и первом порядке по ǫ имеет вид

ǫ0 : ∂0ρ0 + ∂µ(ρ0u
µ
0 ) = 0, (7.153)

ǫ1 : ∂1ρ1 + ∂µ(ρ0u
µ
1 + ρ1u

µ
0 ) = 0. (7.154)

Подставим во второе уравнение решение для поправки к плотности (7.152). В результате по-
лучим уравнение для поправки к потенциалу скорости:

∂0

[ρ0

c2
(∂0ψ1 + uµ0∂µψ1)

]
+ ∂µ

[
ρ0∂

µψ1 +
ρ0

c2
uµ0 (∂0ψ1 + uν0∂νψ1)

]
= 0. (7.155)

Это волновое уравнение для ψ1(x) полностью определяет распространение акустических ко-
лебаний в движущейся жидкости, описываемой плотностью ρ0(x) и полем скоростей uµ0 (x),
с заданным уравнением состояния c = c(ρ). В случае, когда скорость жидкости равна нулю,
u0 = 0, а плотность ρ0 и величина c постоянны, уравнение (7.155) сводится к уравнению Да-
ламбера, которое описывает распространение акустических возбуждений со скоростью c. Это
оправдывает введенное выше понятие скорости звука (7.144).

Если решение для ψ1(x) известно, то поправка к плотности ρ1 однозначно определяется
формулой (7.152).

Уравнение (7.155), как легко проверить, можно записать в матричных обозначениях

∂α(fαβ∂βψ1) = 0,

где

fαβ :=
ρ0

c2

(
1 uν0
uµ0 c2ηµν + uµ0u

ν
0 .

)

Введем метрику в галилеевом пространстве

gαβ :=
ρ0

c

(
c2 + uµ0u0µ −u0ν

−u0µ ηµν ,

)
(7.156)

и ее обратную

gαβ =
1

ρ0c

(
1 uν0
uµ0 c2ηµν + uµ0u

ν
0 .

)
(7.157)

Интервал, соответствующий метрике (7.156), можно записать в виде

ds2 =
ρ0

c

[
c2dt2 + ηµν(dx

µ − uµ0dt)(dx
ν − uν0dt)

]
. (7.158)

“Эффективная” метрика (7.156) имеет лоренцеву сигнатуру (+ − −−), и ее определитель
равен

g := det gαβ = −ρ
4
0

c2
.
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Сравнение метрики (7.156) с АДМ параметризацией произвольной псевдоримановой мет-
рики (8.5) дает следующее выражение для функций хода и сдвига:

N =
√
ρ0c, Nµ = −ρ0u

µ
0

c
.

Вернемся к уравнению для фононов. Обратная метрика gαβ отличается от матрицы fαβ

простым множителем:

gαβ =
c

ρ2
0

fαβ.

Теперь уравнение для акустических фононов можно переписать в инвариантном относительно
общих преобразований координат виде

1√
|g|
∂α
(√

|g|gαβ∂βψ
)

= 0, (7.159)

где мы, для простоты обозначений, отбросили индекс у поправки к потенциалу скорости.
Таким образом, распространение фононов в движущейся жидкости описывается инвари-

антным волновым уравнением в четырехмерном пространстве-времени с нетривиальной мет-
рикой лоренцевой сигнатуры (7.156). Эта метрика определяется плотностью ρ0, скоростью
звука c и полем скоростей u0, которые удовлетворяют исходным уравнениям (7.150), (7.154).
Подчеркнем, что движение самой жидкости происходит в плоском галилеевом пространстве-
времени, а распространение акустических возбуждений в этой движущейся жидкости опи-
сывается волновым уравнением на псевдоримановом пространстве-времени с нетривиальной
“эффективной” метрикой.

Мы считаем, что уравнение состояния жидкости задано, и, следовательно, задана ско-
рость звука в жидкости как функция плотности. Тогда эффективная метрика определяется
четырьмя функциями ρ0(x) и u0(x), которые удовлетворяют уравнениям гидродинамики. При
постановке задачи Коши для однозначного определения этих функций необходимо задать че-
тыре произвольные функции в качестве начальных условий. В общей теории относительности
метрика удовлетворяет уравнениям Эйнштейна и имеет две распространяющихся степени сво-
боды. При постановке задачи Коши для уравнений Эйнштейна также необходимо задать че-
тыре произвольные функции на пространственноподобном сечении: по две на каждую степень
свободы, так как уравнения движения второго порядка.

Нулевая компонента метрики g00 в (7.156) меняет знак в тех точках пространства-времени,
где течение жидкости становится сверхзвуковым: c2 = u2 := −uµuµ. Эти поверхности в про-
странстве соответствуют горизонтам черных дыр. Действительно, поскольку скорость фоно-
нов ограничена скоростью звука в жидкости, то они не могут покинуть область сверхзвукового
течения. Следовательно, в быстро текущей жидкости для фононов могут образовываться ана-
логи черных дыр в общей теории относительности. На рис.7.1 показана качественная картинка
образования черной дыры в жидкости. Представим, что все трехмерное пространство R3 за-
полнено несжимаемой жидкостью, и в центре декартовой системы координат находится точеч-
ный сток, в который жидкость засасывается. Предположим, что жидкость на бесконечности
покоится, и ее движение радиально. Поскольку скорость жидкости стремится к бесконечно-
сти при приближении к стоку, то существует сфера некоторого радиуса, на которой скорость
жидкости равна скорости звука. Эта сфера называется горизонтом. Если фонон испущен в
некоторой точке, лежащей вне горизонта, то он может либо попасть в сток, либо уйти на бес-
конечность. Если же фонон испущен из точки, лежащей внутри горизонта, то он неминуемо
попадет в сток, так как его скорости недостаточно для прохождения через горизонт. Описан-
ная ситуация является аналогом черных дыр в общей теории относительности. Надо только
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горизонт

00 0g =

стокv c>v c<

Рис. 7.1. Черная дыра для акустических фононов. Горизонт определяется равенством модуля
скорости жидкости v :=

√
−uµ0u0µ скорости звука c

скорость звука заменить на скорость света. Аналогом фононов является электромагнитное
излучение – фотоны.

7.12. Выбор системы координат

Уравнения общей теории относительности ковариантны относительно общих преобразова-
ний координат. Эту свободу можно использовать для выбора подходящей системы отсчета, ко-
торая может упростить уравнения Эйнштейна. В настоящем разделе будут описаны несколько
широко распространенных способа фиксирования системы координат.

7.12.1. Сопутствующая система координат. Рассмотрим уравнения Эйнштейна

κ

(
Rαβ −

1

2
gαβR

)
= −1

2
Tmαβ (7.160)

для сплошной среды с тензором энергии-импульса (см. раздел 7.11)

Tm

αβ = (E + P)uαuβ − Pgαβ . (7.161)

Для получения замкнутой системы уравнений уравнения Эйнштейна необходимо дополнить
законом сохранения (уравнениями релятивистской гидродинамики)

∇βTm

βα = 0 (7.162)

и уравнением состояния среды
P = P(E), (7.163)

предполагая среду баротропной. Если среда не является баротропной то возникнут дополни-
тельные уравнения. Система уравнений (7.160), (7.162) и (7.163) образуют полную систему
для неизвестных функций: gαβ, uα, P и E . Нетрудно проверить, что число уравнений равно
числу неизвестных (напомним, что на вектор скорости u наложено условие u2 = 1 и число его
независимых компонент на единицу меньше размерности пространства-времени).

Поскольку плотность энергии E(x) и давление P(x) являются скалярными полями, то урав-
нение состояния (7.163) является корректным.
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По построению, все уравнения ковариантны. Поэтому преобразования координат мож-
но использовать для упрощения системы уравнений. Обычно преобразования координат ис-
пользуют для фиксирования части компонент метрики. Однако для системы уравнений
(7.160), (7.162) и (7.163) существует другая естественная возможность. Если размерность
пространства-времени равна n, то в нашем распоряжение имеется n функций, которых доста-
точно для фиксирования векторного поля скорости. Тем самым число неизвестных функций
уменьшится, и задача упростится. Такой подход часто используется в космологии.

Опишем этот способ задания системы координат. Рассмотрим псевдориманово многообра-
зие M, dim M = n, с метрикой g лоренцевой сигнатуры. Пусть на нем задано произвольное
достаточно гладкое времениподобное векторное поле u = uα(x)∂α, всюду отличное от нуля,
u2 6= 0. Не ограничивая общности, будем считать, что

u2 := gαβu
αuβ = 1.

В противном случае можно просто заменить uα 7→ uα/u2.

Пример 7.12.1. Пусть пространство-время M заполнено сплошной средой. Тогда задано
векторное поле скорости каждой точки среды u, для которого u2 = 1.

В окрестности произвольной точки существует такая система координат, в которой все
компоненты векторного поля, кроме одной, равны нулю. Для единичного времениподобного
векторного поля нетривиальная компонента равна единице:

{uα} = {1, 0, . . . , 0} . (7.164)

Определение. Система координат, в которой для единичного времениподобного вектор-
ного поля выполнено условие (7.164), называется сопутствующей векторному полю u.

В этой системе координат ковариантная производная векторного поля u равна символам
Кристоффеля с одним временны́м индексом,

∇αu
β = ∂αu

β + Γαγ
βug = Γα0

β.

В сопутствующей системе координат ∂αu
β = 0, поэтому при бесконечно малых преобра-

зованиях координат вариация формы компонент вектора и ковектора содержит только одно
слагаемое. Аналогично преобразуются компоненты произвольного тензора. Отсюда вытекает,
что производная Ли от любого тензора Y типа (r, s) вдоль векторного поля u совпадает с
производной по времени x0:

LuY
α1...αr

β1...βs = ∂0Y
α1...αr

β1...βs

и не зависит от связности, как, впрочем, любая производная Ли.
С физической точки зрения сопутствующую систему координат можно представить сле-

дующим образом. Допустим, что некоторая среда заполняет все пространство-время. Тогда с
каждой точкой среды связана мировая линия x(s) (линия тока). Мы предполагаем, что каса-
тельные векторы к мировым линиям образуют достаточно гладкое времениподобное векторное
поле (вектор скорости)

u = uα∂α, uα :=
dxα

ds
, ds :=

√
gαβdxαdxβ ,

на многообразии M. Выберем произвольное сечение S, которое пересекает все линии тока один
раз, и зададим произвольную систему координат xµ, µ = 1, . . . , n−1, на S. Это сечение совсем не
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обязано быть пространственноподобным. Тогда сопутствующими координатами произвольной
точки y ∈ M является набор чисел {x0 := s, xµ}, где xµ – координаты точки пересечения
поверхности S с кривой x(s), проходящей через точку y. Для определенности будем считать,
что каждая линия тока пересекает поверхность S при s = 0.

Замечание. В предыдущем разделе мы установили, что пылевидная материя движется
вдоль экстремалей (7.138). Это значит, что в общем случае при наличии давления или других
негравитационных сил линии тока среды в общем случае отличаются от экстремалей.

Если производная Ли от некоторого тензора вдоль векторного поля скорости u равна нулю,
то в сопутствующей системе координат компоненты этого тензора могут зависеть только от
координат xµ, µ = 1, . . . , n − 1 на сечении S. Это значит, что соответствующий тензор жестко
связан с движущейся средой и движется вместе с ней. В дальнейшем мы будем предполагать,
что все сечения s = const и, в частности, сечение S пространственноподобны.

Сопутствующая векторному полю система координат определена неоднозначно. Действи-
тельно, совершим преобразование координат xα 7→ xα

′

(x). Тогда компоненты скорости преоб-
разуются по тензорному закону:

uα 7→ uα
′

:=
∂xα

′

∂xα
uα.

Если до и после преобразования координат система координат является сопутствующей, то
функции преобразования координат должны удовлетворять следующей системе уравнений

1 =
∂x0′

∂x0
, 0 =

∂xµ
′

∂x0
.

Общее решение данной системы уравнений имеет вид

x0 7→ x0 + f(x), xµ 7→ xµ
′

= xµ + fµ(x), (7.165)

где f, fµ – n произвольных функций координат на сечении S ⊂ M и x = {xµ}. Функция
f соответствует произволу в выборе сечения x0 = const, и функции fµ – свободе в выборе
координат xµ на данных сечениях.

Таким образом, мы устранили n неизвестных функций в полной системе уравнений (7.160),
(7.162) и (7.163). В этой системе координат тензор энергии-импульса (7.161) принимает вид

Tm

00 = (E + P) − Pg00, Tm

0µ = −Pg0µ, Tm

µν = −Pgµν .

В общем случае ни он, ни тензор энергии-импульса с одним опущенным индексом индексом
Tmα

β не будут диагональны.
Теперь определим другую систему координат, которую также естественно назвать сопут-

ствующей.
Если задано единичное времениподобное векторное поле u, то в каждой точке пространства-

времени x ∈ M в касательном пространстве Tx(M) его можно дополнить n − 1 линейно неза-
висимыми векторами eµ, µ = 1, . . . , n − 1, которые перпендикулярны вектору u. Тогда сово-
купность векторов {u, eµ} образует в каждой точке репер. Ясно, что векторы eµ простран-
ственноподобны, и их можно выбрать достаточно гладкими. Тогда они задают n − 1 мерное
распределение векторных полей на M. Согласно теореме Фробениуса для этого распределения
существуют интегральные подмногообразия тогда и только тогда, когда векторные поля eµ
находятся в инволюции. В общем случае это не так (это зависит от метрики). Отсюда следует,
что остаточного произвола в выборе сопутствующей системы координат (7.165) недостаточно
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для того, чтобы выбрать секущую поверхность S таким образом, чтобы вектор u был к ней
всюду ортогонален.

При определении системы координат, сопутствующей векторному полю, за основу взяты
мировые линии точек среды. Теперь мы введем другое понятие сопутствующей системы ко-
ординат, где за основу определения будет взята система гиперповерхностей, а не векторное
поле.

Рассмотрим систему локальных координат xα на M, где координата x0 является временем,
и все сечения x0 = const пространственноподобны. По предположению, на M задана метри-
ка лоренцевой сигнатуры, для которой мы будем использовать АДМ параметризацию (8.5).
Выберем базис n, eµ в касательном пространстве, состоящий из пространственных векторов
eµ = eµ

α∂α = ∂µ (символ eµα := δαµ введен для удобства последующих выкладок), касательных
к гиперповерхностям x0 = const, и векторное поле

n :=
1

N
(∂0 −Nµ∂µ), (7.166)

где N – функция хода и Nµ – функции сдвига. Это векторное поле перпендикулярно про-
странственным гиперповерхностям:

(n, eµ) := nαeµ
βgαβ = n0eµ

νg0ν + nρeµ
νgρν = 0,

и имеет единичную длину, n2 = 1.
В общем случае коммутатор векторных полей [n, eµ] отличен от нуля. Поэтому простран-

ственные координаты xµ нельзя дополнить времениподобной координатой x0′ так, чтобы век-
тор n был касателен к соответствующей координатной линии: n = ∂0′ . То есть базис n, eµ
является неголономным.

Нормальному вектору соответствует ортонормальная 1-форма

n = dxαnα = dx0N, (7.167)

где nα := nβgβα, для которой мы будем использовать то же обозначение.
Для векторов и 1-форм справедливы разложения на перпендикулярную и касательные

составляющие:

Xα = X⊥nα + X̃µeµ
α, Xα = X⊥nα + X̃µe

µ
α,

где

X⊥ = X0N, X̃µ = X0Nµ +Xµ,

X⊥ =
1

N
(X0 −NµXµ), X̃µ = Xµ.

Поскольку X0 := Xαgα0 и Xµ := Xαgαµ, то нетрудно проверить, что X⊥ = X⊥ и X̃µ = X̃νgνµ.
Аналогично раскладываются тензоры произвольного ранга.

Определение. Система координат называется сопутствующей, если в этой системе ко-
ординат скорость {uα} каждой точки сплошной среды имеет вид

{uα} = {nα} =

{
√
g00,

g0µ

√
g00

}
=

{
1

N
,−N

µ

N

}
. (7.168)



244 7. Основы общей теории относительности

То есть единичный нормальный вектор к пространственным сечениям совпадает с вектор-
ным полем скорости.

В правой части равенства (7.168), определяющего сопутствующую систему координат, сто-
ят определенные компоненты метрики, которые не образуют компонент вектора. Следователь-
но, равенство (7.168) нековариантно и действительно фиксирует систему координат.

Название сопутствующая система координат оправдано следующим образом. Поскольку
вектор нормали n к пространственному сечению x0 = const совпадает с вектором скорости u,
то репер n, eµ привязан к среде и движется вместе с ней.

Если метрика имеет блочно-диагональный вид, т.е. Nµ = 0 и N = 1, и, следовательно,
выбрана временна́я калибровка (см. следующий раздел), то вектор скорости материи в каж-
дой точке пространства-времени имеет только временну́ю составляющую {uα} = (1, 0, 0, 0). В
этом случае сопутствующая система координат совпадает с системой координат, сопутствую-
щей векторному полю скорости u, которая была введена в начале раздела. Это значит, что
в сопутствующей системе координат каждая точка материи покоится. Другими словами, си-
стема координат движется вместе с материей. При этом каждая точка среды движется по
времениподобной экстремали (геодезической).

При наличии сил негравитационного происхождения, например, давления, точки материи
могут двигаться не по экстремалям, и метрика в общем случае не будет блочно-диагональна.
Математически это означает, что в общем случае нельзя одновременно удовлетворить условию
(7.168) и условию блочной диагональности метрики. Поэтому данные выше два определения
сопутствующей системы координат не эквивалентны.

Обозначим тензорные индексы по отношению к базису {ea} := {n, eµ} латинскими буква-
ми a, b, . . . . Тогда они принимают значения {a} = {⊥, µ} = (⊥, 1, . . . , n − 1). Отличие этого
базиса от координатного базиса в касательном пространстве заключается в том, что он него-
лономен, т.е. в общем случае не существует такой системы координат ya(x), в которой были
бы выполнены условия:

∂xα

∂y0
= nα,

∂xν

∂yµ
= δνµ

(см. [23], раздел 6.9). В базисе ea метрика имеет блочно-диагональный вид

gab =

(
1 0
0 gµν

)
, (7.169)

поскольку базисные векторы n были выбраны единичными и перпендикулярными к гипер-
поверхностям. В каждой точке пространства-времени векторы скорости (7.168) в базисе n, ∂µ
имеют только одну отличную от нуля компоненту,

{ua} = (1, 0, 0, 0).

Это значит, что в рассматриваемом базисе материя покоится, что оправдывает название со-
путствующая.

Понятие сопутствующей системы координат полезно, так как позволяет исключить из тен-
зора энергии-импульса сплошной среды компоненты скорости uα, заменив их на компоненты
метрики следующим образом. Мы предполагаем, что тензор энергии-импульса материи с од-
ним контравариантным и одним ковариантным индексом в сопутствующей системе координат
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(7.168), и, следовательно, относительно базиса n, ∂µ является диагональным. Например, в че-
тырехмерном пространстве-времени положим

Tma
b =




E 0 0 0
0 −P 0 0
0 0 −P 0
0 0 0 −P


 . (7.170)

Тогда в координатном базисе {∂α} его контравариантные компоненты имеют вид

Tm

00 = E 1

N2
, Tm

0µ = Tm

µ0 = −EN
µ

N2
, Tm

µν = EN
µNν

N2
− P ĝµν . (7.171)

Тем самым компоненты контравариантного тензора энергии-импульса не зависят от вектор-
ного поля скоростей сплошной среды.

Предложение 7.12.1. Сопутствующая система координат (7.168) определена по край-

ней мере с точностью до масштабных преобразований (растяжки, гомотетии) простран-

ственных координат:

x0 7→ x′0 = x0, xµ 7→ x′µ = k(t)xµ, (7.172)

где k(t) 6= 0 – достаточно гладкая функция времени t := x0 .

Доказательство. При преобразовании координат (7.172) координатный базис преобра-
зуется по правилам:

∂0 = ∂′0 + k̇xµ∂′µ, dx0 = dx′0,

∂µ = k∂′µ, dxµ =
dx′µ

k
− x′µk̇dt

k2
,

где k̇ := dk/dt. Тогда в новой системе координат компоненты метрики примут вид

N ′ = N,

N ′
µ =

Nµ

k
− k̇xµ

k2
, N ′µ = kNµ − k̇xµ,

g′µν =
gµν
k2

, ĝ′µν = k2ĝµν .

Теперь из формул (7.171) следует, что плотность энергии и давление в сопутствующей системе
координат не меняются при масштабном преобразовании (7.172)

E ′(x′) = E(x), P ′(x′) = P(x).

При этом компоненты вектора скорости преобразуются по правилам

u′0 = u0, u′µ = kuµ + k̇u0xµ.

То есть так же, как и правая часть определения (7.168).

Инвариантность плотности энергии и давления относительно масштабного преобразова-
ния следовало ожидать, так как плотность энергии и давление являются скалярными полями
и инвариантны относительно любых преобразований координат пространства-времени xα и,
в частности, растяжений (7.172). Нетривиальность проведенного рассмотрения заключается в
том, что в правой части равенства (7.168), определяющего сопутствующую систему координат,
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стоят определенные компоненты метрики, которые в общем случае не совпадают с компонен-
тами никакого вектора.

Уравнения релятивистской гидродинамики (7.162), которые были выписаны в начале раз-
дела, можно записать в сопутствующей системе координат (7.168). Прямые вычисления при-
водят к следующей системе уравнений:

Ė −Nµ∂µE −NK(E + P) = 0,

∂µP +
∂µN

N
(E + P) = 0,

(7.173)

где точка обозначает дифференцирование по времени Ė := ∂E/∂t и

K =
1

2N
(2∇̂µNµ − ĝµν ġµν) (7.174)

– внешняя скалярная кривизна пространственной гиперповерхности (8.45).

7.12.2. Временна́я калибровка. Рассмотрим многообразие M, dim M = n, на котором
задана метрика лоренцевой сигнатуры gαβ(x), sign gαβ = (+ − . . .−).

Определение. Система координат, в которой метрика имеет блочно-диагональный вид

gαβ =

(
1 0
0 gµν

)
, (7.175)

где gµν – отрицательно определенная риманова метрика на пространственноподобных сече-
ниях x0= const, называется временно́й калибровкой. Эту систему координат называют также
синхронной, гауссовой или полугеодезической.

В синхронной системе отсчета координата x0 является временем и явно выделена. Напом-
ним, что греческие буквы из начала алфавита пробегают все значения индексов: α, β, . . . =
0, 1, . . . , n− 1, а из середины – только пространственные: µ, ν, . . . = 1, 2, . . . , n− 1.

При переходе в синхронную систему отсчета n произвольных функций, параметризующих
диффеоморфизмы, используются для фиксирования n компонент метрики:

g00 = 1, g0µ = 0.

В АДМ параметризации метрики (см. раздел 8.2) временна́я калибровка соответствует
условиям N = 1, Nµ = 0.

Замечание. Названия гауссова или полугеодезическая система координат распростране-
ны в математической литературе, когда рассматриваются римановы пространства с положи-
тельно определенной метрикой. В физической литературе, где преимущественно рассматрива-
ются многообразия с метрикой лоренцевой сигнатуры, чаще употребляют термины временна́я
калибровка или синхронная система координат, потому что в этой системе отсчета координата
x0 действительно играет роль наблюдаемого времени.

Название синхронная система координат для метрики (7.175) оправдано следующим об-
стоятельством.
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Синхронизация часов. Рассмотрим произвольную систему координат. В общем случае
интервал между двумя близкими событиями {xα} и {xα + dxα} имеет вид

ds2 = gαβdx
αdxβ.

Предположим, что координата x0 является наблюдаемым временем, т.е. g00 > 0, и все сечения
x0 = const пространственноподобны. Если два события c и d произошли в данной системе
координат в одной и той же точке пространства, то они имеют координаты c = {x0

c
, xµ} и

d = {x0
d
, xµ}. При этом данные события разделены интервалом собственного времени

∆s =

∫ x0
d

x0
c

dx0√g00. (7.176)

Этот интеграл равен длине времениподобной кривой

x0 = x0
c

+ (x0
d
− x0

c
)τ, xµ = const, τ ∈ [0, 1],

соединяющей события c и d. Конечно, в другой системе координат эти события могут про-
изойти не только в разное наблюдаемое время, но и в разных точках пространства.

Таким образом, если два события, произошедшие в одной точке пространства в данной
системе координат, разделены наблюдаемым временем x0

d
− x0

c
, то они разделены интервалом

собственного времени (7.176). При этом нулевая компонента метрики g00 определяет различие
собственного и наблюдаемого времени для событий, произошедших в одной точке.

Теперь определим понятие одновременности для событий, которые произошли в двух раз-
ных, но близких точках пространства в данной фиксированной системе координат. Пусть со-
бытие a имеет пространственные координаты xµ, а событие b – близкие координаты xµ+ dxµ.
На рис.7.2 сплошными линиями показаны временны́е оси, проходящие через точки a и b.
Возникает следующий вопрос одновременности. Допустим, что событие a имеет координаты
{x0, xµ}. Какова временна́я координата x0 + ∆x0 события, произошедшего в точке b, которое
можно назвать одновременным с событием a?

A B

0x

0 0
1x dx+

0 0
2x dx+

0 0x x+ D

Рис. 7.2. Одновременность близких событий a и b

Чтобы определить одновременность, испустим свет в точке b в некоторый момент времени
x0 + dx0

1 (величина dx0
1 отрицательна). Как только свет попадет в точку a, сразу отразим его.

Допустим, что свет вернулся в точку b в момент времени x0+dx0
2. Поскольку для света ds2 = 0,

то изменение наблюдаемого времени в обоих случаях должно удовлетворять уравнению

g00
(
dx0

1,2

)2
+ 2g0µdx

0
1,2dx

µ + gµνdx
µdxν = 0.
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Это квадратное уравнение имеет два решения:

dx0
1 =

1

g00

[
−g0µdxµ −

√
(g0µg0ν − gµνg00)dxµdxν

]
,

dx0
2 =

1

g00

[
−g0µdxµ +

√
(g0µg0ν − gµνg00)dxµdxν

]
.

Поскольку мы предположили, что g00 > 0 и метрика gµν отрицательно определена, то отсюда
вытекает, что dx0

2 > 0, а dx0
1 < 0.

Определение. Назовем событие в точке b одновременным событию a = {x0, xµ}, если его
временная координата равна x0 + ∆x0, где

∆x0 :=
dx0

1 + dx0
2

2
= −g0µdx

µ

g00
,

т.е. лежит посередине между x0 + dx0
2 и x0 + dx0

1.

Таким образом можно синхронизировать часы, расположенные в различных, но близ-
ких точках пространства. Этот процесс можно продолжить вдоль произвольной кривой в
пространстве. Конечно, данная процедура синхронизации часов зависит от выбора систе-
мы координат (нековариантна) и зависит также от выбора кривой, соединяющей две точки
пространства-времени.

Рассмотрим замкнутую кривую γ в пространстве-времени с началом и концом в точке a.
Произведем синхронизацию часов вдоль кривой γ описанным выше способом. Тогда после
возвращения в точку a временна́я координата получит приращение

∆x0 := −
∮

γ

g0µdx
µ

g00
.

Отсюда следует, что синхронизация часов в общем случае невозможна, так как приращение
∆x0 в точке a может быть отлично от нуля. Кроме того, если мы хотим синхронизировать
часы во всей области пространства-времени U ⊂ M, которая покрывается данной системой
координат, то равенство ∆x0 = 0 должно также выполняться для любой замкнутой кривой γ,
целиком лежащей в U. Отсюда вытекает

Предложение 7.12.2. Для того чтобы в выбранной системе координат xα , где x0 –

время и все сечения x0 = const пространственноподобны, покрывающей некоторую область

U ⊂ M, можно было синхронизировать часы во всей области U необходимо и достаточно

чтобы g0µ = 0.

Если в некоторой области смешанные компоненты метрики равны нулю, g0µ = 0, то часы
можно синхронизировать. В этом случае одновременными будут те события, которые проис-
ходят при одинаковом значении наблюдаемого времени x0.

Вернемся к рассмотрению синхронной системы координат и докажем теорему существова-
ния.

Предложение 7.12.3. Пусть задано пространство-время M с метрикой лоренцевой

сигнатуры. Тогда в некоторой окрестности каждой точки x ∈ M существует система

координат, в которой метрика имеет блочно-диагональный вид (7.175).

Доказательство. Выберем в многообразии M произвольную достаточно гладкую про-
странственноподобную гиперповерхность N, содержащую точку x ∈ N →֒ M. Пусть yµ – неко-
торая система координат на гиперповерхности в окрестности точки x. Построим на N вектор-
ное поле n, перпендикулярное к гиперповерхности. Через каждую точку y ∈ N в направлении



7.12. Выбор системы координат 249

n проведем экстремаль в обоих направлениях. Мы уже знаем, что такая экстремаль суще-
ствует и единственна (см. раздел 3). Поскольку гиперповерхность пространственноподобна,
то векторное поле и экстремали времениподобны. Выберем в качестве канонического парамет-
ра вдоль каждой экстремали ее длину t таким образом, чтобы гиперповерхность N задавалась
уравнением t = 0. Тогда в некоторой окрестности U гиперповерхности, U ⊂ M, будет опре-
делена система координат y = {y0 := t, yµ} ∈ U. Это и есть искомая синхронная система
координат.

Покажем это. По построению, координатная кривая {y0 = t, yµ = const}, t ∈ R, является
экстремалью. Ее вектор скорости в построенной системе координат имеет одну отличную от
нуля компоненту ẏα = δα0 . Поскольку экстремаль удовлетворяет уравнению

ÿα = −Γβγ
αẏβ ẏγ ,

то в построенной системе координат на метрику наложены условия Γ00
α = 0. Опустив индекс

α, получим уравнения на компоненты метрики:

∂0g0α − 1

2
∂αg00 = 0. (7.177)

Поскольку в качестве параметра вдоль экстремали выбрана ее длина, то касательный вектор
∂0 имеет единичную длину. Следовательно, в построенной системе координат g00 = 1. Тогда
уравнения (7.177) примут вид ∂0g0α = 0, т.е. компоненты g0µ не зависят от времени. Кроме
того, вектор скорости по построению перпендикулярен гиперповерхности на N. Это значит,
что в начальный момент времени t пространственно-временны́е компоненты метрики равны
нулю, g0µ(t = 0) = 0. Поскольку они не зависят от времени, то это равенство выполнено всюду
в U. Тем самым построенная система координат является синхронной.

Ниже мы докажем обратное утверждение: если метрика имеет блочно-диагональный вид
(7.175), то координатные линии, соответствующие времени, являются экстремалями. Это зна-
чит, что единственный произвол при построении синхронной системы отсчета – это выбор
пространственного сечения N, которое может быть произвольно, и выбор пространственных
координат на N.

Замечание. Если в качестве исходной гиперповерхности N для построения координат
выбрать времениподобную гиперповерхность, то метрика примет вид

gαβ =

(
−1 0

0 gµν

)
,

где gµν – метрика лоренцевой сигнатуры на сечениях x0 = const. Вообще говоря, построен-
ная система координат не зависит от сигнатуры метрики. Аналогичные системы координат
рассматривались еще Гауссом в римановой геометрии.

Замечание. Построение синхронной системы координат начиналось с выбора гиперпо-
верхности N →֒ M, которая имеет размерность n− 1. Аналогичные системы координат можно
строить, стартуя с подмногообразия N произвольной размерности, 0 6 dim N < n. Детали
построения таких систем координат, которые названы полугеодезическими, можно найти в
[82]. В частном случае, когда все экстремали стартуют из одной точки, dim N = 0, получаем
нормальные координаты, рассмотренные в разделе 3.9.

Определение. Сечения пространства-времени в синхронной системе координат x0 = t =
const образуют семейство гиперповерхностей, которые называются (геодезически) параллель-

ными друг другу.
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Для римановых многообразий понятие экстремали и геодезической совпадают. Поэтому
построенная система координат иногда называется полугеодезической. Мы будем использовать
принятый в физике термин “временна́я калибровка” для метрики.

Обратная метрика во временно́й калибровке имеет вид

gαβ =

(
1 0
0 gµν

)
, (7.178)

где gµν – метрика, обратная к gµν . Ясно, что требование блочной диагональности метрики
(7.175) эквивалентно требованию блочной диагональности обратной метрики.

Чтобы найти явный вид преобразований координат к синхронной системе отсчета xα 7→
yα(x), необходимо проинтегрировать уравнения экстремалей с заданными начальными усло-
виями на гиперповерхности N →֒ M. Это – обычная механическая задача, которую можно
решить, интегрируя уравнение Гамильтона–Якоби (см. раздел 6.1.7). Обрисуем кратко этот
подход.

При преобразовании к синхронной системе координат xα 7→ yα(x) временна́я компонента
обратной метрики преобразуется по тензорному закону. Следовательно, функция перехода
y0(x) должна удовлетворять уравнению

1 = gαβ
∂y0

∂xα
∂y0

∂xβ
. (7.179)

Это уравнение на функцию y0(x) совпадает с укороченным уравнением Гамильтона–Якоби
(3.58). Поэтому временную координату y0 можно отождествить с функцией действия точечной
частицы. Общий интеграл укороченного уравнения Гамильтона–Якоби зависит от n постоян-
ных. Поскольку функция действия определена с точностью до добавления постоянной, то одна
из постоянных интегрирования аддитивна. Поэтому общий интеграл уравнения Гамильтона–
Якоби можно представить в виде

y0 = f(x, c) +A(c),

где f – некоторая функция от точки многообразия и n − 1 постоянных интегрирования
c = {cµ} = (c1, . . . , cn−1), а A(c) – аддитивная постоянная, которую можно рассматривать
как некоторую функцию постоянных c. Уравнения y0 = const определяют гиперповерхность
N →֒ M. Локально решение этого уравнения можно представить в виде xα = xα(c). То есть
постоянные c образуют систему координат на N. Временны́е координатные линии y0 опреде-
ляются уравнениями ∂y0/∂cµ = 0 или

∂f

∂cµ
= − ∂A

∂cµ
.

Если зафиксировать точку на гиперповерхности N (постоянные c), то в правой части данной
системы уравнений будут стоять некоторые константы. Соответствующее решение системы
xµ = xµ(x0) определит кривую, где роль параметра вдоль кривой играет координата x0, про-
ходящую через данную точку c ∈ N. Эти кривые являются траекториями частиц и, следова-
тельно, экстремалями.

Из вида обратной метрики (7.178) следует уравнение

δ0γ = gαβ
∂y0

∂xα
∂yγ

∂xβ
, γ = 0, . . . , n− 1,
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которое обобщает уравнение (7.179). Умножив его на матрицу Якоби преобразования коорди-
нат, получим равенство

gαβ
∂y0

∂xα
=
∂xβ

∂y0
. (7.180)

Вектор нормали к гиперповерхностям имеет вид

n = gαβ
∂y0

∂xβ
∂α.

С учетом равенства (7.180) отсюда следует, что вектор нормали касателен к координатным
линиям y0:

∂

∂y0
=
∂xα

∂y0
∂α = gαβ

∂y0

∂xβ
∂α.

Таким образом, координатные линии y0 являются экстремалями, перпендикулярными к ги-
перповерхностям y0 = const.

Перейдем к вычислению явного вида основных геометрических объектов в синхронной
системе координат. Прямые вычисления приводят к следующим выражениям для символов
Кристоффеля (2.15):

Γ00
0 = Γ00

µ = Γ0µ
0 = Γµ0

0 = 0,

Γ0µ
ν = Γµ0

ν =
1

2
gνρ∂0gµρ,

Γµν
0 = −1

2
∂0gµν ,

Γµν
ρ = Γ̂µν

ρ,

(7.181)

где Γ̂µν
ρ – символы Кристоффеля на пространственноподобном сечении x0 = const, построен-

ные только по метрике gµν . В настоящем разделе знак тильды, который мы используем для
обозначения геометрических объектов римановой геометрии при нулевых тензорах кручения
и неметричности, для простоты, опущен.

Несложные вычисления приводят к следующим выражениям для компонент тензора кри-
визны со всеми опущенными индексами

R0µ0ν =
1

2
∂2

00gµν −
1

4
gρσ∂0gµρ∂0gνσ ,

R0µνρ = −Rµ0νρ =
1

2
(∇̂ν∂0gµρ − ∇̂ρ∂0gµν),

Rµνρσ = R̂µνρσ +
1

4
(∂0gµρ∂0gνσ − ∂0gνρ∂0gµσ),

(7.182)

где ∇̂ν обозначает ковариантную производную на пространственноподобном сечении

∇̂ν∂0gµρ := ∂ν∂0gµρ − Γ̂νµ
σ∂0gσρ − Γ̂νρ

σ∂0gµσ,
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и R̂µνρσ – тензор кривизны пространственноподобного сечения t = const, построенный только
по метрике gµν . Свертка с обратной метрикой дает соответствующие тензор Риччи и скаляр-
ную кривизну:

R00 =
1

2
gµν∂2

00gµν −
1

4
gµνgρσ∂0gµρ∂0gνσ ,

R0µ = Rµ0 =
1

2
gνρ(∇̂µ∂0gνρ − ∇̂ρ∂0gνµ),

Rµν = R̂µν +
1

2
∂2

00gµν −
1

2
gρσ∂0gµρ∂0gνσ +

1

4
∂0gµνg

ρσ∂0gρσ ,

R = R̂+ gµν∂2
00gµν −

3

4
gµνgρσ∂0gµρ∂0gνσ +

1

4
(gµν∂0gµν)

2.

(7.183)

Уравнения для экстремалей xα(τ) во временно́й калибровке имеют вид

ẍ0 =
1

2
∂0gµν ẋ

µẋν , (7.184)

ẍµ = −gµν∂0gνρẋ
0ẋρ − Γ̂νρ

µẋν ẋρ, (7.185)

где точка обозначает дифференцирование по каноническому параметру τ . Из вида уравнений
сразу следует

Предложение 7.12.4. Если выбрана синхронная система координат, то временны́е ко-

ординатные линии {x0 = t, xµ = const} являются экстремалями.

Это утверждение уже было доказано другим способом при рассмотрении укороченного
уравнения Гамильтона–Якоби (7.179).

Из уравнений для времениподобных экстремалей, отличных от координатных линий x0,
можно исключить временну́ю компоненту скорости. Для этого воспользуемся законом сохра-
нения (3.32)

(ẋ0)2 − ẋ2 = C0 = const, (7.186)

где ẋ2 := −gµν ẋµẋν , и исключим производную ẋ0 из уравнения (7.185). В результате получим
замкнутую систему уравнений только для пространственных координат экстремали:

ẍµ = −gµν∂0gνρẋ
ρ
√

|C0 + ẋ2| − Γ̂νρ
µẋν ẋρ.

Неоднозначность при извлечении корня несущественна, так как соответствует обращению вре-
мени x0 7→ −x0. Отсюда следует, что во временно́й калибровке пространственные компоненты
экстремали {xµ(t)} в общем случае не являются экстремалями для пространственной части
метрики gµν . В частном случае, когда пространственная метрика gµν не зависит от времени
x0, проекция экстремали {xα(τ)} 7→ {c0, xµ(τ)} на пространственное сечение x0 = c0 = const

является экстремалью для метрики gµν на этом сечении.
Рассмотрим еще один способ записи уравнений для экстремалей. Пусть ẋ0 6= 0. Тогда урав-

нения для экстремалей во временно́й калибровке (7.184), (7.185) можно переписать в эквива-
лентном виде, заменив канонический параметр τ на наблюдаемое время x0. Другими словами,
рассмотрим траектории xµ(x0). Поскольку

∂0x
µ =

ẋµ

ẋ0
,

∂2
00x

µ =
ẍµẋ0 − ẋµẍ0

(ẋ0)3
,
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то, воспользовавшись уравнениями для экстремалей, получим равенство

∂2
00x

µ = −Γ̂νρ
µ∂0x

ν∂0x
ρ − gµν∂0gνρ∂0x

ρ − 1

2
∂0x

µ∂0gνρ∂0x
ν∂0x

ρ. (7.187)

Это и есть уравнение для траекторий xµ(x0). Зависимость канонического параметра τ от на-
блюдаемого времени x0 можно определить из закона сохранения (7.186), который можно пе-
реписать в виде

(ẋ0)2(1 + gµν∂0x
µ∂0x

ν) = C0.

Отсюда для ненулевых экстремалей, C0 6= 0, получаем выражение для производной

ẋ0 = ±
√

C0

1 + gµν∂0xµ∂0xν
.

Это уравнение позволяет определить зависимость x0(τ) для заданной траектории.
Для нулевых экстремалей C0 = 0 и 1 + gµν∂0x

µ∂0x
ν = 0. Последнее условие согласуется с

уравнениями (7.187). Действительно, прямые вычисления приводят к равенству

∂0(1 + gµν∂0x
µ∂0x

ν) = −(1 + gµν∂0x
µ∂0x

ν)∂0gρσ∂0x
ρ∂0x

σ.

То есть, если условие 1+gµν∂0x
µ∂0x

ν = 0 выполнено в начальный момент времени, то оно будет
также выполнено во все последующие моменты. Это значит, что для нулевых экстремалей
зависимость x0(τ) не определяется уравнениями (7.187) и может быть произвольна. В этом
случае канонический параметр можно просто отождествить с временем: τ := x0.

Теперь покажем, что синхронная система координат в общей теории относительности при
наличии материи не может быть статична в том смысле, что ее пространственные компоненты
gµν обязательно зависят от x0. Для определенности рассмотрим четырехмерное пространство-
время. С этой целью введем обозначение для производных по времени от компонент метрики

pµν := ∂0gµν .

Это нечто, напоминающее импульсы, сопряженные к пространственным компонентам метри-
ки. След новых переменных равен производной от определителя метрики

p := gµνpµν = ∂0[ ln(−g)], g := det gαβ,

так как во временно́й калибровке det gαβ = det gµν . В новых переменных компоненты тензора
Риччи (7.183) примут вид:

R00 =
1

2
∂0p+

1

4
pµνp

µν ,

R0µ =
1

2
∇̂µp−

1

2
∇̂νpµ

ν ,

Rµν = R̂µν +
1

2
∂0pµν −

1

2
pµ

ρpνρ +
1

4
pµνp.

(7.188)

Запишем уравнения Эйнштейна (7.3) без космологической постоянной

R00 = − 1

2κ

(
Tm00 −

1

2
Tm

)
, (7.189)

R0µ = − 1

2κ
Tm0µ, (7.190)
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Rµν = − 1

2κ

(
Tmµν −

1

2
gµνTm

)
. (7.191)

Эти уравнения для непрерывной среды с тензором энергии-импульса (7.126) принимают вид

R00 = − 1

2κ

(
(E + P)(u0)

2 − 1

2
E +

1

2
P
)
, (7.192)

R0µ = − 1

2κ
(E + P)u0uµ, (7.193)

Rµν = − 1

2κ

(
(E + P)uµuν −

1

2
gµνE +

1

2
gµνP

)
. (7.194)

Предложение 7.12.5. Пусть пространство-время заполнено непрерывной средой с по-

ложительной плотностью энергии и давлением: E > 0 и P > 0. Тогда уравнения Эйнштейна

(7.192)–(7.194) без космологической постоянной в синхронной системе координат не имеют

статических решений.

Доказательство. В синхронной системе координат u2 = (u0)
2 + gµνuµuν = 1, и поэтому

u0 > 1. Статичность метрики означает, что pµν = 0. В этом случае R0µ = 0, и из уравнения
(7.193) следует равенство uµ = 0. Следовательно, u0 = 1. Тогда уравнение (7.192) примет вид

0 =
1

2
E +

3

2
P,

что противоречит сделанным предположениям.

Предложение 7.12.6. Вакуумные уравнения Эйнштейна без космологической постоян-

ной в синхронной системе координат имеют только плоские статические решения, для

которых тензор кривизны равен нулю.

Доказательство. При нулевом тензоре энергии-импульса материи, Tmαβ = 0, уравнения
(7.189) и (7.190) для pµν = 0 удовлетворяются автоматически. Уравнение (7.194) сводится к
уравнению

R̂µν = 0.

Если пространство трехмерно, то полный тензор кривизны взаимно однозначно определя-
ется тензором Риччи и, следовательно, полный тензор кривизны пространства равен нулю,
R̂µνρσ = 0. Теперь из выражения для компонент тензора кривизны (7.182) следует, что полный
тензор кривизны пространства-времени также обращается в нуль, Rαβγδ = 0. В свою очередь,
это значит, что локально существует такая система координат, в которой метрика четырех-
мерного пространства-времени является лоренцевой, gαβ = ηαβ . Это и означает тривиальность
решений уравнений Эйнштейна. Глобально соответствующее пространство-время представля-
ет либо пространство Минковского, либо все возможные торы или цилиндры, получающиеся
из пространства Минковского путем отображения всех или части декартовых координат на
окружность.

В заключение раздела рассмотрим еще одно свойство решений уравнений Эйнштейна в
синхронной системе отсчета. Предположим, что выполнено сильное энергетическое условие
(7.140). Тогда из уравнения (7.192) следует неравенство

1

2
∂0p+

1

4
pµ
νpν

µ
6 0.

Справедливо алгебраическое неравенство

pµ
νpν

µ
>

1

3
p2,
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которое нетрудно доказать путем диагонализации матрицы pµ
ν . Поэтому должно быть выпол-

нено неравенство

∂0p+
1

6
p2

6 0.

Перепишем его в виде

∂0
1

p
>

1

6
. (7.195)

Допустим, что в некоторый момент времени x0 := t величина 1/p положительна. Тогда
при уменьшении времени t за конечное время функция 1/p обратится в нуль, поскольку про-
изводная больше нуля. Это означает, что модуль определителя метрики |g| обращается в нуль.
Допустим, что это происходит в момент времени t0. Вблизи этой точки положим

−g = C(t− t0)
k, C = const,

с некоторым показателем степени k ∈ R+. Тогда неравенство (7.195) ограничивает показа-
тель степени k 6 6. Отсюда следует, что модуль определителя метрики обращается в нуль не
быстрее, чем (t− t0)

6.
Если в начальный момент времени t = 0 величина 1/p отрицательна, то то же самое

происходит при положительных временах.
Обращение в нуль определителя метрики отнюдь не означает, что возникает сингулярность

в пространстве-времени. Например, определитель евклидовой метрики в сферической систе-
ме координат равен нулю в начале координат. Как правило, обращение в нуль определителя
метрики связано с выбором системы отсчета. Выше было показано, что синхронная система
координат возникает при построении семейства экстремалей, которые ортогональны некото-
рой пространственноподобной гиперповерхности. В общем случае на конечном расстоянии эти
экстремали начинают пересекаться, образуя каустические поверхности. В точках пересечения
экстремалей система координат вырождается, что может приводить к обращению в нуль опре-
делителя метрики.

7.12.3. Калибровка светового конуса. Рассмотрим многообразие M, dim M = n, на
котором задана метрика gαβ лоренцевой сигнатуры.

Определение. Система координат, в которой метрика имеет вид

gαβ =




0 1 0 . . . 0
1
0
... gµν
0



,

α, β = 0, 1, . . . , n− 1,

µ, ν = 1, 2, . . . , n− 1,
(7.196)

называется калибровкой светового конуса.

Ниже мы докажем, что локально калибровка светового конуса существует. При этом n про-
извольных функций, параметризующих преобразования координат, используются для фикси-
рования n компонент метрики:

g00 = g02 = g03 = . . . = g0n−1 = 0, g01 = 1.

Для построения, системы координат, соответствующей калибровке светового конуса, вве-
дем несколько определений. Допустим, что гиперповерхность S →֒ M задана параметрически
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xα = xα(yµ), где yµ – координаты на гиперповерхности. Вложение S →֒ M индуцирует на
гиперповерхности метрику

ds2 = hµνdy
µdyν = gαβ

∂xα

∂yµ
∂xβ

∂yν
dyµdyν . (7.197)

В этом выражении индуцированная метрика hµν в общем случае не совпадает с блоком gµν ,
входящим в выражение (7.196).

Определение. Если индуцированная метрика hµν на гиперповерхности невырождена, то
гиперповерхность называется неизотропной. В противном случае, если dethµν = 0, гиперпо-
верхность называется изотропной.

В дальнейшем мы увидим, что индуцированная метрика может быть вырождена только то-
гда, когда метрика на исходном многообразии M не является положительно или отрицательно
определенной. Например, она может иметь лоренцеву сигнатуру.

Набор n− 1 векторных полей на S, которые нумеруются индексом µ,

eµ := ∂µx
α∂α :=

∂xα

∂yµ
∂α

образуют базис касательного пространства к гиперповерхности S →֒ M. Вектор m = mα∂α
ортогонален к гиперповерхности, если его скалярное произведение со всеми касательными
векторами равно нулю:

(m, eµ) := gαβm
α∂µx

β = mα∂µx
α = 0, ∀µ = 1, 2, . . . , n− 1, (7.198)

где скобки означают скалярное произведение. Поскольку ранги матриц gαβ и ∂µx
α равны,

соответственно, n и n − 1, то ранг матрицы gαβ∂µx
β равен n − 1. Это означает, что система

линейных однородных уравнений на компоненты нормального вектора mα имеет единствен-
ное нетривиальное решение с точностью до умножения на произвольную отличную от нуля
постоянную.

Важную роль в дальнейшем будет играть следующее

Предложение 7.12.7. Нормаль к гиперповерхности изотропна тогда и только тогда,
когда поверхность изотропна.

Доказательство. Индуцированную метрику hµν (7.197) можно рассматривать как про-
изведение двух прямоугольных матриц ∂µx

α и gαβ∂µxβ размеров, соответственно, (n − 1) × n
и n× (n− 1). Тогда из формулы Бине–Коши следует, что

det hµν =

n∑

γ=1

det γ(∂µx
α) det γ(gαβ∂µx

β),

где det γ обозначает определитель квадратной матрицы, полученной из матрицы размера (n−
1) × n вычеркиванием γ-го столбца. Поскольку mα∂µx

α = 0, то между столбцами матрицы
∂µx

α = 0 имеется линейная зависимость. Предположим, что некоторая компонента ковектора
{mα} отлична от нуля, например, mδ1 6= 0. Тогда, в силу свойств определителя и линейной
зависимости столбцов, справедливо равенство

det γ(∂µx
α) = mγ

(−1)δ1−γ det δ1(∂µx
α)

mδ1

.
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Аналогичная формула имеет место и для второго определителя под знаком суммы

det γ(gαβ∂µx
β) = mγ (−1)δ2−γ det δ2(gαβ∂µx

β)

mδ2

для некоторого индекса δ2. Таким образом, определитель индуцированной метрики пропорци-
онален длине нормального вектора к гиперповерхности

dethµν = (−1)δ1+δ2
det δ1(∂µx

α) det δ2(gαβ∂µx
β)

mδ1m
δ2

mγm
γ ,

где в правой части предполагается суммирование только по индексу γ. Индексы δ1 и δ2 фикси-
рованы и выбраны таким образом, что mδ1 6= 0 и mδ2 6= 0. Поскольку коэффициент пропорцио-
нальности между dethµν и mγm

γ отличен от нуля, то из этого равенства следует утверждение
предложения.

Рассмотрим некоторые свойства изотропных гиперповерхностей.
Допустим, что изотропная гиперповерхность S задана уравнением

W (x) = const, (7.199)

где W (x) – некоторая достаточно гладкая функция координат. При этом мы считаем, что
различным значениям постоянной соответствуют различные непересекающиеся изотропные
гиперповерхности. Обозначим, как и ранее, координаты на S через yµ. То есть функции xα(y)
удовлетворяют уравнению (7.199) для всех y. Продифференцируем это уравнение:

∂W

∂xα
∂xα

∂yµ
=
∂W

∂xα
eµ
α = 0.

Сравнение полученного равенства с определением нормали (7.198) показывает, что вектор
нормали к гиперповерхности имеет вид

m = mα∂α = gαβ
∂W

∂xβ
∂α. (7.200)

Поскольку вектор нормали к изотропной гиперповерхности имеет нулевую длину, то выпол-
нено равенство

m2 = gαβ
∂W

∂xα
∂W

∂xβ
= 0. (7.201)

Таким образом, доказано

Предложение 7.12.8. Поверхность S, определяемая уравнением (7.199), изотропна то-

гда и только тогда, когда выполнено равенство (7.201).

Следующее утверждение не имеет аналога в римановой геометрии.

Предложение 7.12.9. Нормальный вектор к изотропной поверхности S является так-

же и касательным к ней.

Доказательство. Дополним координаты на гиперповерхности до системы координат в
M еще одной координатой y0 := W . В новой системе координат гиперповерхности определя-
ются условиями y0 = const, и уравнение (7.201) примет вид g00 = 0. Тогда нулевая компонента
нормального вектора (7.200) обратится в нуль, m0 = 0, так как ∂W/∂yµ = 0. Это значит, что
нормальный вектор является также и касательным.
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На самом деле сделанное утверждение очевидно. Действительно, вектор k будет касатель-
ным к гиперповерхности S тогда и только тогда, когда его скалярное произведение с вектором
нормали равно нулю, (k,m) = 0. Это и означает, что вектор нормали m является касательным
к S, так как m2 = 0.

Рассмотрим интегральные кривые x(u) векторного поля m:

ẋα = mα, mα := gαβ
∂W

∂xβ
, (7.202)

где точка обозначает дифференцирование по параметру u ∈ R. Эти кривые изотропны, так
как выполнено равенство (7.201). Кроме того, они перпендикулярны изотропной поверхности
S. С другой стороны, вдоль каждой кривой выполнено равенство

dW

du
=
∂W

∂xα
dxα

du
= gαβ

∂W

∂xα
∂W

∂xβ
= 0.

Отсюда следует, что, если интегральная кривая x(u) начинается на изотропной поверхности
S, то она целиком лежит на этой поверхности.

Можно сказать по-другому. Поскольку векторное поле m касательно к S, то его интеграль-
ные кривые лежат на S.

Вычислим теперь ускорение данной кривой:

ẋα∇αẋ
β = ẋαgβγ∇α

∂W

∂xγ
= gαδ

∂W

∂xδ
gβγ∇α

∂W

∂xγ
.

С другой стороны, продифференцируем определяющее уравнение (7.201):

∇α

(
gβγ

∂W

∂xβ
∂W

∂xγ

)
= 2gβγ

∂W

∂xβ
∇α

∂W

∂xγ
= 0.

Поскольку ∇α∇γW = ∇γ∇αW , то отсюда вытекает, что ускорение кривой (7.202) равно нулю,
ẋα∇αẋ

β = 0. Таким образом, интегральные кривые векторного поля m являются экстремаля-
ми. Отсюда следует

Предложение 7.12.10. Все изотропные (нулевые) экстремали, которые касаются изо-

тропной поверхности S хотя бы в одной точке, целиком лежат на этой поверхности.

Теперь докажем существование калибровки светового конуса.

Предложение 7.12.11. Пусть задано пространство-время M с метрикой лоренцевой

сигнатуры. Тогда в некоторой окрестности каждой точки x ∈ M существует система

координат, в которой метрика имеет вид (7.196).

Доказательство. Аналогично доказательству предложения 7.12.3. Выберем произволь-
ную пространственноподобную поверхность N →֒ M с координатами yµ. В каждой точке y ∈ N

строим нормальный вектор n. Он времениподобен. Выберем координаты yµ на N таким обра-
зом, чтобы вектор

e1 :=
∂xα

∂y1
∂α

имел единичную длину, e21 = −1, и был перпендикулярен всем остальным касательным векто-
рам:

(e1, ea) = 0, a = 2, . . . , n− 1.
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Это всегда возможно в силу предложения 7.12.3. То есть мы фиксируем временну́ю калибровку
на поверхности N. Затем строим вектор

m = n− e1.

По построению, этот вектор определен на поверхности N, имеет нулевую длину, m2 = 0, пер-
пендикулярен всем касательным векторам ea, и выполнено равенство (m, e1) = 1. Другими
словами, в каждом световом конусе в точке y ∈ N мы выбираем единственный вектор m,
скалярное произведение которого с касательным вектором e1 равно единице, а с остальными
касательными векторами равно нулю.

Затем через каждую точку y ∈ N в направлении m проводим экстремаль. Выбираем ка-
нонический параметр y0 вдоль экстремалей таким образом, чтобы гиперповерхность N опре-
делялась уравнением y0 = 0. Тогда в некоторой окрестности гиперповерхности N определена
система координат {yα} = {y0, yµ}.

По построению, координатные линии y0 являются экстремалями. Поэтому на компоненты
метрики в новой системе координат имеются ограничения (7.177). В рассматриваемом случае
касательный вектор к координатной линии y0 изотропен, и, следовательно, g00 = 0. Поэтому
на компоненты метрики возникает уравнение (7.177), которое сводится к условию

∂0g0µ = 0. (7.203)

По построению, координаты yµ на N и изотропный вектор m выбраны таким образом, что на
поверхности N выполнены условия:

g00 = 0, g01 = 1, g02 = g03 = . . . = g0n−1 = 0.

Тогда из уравнений (7.203) следует, что эти условия будут выполнены во все последующие
моменты времени. Следовательно, система координат, в которой выполнена калибровка све-
тового конуса построена.

Аналогичное построение можно провести, если в качестве исходной поверхности N выбрать
поверхность с метрикой лоренцевой сигнатуры.

Посмотрим теперь на построение калибровки светового конуса с точки зрения уравне-
ния Гамильтона–Якоби. Предположим, что изотропная гиперповерхность S задана уравнени-
ем W (x) = 0. Тогда условие изотропности поверхности примет вид (7.201), которое должно
быть выполнено на изотропной гиперповерхности S. Изотропная гиперповерхность, задавае-
мая уравнением W = 0, является ни чем иным, как характеристикой волнового уравнения
(3.59). Уравнение (7.201) представляет собой укороченное уравнение Гамильтона–Якоби для
нулевых экстремалей, где W (x) – укороченная функция действия.

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений первого порядка

gαβ∂αW∂βϕ = 0

на функцию ϕ(x). Известно, что эта система имеет n−1 функционально независимых решений,
которые обозначим через ϕµ(x), µ = 1, . . . , n−1. Среди этих решений содержится, очевидно, и
W (x). Не ограничивая общности, положим ϕ1(x) := W (x). Введем новую систему координат

y0 := ψ(x), yµ := ϕµ(x),

где ψ(x) – некоторая функция, функционально независимая от ϕµ(x), т.е.

∂yα

∂xβ
6= 0
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где {yα} = {y0, yµ}. В новой системе координат компоненты обратной метрики примут вид

g′αβ = gγδ
∂yα

∂xγ
∂yβ

∂xδ
.

По построению,
g′01 = g′10 = gαβ∂αW∂βψ 6= 0, g′1µ = g′µ1 = 0,

причем g′01 6= 0, так как ψ функционально независима от ϕµ. Эту функцию всегда можно
подобрать таким образом, что g′01 = 1. Таким образом, в новой системе координат обратная
метрика примет вид

g′αβ =



g′00 1 g′0b

1 0 0
g′a0 0 g′ab


 , a,b = 2, 3, . . . , n− 1.

Нетрудно проверить, что метрика g′αβ , которая обратна к матрице g′αβ , в новой системе ко-
ординат имеет вид (7.196). Тем самым локальное существование калибровки светового конуса
доказано еще раз. В этой калибровке изотропные гиперповерхности S задаются условиями
y1 = const. Векторы ∂0, касательные к координатным линиям y0 и, следовательно, касатель-
ные также к изотропной гиперповерхности, имеют нулевую длину, (∂0, ∂0) = g00 = 0. Метрика,
индуцированная на гиперповерхностях y1 = const, имеет вид

hµν =




0 0 . . . 0
0
... g′

ab

0


 , a,b = 2, 3, . . . , n − 1,

и является, очевидно, вырожденной.
Вернемся к прежним обозначениям координат через xα вместо yα. То есть будем счи-

тать, что в координатах xα зафиксирована калибровка светового конуса, и метрика имеет вид
(7.196), или

ds2 = 2dx0dx1 + gµνdx
µdxν . (7.204)

Наша интуиция основана на таких системах координат, в которых метрика диагональна.
Поскольку в калибровке светового конуса метрика недиагональна, то полезно рассмотреть
простой пример плоского пространства Минковского.

Пример 7.12.2. Рассмотрим трехмерное пространство Минковского R1,2. В инерциальной
(декартовой) системе отсчета t, x, y метрика Лоренца имеет вид

ds2 = dt2 − dx2 − dy2.

В плоскости t, x можно ввести координаты светового конуса

u :=
1√
2
(t+ x), v :=

1√
2
(t− x).

Рассмотрим более общее преобразование координат

ξ =
1√
2

(
(2 − a)t+ ax

)
, η =

1√
2
(t− x), a ∈ R, (7.205)
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Рис. 7.3. Координаты ξ, η в плоскости t, x

которое параметризуется одним вещественным параметром a. Эти координаты в плоскости
t, x показаны на рис. 7.3. На рисунке показаны конусные оси v и u, которые определяются
уравнениями, соответственно, u = 0 и v = 0. Ось ξ совпадает с осью u. Показана также ось
η при 0 < a < 1. В рассматриваемой системе координат, координата ξ по-прежнему является
конусной, а координата η совпадает с конусной координатой v только при a = 1. Легко найти
обратное преобразование координат:

t =
1√
2
(ξ + aη), x =

1√
2

(
ξ + (a− 2)η

)
.

Метрика Лоренца в координатах (x0, x1, x2) := (ξ, η, y) имеет вид

ds2 = 2dξdη + 2(a− 1)dη2 − dy2.

Компоненты метрики и ее обратной в координатах ξ, η, y равны

gαβ =




0 1 0
1 2(a− 1) 0
0 0 −1


 , gαβ =



−2(a− 1) 1 0

1 0 0
0 0 −1


 .

Следовательно, координаты (x0, x1, x2) = (ξ, η, y) задают калибровку светового конуса.
Отметим, что метрика gµν на плоскостях ξ = const является отрицательно определенной

при a < 1 и имеет лоренцеву сигнатуру при a > 1.
В трехмерном пространстве Минковского существует два типа изотропных гиперповерхно-

стей: плоскости и конусы (характеристики в примере 3.7.1). Изотропные плоскости – это все
плоскости, имеющие угол π/4 с осью t.

Сравним координаты светового конуса данного примера при 0 < a < 1 с системой коорди-
нат, построенной в предложении (7.12.11) (см. рис.7.3). Пространственноподобная поверхность
N натянута на векторы ∂η, ∂y и определяется уравнением x0 = ξ = 0. Изотропные поверхности
S натянуты на векторы ∂ξ, ∂y и определяются уравнениями x1 = η = const. Вектор

∂ξ =
1√
2
∂t +

1√
2
∂x

касается изотропной поверхности S. Вектор

∂η =
a√
2
∂t −

2 − a√
2
∂x
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касается поверхности N. Нормированный вектор e1 пропорционален ∂η:

e1 =
1√

2(1 − a)
∂η =

a

2
√

1 − a
∂t −

2 − a

2
√

1 − a
∂x.

Нормированный вектор нормали n к пространственноподобной поверхности N имеет вид

n =
2 − a

2
√

1 − a
∂t −

a

2
√

1 − a
∂x.

Вычислим изотропный вектор m:

m := n− e1 =
√

1 − a ∂t +
√

1 − a ∂x =
√

2(1 − a) ∂ξ.

Как и следовало ожидать, он пропорционален вектору ∂ξ.

Рассмотренный пример показывает, что калибровка светового конуса (7.204) определена
неоднозначно и может быть зафиксирована таким образом, что метрика gµν на гиперповерх-
ностях x0 = const будет либо отрицательно определена, либо иметь лоренцеву сигнатуру в
произвольной конечной области U.

7.13. О постановке задач в теории гравитации

Отметим специфику задач, возникающих при рассмотрении произвольного функциона-
ла действия, инвариантного относительно общих преобразований координат и содержащего
метрику. Уравнения Эйлера–Лагранжа записываются и решаются в произвольной, но фикси-
рованной системе координат, т.е. локальны. Допустим, что мы нашли какое-то решение урав-
нений Эйлера–Лагранжа в системе координат, совпадающей со всем Rn. Поскольку исходное
действие инвариантно относительно общих преобразований координат, то без потери общно-
сти можно отобразить все Rn, и тем самым найденное решение, на ограниченную область,
например, в открытый шар конечного радиуса. В связи с этим возникает вопрос, нельзя ли
найденное решение продолжить, т.е. существует ли решение в большей области, сужение ко-
торого совпадает с уже найденным решением в шаре. Для ответа на этот вопрос необходимо
инвариантное определение глобальности решения, которое дается через полноту геодезических
и экстремалей.

В теории гравитации, основанной на аффинной геометрии, так же как и в общей тео-
рии относительности, понятие геодезической и экстремали является чрезвычайно важным,
поскольку позволяет установить связь между локальными решениями уравнений движения и
глобальными свойствами многообразий.

Определение. Назовем многообразие M с заданной аффинной геометрией, т.е. тройку
(M, g,Γ), полным, если любую геодезическую и экстремаль в M можно продолжить до бес-
конечного значения канонического параметра в обе стороны. На практике часто локальное
решение уравнений движения нельзя продолжить до полного решения, поскольку возможно
появление сингулярностей. Назовем точку многообразия M сингулярной, если в этой точке
по крайней мере одно скалярное поле, построенное из метрики и (или) аффинной связности
обращается в бесконечность.

В этом определении важно, чтобы в сингулярной точке именно скалярная комбинация
геометрических объектов обращалась в бесконечность, поскольку наряду с истинными син-
гулярностями могут существовать координатные сингулярности, связанные с неудачным вы-
бором системы координат. Например, хорошо известна координатная особенность метрики на
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горизонте событий для решения Шварцшильда, от которой можно избавиться, перейдя, напри-
мер, к системе координат Эддингтона–Финкельстейна или Крускала–Секереша (см. главу 17).
Простейшими функциями, определяющими положение сингулярностей являются скалярная
кривизна и квадрат тензора кручения, имеющие одинаковую размерность. Примером истин-
ной сингулярности может служить черная дыра в решении Шварцшильда, в которой квадрат
тензора кривизны в начале системы координат обращается в бесконечность.

В связи с возможным существованием сингулярностей оказывается полезным понятие мак-
симально продолженного многообразия.

Определение. Многообразие с заданной аффинной геометрией назовем максимально

продолженным, если любую геодезическую и экстремаль либо можно продолжить до бес-
конечного значения канонического параметра, либо они продолжаются до сингулярной точки
при конечном значении канонического параметра. Соответствующую тройку (M, g,Γ) назовем
глобальным решением в теории гравитации.

Слово “продолжение” в этом определении связано с тем, что в моделях математической
физики, как правило, метрика и кручение сначала находятся только локально в какой-либо
области как решение уравнений движения в заданной системе координат, а затем, если необ-
ходимо, это решение гладко продолжается в соседние области до тех пор, пока дальнейшее
продолжение становится невозможным либо вследствие сингулярностей, либо в связи с тем,
что полученное решение станет полным.

Важно отметить, что определение максимально продолженного многообразия является ин-
вариантным и не зависит от выбора локальной системы координат. Это связано с тем, что
канонический параметр определяется однозначно с точностью до линейного преобразования
и не зависит от системы координат.

Пример 7.13.1. Рассмотрим евклидову плоскость R2 в полярных координатах r, ϕ. Будем
считать, что полярный угол меняется в бесконечном интервале, 0 < ϕ <∞.

Определение. Гиперболической спиралью называется кривая на евклидовой плоскости,
которая в полярных координатах задана уравнением

r =
1

ϕ
, 0 < ϕ <∞. (7.206)

Гиперболическая спираль соединяет бесконечно удаленную точку с декартовыми коорди-
натами (∞, 0) и начало координат (0, 0), вокруг которого она наматывается бесконечное число
раз. Если полярный угол меняется в интервале ϕ ∈ (ϕ1, ϕ2) ⊂ (0,∞), то ее длина определяется
интегралом

l(ϕ1, ϕ2) =

∫ ϕ2

ϕ1

dϕ
√
dr2 + r2dϕ2 =

∫ ϕ2

ϕ1

dϕ

√
1 + ϕ2

ϕ2
.

Этот интеграл расходится на обоих концах гиперболической спирали как при ϕ → 0, так и
при ϕ → ∞. Расходимость интеграла при ϕ → 0 естественна, так как любая кривая, уходя-
щая в бесконечность, имеет бесконечную длину. Начало координат является конечной точкой,
так как любая экстремаль, проходящая через эту точку, проходит ее при конечном значении
канонического параметра. В то же время не любая кривая, подходящая к этой точке, имеет
конечную длину. Это связано с тем, что гиперболическая спираль достаточно быстро наматы-
вается вокруг начала координат.

Данный пример показывает, что в определении полноты многообразий требование полноты
именно экстремалей, а не произвольных кривых является существенным.
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С физической точки зрения требование полноты или максимального продолжения про-
странства-времени M является естественным. Действительно, если рассмотреть движение то-
чечной частицы в сопутствующей системе отсчета, в которой время является каноническим
параметром, то естественно предположить, что эволюция либо продолжается бесконечно дол-
го, либо обрывается в сингулярной точке.

Отметим, что полное многообразие не может иметь края. При этом существуют две воз-
можности: пространство-время M либо некомпактно, либо компактно и без края (замкнутая
вселенная). В первом случае геометрические инварианты в бесконечности могут стремиться
как к конечным, так и бесконечным значениям. В космологии принята следующая терминоло-
гия. Если все пространственные сечения пространства-времени M некомпактны, то вселенная
бесконечна. Если все пространственные сечения компактны и без края, то говорят, что все-
ленная замкнута. При наличии сингулярностей, соответствующих конечному значению кано-
нического параметра, сингулярные точки образуют край пространства-времени, находящийся
на конечном расстоянии (при конечных значениях канонического параметра).

Чтобы найти максимально продолженное решение необходимо пройти несколько этапов:
1) решить уравнения Эйлера–Лагранжа в некоторой области, 2) найти и проанализировать
полноту всех геодезических и экстремалей для соответствующей метрики и связности, 3) если
область, где найдено решение, оказалась неполной, то продолжить решение. Первые два этапа
чрезвычайно сложны, поскольку предполагают решение нелинейных систем дифференциаль-
ных уравнений. Последний этап также сложен. Его можно осуществить по крайней мере двумя
способами. Либо перейти в новую систему координат, охватывающую бо́льшую область, либо
найти решение в соседней области, а затем доказать гладкость склейки.

В общей теории относительности существуют только отдельные примеры максимально про-
долженных многообразий. Например, расширение Крускала–Секереша решения Шварцшиль-
да, которое будет обсуждаться в дальнейшем.
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В настоящей главе мы перепишем вакуумные (без полей материи) уравнения Эйнштейна
в гамильтоновом виде. Эта задача важна как для исследования классических уравнений дви-
жения, в частности, при рассмотрении задачи Коши, так и для построения квантовой теории
гравитации.

Каноническая формулировка общей теории относительности была впервые дана Дираком
в формализме второго порядка [56]. Он показал, что гамильтониан гравитационного поля
равен линейной комбинации связей и нашел его явное выражение. Позже Арновитт, Дезер
и Мизнер в серии статей, завершившихся обзором [83] (без ссылки на Дирака), существенно
упростили вычисления и прояснили геометрический смысл канонических импульсов, выразив
их через внешнюю кривизну пространственной гиперповерхности, вложенной в четырехмерное
пространство-время. Выражение для гамильтониана было найдено ими в формализме первого
порядка, когда метрика gαβ и симметричная аффинная связность Γ{αβ}

γ рассматриваются в
качестве независимых переменных. По сути дела этот подход и упростил вычисления.

8.1. Лагранжиан Гильберта–Эйнштейна

Рассмотрим пространство-время M произвольной размерности, dim M = n > 3. Локаль-
ные координаты, как и ранее, мы нумеруем греческими буквами из начала алфавита xα,
α = 0, 1, . . . , n − 1. Мы предполагаем, что на M задана метрика gαβ лоренцевой сигнатуры,
а кручение и тензор неметричности тождественно равны нулю (псевдориманова геометрия).
Как и ранее мы предполагаем, что координата x0 является временем, и все сечения x0 = const

пространственноподобны. Уравнения движения для метрики в общей теории относительности
при отсутствии полей материи следуют из вариационного принципа для действия Гильберта–
Эйнштейна (7.6)

She =

∫
dx

√
|g|R,

√
|g| := det eα

a =
√

| det gαβ |, (8.1)

где R – псевдориманова скалярная кривизна, построенная по метрике gαβ . В настоящей главе
мы опускаем знак тильды для геометрических объектов псевдоримановой геометрии, чтобы
упростить обозначения. Гравитационную постоянную перед действием Гильберта–Эйнштейна
мы положили равной единице, κ = 1, поскольку уравнения не меняются при умножении пол-
ного действия на постоянную. Космологическую постоянную мы пока положим равной нулю,
Λ = 0, так как ее учет приводит только к изменению потенциала для метрики и не вызывает
трудностей при канонической формулировке общей теории относительности.

Действие Гильберта–Эйнштейна в виде (8.1) содержит вторые производные от метрики,
что создает определенные трудности для перехода к каноническому формализму. Однако, из
явного вида тензора кривизны следует, что вторые производные входят линейно. Поэтому от
них можно избавиться, добавив к подынтегральному выражению полную производную. При
этом мы потеряем явную ковариантность, зато действие будет зависеть только от первых
производных метрики. С этой целью представим скалярную кривизну в виде двух слагаемых,
что проверяется прямой проверкой,

R = ∂Γ − Lhe, (8.2)
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где

Lhe := gαβ(Γαβ
γΓγ − Γαδ

γΓβγ
δ), (8.3)

∂Γ := gαβ(∂αΓβ − ∂γΓαβ
γ) =

1√
|g|
∂α

(√
|g|gαβΓβ −

√
|g|gβγΓβγ

α
)

+ 2Lhe. (8.4)

Отсюда следует, что лагранжиан Гильберта–Эйнштейна
√

|g|Lhe отличается от скалярной кри-
визны, умноженной на определитель репера, на полную производную:

√
|g|R− ∂α

(√
|g|gαβΓβ −

√
|g|gβγΓβγ

α
)

=
√

|g|Lhe,

и, следовательно, приводит к тем же уравнениям Эйлера–Лагранжа. Он квадратичен по сим-
волам Кристоффеля и поэтому зависит только от первых производных метрики.

8.2. АДМ параметризация метрики и репера

При анализе гамильтоновой структуры уравнений общей теории относительности Арно-
витт, Дезер и Мизнер (АДМ) [83] использовали специальную параметризацию метрики, кото-
рая существенно упростила вычисления. В настоящем разделе будет описана АДМ парамет-
ризация метрики и соответствующая параметризация репера, которая упрощает вычисления
в переменных Картана.

Рассмотрим многообразие M, dim M = n, с метрикой лоренцевой сигнатуры (+ − . . .−).
Пусть {xα}, α = 0, 1, . . . , n − 1, – система локальных координат. Выделим среди координат
время t = x0, тогда {xα} = {x0, xµ}, µ = 1, . . . , n − 1. В дальнейшем буквы из начала гре-
ческого алфавита α, β, . . . будут пробегать все значения индексов, а из середины µ, ν, . . . –
только пространственные значения. Это правило легко запомнить по следующим включени-
ям: {µ, ν, . . . } ⊂ {α, β, . . . } и {1, 2, . . . } ⊂ {0, 1, 2, . . . }. АДМ параметризация метрики имеет
следующий вид

gαβ =

(
N2 +NρNρ Nν

Nµ gµν

)
, (8.5)

где gµν – метрика на (n − 1)-мерных сечениях многообразия x0 = const, которые предполага-
ются пространственноподобными. В выбранной параметризации вместо n компонент метрики,
содержащих хотя бы один временно́й индекс, g00 и g0µ, введены n функций N и Nµ. Выше
Nρ := ĝρµNµ, где ĝρµ – (n− 1) × (n− 1) матрица, обратная к gµν :

ĝρµgµν = δρν ,

которую мы называем обратной пространственной метрикой. В настоящей главе подъем про-
странственных индексов будет всегда осуществляться с помощью обратной метрики ĝρµ, поме-
ченной шляпкой, которая в общем случае не совпадает с “пространственной” частью метрики
gαβ , обратной к gαβ : ĝρµ 6= gρµ. Функция N = N(x) называется функцией хода, а функции
Nµ = Nµ(x) – функциями сдвига. Не ограничивая общности, можно считать, что функция хо-
да положительна N > 0. В этом случае АДМ параметризация метрики (8.5) является взаимно
однозначной.

Интервал, соответствующий параметризации (8.5), можно записать в виде

ds2 = N2dt2 + gµν(dx
µ +Nµdt)(dxν +Nνdt).

Вообще, квадрат произвольного вектора X = Xα∂α в АДМ параметризации метрики (8.5)
имеет вид суммы двух квадратов:

X2 := gαβX
αXβ = N2(X0)2 + gµν(X

µ +NµX0)(Xν +NνX0),
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где выделен квадрат временно́й компоненты. Первое слагаемое в этом выражении положи-
тельно, а второе – отрицательно, так как метрика на пространственноподобных сечениях от-
рицательно определена.

Мы предполагаем, что координата x0 = t является временем, т.е. касательный вектор ∂0 к
координатной линии x0 времениподобен. Формально это условие записывается в виде

(∂0, ∂0) = g00 = N2 +NρNρ > 0. (8.6)

В этом случае метрика gαβ имеет лоренцеву сигнатуру тогда и только тогда, когда матрица

gµν −
NµNν

N2 +NρNρ
(8.7)

отрицательно определена. Отметим, что сама метрика gµν , индуцированная на сечении x0 =
const, может и не быть отрицательно определенной. Это значит, что сечение x0 = const в
общем случае не является пространственноподобным. В дальнейшем мы будем дополнительно
предполагать, что координаты выбраны таким образом, чтобы все сечения x0 = const были
пространственноподобны, т.е. метрика gµν также отрицательно определена. Это удобно для
постановки задачи Коши, когда начальные данные задаются на пространственноподобной по-
верхности, и рассматривается их эволюция во времени.

Замечание. Аналогичным образом можно параметризовать метрику и на римановом
многообразии с положительно определенной метрикой, для этого вместо времени достаточ-
но явно выделить произвольную координату.

Метрика, обратная к (8.5), имеет вид

gαβ =




1
N2

−Nν

N2

−Nµ

N2
ĝµν+NµNν

N2


 . (8.8)

Предложение 8.2.1. Пространственная матрица в правом нижнем блоке

gµν = ĝµν +
NµNν

N2
, (8.9)

отрицательно определена.

Доказательство. Легко проверить, матрица (8.9) является обратной к метрике (8.7).
Это значит, что отрицательная определенность метрики (8.7) эквивалентна отрицательной
определенности матрицы gµν .

Заметим, что, если метрика на многообразии M имеет лоренцеву сигнатуру, то условие
пространственноподобности всех сечений x0 = const эквивалентно условию N2 > 0. Действи-
тельно, из отрицательной определенности gµν следует отрицательная определенность обратной
матрицы ĝµν . Тогда из уравнения (8.9) вытекает отрицательная определенность матрицы

gµν − NµNν

N2
.

Это, в свою очередь, эквивалентно условию g00 > 0 или N2 > 0.
Чтобы продемонстрировать тонкости, которые могут возникнуть при АДМ параметриза-

ции метрики, приведем простой
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Рис. 8.1. Выбор координат на плоскости Минковского. Рисунок соответствует следующим зна-
чениям параметров: 0 < a < 1 и b > 1

Пример 8.2.1. Рассмотрим двумерное пространство-время Минковского R1,1 с декартовы-
ми координатами t, x. Введем новую систему координат ξ, η, зависящую от двух вещественных
параметров a и b (см. рис.8.1)

ξ = t+ ax, η = t− bx, |a| 6= 1, |b| 6= 1, a+ b 6= 0.

Легко получить формулы обратного преобразования

t =
bξ + aη

a+ b
, x =

ξ − η

a+ b
.

В новых координатах лоренцева метрика имеет вид

ds2 = dt2 − dx2 =
1

(a+ b)2
[
(b2 − 1)dξ2 + 2(ab+ 1)dξdη + (a2 − 1)dη2

]
.

Векторы, касательные к координатным линиям ξ и η имеют следующие компоненты:

∂ξ =
b

a+ b
∂t +

1

a+ b
∂x, ∂η =

a

a+ b
∂t −

1

a+ b
∂x.

Проанализируем АДМ параметризацию метрики в координатах x0 = ξ, x1 = η. Метрика
имеет следующие компоненты:

g00 =
b2 − 1

(a+ b)2
, g01 =

ab+ 1

(a+ b)2
, g11 =

a2 − 1

(a+ b)2
.

Функции хода и сдвига имеют вид

N2 = − 1

a2 − 1
, N1 =

ab+ 1

(a+ b)2
.

Из условий g00 > 0 и g11 < 0 следует, соответственно, что |b| > 1 и |a| < 1. Мы видим, что эти
условия являются необходимыми и достаточными для того, чтобы координатная линия ξ была
времениподобной, а η – пространственноподобной. Нетрудно также проверить эквивалентность
условий:

g00 > 0 ⇔ g11 −
N1N1

N2 +N1N1
= − 1

b2 − 1
< 0,
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а также условий:

g00 > 0 ⇔ ĝ11 = g11 − N1N1

N2
=

(a+ b)2

a2 − 1
< 0.

Обратная метрика (8.8) удобна в приложениях тем, что квадрат произвольного ковектора
(1-формы) A = dxαAα имеет вид суммы двух квадратов:

A2 := gαβAαAβ =
1

N2
(A0 −NµAµ)

2 + ĝµνAµAν ,

где выделен квадрат пространственных компонент. Здесь первое слагаемое положительно, а
второе отрицательно.

Выражение для определителя метрики (8.5) имеет вид

det gαβ = N2 det gµν . (8.10)

Отсюда следует выражение для элемента объема

√
|g| = N

√
|ĝ|, √

|g| :=
√

| det gαβ|,
√

|ĝ| :=
√

| det gµν |. (8.11)

Последняя формула является обобщением хорошо известной из школьного курса геометрии
правила: объем призмы равен произведению площади основания на высоту. В рассматривае-
мом случае площадью основания является

√
|ĝ|, а высотой – функция хода N .

При проведении вычислений оказываются полезными следующие формулы, которые про-
веряются прямой проверкой,

g00gµν − g0µg0ν =
ĝµν

N2
,

gσµg0ν − gσνg0µ =
Nµĝσν −Nν ĝσµ

N2
,

gµνgνσ = δµσ +
NµNσ

N2
,

gµνgµν = n− 1 +
NµNµ

N2
.

(8.12)

В аффинной геометрии вместо метрики gαβ и аффинной связности Γαβ
γ удобно использо-

вать переменные Картана: репер eα
a и GL(n,R) связность ωαa

b, где a, b, . . . = 0, 1, . . . , n − 1.
Здесь и в дальнейшем мы примем следующее обозначение. Если латинский индекс a принима-
ет значение нуль, то мы будем писать его курсивом: a = 0. Это правило принято потому что в
дальнейшем значение нуль будут принимать как греческие, так и латинские индексы, что необ-
ходимо различать. Выделим в ортонормальном базисе касательного пространства временно́й
вектор e0, {ea} = {e0, ei}, тогда метрика Минковского примет вид

ηab =

(
1 0
0 ηij

)
, i, j = 1, . . . , n − 1,

где ηij = −δij – евклидова метрика с обратным знаком для пространственных компонент
тензоров. Как и раньше, мы принимаем следующее соглашение. Латинские индексы из начала
алфавита a, b, . . . = 0, 1, . . . , n − 1 пробегают все значения, а индексы из середины алфавита
i, j, . . . = 1, . . . , n − 1 – только пространственные. Поскольку репер содержит большее число
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независимых компонент, чем метрика, то его параметризация, соответствующая выделенной
временно́й координате, является более громоздкой:

eα
a =



N
√

1 −M2 + (MN) N i −NM i +

√
1 −M2 − 1
M2

(MN)M i

Mµ êµ
i +

√
1 −M2 − 1
M2

MµM
i


 , (8.13)

где Mµ – дополнительное (n− 1)-компонентное пространственноподобное векторное поле (от-
носительно трехмерных диффеоморфизмов). Ниже будет показано, что это поле пропорцио-
нально трехмерному вектору скорости, параметризующему преобразования Лоренца. Репер со
шляпкой в (8.13) êµi на сечении x0 = const определяется трехмерной метрикой:

gµν = êµ
iêν

jηij, (8.14)

В параметризации репера (8.13) использованы также обозначения (MN) := MµNµ = M iNi и
M2 := MµMµ = M iMi < 0. Переход от пространственных латинских индексов к простран-
ственным греческим индексам осуществляется с помощью репера êµi и его обратного êµi, ко-
торые мы пометили шляпкой,

ĝµν = êµiê
ν
jη
ij .

Например, M i := Mµê
µi. Как и для метрики, реперы со шляпкой и без нее необходимо раз-

личать: êµi 6= eµ
i, êµi 6= eµi. Из определения репера со шляпкой (8.14) следует равенство для

определителей

det êµ
i =

√
| det gµν |,

что согласуется с обозначением в (8.11).
С помощью прямых вычислений нетрудно проверить, что приведенная параметризация

репера соответствует АДМ параметризации метрики (8.5)

N2 +NρNρ = e0
ae0a, Nµ = e0

aeµa, gµν = eµ
aeνa.

Обратный репер имеет вид

eαa =




√
1 −M2

N
−Mi

N

Mµ −
√

1 −M2

N
Nµ êµi +

NµMi

N
+

√
1 −M2 − 1

M2
MµMi.


 (8.15)

Чтобы понять геометрический смысл параметров Mi, рассмотрим преобразования каса-
тельного пространства. Связная компонента единицы группы Лоренца SO0(1, n − 1) имеет
подгруппу вращений SO(n − 1), действующую на пространственные компоненты репера êµ

i.
Эта подгруппа параметризуется (n−1)(n−2)/2 параметрами. Остальные n−1 параметров со-
ответствуют лоренцевым бустам, которые параметризуются функциями Mi. В этом нетрудно
убедиться. Представим репер (8.13) в виде

eα
a =

◦
eα
bSb

a,

где
◦
eα
a :=

(
N N i

0 êµ
i

)
(8.16)
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– фиксированный репер, который преобразуется с помощью лоренцевых бустов

Sb
a =

(√
1 −M2 −M j

Mi Si
j

)
∈ SO0(1, n − 1), (8.17)

где введено обозначение для пространственной части матрицы лоренцевых вращений

Si
j := δji +

√
1 −M2 − 1

M2
MiM

j (8.18)

Можно проверить, что матрица (8.17) действительно задает преобразования Лоренца. Репер,
обратный к (8.16), имеет вид

◦
eαa =




1
N

0

−N
µ

N
êµi


 .

Формулы для фиксированного репера
◦
eα
a и его обратного

◦
eαa получаются из (8.13) и (8.15)

при Mi = 0.
Матрица пространственных вращений (8.18) часто используется в вычислениях, поэтому

приведем для нее несколько полезных соотношений, которые проверяются прямой проверкой,

S−1
i
j = δji −

√
1 −M2 − 1

M2
√

1 −M2
MiM

j

Si
j(M) = Si

j(−M), Sij = Sji,

Si
jMj =

√
1 −M2Mi,

Si
kSjk = ηij −MiMj,

S−1
i
kS−1

jk = ηij +
MiMj√
1 −M2

.

Таким образом, вместо n2 независимых компонент репера мы ввели функцию сдвига N (1
компонента), функции хода N i (n − 1 компонент), лоренцевы бусты Mi (n − 1 компонент) и
пространственный репер êµ

i ((n − 1)2 компонент). Эта параметризация при N > 0 является
взаимно однозначной.

Отметим, что единичный нормальный вектор к сечению x0 = const (7.166) относительно
неголономного базиса ea = eµa∂µ имеет вид

n =
√

1 −M2e0 −M iei.

То есть его компоненты относительно неголономного базиса полностью определяются лорен-
цевыми бустами.

Приведем более привычную параметризацию лоренцевых вращений Sab с помощью вектора
скорости. Вектор M i взаимно однозначно параметризуется вектором скорости V i:

M i =
V i

√
1 − V 2

⇔ V i =
M i

√
1 −M2

,

где V 2 := −V iVi. По определению, M2 < 0 и, следовательно, 0 < V 2 < 1. Тогда

Sa
b =




1√
1 − V 2

− V j

√
1 − V 2

Vi√
1 − V 2

δji −
ViV

j

V 2

(
1√

1 − V 2
− 1

)


 .
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Замечание. В римановом пространстве с положительно определенной метрикой репер
можно параметризовать похожим образом, заменив матрицу лоренцевых вращений на орто-
гональную матрицу.

8.3. Геометрия гиперповерхностей

При гамильтоновой формулировке моделей гравитации мы рассматриваем пространство-
время как семейство пространственноподобных гиперповерхностей, которое параметризуется
временем. Другими словами, для каждого момента времени пространство представляет собой
гиперповерхность, вложенную в пространство-время. Поскольку уравнения моделей гравита-
ции определяют геометрию всего пространства-времени, то полезно знать, какая геометрия
возникает при этом на пространственноподобных сечениях. В настоящем разделе мы подой-
дем к этому вопросу с общей точки зрения, предполагая, что на объемлющем многообразии
задана аффинная геометрия общего вида, т.е. независимые метрика и связность, не предпола-
гая лоренцевой сигнатуры метрики.

Рассмотрим (n− 1)-мерную гиперповерхность U, вложенную в n-мерное многообразие M:

f : U →֒ M. (8.19)

Обозначим координаты на M и U соответственно через xα, α = 1, . . . , n, и ui, i = 1, . . . , n − 1.
Тогда вложение U в M локально задается n функциями xα(u), которые предполагаются до-
статочно гладкими. Произвольное векторное поле X = {Xi} ∈ X (U), на гиперповерхности,
отображается в векторное поле Y = {Y α} ∈ X (M) на M с помощью дифференциала отобра-
жения

f∗ : X (U) ∋ X = Xi∂i 7→ Y = Y α∂α ∈ X (M),

где
Y α := eαiX

i, eαi := ∂ix
α.

Матрица Якоби eαi отображения f прямоугольна, имеет размер n × (n − 1), ранг n − 1 и,
естественно, необратима. Возврат отображения f каждому ковекторному полю (1-форме) на
M ставит в соответствие ковекторное поле на U:

f∗ : Λ1(M) ∋ A = dxαAα 7→ B = duiBi ∈ Λ1(U),

где
Bi := Aαe

α
i.

В дальнейшем мы будем отождествлять гиперповерхность U с ее образом: U = f(U) ⊂ M.
1-форма n = dxαnα, определяемая системой алгебраических уравнений

nαe
α
i = 0, i = 1, . . . , n− 1, (8.20)

ортогональна гиперповерхности U и задает на многообразии M распределение (n− 1)-мерных
подпространств, касательных к U. Уравнения (8.20) имеют единственное нетривиальное реше-
ние с точностью до умножения на произвольную отличную от нуля функцию, поскольку из
определения вложения следует, что ранг матрицы Якоби равен n− 1.

Матрица Якоби eαi задает в касательном пространстве Tx(M), где x ∈ U ⊂ M, набор из n−1
векторов ei = eαi∂α, которые образуют базис касательного пространства к гиперповерхности
U ⊂ M.
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Это все, что можно сказать о гиперповерхности U, если задано только вложение (8.19).
Теория становится намного более содержательной, если на многообразии M заданы дополни-
тельные структуры. Остановимся на этом вопросе подробно.

Пусть на M задана аффинная геометрия, т.е. метрика gαβ и аффинная связность Γαβ
γ .

Рассмотрим, какая геометрия возникает на гиперповерхности U →֒ M. Возврат отображения
f∗ индуцирует на гиперповерхности единственную метрику:

f∗ : gαβ 7→ gij := gαβe
α
ie
β
j. (8.21)

Для многообразий с метрикой лоренцевой сигнатуры мы предполагаем, что гиперповерхность
U пространственноподобна и, следовательно, индуцированная метрика невырождена и отрица-
тельно определена. Наличие двух метрик gαβ и gij соответственно на M и U позволяет опускать
и поднимать индексы у матрицы Якоби:

eα
i := gαβe

β
jg
ij .

Эта матрица проектирует произвольный вектор из Tf(u)(M) в касательное пространство к
гиперповерхности Tu(U)

Tf(u)(M) ∋ {Xα} 7→ {Xi := Xαeα
i} ∈ Tu(U). (8.22)

Теперь определим связность на гиперповерхности U →֒ M, спроектировав ковариантную
производную в M на гиперповерхность U:

∇̂iX
k := (∇αX

β)eαieβ
k, (8.23)

где компоненты Xi определены отображением (8.22).

Замечание. Из приведенного определения нельзя выразить ковариантную производную
∇αX

β в M через ковариантную производную ∇̂iX
k на U, так как оригинал нельзя восстановить

по его проекции.

Раскрытие равенства (8.23) приводит к выражению для компонент индуцированной связ-
ности на гиперповерхности U:

Γ̂ij
k = (∂2

ijx
γ + Γαβ

γeαie
β
j)eγ

k. (8.24)

Эта связность единственна. Отметим, что если исходная связность Γαβ
γ симметрична, то ин-

дуцированная связность Γ̂ij
k также симметрична. Кроме того, связность на U определяется

единственным образом только в том случае, если на M помимо связности задана также мет-
рика.

Из уравнения (8.24) следует, что тензор кручения на M индуцирует кручение на гиперпо-
верхности:

Tij
k = Tαβ

γeαie
β
jeγ

k. (8.25)

Прямые вычисления дают следующее выражение для ковариантной производной от инду-
цированной метрики на гиперповерхности

∇̂igjk = ∂igij − Γ̂ij
lglk − Γ̂ik

lgjl = (∇αgβγ)e
α
ie
β
je
γ
k.

Отсюда вытекает выражение для тензора неметричности на гиперповерхности

Qijk = Qαβγe
α
ie
β
je
γ
k.
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В частности, если связность Γαβ
γ на M является метрической, то и индуцированная связность

Γ̂ij
k на U также метрическая.
Таким образом, метрика gαβ и связность Γαβ

γ на M индуцируют единственные метрику
gij и связность Γ̂ij

k на гиперповерхности U ⊂ M. Обратное утверждение, конечно, неверно.
Если метрика и связность заданы на гиперповерхности U, то они не индуцируют на M геомет-
рию единственным образом. Это понятно, поскольку размерность гиперповерхности меньше
размерности самого многообразия.

В дальнейшем все геометрические объекты, относящиеся только к гиперповерхности и по-
строенные по индуцированной метрике gij и связности Γ̂ij

k мы будем отмечать шляпкой.
Наличие метрики gαβ позволяет построить единичное векторное поле n = nα∂α, ортого-

нальное к гиперповерхности. Как уже отмечалось, система уравнений nαe
α
i = 0 определяет

1-форму dxαnα с точностью до умножения на произвольную функцию. Воспользуемся этим
произволом для того, чтобы в каждой точке вектор с компонентами nα := gαβnβ имел еди-
ничную длину (n, n) = nαnβgαβ = 1. По построению, этот вектор ортогонален всем векторам,
касательным к гиперповерхности:

(n, ei) = nαeβigαβ = nαe
α
i = 0.

Если в многообразии задана гиперповерхность, то естественно рассматривать базис {n, ei}
в касательном пространстве Tx(M), x ∈ U, определяемый этой гиперповерхностью. Ему соот-
ветствует сопряженный базис {n := dxαnα, e

i := dxαeα
i} в кокасательном пространстве T∗

x(M).
Тогда произвольный вектор X и 1-форма A раскладываются по этим базисам:

Xα = X⊥nα +Xieαi, X⊥ = Xαnα, Xi = Xαeα
i,

Aα = A⊥nα +Aieα
i, A⊥ = Aαn

α, Ai = Aαe
α
i.

Аналогично можно разложить тензор произвольного ранга. В частности, разложение ковари-
антного тензора второго ранга имеет вид

Aαβ = A⊥⊥nαnβ +A⊥inαeβ
i +Ai⊥eα

inβ +Aijeα
ieβ

j ,

где
A⊥⊥ = Aαβn

αnβ, A⊥i = Aαβn
αeβi, Ai⊥ = Aαβe

α
in
β, Aij = Aαβe

α
ie
β
j.

Нетрудно проверить, что разложение для метрики гораздо проще:

gαβ = nαnβ + eα
ieβ

jgij . (8.26)

Разложение для обратной метрики имеет аналогичный вид:

gαβ = nαnβ + eαie
β
jg
ij . (8.27)

Из определения обратной метрики gαβgβγ = δαγ следует правило суммирования матрицы Якоби
по латинским индексам:

eαieβ
i = δαβ − nαnβ. (8.28)

Нетрудно также проверить, что из определения обратной индуцированной метрики gijgjk =
δik следует равенство

eαieα
j = δji , (8.29)
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где суммирование проводится по греческим индексам. С учетом этого правила из равенства
(8.27) следует представление для обратной индуцированной метрики

gij = gαβeα
ieβ

j.

Индуцированные метрика (8.21) и связность (8.24) задают внутреннюю геометрию гипер-
поверхности U →֒ M. В частности, индуцированная связность задает тензор внутренней кри-
визны гиперповерхности

R̂ijk
l(Γ̂) = ∂iΓ̂jk

l − Γ̂ik
mΓ̂jm

l − (i↔ j).

Вложение гиперповерхности f : U →֒ M позволяет определить еще один важный объект,
характеризующий то, как гиперповерхность U вложена в M.

Определение. Тензор второго ранга с компонентами

Kij := −(∇αnβ)e
α
ie
β
j , (8.30)

определен на U ⊂ M и называется внешней кривизной гиперповерхности. Он равен ковариант-
ной производной нормали, спроектированной на касательное пространство к гиперповерхности
и взятой с обратным знаком.

В отличии от тензора внутренней кривизны внешняя кривизна является тензором второ-
го, а не четвертого ранга и в общем случае никакой симметрии по индексам не имеет. Этот
тензор характеризует изменение нормали при ее параллельном переносе вдоль кривой на ги-
перповерхности.

Раскрывая определение тензора внешней кривизны, с учетом равенства (8.20) получим,
что

Kij = nα(∂
2
ijx

α + Γβγ
αeβie

γ
j).

Отсюда следует, что антисимметричная часть тензора внешней кривизны определяется тензо-
ром кручения

K[ij] =
1

2
nαTβγ

αeβie
γ
j =

1

2
Tij

⊥. (8.31)

Это доказывает следующее

Предложение 8.3.1. Внешняя кривизна гиперповерхности U →֒ M симметрична тогда

и только тогда, когда сужение кручения связности Γβγ
α на U ⊂ M удовлетворяет условию

Tij
⊥ = 0.

Вычислим ковариантную производную от матрицы Якоби

∇ie
α
j = eβi(∂βe

α
j + Γβγ

αeγj) − Γ̂ij
keαk. (8.32)

Разложение этого равенства (индекс α) по базису n, ei показывает, что эта ковариантная про-
изводная имеет только нормальную составляющую и пропорциональна внешней кривизне:

∇ie
α
j = nαKij . (8.33)

Введем специальное обозначение для “половины” ковариантной производной
(8.32), которая содержит связность только для греческих индексов,

∇̌ie
α
j := eβi(∂βe

α
j + Γβγ

αeγj).
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Она ковариантна относительно преобразований координат xα в M, но не на U. Разлагая ее по
базису n, ei, получим равенство

∇̌ie
α
j = nαKij + Γ̂ij

keαk. (8.34)

Это соотношение известно как формула Гаусса–Вейнгартена.
Из равенств (8.33) и (8.34) следует ещё одно представление для тензора внешней кривизны

Kij = nα∇ie
α
j = nα∇̌ie

α
j. (8.35)

Полный тензор кривизны Rαβγδ, спроектированный на гиперповерхность, можно выразить
через тензор внутренней кривизны R̂ijkl, построенный только по индуцированной метрике
(8.21) и связности (8.24), и тензор внешней кривизны. Для этого рассмотрим коммутатор
ковариантных производных ковекторного поля, который определяется тензором кривизны и
кручения (2.13)

Xγ = −RαβγδXδ − Tαβ
δ∇δXγ =

= −RαβγiXi −Rαβγ⊥X
⊥ − Tαβ

i∇iXγ − Tαβ
⊥∇⊥Xγ ,

(8.36)

где в правой части сначала вычисляются ковариантные производные, а затем проектируются
на гиперповерхность и ортогональное направления:

∇iXγ := eαi∇αXγ , ∇⊥Xγ := nα∇αXγ .

Для того чтобы спроектировать равенство (8.36) на гиперповерхность, спроектируем сначала
ковариантную производную:

∇iXj := eαi(∇αXβ)e
β
j = eαi∇α(Xβe

β
j) − eαiXβ∇αe

β
j = ∇̂iXj −X⊥Kij,

где мы воспользовались равенством (8.33) и

∇̂iXj := ∂iXj − Γ̂ij
kXk

– (n− 1)-мерная ковариантная производная на гиперповерхности. Аналогично проектируется
вторая ковариантная производная:

∇i∇jXk = ∇̂i(∇jXk) −∇⊥XkKij −∇jX⊥Kik =

= ∇̂i∇̂jXk − ∇̂iX⊥Kjk −X⊥∇̂iKjk −∇⊥XkKij − ∇̂jX⊥Kik −X lKljKik,

где
∇jX⊥ := eαj(∇αXβ)n

β = ∇̂jX⊥ +X lKlj.

Антисимметризация полученного выражения по индексам i, j дает проекцию коммутатора
(8.36) на гиперповерхность:

Xk = −RijklX l −Rijk⊥X
⊥ − Tij

l∇lXk − Tij
⊥∇⊥Xk =

= −RijklX l −Rijk⊥X
⊥ − Tij

l∇̂lXk + Tij
lX⊥Klk − Tij

⊥∇⊥Xk.

Учитывая независимость компонент X l и X⊥ и выражения для компонент тензора кручения
(8.25), (8.31), получаем выражение для проекций полного тензора кривизны на гиперповерх-
ность:

Rijkl = R̂ijkl +KikKlj −KjkKli, (8.37)
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Rijk⊥ = ∇̂iKjk − ∇̂jKik + Tij
lKlk. (8.38)

Полученные соотношения являются обобщением уравнений Гаусса–Петерсона–Кодацци на
случай, когда на объемлющем многообразии M задана не риманова геометрия, а произвольная
аффинная геометрия с ненулевым кручением и неметричностью.

В заключение настоящего раздела вычислим нормальные компоненты G⊥⊥ и G⊥i тензора
Эйнштейна

Gαβ := R̃αβ −
1

2
gαβR̃,

которые играют важную роль при анализе уравнений движения общей теории относительно-
сти. Знак тильды в правой части, как и ранее, означает, что кручение и неметричность связ-
ности, заданной на M, равны нулю. В этом случае тензор кривизны обладает дополнительной
симметрией относительно перестановки индексов, и тензор внешней кривизны симметричен:
Kij = Kji.

Ниже, для простоты, мы опустим знак тильды.
Сначала вычислим скалярную кривизну

R = gαγgβδRαβγδ = 2R⊥⊥ + gikgjlRijkl,

где R⊥⊥ = gijRi⊥j⊥ – нормальная составляющая тензора Риччи и учтено представление для
обратной метрики (8.27). С учетом уравнений Гаусса–Петерсона–Кодацци (8.37) получаем ра-
венство

gikgjlRijkl = R̂+K2 −KijKij ,

где R̂ – скалярная внутренняя кривизна гиперповерхности, K := gijKij – скалярная внешняя
кривизна гиперповерхности. Отсюда следуют выражения для нормальных компонент тензора
Эйнштейна:

G⊥⊥ = −1

2
(R̂+K2 −KijKij),

G⊥i = ∇̂jKi
j − ∇̂iK.

(8.39)

Важным обстоятельством является то, что эти компоненты тензора Эйнштейна вообще не
содержат нормальных производных к гиперповерхности ∇⊥ от индуцированной метрики и
тензора внешней кривизны. На гамильтоновом языке это означает отсутствие производных по
времени, и что вакуумные уравнения Эйнштейна G⊥⊥ = 0 и G⊥i = 0 представляют собой свя-
зи, поскольку компоненты тензора внешней кривизны Kij , как будет показано в следующем
разделе, пропорциональны импульсам, канонически сопряженным компонентам индуцирован-
ной метрики gij .

8.4. Кривизна в АДМ параметризации метрики

АДМ параметризация метрики (8.5) удобна для канонической формулировки общей теории
относительности, в которой исходными независимыми переменными являются компоненты
метрики gαβ (обобщенные координаты) и канонически сопряженные импульсы pαβ. Однако,
чтобы перейти от лагранжиана к гамильтониану, необходимо произвести довольно громоздкие
вычисления, чем мы и займемся в настоящем разделе.

Для существенного упрощения вычислений следует воспользоваться результатами раздела
8.3, в котором описана геометрия гиперповерхностей. Будем считать, что пространство-время
является топологическим произведением M ≈ R × U, где первый сомножитель соответствует
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времени x0. Тогда сечения x0 = const пространства-времени M задают семейство гиперповерх-
ностей U ⊂ M, которые, по предположению, являются пространственноподобными. В качестве
координат на гиперповерхностях выберем пространственные координаты:

{ui} 7→ {xµ}.

При этом мы теряем возможность независимого преобразования координат в пространстве-
времени M и пространственноподобной гиперповерхности U, зато многие формулы упроща-
ются.

Матрица Якоби вложения гиперповерхности в рассматриваемом случае имеет вид

{eαi} 7→ {0µ, δνµ}, {eαi} 7→ {Nµ, δµν },

где символ 0µ обозначает строку, состоящую из n − 1 нулей. Вложение индуцирует на гипер-
поверхностях метрику gµν согласно формуле (8.21).

Построим векторное поле n = nα∂α, ортогональное семейству пространственноподобных
гиперповерхностей x0 = const. Из условия ортогональности (n,X) = 0, где X = Xµ∂µ –
произвольный вектор, касательный к сечению x0 = 0, следует, что

n = n0(∂0 −Nµ∂µ),

где n0 – произвольная отличная от нуля функция. Если, кроме того, положить n0 = 1/N , то
длина нормального вектора будет равна единице, n2 = 1. Таким образом, единичный вектор,
нормальный к сечениям x0 = const имеет вид

n =
1

N
(∂0 −Nµ∂µ) (8.40)

и всегда является времениподобным. Ему соответствует ортонормальная 1-форма

n = dx0N. (8.41)

Заметим, что если функции хода равны нулю, Nµ = 0, то нормальный вектор пропорцио-
нален вектору, касательному к оси времени, n ∼ ∂0.

Произвольный тензор на M можно разложить по базису {n, eµ}. В частности, для векторов
и 1-форм справедливы разложения:

Xα = X⊥nα + X̃µeαµ, Xα = X⊥nα + X̃µeα
µ,

где
X⊥ = X0N, X̃µ = X0Nµ +Xµ,

X⊥ =
1

N
(X0 −NµXµ), X̃µ = Xµ.

(8.42)

Нетрудно проверить, что
X⊥ = X⊥ и X̃µ = ĝµνX̃ν .

Представления для метрики (8.26) всего пространства-времени и ее обратной (8.27) при-
нимает вид

gαβ = nαnβ + gµνeα
µeβ

ν ,

gαβ = nαnβ + ĝµνeµ
αeν

β.
(8.43)

В касательном пространстве можно выбрать неголономный базис n, ∂µ, состоящий из каса-
тельных векторов к гиперповерхности ∂µ и ортогонального вектора n. Обозначим тензорные
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индексы по отношению к этому базису латинскими буквами a, b, . . . . Тогда они принимают
значения {a} = {⊥, µ} = {⊥, 1, 2, 3}. В этом базисе метрика и ее обратная имеют блочно-
диагональный вид:

gab =

(
1 0
0 gµν

)
, gab =

(
1 0
0 ĝµν

)
.

Слово “неголономный” означает, что в общем случае такой системы координат, в которой базис
n, ∂µ был бы координатным, не существует.

Связность (8.24), индуцированная на гиперповерхностях – это символы Кристоффеля Γ̂µν
ρ,

построенные по пространственной метрике gµν .
Тензор внешней кривизны (8.30) гиперповерхности x0 = const в АДМ параметризации

метрики имеет вид

Kµν = Γµν
0N =

1

2N
(∇̂µNν + ∇̂νNµ − ġµν), (8.44)

где точка обозначает дифференцирование по времени, ġµν := ∂0gµν , и ∇̂µNν := ∂µNν−Γ̂µν
ρNρ –

пространственная ковариантная производная. Тензор внешней кривизны симметричен, Kµν =
Kνµ, поскольку кручение в общей теории относительности равно нулю. В дальнейшем нам
понадобится также след тензора внешней кривизны

K := Kµ
µ = ĝµνKµν =

1

2N
(2∇̂µN

µ − ĝµν ġµν). (8.45)

При вычислении тензора кривизны Rαβγδ пространства-времени M все производные по вре-
мени от пространственной части метрики ġµν удобно выражать через Kµν . Кроме этого, для
исключения вторых производных по времени g̈µν нам понадобится производная по времени от
тензора внешней кривизны,

K̇µν =
1

2N

[
∇̂µṄν + ∇̂νṄµ − g̈µν −Nρ(∇̂µġνρ + ∇̂ν ġµρ − ∇̂ρġµν)

]
− Ṅ

N
Kµν ,

где
∇̂µṄν = ∂µṄν − Γ̂µν

ρṄρ

и куда при вычислениях мы должны подставить выражение для ġµν через Kµν .
Приступим к вычислению тензора кривизны Rαβγδ для метрики, записанной в виде (8.5).

Первый шаг состоит в вычислении символов Кристоффеля (2.15). Прямые выкладки приводят
к следующим выражениям для линейно независимых символов Кристоффеля:

Γ00
0 =

1

N

(
Ṅ +Nρ∂ρN +NρNσKρσ

)
,

Γ00
µ = ĝµν(Ṅν −N∂νN −Nρ∇̂νNρ) −

Nµ

N

(
Ṅ +Nρ∂ρN +NρNσKρσ

)
,

Γ0µ
0 =

1

N
(∂µN +NνKµν) ,

Γ0µ
ν = ∇̂µN

ν −NKµ
ν − Nν

N
(∂µN +NρKµρ),

Γµν
0 =

1

N
Kµν ,

Γµν
ρ = Γ̂µν

ρ − Nρ

N
Kµν .

(8.46)

В дальнейшем нам понадобятся два независимых следа символов Кристоффеля:

Γα := Γαβ
β, Ξα := gβγΓβγ

α.
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Несложные вычисления приводят к формулам

Γ0 =
Ṅ

N
+ ∇̂µN

µ −NK,

Γµ = Γ̂µ +
∂µN

N
,

Ξ0 =
1

N
K +

1

N3
(Ṅ −Nµ∂µN),

Ξµ =

(
ĝρσ +

NρNσ

N2

)
Γ̂ρσ

µ − Nµ

N
K − Nµ

N3
(Ṅ −Nρ∂ρN)+

+
1

N2
ĝµρ(Ṅρ −N∂ρN −Nσ∇̂ρNσ − 2Nσ∇̂σNρ + 2NNσKρσ).

(8.47)

Выпишем также формулы дифференцирования по времени для символов Кристоффеля:

∂0Γ̂µνρ =
1

2
(∇̂µġνρ + ∇̂ν ġµρ − ∇̂ρġµν) + Γ̂µν

σ ġρσ,

∂0Γ̂µν
σ =

1

2
ĝσρ(∇̂µġνρ + ∇̂ν ġµρ − ∇̂ρġµν),

∂0Γ̂µ =
1

2
ĝνρ∇̂µġνρ.

(8.48)

В этих выражениях производные по времени ġµν также исключаются с помощью соотношения
(8.44).

Теперь вычислим линейно независимые компоненты тензора кривизны:

R0µ0ν = −NK̇µν + R̂µρνσN
ρNσ +NNρ(∇̂µKνρ + ∇̂νKµρ − ∇̂ρKµν)+

+N∇̂µ∇̂νN +KµνN
ρNσKρσ +N(Kµ

ρ∇̂νNρ +Kν
ρ∇̂µNρ)−

−N2Kµ
ρKνρ −NρNσKµρKνσ,

Rµνρ0 = R̂µνρσN
σ +N(∇̂µKνρ − ∇̂νKµρ) + (KµρKνσ −KνρKµσ)N

σ,

Rµνρσ = R̂µνρσ +KµρKνσ −KµσKνρ,

(8.49)

где мы воспользовались формулой для коммутатора ковариантных производных:

(∇̂µ∇̂ν − ∇̂ν∇̂µ)Nρ = −R̂µνρσNσ.

Компоненты тензора кривизны, имеющие по крайней мере один временно́й индекс, отно-
сительно ортонормального базиса n, eµ выглядят проще:

R⊥µ⊥ν =
1

N

(
−K̇µν + ∇̂µ∇̂νN +Kµρ∇̂νN

ρ +Kνρ∇̂µN
ρ −NKµρKν

ρ +Nρ∇̂ρKµν

)
,

Rµνρ⊥ = ∇̂µKνρ − ∇̂νKµρ.
(8.50)

Фактически, компоненты тензора кривизны Rµνρσ и Rµνρ⊥ уже были получены в преды-
дущем разделе, см. формулы (8.37), (8.38), без прямых вычислений.
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Тензор Риччи имеет следующие линейно независимые компоненты:

R00 = −NĝµνK̇µν + R̂µνN
µNν +NNµ(2∇̂νK

ν
µ − ∂µK) +N∇̂µ∇̂µN+

+NµNνKµνK + 2NKµν∇̂µNν −N2KµνKµν − 2NµNνKµ
ρKνρ+

+
NµNν

N

(
−K̇µν +Nρ∇̂µKνρ + ∇̂µ∇̂νN + 2Kµ

ρ∇̂νNρ

)
,

R0µ =
Nν

N

(
−K̇µν +Nσ∇̂νKµσ + ∇̂µ∇̂νN +Kµ

ρ∇̂νNρ +Kν
ρ∇̂µNρ

)

+ R̂µνN
ν +N

(
∇̂νK

ν
µ − ∂µK

)
+KµνN

νK − 2Kµ
ρKνρN

ν ,

Rµν = R̂µν +
1

N

(
−K̇µν + ∇̂µ∇̂νN +Kµ

ρ∇̂νNρ +Kν
ρ∇̂µNρ +Nρ∇̂ρKµν

)
+

+KµνK − 2Kµ
ρKνρ.

(8.51)

Опять же, компоненты тензора Риччи относительно неголономного базиса n, eµ существенно
проще:

R⊥⊥ = − 1

N
ĝµνK̇µν +

1

N
∇̂µ∇̂µN +

2

N
Kµν∇̂µNν −KµνKµν +

Nµ

N
∂µK,

R⊥µ = ∇̂νK
ν
µ − ∂µK.

(8.52)

При этом пространственные компоненты тензора Риччи Rµν относительно базиса n, ∂µ оста-
ются прежними, что следует из последнего равенства (8.42).

Далее, вычисляем скалярную кривизну

R = R̂+
2

N

(
−ĝµνK̇µν + ∇̂µ∇̂µN + 2Kµν∇̂µNν +Nµ∂µK

)
− 3KµνKµν +K2. (8.53)

Вакуумные уравнения Эйнштейна

Gαβ := Rαβ −
1

2
gαβR = 0

также можно переписать в базисе n, eµ. Выражения для G⊥⊥ и G0⊥ уже были получены в
предыдущем разделе менее трудоемким образом (8.39). Выражение для Gµν в АДМ парамет-
ризации метрики следует из выражения для тензора Риччи (8.51) и скалярной кривизны (8.53).
Оно громоздко и мы не будем его выписывать, так как в дальнейшем оно нам не понадобится.

Если функции хода равны нулю, то справедливы равенства

R00 = N2R⊥⊥, R0µ = NR⊥µ,

поскольку в этом случае метрика имеет блочно-диагональный вид, и времениподобные векто-
ры ∂0 перпендикулярны пространственным гиперповерхностям.

Как уже отмечалось, тензор Эйнштейна удовлетворяет свернутым тождествам Бианки.
Эти тождества полезно переписать в АДМ параметризации метрики:

∇βG
βα = 0 ⇔

[
(∇βG

βα)nα = 0, (∇βG
βα)eα

µ = 0
]
.

После довольно утомительных вычислений получим равенства:

(∇βG
βα)nα =

1

N
Ġ⊥⊥ − Nµ

N
∂µG

⊥⊥ −G⊥⊥K + ∇̂µG
µ⊥ + 2

∂µN

N
Gµ⊥ +GµνKµν , (8.54)

(∇βG
βα)eα

µ =
1

N
Ġ⊥µ − Nν

N
∇̂νG

⊥µ −G⊥µK + ∇̂νG
νµ +

∂νN

N
Gνµ−

− 1

N
G⊥⊥ĝµν∂νN +

1

N
G⊥ν∇̂νN

µ − 2G⊥νKν
µ. (8.55)

Эти тождества будут полезны при анализе вторичных связей в общей теории относительности.
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8.5. Гамильтониан

Скалярная кривизна содержит вторые производные от компонент метрики как по времени,
так и по пространственным координатам и поэтому неудобна для канонической формулировки
общей теории относительности. Чтобы исключить из лагранжиана все вторые производные, в
разделе 8.1 к действию был добавлен граничный член. Однако для канонической формулиров-
ки достаточно исключить из лагранжиана только вторые производные по времени. Наиболее
простой вид лагранжиан принимает после добавления следующего граничного члена

Ladm = NêR+ 2∂0 (êK) − 2∂µ (êĝµν∂νN) , (8.56)

где

ê := det êµ
i =

√
|ĝ| =

√
| det gµν |.

Прямые вычисления приводят к следующему простому выражению

Ladm = Nê
(
KµνKµν −K2 + R̂

)
. (8.57)

Теперь нетрудно перейти к гамильтонову формализму. Во-первых, АДМ-лагранжиан не
содержит производных по времени от функции хода N и функций сдвига Nµ. Это значит, что
теория содержит n первичных связей:

p0 :=
∂Ladm

∂Ṅ
= 0, pµ :=

∂Ladm

∂Ṅµ

= 0, (8.58)

число которых совпадает с числом независимых функций, параметризующих диффеоморфиз-
мы. Импульсы, канонически сопряженные к пространственной метрике gµν , имеют вид

pµν :=
∂Ladm

∂ġµν
= − 1

2N

∂Ladm

∂Kµν
= −ê (Kµν − gµνK) , (8.59)

где мы воспользовались выражением для внешней кривизны (8.44). Отсюда следует, что обоб-
щенные импульсы пропорциональны тензору внешней кривизны. Отметим, что импульсы яв-
ляются не тензорами относительно преобразований координат xµ, а тензорными плотностями
степени −1, как и определитель репера, степень которого, по определению, равна

deg ê = −1.

Поэтому ковариантная производная от импульсов в соответствии с правилом ковариантного
дифференцирования имеет вид

∇̂µp
νρ = ∂µp

νρ + Γ̂µσ
νpσρ + Γ̂µσ

ρpνσ − Γ̂µp
νρ.

Чтобы исключить из АДМ-лагранжиана скорости ġµν , разложим импульсы на неприводи-
мые компоненты, выделив из pµν след,

pµν = p̃µν +
1

n− 1
pĝµν , (8.60)

где мы ввели след импульсов
p := pµνgµν = ê(n− 2)K (8.61)
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и симметричную бесследовую часть

p̃µν = p̃νµ := −ê
(
Kµν − 1

n− 1
ĝµνK

)
, p̃µνgµν = 0.

Импульсы pµν и внешняя кривизна Kµν находятся во взаимно однозначном соответствии.
Из формулы (8.59) следует выражение внешней кривизны через импульсы

Kµν = −1

ê

(
pµν − 1

n− 2
gµνp

)
. (8.62)

Теперь можно решить уравнение (8.59) относительно скоростей, воспользовавшись соотно-
шением (8.44),

ġµν =
2N

ê

(
pµν −

1

(n− 2)
pgµν

)
+ ∇̂µNν + ∇̂νNµ.

Несложные вычисления приводят к гамильтоновой плотности

H = pµν ġµν − Ladm = NH⊥ +NµHµ + 2∂µ(p
µνNν), (8.63)

где

H⊥ :=
1

ê

(
pµνpµν −

1

(n− 2)
p2

)
− êR̂,

Hµ := −2∇̂νp
ν
µ = −2∂νp

ν
µ + ∂µgνρp

νρ,

(8.64)

и pµν := gµρgνσp
ρσ.

Замечание. Ковариантная производная от импульсов в последнем выражении содержит
только одно слагаемое с символами Кристоффеля, так как импульсы являются тензорными
плотностями.

Отбрасывая в выражении для гамильтониана (8.63) дивергенцию, приходим к окончатель-
ному выражению для гамильтониана

Hadm =

∫
dxHadm =

∫
dx(NH⊥ +NµHµ). (8.65)

Для функционалов, полученных интегрированием по пространственным сечениям x0 = const,
будем использовать каллиграфический шрифт.

Перепишем выражение для H⊥ в терминах неприводимых компонент импульсов (8.60):

H⊥ =
1

ê

[
p̃µν p̃µν −

1

(n− 1)(n − 2)
p2

]
− êR̂.

Отсюда следует, что квадратичная форма импульсов в H⊥ при n > 3 не является положитель-
но определенной. Отсутствие положительной определенности квадратичной формы импульсов
в гамильтониане представляет серьезные трудности для физической интерпретации моделей.
В рассматриваемом случае не все компоненты импульсов являются физическими, так как
общая теория относительности инвариантна относительно общих преобразований координат.
После исключения нефизических степеней свободы с помощью связей и калибровочных усло-
вий квадратичная форма импульсов для физических степеней свободы будет положительно
определена.
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8.6. Вторичные связи

Для завершения построения гамильтонова формализма необходимо исследовать согласо-
ванность первичных связей (8.58) с уравнениями движения. Фазовое пространство общей тео-
рии относительности бесконечномерно и описывается n(n+1) сопряженными координатами и
импульсами: (N, p0), (Nµ, p

µ), (gµν , p
µν), в каждой точке пространства x ∈ U. На этом фазовом

пространстве задана каноническая пуассонова структура с помощью одновременны́х скобок
Пуассона:

[N, p′0] = δ(x − x′), [Nµ, p
′ν ] = δνµδ(x − x′), [gµν , p

′ρσ] = δρσµνδ(x − x′), (8.66)

где штрих у полевой переменной означает, что она рассматривается в точке x′ = (x′1, . . . , x′n−1).
Все поля рассматриваются в момент времени t = x0. В правых частях скобок Пуассона,
для краткости, использованы следующие обозначения для пространственной (n − 1)-мерной
δ-функции и симметризованной комбинации символов Кронекера:

δ(x − x′) := δ(x1 − x′1) . . . δ(xn−1 − x′n−1),

δρσµν :=
1

2
(δρµδ

σ
ν + δσµδ

ρ
ν).

(8.67)

Если заданы два функционала

F =

∫
dxF, G =

∫
dxG,

где F и G – некоторые функции от пространственной метрики gµν , сопряженных импуль-
сов pµν и их производных, то скобка Пуассона этих функционалов определяется следующим
интегралом

[F ,G] :=

∫
dx

(
δF
δgµν

δG

δpµν
− δF
δpµν

δG

δgµν

)
. (8.68)

Напомним, что сами компоненты метрики и импульсов также можно рассматривать в виде
функционалов. Например,

gµν(x) =

∫
dx′gµν(x

′)δ(x − x′).

Тогда последняя скобка Пуассона в (8.66) является следствием общего определения канониче-
ской пуассоновой структуры на множестве функционалов (8.68).

Аналогично определяется скобка Пуассона для функционалов, зависящих от полного на-
бора канонических переменных: (N, p0), (Nµ, p

µ), (gµν , p
µν).

Рассмотрим теперь гамильтоновы уравнения движения для первичных связей (8.58):

ṗ0 = [p0,Hadm] = −δHadm

δN
= −H⊥,

ṗµ = [pµ,Hadm] = −δHadm

δNµ
= −Hµ.

Из условия согласованности первичных связей с уравнениями движения ṗ0 = 0, ṗµ = 0 следуют
вторичные связи:

H⊥ = 0, Hµ = 0. (8.69)

Отметим, что вторичные связи являются не тензорами, а тензорными плотностями степени
−1. Кроме того, вместо связей Hµ удобнее рассматривать эквивалентную систему связей с
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опущенным индексом Hµ := gµνH
ν . В следующем разделе будет показано, что эти связи опре-

деляют генераторы преобразований координат на сечениях x0 = const и удовлетворяют более
простой алгебре.

СвязиHµ линейны по импульсам и метрике. СвязьH⊥ квадратична по импульсам и неполи-
номиальна по метрике gµν , поскольку зависит от корня из определителя метрики ê и обратной
метрики ĝµν . Последнее обстоятельство является существенной технической трудностью при
построении теории возмущений.

Вторичные связи не зависят от канонических переменных (N, p0), (Nµ, p
µ), и их можно

исключить, рассматривая n(n − 1) × ∞n−1-мерное фазовое пространство переменных gµν и
pµν , на которые наложены связи (8.69). В этом случае функция хода N и функции сдвига Nµ

рассматриваются как множители Лагранжа в задаче на условный экстремум для действия

S =

∫
dx(pµν ġµν −Hadm). (8.70)

Поскольку гамильтониан общей теории относительности (8.65) представляет собой линей-
ную комбинацию связей, то для исследования согласованности вторичных связей (8.69) с урав-
нениями движения необходимо вычислить скобки Пуассона связей между собой. Алгебра свя-
зей в общей теории относительности хорошо известна:

[H⊥,H
′
⊥] = −(Hµĝ

µν +H ′
µĝ

′µν)δν , (8.71)

[H⊥,H
′
µ] = −H ′

⊥δµ, (8.72)

[Hµ,H
′
ν ] = −Hνδµ −H ′

µδν , (8.73)

где введено сокращенное обозначение для производной δ-функции:

δµ :=
∂

∂x′µ
δ(x′ − x).

Вид двух скобок Пуассона (8.72) и (8.73) можно найти, не прибегая к прямым вычислениям.
С этой целью рассмотрим функционал

Tu := −
∫
dx uµHµ,

где uµ малое дифференцируемое векторное поле, которое мы рассматриваем как инфините-
зимальный параметр преобразования. Вычисление скобок Пуассона координат фазового про-
странства gµν , pµν с Tu приводит к равенствам:

δugµν := [gµν ,Tu] = −∂µuρgρν − ∂νu
ρgµρ − uρ∂ρgµν ,

δup
µν := [pµν ,Tu] = ∂ρu

µpρν + ∂ρu
νpµρ − ∂ρ(u

ρpµν).

Это значит, что функционал Tu, который определяется связями Hµ, является генератором об-
щих преобразований координат на гиперповерхностях x0 = const. Напомним, что импульсы
pµν являются тензорными плотностями степени −1. Алгебра преобразований координат хо-
рошо известна и задается скобкой Пуассона (8.73). Скобку Пуассона (8.72) также можно не
вычислять явно. Ее вид следует из того, что связь H⊥ является скалярной плотностью степе-
ни −1. Таким образом, необходимо вычислить только скобку Пуассона (8.71). Эти вычисления
очень громоздки, и впервые, по-видимому, были проделаны намного позже ДеВиттом [84]. В
следующем разделе мы вычислим эту скобку после канонического преобразования, приводя-
щего связи к полиномиальному виду, что существенно упрощает вычисления.
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Ввиду того что связи Hµ задают только пространственные диффеоморфизмы, мы будем
называть их кинематическими. Они также не зависят от констант связи в действии, если
таковые имеются. Связь H⊥ называется динамической, так как она определяет развитие на-
чальных данных во времени и существенно зависит от исходного действия, в частности, от
констант связи.

Для сравнения приведем скобку Пуассона связей Hµ = 0 с контравариантным индексом,
которые эквивалентны связям Hµ = 0,

[Hµ,H ′ν ] =
(
ĝµνHρ + ĝ′µνH ′ρ

)
δρ + (ĝµρ∂ρgσλĝ

νσ − ĝνρ∂ρgσλĝ
µσ)Hλδ.

Как видим, данная скобка Пуассона выглядит сложнее (8.73). Это говорит о том, что выбор
вида связей из эквивалентных наборов является очень важным и может привести к существен-
ному упрощению вычислений. К сожалению, общего рецепта как поступать в таких случаях
не существует, и действует метод “пристального всматривания”.

Теперь посмотрим на вторичные связи с другой точки зрения. Сравнение выражения для
связей (8.64) с тензором Эйнштейна (8.39) приводит к равенствам:

H⊥ = 2êG⊥⊥ =
2ê

N2
(G00 − 2NµG0µ +NµNνGµν),

Hµ = 2êG⊥µ =
2ê

N
(G0µ −NνGνµ).

Мы видим, что вторичные связи (8.69) эквивалентны четырем уравнениям Эйнштейна

G⊥⊥ = 0, G⊥µ = 0,

которые представляют собой определенные комбинации всех вакуумных уравнений Эйнштей-
на Gαβ = 0. Если выполнены все уравнения Эйнштейна, а также вторичные связи в начальный
момент времени, то вторичные связи будут выполнены также во все последующие моменты
времени. Это следует из того, что Ġ⊥⊥ = 0 и Ġ⊥µ = 0 как следствие свернутых тождеств
Бианки (8.54), (8.55). Таким образом, мы доказали, что вторичные связи в общей теории от-
носительности согласованы с уравнениями движения, т.е. представляют собой связи первого
рода. Для этого необязательно вычислять в явном виде алгебру связей (8.71)–(8.73). Однако
знание алгебры связей полезно.

В заключение данного раздела выпишем канонические уравнения движения для простран-
ственных компонент метрики и импульсов

ġµν =
2N

ê
pµν −

2N

ê(n− 2)
gµνp+ ∇̂µNν + ∇̂νNµ, (8.74)

ṗµν =
N

2ê
ĝµν

(
pρσpρσ −

1

n− 2
p2

)
− 2N

ê

(
pµρpνρ −

1

n− 2
pµνp

)
−

− êN

(
R̂µν − 1

2
ĝµνR̂

)
+ ê(∆Nĝµν − ∇̂µ∇̂νN)−

− pµρ∇̂ρN
ν − pνρ∇̂ρN

µ + ∇̂ρ(N
ρpµν), (8.75)

где ∆ := ∇̂µ∇̂µ – оператор Лапласа–Бельтрами.
Уравнение (8.74), конечно, совпадает с определением импульсов (8.59). Уравнения для им-

пульсов (8.75) эквивалентны уравнениям Эйнштейна Gµν = 0. Чтобы доказать это, запишем
уравнения (8.75) в виде

ṗµν − (. . . )µν = 0,
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где точки обозначают все слагаемые в правой части (8.75). Тогда можно проверить, что вы-
полнено равенство

gµρgνσ[ṗ
ρσ − (. . . )ρσ ] = NêGµν .

Таким образом, канонические уравнения движения (8.74), (8.75) с учетом уравнений связей
(8.69) эквивалентны полной системе вакуумных уравнений Эйнштейна Gαβ = 0.

8.7. Полиномиальная гамильтонова форма

Гамильтониан для лагранжиана Гильберта–Эйнштейна(8.65), построенный ранее, полино-
миален по импульсам pµν , но неполиномиален по компонентам пространственной части мет-
рики gµν , так как содержит скалярную кривизну R̂ и определитель репера, которые входят в
динамическую связь H⊥. В настоящем разделе мы опишем каноническое преобразование, ко-
торое приводит к полиномиальной форме гамильтониана и, следовательно, к полиномиальной
форме гамильтоновых уравнений движения. Это преобразование является аналогом полино-
миальной лагранжевой формы действия Гильберта–Эйнштейна, рассмотренной в разделе 7.7.

Идея канонического преобразования состоит в следующем. Импульсы pµν приводимы и
разлагаются на бесследовую часть p̃µν и след p в соответствии с формулой (8.60). При вы-
числениях, как правило, удобнее работать с неприводимыми компонентами, поскольку много
слагаемых автоматически сокращаются. Поставим вопрос: “Нельзя ли совершить такое кано-
ническое преобразование, после которого новыми импульсами будут неприводимые компонен-
ты p̃µν и p?”. Этот вопрос нетривиален, потому что разложение импульсов включает метрику,
компоненты которой сами являются координатами фазового пространства. Ответ на постав-
ленный вопрос отрицательный, потому что скобка Пуассона импульсов между собой отлична
от нуля. Например, [p̃µν , p′] 6= 0, где p′ := p(t,x′). Однако существует такое каноническое пре-
образование, что новые импульсы будут пропорциональны неприводимым компонентам p̃µν и
p. Построением этого канонического преобразования мы и займемся в настоящем разделе.

Рассмотрим каноническое преобразование

(gµν , p
ρσ) 7→ (kµν , P

ρσ), (̺, P ), (8.76)

к новым парам канонически сопряженных координат kµν , ̺ и импульсов Pµν , P , где на коор-
динаты kµν и сопряженные им импульсы Pµν наложены дополнительные условия

| det kµν | = 1, Pµνkµν = 0. (8.77)

В качестве производящего функционала канонического преобразования выберем функционал

F = −
∫
dx ̺skµνp

µν , s ∈ R, s 6= 0, (8.78)

зависящий от новых координат ̺, kµν и старых импульсов pµν , а также от вещественного пара-
метра s, который будет определен позже. Тогда старые координаты и новые импульсы опре-
деляются вариационными производными (см. раздел 6.1.11)

gµν := − δF
δpµν

= ̺skµν , (8.79)

Pµν := − δF
δkµν

= ̺sp̃µν , (8.80)

P := −δF
δ̺

=
s

̺
p. (8.81)
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При вычислении вариационной производной по kµν учтено условие | det kµν | = 1, из которого
вытекает ограничение на вариации kµνδkµν = 0, где kµν – тензорная плотность, обратная к
kµν : kµνkνσ = δµσ . Тем самым равенство нулю следа импульсов (8.77) автоматически следует
из условия единичности определителя плотности kµν для производящего функционала (8.78).
В выражении (8.81) учтено соотношение (8.79).

По сути дела, в качестве новой канонической переменной из метрики выделен ее опреде-
литель в некоторой степени, как следует из равенства (8.79):

| det gµν | = ê2 = ̺s(n−1).

Поскольку метрика gµν невырождена, то отсюда, в частности, следует равенство ̺ > 0.
В дальнейшем симметричную тензорную плотность с единичным определителем kµν мы,

для краткости, также будем называть метрикой.
Из формул (8.80), (8.81) следует, что новые импульсы Pµν и P пропорциональны неприво-

димым компонентам старых импульсов p̃µν и p.
Отметим, что все новые канонические переменные являются тензорными плотностями сле-

дующих степеней:

deg kµν =
2

n− 1
, deg ̺ = − 2

s(n− 1)
,

degPµν = − 2

n− 1
− 1, degP =

2

s(n− 1)
− 1.

Чтобы вычислить скалярную кривизну R̂, входящую в связь (8.64), заметим, что канони-
ческое преобразование (8.79) имеет вид преобразования Вейля gµν = e2φkµν , где φ = s ln̺/2.
Прямые вычисления приводят к следующему выражению для скалярной кривизны сечения
x0 = const в новых координатах:

R̂ = ̺−s−2

[
̺2R(k) + s(n− 2)̺∂µ(k

µν∂ν̺) + s(n− 2)

(
s
n− 3

4
− 1

)
(∂̺)2

]
, (8.82)

где (∂̺)2 := kµν∂µ̺∂ν̺. Скалярная кривизна, построенная по метрике kµν , принимает удиви-
тельно простой вид

R(k) = ∂2
µνk

µν +
1

2
kµν∂ρkµσ∂νk

ρσ − 1

4
kµν∂µkρσ∂νk

ρσ. (8.83)

Из единичности определителя метрики следует, что компоненты обратной метрики kµν явля-
ются полиномами степени n− 2 по компонентам kµν :

kµν =
1

(n− 2)!
ε̂µρ1...ρn−2 ε̂νσ1...σn−2kρ1σ1 . . . kρn−2σn−2 ,

где ε̂µ1...µn−1 – полностью антисимметричная тензорная плотность ранга n − 1. Поэтому ска-
лярная кривизна R(k) полиномиальна как по метрике kµν , так и по обратной метрике kµν .

Динамическая связь в новых переменных принимает вид

H⊥ = ̺−
s(n−1)

2

[
PµνPµν −

̺2

s2(n− 1)(n − 2)
P 2

]
−

− ̺
s(n−1)

2
−s−2

[
̺2R(k) + s(n− 2)̺∂µ(k

µν∂ν̺) + s(n− 2)

(
s
n− 3

4
− 1

)
(∂̺)2

]
,
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где опускание индексов у импульсов производится с помощью новой метрики, Pµν :=
kµρkνσP

ρσ.
Проанализируем возможность такого выбора постоянной s, чтобы динамическая связь име-

ла полиномиальный вид. Оба выражения в квадратных скобках полиномиальны по всем дина-
мическим переменным. Поскольку n > 3, то для положительности степени плотности ̺ перед
первой квадратной скобкой необходимо выполнение неравенства s < 0. В этом случае степень
̺ перед второй квадратной скобкой будет отрицательна. Таким образом, за счет выбора пара-
метра s добиться полиномиальности самой связи H⊥ нельзя. Однако, связь можно умножить
целиком на произвольный множитель, отличный от нуля. При этом поверхность в фазовом
пространстве, определяемая данной связью не изменится. Минимальная степень ̺, на которую
необходимо умножить H⊥ будет тогда, когда степени ̺ перед квадратными скобками будут
равны. Отсюда следует равенство

s =
2

n− 2
.

Тогда, умножив динамическую связь на степень ρ,

K⊥ := ̺
n−1
n−2H⊥, (8.84)

получим эквивалентную полиномиальную связь

K⊥ = PµνPµν −
n− 2

4(n − 1)
̺2P 2 − ̺2R(k) − 2̺∂µ(k

µν∂νρ) +
n− 1

n− 2
(∂̺)2 = 0. (8.85)

Кинематические связи в новых динамических переменных сохраняют свою полиномиаль-
ность:

Hµ = −2∂ν(P
νσkσµ) + P νσ∂µkνσ −

n− 2

n− 1
∂µ(P̺) + P∂µ̺ = 0. (8.86)

Исходя из явного выражения для новых канонических переменных (8.79)–(8.81), вычислим
основные скобки Пуассона. Отличными от нуля являются только три скобки:

[kµν , P
′̺σ] =

(
δρσµν −

1

n− 1
kµνk

ρσ

)
δ(x′ − x), (8.87)

[Pµν , P ′ρσ] =
1

n− 1

(
Pµνkρσ − P ρσkµν

)
δ(x′ − x), (8.88)

[̺, P ′] = δ(x′ − x), (8.89)

где

δρσµν :=
1

2

(
δρµδ

σ
ν + δσµδ

ρ
ν

)
.

Скобка Пуассона (8.87) не имеет канонического вида для фазовых переменных. Появление
дополнительного слагаемого в (8.87) связано с тем, что на поля kµν и Pµν наложены дополни-
тельные условия (8.77). По этой же причине отлична от нуля скобка Пуассона (8.88).

Нетрудно проверить, что пуассонова структура, определяемая скобками Пуассона (8.87)–
(8.89) является вырожденной. Это значит, что все многообразие N, задаваемое координатами
(kµν , P

µν) и (̺, P ) является не симплектическим, а только пуассоновым многообразием (см.
раздел 4.3). На пуассоновом многообразии N существуют две функции Казимира:

c1 := det kµν , c2 := Pµνkµν .
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Действительно, из определения пуассоновой структуры (8.87)–(8.89) следует, что следующие
скобки Пуассона равны нулю:

[c1,2, k′µν ] = [c1,2, P ′µν ] = [c1,2, ̺′] = [c1,2, P ′] = 0.

Отсюда вытекает, что скобка Пуассона [c1,2, f ′] = 0, где f ∈ C1(N) – произвольная диффе-
ренцируемая функция на N. Пуассонова структура, ограниченная на сечения V ⊂ N, которые
определяются уравнениями c1 = const и c2 = const, невырождена. Следовательно, эти сечения
являются симплектическими. Новым фазовым пространством общей теории относительности
в рассматриваемом случае является подмногообразие V ⊂ N, определяемое двумя фиксиро-
ванными значениями функций Казимира (8.77). Строго говоря, каноническое преобразование
(8.76) является каноническим, т.е. сохраняющим вид скобок Пуассона, только между исходным
фазовым пространством и подмногообразием V. Полиномиальность связей достигнута за счет
расширения исходного фазового пространства до пуассонова многообразия N. Если решить
дополнительные связи (8.77) явно, то полиномиальность будет нарушена. В этом нет ничего
необычного. Например, электродинамика содержит связи, явное решение которых приводит
даже к нелокальному действию для физических степеней свободы (см., например, [85]).

Рассмотрим алгебру связей. Поскольку вместо динамической связи H⊥ мы ввели новую
связь K⊥, то алгебра связей изменится. Несложные вычисления приводят к равенствам

[K⊥,K
′
⊥] = −(̺2Hµ + ̺′2H ′µ)δµ(x

′ − x), (8.90)

[K⊥,H
′
µ] = −(K⊥ +K ′

⊥)δµ(x
′ − x), (8.91)

[Hµ,H
′
ν ] = −Hνδµ(x

′ − x) −H ′
µδν(x

′ − x), (8.92)

где

Hµ := kµνH
ν , и δµ(x

′ − x) :=
∂

∂x′µ
δ(x′ − x).

По сравнению с исходной алгеброй (8.71)–(8.72), изменения касаются скобок Пуассона (8.90)
и (8.91). Скобка Пуассона (8.90) является результатом прямого счета. Вторая скобка Пуас-
сона (8.91) носит кинематический характер и определяется тем, что новая связь является не
функцией, а скалярной плотностью.

Получим явные выражения для геометрических объектов в новых переменных. Сначала
вычислим символы Кристоффеля:

Γ̂µν
ρ =

1

(n− 2)̺
(∂µ̺δ

ρ
ν + ∂ν̺δ

ρ
µ − kµνk

ρσ∂σ̺) + Γ(k)
µν

ρ,

где “символы Кристоффеля” Γ
(k)
µν

ρ выражаются через тензорную плотность kµν по тем же фор-

мулам, что и символы Кристоффеля через метрику. Конечно, “символы Кристоффеля” Γ
(k)
µν

ρ

никакой связности не определяют. Отсюда следует выражение для следа символов Кристоффе-
ля, который определяет дополнительные слагаемые в ковариантных производных тензорных
плотностей,

Γ̂µ =
n− 1

n− 2

∂µ̺

̺
,

так как

Γ(k)
µ := Γ(k)

νµ
ν =

1

2
kνρ∂µkνρ = 0

в силу условия | det kµν | = 1. Нетрудно проверить ковариантное постоянство новых перемен-
ных:

∇̂µkνρ = 0, ∇̂µ̺ = 0.
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Прямые вычисления приводят к следующему тензору Риччи

R̂µν = R(k)
µν +

n− 3

n− 2

∂2
µν̺

̺
− (n− 1)(n − 3)

(n− 2)2
∂µ̺∂ν̺

̺2
− n− 3

n− 2
Γ(k)
µν

ρ∂ρ̺

̺
−

− 1

(n− 2)2
kµν

∂̺2

̺2
+

1

n− 2
kµν

∂ρ(k
ρσ∂σ̺)

̺
, (8.93)

где введен “тензор Риччи” R(k)
µν , построенный по “метрике” kµν . Отсюда следует выражение для

тензорной плотности скалярной кривизны, которая возникает после свертки тензора Риччи с
kµν :

Ř := kµνR̂µν = ̺
2

n−2 R̂ = R(k) + 2
∂µ(k

µν∂ν̺)

̺
− n− 1

n− 2

(∂̺)2

̺2
.

После переопределения динамической связи (8.84) гамильтониан также равен линейной
комбинации связей:

H =

∫
dx(ÑK⊥ +NµHµ),

только с новым множителем Лагранжа Ñ := ̺−
n−1
n−2N . Соответствующее действие содержит

дополнительные слагаемые:

She =

∫
dx
(
Pµν k̇µν + P ˙̺ − ÑK⊥ −NµHµ − λ(| det kµν | − 1) − µPµνkµν

)
,

где мы учли связи (8.77) с помощью множителей Лагранжа λ и µ. Уравнения движения для
новых канонических переменных примут вид:

˙̺ = − n− 2

2(n− 1)
Ñ̺2P +

n− 2

n− 1
∇̂µN

µ̺, (8.94)

Ṗ =
n− 2

2(n − 1)
Ñ̺P 2 + 2Ñ̺Ř+ 2kµν∇̂µ∇̂νÑ̺+

1

n− 1
∇̂µN

µP +Nµ∇̂µP, (8.95)

k̇µν = 2ÑPµν + ∇̂µN
ρkνρ + ∇̂νN

ρkµρ −
2

n− 1
∇̂ρN

ρkµν , (8.96)

Ṗµν = −2ÑPµρP νρ + ∇̂ρ(N
ρPµν) +

2

n− 1
∇̂ρN

ρPµν − Pµρ∇̂ρN
ν − P νρ∇̂ρN

µ−

− ̺2kµρkνσ
(
ÑR̂ρσ + ∇̂ρ∇̂σÑ

)
+
̺2kµν

n− 1

(
ÑŘ+ kρσ∇̂ρ∇̂σÑ

)
. (8.97)

Отметим, что множители Лагранжа λ и µ в уравнения движения вообще не входят, так как
связи являются функциями Казимира. Эта система уравнений движения записана для тен-
зорных плотностей:

deg kµν =
2

n− 1
,

degPµν = −n+ 1

n− 1
,

deg ̺ = −n− 2

n− 1
,

degP = − 1

n− 1
.

Новый множитель Лагранжа также является тензорной плотностью:

deg Ñ = 1, degNµ = 0.

Поскольку степени тензорных плотностей при умножении складываются, то

deg (Ñ̺) =
1

n− 1
, deg (Ñ̺kµν) = − 1

n− 1
.
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Ковариантные производные от тензорных плотностей в системе уравнений (8.94)–(8.97) имеют
следующий вид:

∇̂µÑ = ∂µÑ +
n− 1

n− 2

∂µ̺

̺
Ñ,

∇̂µP = ∂µP − 1

n− 2

∂µ̺

̺
P.

Полученная система уравнений движения (8.94)–(8.97) является полиномиальной.

8.8. Проблема энергии в теории гравитации

Определение энергии гравитационного поля является одной из главных нерешенных про-
блем, которая привлекает большое внимание с момента создания общей теории относительно-
сти. Взгляд на эту проблему существенно меняется с течением времени, поэтому мы опишем
несколько подходов.

Сначала сформулируем в чем именно заключается проблема. В механике точечных ча-
стиц, а также в теории поля в пространстве Минковского под энергией понимают численное
значение гамильтониана системы. Если гамильтониан не зависит от времени явно, то энер-
гия сохраняется. Закон сохранения энергии можно получить также из теоремы Нётер. Если
действие инвариантно относительно трансляций во времени t 7→ t + const, то из первой тео-
ремы Нётер следует закон сохранения энергии (см. раздел 5.2.1), при этом компонента T0

0

энергии-импульса в теории поля совпадает с определением гамильтоновой плотности систе-
мы полей. Этот подход к определению энергии в теории гравитации приводит к ответу, мало
удовлетворительному с физической точки зрения. В теории гравитации действие инвариант-
но относительно общих преобразований координат и, тем более, относительно трансляций во
времени. С другой стороны, мы уже показали в разделе 6.2.4, что канонический гамильтониан
для любой модели, инвариантной относительно произвольного невырожденного преобразова-
ния временно́й координаты пропорционален связи и равен нулю на уравнениях движения. Это
значит, что формальный подход к определению энергии в теории гравитации дает нуль для
любого решения уравнений движения. Этот результат малосодержателен и плохо согласуется
с нашим интуитивным представлением об энергии, так как наличие материи ассоциируется с
наличием энергии. Заметим также, что в пространстве-времени Минковского действие инвари-
антно относительно трансляций только в декартовой системе координат. В общековариантных
моделях гравитации действие инвариантно относительно трансляций в произвольной криво-
линейной системе координат.

Замечание. В настоящем разделе мы рассмотрим определение энергии в общей теории
относительности, то есть при нулевых тензорах кручения и неметричности. Обобщение опреде-
ления на более общий случай аффинной геометрии проблемы не составляет, так как основная
трудность, связанная с общей ковариантностью уравнений движения, присутствует во всех
моделях.

8.8.1. Тензор энергии-импульса полей материи. Первые попытки определить энер-
гию как сохраняющуюся величину для системы полей материи и гравитационного поля, были
предприняты на заре исследований по общей теории относительности. В этой модели действие
представляет собой сумму действия Гильберта–Эйнштейна (7.6) и действия для полей материи
Sm:

S = She + Sm. (8.98)
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Предположим, что действие полей материи зависит только от полей материи и метрики. Тогда
вариация действия по метрике приводит к уравнениям Эйнштейна (7.1), где

Tmαβ :=
2√
|g|

δSm

δgαβ
(8.99)

– тензор энергии-импульса полей материи. В общем случае мы предполагаем, что действие
для полей материи в моделях гравитации получено из действия, записанного в плоском
пространстве-времени Минковского, путем минимальной подстановки, т.е. замены обычных
производных на ковариантные ∂α 7→ ∇α и метрики Минковского на нетривиальную метрику
пространства-времени ηab 7→ gαβ = eα

aeβ
bηab. Возможно также введение инвариантных сла-

гаемых неминимального взаимодействия, которые обращаются в нуль в пространстве Мин-
ковского. В таких случаях действие зависит только от самих полей материи и репера. Соот-
ветствующее выражение для тензора энергии-импульса можно записать через вариационную
производную по реперу:

Tmαβ =
2√
|g|

δSm

δeαa
eβa. (8.100)

Если действие для полей материи может быть записано через метрику, то данное определение
совпадает с (8.99) и приводит к симметричному тензору энергии-импульса. В общем случае
это не так. Например, лагранжиан спинорного поля не может быть записан через метрику,
так как лоренцева связность выражается через репер, и ее нельзя выразить через компоненты
метрики. Определение тензора энергии-импульса через репер (8.100) не всегда приводит к
симметричному тензору энергии-импульса.

В разделе (7.4) было показано, что инвариантное действие приводит к ковариантному за-
кону сохранения тензора энергии-импульса:

∇βTmα
β = 0. (8.101)

Однако это ковариантное равенство не является законом сохранения. Покажем это. Прямые
вычисления приводят к равенству

∇βTmα
β =

1√
|g|
∂β

(√
|g|Tmα

β
)
− 1

2
∂αgβγTm

βγ = 0. (8.102)

При интегрировании этого равенства по объему первое слагаемое для каждого значения ин-
декса α преобразуется с помощью формулы Стокса в интеграл по граничной поверхности:

∫

M

dx∂β

(√
|g|Tmα

β
)

=

∫

∂M

dsβ
√

|g|Tmα
β,

где dsα – ориентированный элемент граничной гиперповерхности ∂M. Этот интеграл привел бы
к закону сохранения в выбранной системе координат, если бы не наличие второго слагаемого
в равенстве (8.102).

8.8.2. Псевдотензор энергии-импульса для гравитации. Для решения проблемы
сохранения энергии к тензору энергии-импульса материи, который мы будем записывать с
одним верхним и одним нижним индексом Tmα

β, было предложено добавить некоторый объект
с компонентами tαβ, зависящими только от метрики и ее первых производных таким образом,
чтобы было выполнено равенство

∂β

[√
|g|(Tmα

β + tα
β)
]

= 0. (8.103)
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Объект с компонентами tα
β называется псевдотензором энергии-импульса гравитационно-

го поля. При этом равенство (8.103) принято рассматривать как закон сохранения энергии-
импульса полей материи и гравитационного поля. Приставка “псевдо” в данном случае озна-
чает, что для выполнения равенства (8.103) компоненты tα

β не могут образовывать тензор.
Задача о нахождении явного вида псевдотензора энергии-импульса гравитационного поля

tα
β может быть решена следующим образом. Закон сохранения (8.103) имеет тот же вид,

что и закон сохранения энергии-импульса, вытекающий из первой теоремы Нётер (5.45). Из
инвариантности полного действия (8.98) относительно трансляций в пространстве-времени
следует закон сохранения

∂β

(√
|g|Tα

β
)

= 0, (8.104)

где суммарный тензор энергии-импульса материи и гравитационного поля, умноженный на
определитель репера, имеет вид

√
|g|Tα

β = ∂αg
γδ ∂Lhe

∂(∂βgγδ)
+ ∂αϕ

a ∂Lm

∂(∂βϕa)
− δβα(Lhe + Lm) =

=
√

|g|T
(c)
mα

β + ∂αg
γδ ∂Lhe

∂(∂βgγδ)
− δβαLhe,

(8.105)

где ϕa, a = 1, 2, . . . , – совокупность всех полей материи. В этом выражении T
(c)
mα

β – канониче-
ский тензор энергии-импульса полей материи, определенный соотношением

√
|g|T

(c)
mα

β := ∂αϕ
a ∂Lm

∂(∂βϕa)
− δβαLm.

В том случае, когда определение тензора энергии-импульса (8.99) является ковариантным
обобщением канонического тензора энергии-импульса материи в пространстве Минковского,
имеет место формула

Tmα
β = T

(c)
mα

β.

Тогда последние два слагаемых в выражении (8.105), зависящие только от метрики и ее первых
производных, можно принять за определение псевдотензора энергии-импульса гравитацион-
ного поля √

|g|tα
β := ∂αg

γδ ∂Lhe

∂(∂βgγδ)
− δβαLhe. (8.106)

Напомним, что под лагранжианом Lhe понимается функция, полученная из κ
√

|g|R(g) добав-
лением полной производной, которая приводит к сокращению вторых производных от мет-
рики (см. раздел 8.1). Полученное выражение для псевдотензора энергии-импульса широко
использовалось, в том числе классиками науки: Г. Вейлем [86], П. Дираком [13], В. Паули [87],
Э. Шредингером [88] и др. После несложных вычислений можно получить явное выражение
для псевдотензора энергии-импульса

√
|g|tα

β = κ(Γγδ
β − δβγΓδǫ

ǫ)∂α
(√

|g|gγδ
)
− δβαLhe. (8.107)

Отметим недостатки такого определения псевдотензора энергии-импульса гравитационно-
го поля. Из полученного выражения следует, что в нормальной системе координат, где все
символы Кристоффеля обращаются в нуль в некоторой точке, все компоненты псевдотензо-
ра энергии-импульса гравитационного поля равны нулю. То есть, независимо от кривизны
пространства, в любой заданной точке пространства-времени можно обратить в нуль все ком-
поненты псевдотензора энергии-импульса. В то же время в плоском пространстве-времени
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(отсутствие гравитационного поля) в криволинейной системе координат символы Кристоффе-
ля и, следовательно, компоненты псевдотензора энергии-импульса в общем случае отличны
от нуля. Отметим также, что компонента тензора энергии-импульса T0

0 в законе сохранения
(8.104) совпадает с гамильтонианом системы и обращается в нуль на уравнениях движения.
Эти замечания ставят под сомнение возможность физической интерпретации псевдотензора
энергии-импульса гравитационного поля.

Если равенство (8.103) принято за определение псевдотензора энергии-импульса гравита-
ционного поля, то последний определен неоднозначно. Очевидно, что псевдотензор

t′α
β := tα

β + ∂γBα
γβ, (8.108)

где Bαγβ = −Bαβγ – произвольный “тензор” третьего ранга, антисимметричный по верхним
индексам, также удовлетворяет закону сохранения. В процессе исследования общей теории
относительности было предложено несколько явных выражений для псевдотензора энергии-
импульса, которые обладают своими достоинствами и недостатками и отличаются между со-
бой на некоторый “тензор” Bαγβ . Мы не будем останавливаться на обсуждении различных
подходов, а отметим лишь общий недостаток. Псевдотензор энергии-импульса tαβ не является
тензором. Это значит, что энергия в различных системах координат может быть положитель-
на, равна нулю или отрицательна, что является неудовлетворительным с физической точки
зрения.

Аналогичное построение псевдотензора энергии-импульса гравитационного поля можно
провести в реперном формализме. При этом все недостатки псевдотензора сохраняются.

Проведенное обсуждение показывает, что в теории гравитации невозможно дать локаль-
ное определение энергии-импульса, удовлетворив одновременно двум условиям: 1) компоненты
энергии-импульса должны образовывать тензорное поле второго ранга и 2) должен быть вы-
полнен закон сохранения (8.103).

8.8.3. Законы сохранения и векторы Киллинга. Другой подход к законам сохране-
ния связан с симметриями пространства-времени. Если метрика пространства-времени допус-
кает группу движений, то появляется возможность определить законы сохранения для тензора
энергии-импульса полей материи без привлечения понятия псевдотензора энергии-импульса
гравитационного поля. Пусть тензор энергии-импульса полей материи – это симметричный
тензор второго ранга Tαβm = T βαm , удовлетворяющий условию (8.101). Предположим, что мет-
рика gαβ имеет n векторов Киллинга Ka = Ka

α∂α, a = 1, . . . ,n. Рассмотрим n векторов

Pα
a

:= Ka

βTmβ
α.

Тогда справедливо равенство

∇αP
α
a

= ∇αKa

βTmβ
α +Ka

β∇αTmβ
α = 0.

Здесь первое слагаемое равно нулю как следствие симметричности тензора энергии-импульса
и уравнения Киллинга (2.4). Второе слагаемое обращается в нуль в силу уравнения (8.101). С
другой стороны, справедливо тождество (5.40)

∇αP
α
a

=
1√
|g|
∂α(

√
|g|Pα

a
).

Поэтому, если M – компактная ориентируемая область пространства-времени с краем ∂M, то
объемный интеграл можно преобразовать в поверхностный по формуле Стокса:

∫

M

dx
√

|g|∇αP
α
a

=

∫

∂M

dsαP
α
a

= 0, (8.109)
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где dsα – ориентированный элемент площади края. Таким образом, каждому вектору Киллин-
га соответствует закон сохранения. В частности, если существует вектор Киллинга K0 = ∂0

и поля материи исчезают на пространственной бесконечности, то ему соответствует закон со-
хранения энергии ∂0E = 0, где

E =

∫
dxP 0 =

∫
dxTm0

0.

Отметим, что в этом выражении присутствует гамильтонова плотность только для полей ма-
терии.

В четырехмерном пространстве-времени Минковского метрика имеет десять векторов Кил-
линга: четыре вектора соответствуют трансляциям и шесть – (псевдо)вращениям. Этим век-
торам Киллинга соответствуют законы сохранения энергии-импульса и момента количества
движения.

8.8.4. Полная гравитационная энергия асимптотически плоского пространства-
времени. Дальнейшее развитие общей теории относительности изменило подход к определе-
нию полной энергии гравитационного поля и материи. Это определение основано на сфериче-
ски симметричном решении Шварцшильда и учете граничных вкладов в действие Гильберта–
Эйнштейна.

Запишем решение Шварцшильда в асимптотически декартовой системе координат, где ко-
ординаты x, y, z связаны с координатами r, θ, ϕ обычными формулами трехмерного евклидова
пространства:

ds2 =

(
1 − 2M

r

)
dt2 − dr2

1 − 2M
r

− r2(dθ2 + sin 2θdϕ2) =

=

(
1 − 2M

r

)
dt2 − (dx2 + dy2 + dz2) − 2M

r2(r − 2M)
(xdx+ ydy + xdz)2.

(8.110)

Метрика Шварцшильда на больших расстояниях в первом порядке по M/r → 0 принимает
вид

ds2 ≃
(

1 − 2M

r

)
dt2 −

(
1 +

2M

r

)
(dx2 + dy2 + dz2)−

−4M

r
(xydxdy + xzdxdz + yzdydz).

(8.111)

Очевидно, что в нулевом порядке эта метрика совпадает с метрикой Лоренца. Последнее вы-
ражение используется для определения асимптотически плоского [4] пространства-времени.

Определение. Топологически тривиальное пространство-время M ≈ R1,3 называется
асимптотически плоским, если существует такая система координат t, x, y, z, что его мет-
рика при r → ∞, где r :=

√
x2 + y2 + z2 и всех моментов времени t ∈ R, достаточно быстро

стремится к метрике Шварцшильда (8.111), записанной в декартовой системе координат.

Максимально продолженное пространство-время Шварцшильда описывает черные дыры
и не является топологически тривиальным. Понятие асимптотически плоского пространства-
времени просто обобщается на многообразия с нетривиальной топологией.

Определение. Пусть пространство-время имеет вид прямого произведения M = R × U,
где явно выделено время x0 = t ∈ R. Допустим, что существует компактное подмножество
K ⊂ U такое, что разность U \ K представляет собой несвязное объединение открытых мно-
жеств Sa, a = 1, . . . ,n. Если в каждом произведении R × Sa существует такая система коор-
динат t, x, y, z, что метрика при r → ∞ и всех t ∈ R достаточно быстро стремится к метрике
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Шварцшильда (8.111) в декартовой системе координат, то пространство-время M называется
асимптотически плоским.

Рассмотрим действие Гильберта–Эйнштейна в гамильтоновой форме, которое вытекает из
выражения для гамильтониана (8.65),

She =

∫
dx (pµν ġµν −NH⊥ −NµHµ) ,

где функции хода и сдвига рассматриваются в качестве множителей Лагранжа. Динамиче-
ская связь H⊥ (8.64) содержит трехмерную скалярную кривизну и, следовательно, вторые
производные от пространственных компонент метрики gµν . При вариации действия Lhe по
компонентам метрики приходится интегрировать по частям, отбрасывая граничные члены.
Ниже будет показано, что в асимптотически плоском пространстве-времени (для решения
Шварцшильда) граничный вклад, возникающий при интегрировании по частям слагаемого
со вторыми производными, отличен от нуля. В настоящее время это граничное слагаемое при-
нято в качестве определения полной энергии асимптотически плоского распределения масс.
Рассмотрим данный вопрос подробно.

Воспользуемся формулами (8.2)–(8.4) и запишем трехмерную скалярную кривизну, умно-
женную на определитель репера, в виде

êR̂ = ∂µ

[
ê(ĝµν Γ̂ρν

ρ − ĝνρΓ̂νρ
µ)
]

+ êL̂he,

где последнее слагаемое L̂he квадратично по символам Кристоффеля (его вид в настоящий
момент не важен). Первое слагаемое в этом представлении имеет вид дивергенции, которую
можно выразить через компоненты метрики:

∂µ [êĝµν ĝρσ(∂νgρσ − ∂ρgνσ)] ,

где мы воспользовались выражением символов Кристоффеля через метрику (2.15). При ин-
тегрировании этого слагаемого по частям возникает граничное слагаемое, которое, как мы
увидим ниже, отлично от нуля. Поэтому для того, чтобы компенсировать его вклад, добавим
к исходному действию граничный член с самого начала:

She 7→ She + κ

∫
dx ∂µB

µ,

где
Bµ := Nêĝµν ĝρσ(∂νgρσ − ∂ρgνσ) (8.112)

и мы восстановили гравитационную константу связи κ.

Определение. Полной энергией асимптотически плоского распределения масс называет-
ся интеграл

E := κ
∑

a

∫

a

dx ∂µB
µ, (8.113)

где компоненты Bµ определены в (8.112), и интегрирование проводится по пространственно-
подобному сечению x0 = const.

Компоненты Bµ образуют вектор относительно глобальных преобразований координат в
пространстве R3. В целом, определение полной энергии неинвариантно и зависит от выбора
системы координат.
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Для трехмерного евклидова пространства R3 в декартовой системе координат метрика име-
ет вид gµν = −δµν . Поэтому Bµ = 0 и, следовательно, полная энергия плоского пространства
равна нулю, E = 0. Уже на этом этапе видна важность выбора системы координат в опре-
делении энергии (8.113). Действительно, если система координат не является асимптотически
декартовой, то полная энергия трехмерного евклидова пространства может быть отлична от
нуля.

Вычислим полную энергию для решения Шварцшильда и, тем самым, для произвольного
асимптотически плоского пространства-времени в первом порядке по M/r → ∞. Для этого
запишем решение Шварцшильда в декартовой системе координат (8.110). Пространственная
часть метрики отличается от евклидовой метрики: gµν = ηµν + hµν , где

hµν = − 2M

r2(r − 2M)



x2 xy xz
xy y2 yz
xz yz z2




На больших расстояниях, r ≫ M , эта поправка к метрике стремится к нулю. В определении
вектора Bµ (8.112) выражение в скобках имеет первый порядок малости. Поэтому остальные
сомножители достаточно участь в нулевом порядке:

N = 1, ê = 1, ĝµν = ηµν .

Простые вычисления дают следующие выражения для компонент вектора Bµ в первом порядке
по M/r:

Bx ≈ 4Mx

r3
, By ≈ 4My

r3
, Bz ≈ 4Mz

r3
.

Нормальный единичный ковектор к сфере с центром в начале координат евклидова простран-
ства имеет вид

{nµ} =
(x
r
,
y

r
,
z

r

)
, n2 = −1.

Поэтому

Bµnµ ≈ 4M

r2
.

Теперь можно вычислить полную энергию. Для каждой компоненты связности Sa в первом
порядке получаем равенство

E = κ

∫
dx ∂µB

µ =

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dϕ r2 sin θ(Bµnµ) ≃ 16πκM. (8.114)

Чтобы придать полученному выражению более привлекательный вид, восстановим размер-
ные константы. Это полезно делать хотя бы изредка. Компоненты метрики, по определению,
являются безразмерными [gαβ ] = 1. Поскольку

[
M

r

]
=

г
см
,

то это отношение необходимо обезразмерить, умножив на некоторую комбинацию гравитаци-
онной постоянной и скорости света, которые имеют следующие размерности:

[G] =
см3

г · сек2
, [c] =

см
сек

.
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Это можно сделать единственным образом путем замены

M 7→ GM

c2
. (8.115)

Если воспользоваться выражением (7.114) для константы связи κ через гравитационную
постоянную G, которое было получено при рассмотрении ньютонова предела в общей теории
относительности, то выражение для полной энергии примет вид

E = Mc2. (8.116)

То, что гравитационная энергия асимптотически плоского пространства-времени совпадает
с энергией покоя для массы в решении Шварцшильда, привлекательно с физической точки
зрения и оправдывает определение полной энергии через поверхностный интеграл (8.113).
Численное значение полной гравитационной энергии зависит от выбора системы координат,
так как данное определение не инвариантно относительно преобразований координат.

Поскольку M – постоянная интегрирования уравнений Эйнштейна, то полная энергия в
асимптотически плоском пространстве-времени сохраняется.

В заключение запишем действие Гильберта–Эйнштейна с размерными постоянными

She =
c4

16πG

∫
dxR. (8.117)

Именно в таком виде (обычно при c = 1) его часто можно встретить в литературе.
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Poisson structure), 82
Однородное пространство (homogeneous space), 16
Оператор Якоби (Jacobi operator), 41
Орбитальный момент (orbital momentum), 101
Основная функция (test function), 221
Открытая вселенная (open universe), 265



Предметный указатель 309

Относительный интегральный инвариант Пуанкаре
(relative integral Poincaré invariant), 73, 123
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Подстановка минимальная (minimal substitution), 194, 200
Поле нефизическое (unphysical field), 95
Поле физическое (physical field), 95
Полная энергия (total energy), 298
Полное действие (total action), 161
Полное многообразие (complete manifold), 263
Полнота геодезической (completeness of a geodesic), 31
Полнота экстремали (completeness of an extremal), 38
Полный гамильтониан (total Hamiltonian), 161
Полный интеграл уравнения Гамильтона–Якоби (complete

integral of Hamilton–Jacobi equation), 144
Полугеодезическая система координат (semigeodesic

coordinate system), 247
Поправки постньютоновские (post-Newtonian corrections),

220
Постньютоновские поправки (post-Newtonian corrections),

220
Постоянная гравитационная (gravitational constant), 191
Потенциальная энергия (potential energy), 119
Поток фазовый (phase flow), 117
Преобразование Лежандра (Legendre transformation), 110
Преобразование инволютивное (involutive transformation),

111
Преобразование калибровочное (gauge transformation),

103, 163
Преобразование каноническое (canonical transformation),

82
Преобразование симметрии генератор (generator of a

symmetry transformation), 97
Преобразование точечное (pointwise transformation), 120
Приближение геометрической оптики (geometric optic

approximation), 49
Приближение эйконала (eikonal approximation), 49
Принцип Гюйгенса (Huygens principle), 46, 129
Принцип Коулмана (Coleman principle), 109
Принцип наименьшего действия Мопертюи (Maupertius

principle of least action), 125
Принцип Ферма (Fermat principle), 129
Принцип эквивалентности (equivalence principle), 189
Пробная функция (test function), 221
Пробная частица (test particle), 188, 211
Производная вариационная (variational derivative), 89
Производящая функция канонического преобразования

(generating function of a canonical transformation), 142
Пространство конфигурационное (configuration space), 112
Пространство Риччи плоское (Ricci flat space), 192
Пространство фазовое (phase space), 113
Пространство штеккелево(Stäckel space), 45
Пространство Эйнштейна (Einstein space), 193

Пространство-время асимптотически плоское
(asymptotically flat space-time), 297

Пространство-время пустое (empty space-time), 192
Пространство-время стационарное (stationary space-time),

11
Псевдотензор энергии-импульса (energy-momentum

pseudotensor), 295
Пуанкаре относительный интегральный инвариант

(relative integral Poincaré invariant), 123
Пуанкаре–Картана интегральный инвариант

(Poincaré–Cartan integral invariant), 122
Пуассона скобка (Poisson bracket), 75, 77, 115
Пуассонова структура (Poisson structure), 77
Пуассонова структура Дирака (Dirac Poisson structure),

156
Пуассонова структура индуцированная (induced Poisson

structure), 82
Пуассонова структура каноническая (canonical Poisson

structure), 80
Пуассоново многообразие (Poisson manifold), 77
Пуассоново отображение (Poisson map), 82
Пуассоново подмногообразие (Poisson submanifold), 82
Пустое пространство-время (empty space-time), 192
Пылевидная материя (dust matter), 232
Пыль (dust), 232

Равенство слабое (weak equality), 221
Радиационная калибровка (radiative gauge), 228
Разделение переменных (separation of variables), 149
Ранг пуассоновой структуры (rank of a Poisson structure),

78
Расширенное конфигурационное пространство (extended

configuration space), 126
Расширенное фазовое пространство (extended phase

space), 121
Редуцированное действие (reduced action), 108
Релятивистская гидродинамика (relativistic

hydrodynamics), 234
Решение глобальное (global solution), 264
Римановы координаты (Riemann coordinates), 56
Риччи плоское пространство (Ricci flat space), 192

Светового конуса калибровка (light cone gauge), 179, 256
Свободная частица (free particle), 209
Связей поверхность (constraint surface), 153
Связи второго рода (second class constraints), 154
Связи первого рода (first class constraints), 161
Связи эквивалентные (equivalent constraints), 154
Связь (constraint), 94, 153
Связь голономная (holonomic constraint), 94
Связь неголономная (nonholonomic constraint), 94
Сдвига функция (shift function), 267
Сильное энергетическое условие (strong energy condition),

235
Симплектическая группа вещественная (real symplectic

group), 67
Симплектическая группа компактная (compact symplectic

group), 70
Симплектическая группа комплексная (complex symplectic

group), 69
Симплектическая форма (symplectic form), 72
Симплектическая форма каноническая (canonical

symplectic form), 67
Симплектическое многообразие (symplectic manifold), 72
Сингулярная точка (singular point), 263
Синхронная система координат (synchronous coordinate

system), 247
Система консервативная (conservative system), 116
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Система координат гауссова (Gaussian coordinate system),
247

Система координат нормальная (normal coordinate
system), 65

Система координат полугеодезическая (semigeodesic
coordinate system), 247

Система координат синхронная (synchronous coordinate
system), 247

Система координат сопутствующая (comoving coordinate
system), 242, 245

Скобка Дирака (Dirac bracket), 156
Скобка Лагранжа (Lagrange bracket), 140
Скобка Ли–Пуассона (Lie–Poisson bracket), 81
Скобка Пуассона (Poisson bracket), 75, 77, 115
Скорость групповая (group velocity), 51
Скорость девиации (deviation velocity), 33
Скорость обобщенная (generalized velocity), 112
Скорость собственная (proper velocity), 209
Слабое равенство (weak equality), 221
Слабое энергетическое условие (weak energy condition), 235
Собственная скорость (proper velocity), 209
Собственное время (proper time), 39, 209
Сохраняющийся заряд (conserved charge), 99
Сохраняющийся ток (conserved current), 98
Сопряженное направление, 131
Сопряженные точки (conjugate points), 42
Сопутствующая система координат (comoving coordinate

system), 242, 245
Спиновый момент (spin momentum), 101
Спираль гиперболическая (hyperbolic spiral), 264
Спиральность (helicity), 230
Стационарная точка (stationary point), 89
Стационарное пространство-время (stationary space-time),

11
Степень свободы нефизическая (unphysical degree of

freedom), 159
Степень свободы физическая (physical degree of freedom),

159
Стокса лемма (Stokes lemma), 121
Структура пуассонова (Poisson structure), 77
Структурные функции (structure functions), 77, 161

Тензор момента количества движения (angular-momentum
tensor), 101

Тензор Эйнштейна (Einstein tensor), 191
Тензор энергии-импульса (energy-momentum tensor), 100
Тензор энергии-импульса канонический (canonical

energy-momentum tensor), 100
Тензор энергии-импульса материи (energy-momentum

tensor of matter), 191
Теорема Лиувилля (Liouville’s theorem), 137
Теорема Нётер первая (first Noether’s theorem), 97
Теорема Нётер вторая (second Nether’s theorem), 102
Ток сохраняющийся (conserved current), 98
Точечное преобразование (pointwise transformation), 120
Точка критическая (critical point), 89
Точка сингулярная (singular point), 263
Точка стационарная (stationary point), 89
Точки сопряженные (conjugate points), 42
Траектория Киллинга (Killing trajectory), 9
Траектория частицы (particle trajectory), 113, 209
Трансверсальности условия (transversality conditions), 94
Трубка характеристик (tube of characteristics), 121

Укороченная функция действия (truncated action
function), 128

Укороченное действие (truncated action), 125

Укороченное уравнение Гамильтона–Якоби (truncated
Hamilton–Jacobi equation), 128

Ультрарелятивистский предел (ultrarelativistic limit, 223
Унимодулярная гравитация (unimodular gravity), 208
Уравнение Бернулли (Bernoulli equation), 238
Уравнение волновое (wave equation), 46
Уравнение Гамильтона–Якоби (Hamilton–Jacobi equation),

127
Уравнение Гамильтона–Якоби укороченное (truncated

Hamilton–Jacobi equation), 128
Уравнение девиации геодезических (geodesic deviation

equation), 34
Уравнение Киллинга (Killing equation), 9
Уравнение непрерывности (continuity equation), 233
Уравнение эйконала (eikonal equation), 49
Уравнение Эйлера (Euler equation), 233
Уравнение Якоби (Jacobi equation), 42
Уравнения Гаусса–Петерсона–Кодацци

(Gauss–Peterson–Codazzi equations), 278
Уравнения движения (equations of motion), 97
Уравнения Ньютона (Newton equations), 118
Уравнения Эйлера вращения твердого тела (Euler

equations of rigid body rotations), 82
Уравнения Эйлера–Лагранжа (Euler–Lagrange equations),

90
Уравнения Эйнштейна (Einstein’s equations), 190
Уравнения Эйнштейна вакуумные (vacuum Einstein’s

equations), 192
Ускорение (acceleration), 209
Ускорение девиации (deviation acceleration), 33
Ускорение кривой (acceleration of a curve), 28
Условие гармоничности (harmonic condition), 52
Условие доминантное энергетическое (dominant energy

condition), 235
Условие калибровочное (gauge condition), 164
Условие положительности Риччи (Ricci positivity

condition, 235
Условие сильное энергетическое (strong energy condition),

235
Условие слабое энергетическое (weak energy condition), 235
Условия трансверсальности (transversality conditions), 94
Условие энергетическое (energy condition), 235

Фазовое пространство (phase space), 113
Фазовое пространство расширенное (extended phase

space), 121
Фазовый поток (phase flow), 117
Ферма принцип (Fermat principle), 129
Физическая степень свободы (physical degree of freedom),

159
Физический гамильтониан (physical Hamiltonian), 159
Физическое поле (physical field), 95
Финитная функция (compactly supported function), 221
Форма Киллинга (Killing form), 9
Форма Лиувилля (Liouville form), 73, 123
Форма симплектическая (symplectic form), 72
Формализм первого порядка (first-order formalism), 196
Формула Гаусса–Вейнгартена (Gauss–Weingarten formula),

277
Фронт волновой (wave front), 130
Функции структурные (structure functions), 77, 161
Функционал действия (action functional), 88
Функция выпуклая (convex function), 110
Функция Гамильтона (Hamilton function), 114
Функция действия (action function), 127
Функция действия укороченная (truncated action

function), 128
Функция Казимира (Casimir function), 78
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Функция обобщенная (generalized function, distribution),
221

Функция основная (test function), 221
Функция пробная (test function), 221
Функция сдвига (shift function), 267
Функция финитная (compactly supported function), 221
Функция хода (lapse function), 267

Характеристика (characteristic), 46
Характеристика 1-формы (characteristic of 1-form), 121
Характеристика уравнения Гамильтона–Якоби

(characteristic of the Hamilton–Jacobi equation), 128
Хода функция (lapse function), 267

Циклическая координата (cyclic coordinate), 117

Частица пробная (test particle), 188, 211
Частица свободная (free particle), 209
Частота (frequency), 50
Число степеней свободы (the number of degrees of freedom),

112

Штеккелево пространство (Stäckel space), 45

Эйконал (eikonal), 49
Эйконала уравнение (eikonal equation), 49
Эйкональное приближение (eikonal approximation), 49
Эйлера уравнение (Euler equation), 233
Эйлера уравнения вращения твердого тела (Euler

equations of rigid body rotations), 82
Эйлера–Лагранжа уравнения (Euler–Lagrange equations),

90
Эйнштейна пространство (Einstein space), 193
Эйнштейна тензор (Einstein tensor), 191
Эйнштейна уравнения (Einstein’s equations), 190
Экстремаль (extremal), 34
Экстремаль изотропная (isotropic extremal), 37
Экстремаль полная (complete extremal), 38
Экстремаль функционала (extremal of a functional), 89
Эквивалентности принцип (equivalence principle), 189
Эквивалентные связи (equivalent constraints), 154
Энергетическое условие (energy condition), 235
Энергии-импульса ковектор (energy-momentum covector),

100
Энергии-импульса псевдотензор (energy-momentum

pseudotensor), 295
Энергии-импульса тензор (energy-momentum tensor), 100
Энергии-импульса тензор материи (energy-momentum

tensor of matter), 191
Энергия кинетическая (kinetic energy), 119
Энергия механической системы (energy of mechanical

system), 116
Энергия полная (total energy), 298
Энергия потенциальная (potential energy), 119
Энтальпия (enthalpy), 238
Эффективное действие (effective action), 107
Эффективный гамильтониан (effective Hamiltonian), 159

Юнга неравенство (Young inequality), 111

Якоби оператор (Jacobi operator), 41
Якобиево векторное поле (Jacobi vector field), 42


