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СОВРЕМЕННЫЕ МЕТОДЫ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ 
НЕРАВНОВЕСНЫХ ПРОЦЕССОВ 

Д. Н. Зубарев 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

Статистическая теория неравновесных процессов интенсивно 
развивается, начиная с 50-х годов, хотя этот прогресс, по су­
ществу, начался еще ранее, в 40-х годах, после работ Н. Н. Бо­
голюбова по теории неидеальных газов, изложенных в его мо­
нографии 1946 г. [13]. 

Задача состоит в том, чтобы вывести кинетические уравне­
ния, или уравнения неравновесной термодинамики, исходя из 
уравнения Лиувилля для функции распределения многих частиц 
или для статистического оператора р 

i f + i j - p - o , (Г1) 

где L — оператор Лиувилля в случае классической статистичес­
кой механики, определяемый через классическую скобку Пуас­
сона 

|i,--Wp>-2(£.&-&.£). <'•-*) 
где //—-функция Гамильтона, pk, .37—импульсы и координаты 
частиц, а в квантовом случае, через квантовую скобку Пуассона 

i L P =-~J r [ / / , p ] , (1.26) 

где / / — оператор Гамильтона. Для функции Гамильтона клас­
сической механики и для оператора Гамильтона квантовой ме­
ханики, как и для соответствующих операторов Лиувилля, при­
меняем одинаковые обозначения. 

Наиболее впечатляющая особенность этой задачи, делающая 
ее даже парадоксальной, состоит в том, что мы хотим получить 
необратимые во времени уравнения переноса из обратимого 
уравнения Лиувилля. В более узком смысле проблема необрати­
мости состоит в выводе уравнения Больцмана без больцманов-
ской гипотезы о вероятном числе столкновений или основное 
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кинетическое уравнение без гипотезы случайных фаз. В более 
широком смысле эта проблема состоит в получении уравнений 
неравновесной термодинамики из первых принципов, без гипо­
тез вероятностного характера. Точнее, такие предположения 
допустимы, но лишь в виде начальных или граничных условий 
для уравнения Лиувилля. 

Парадоксальность ситуации в теории неравновесных про­
цессов была замечена еще очень давно и сформулирована в ви­
де парадокса обратимости Лошмидта и парадокса возврата 
Цермело, которые были выдвинуты как возражения против 
Н-теоремы Больцмана [73, 51]. Ее хорошо понимал Гиббс [31], 
когда обсуждал возможность возрастания энтропии в связи с 
перемешиванием в фазовом пространстве, и Эренфест [88], 
который предлагал в качестве возможного разрешения парадок­
сов описание неравновесных процессов с помощью грубострук-
турной функции распределения, усредненной по малой ячейке 
фазового пространства. В настоящее время этот вопрос получил 
новое освещение в связи с развитием теории неравновесных про­
цессов. 

ДЛЯ того, чтобы можно было ставить задачу о получении 
необратимых уравнений из обратимых, естественно отказаться 
от полноты описания, заложенной в функции распределения или 
в статистическом операторе и перейти к сокращенному описа­
нию неравновесных состояний, основанному на более ограни­
ченной информации. Например, для случая газа малой плот­
ности МОЖНО использовать сокращенное описание неравновесно­
го состояния на основе одночастичной функции распределения 
h(p,q,t) 

/ i (/>. -7. t) — t д3(лг-1) S P (P> <-'• РЖ * • • Pff9n) dp2dg2 ... 

...dpNdqN- (1.2) 

Как показал Н. Н. Боголюбов [13], для не слишком малых 
интервалов времени, значительно больших времени столкнове­
ния, происходит синхронизация функций распределения, которая 
Состоит в том, что все частичные функции распределения выше 
первой, начинают зависеть от времени лишь через одночастич-
ную,. взятую для того же момента времени. Это означает, что 
возможно сокращенное описание неравновесного состояния, при 
котором полная функция распределения зависит от времени 
лишь через fi(t) для того же момента времени 

Р ( - ) = Р ( - . . Л (*)•••)• (1-3) 
Одночастичная функция распределения играет в теории не­

равновесных процессов в слабо неидеальном газе такую же 
роль, как в нелинейной механике медленно меняющиеся, секу-
йярныё переменные [15]. Н. Н. Боголюбов показал, что можно 
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отобрать решения цепочки зацепляющихся уравнений для час-' 
тичных функций распределения неидеального газа, соответствую­
щие сокращенному описанию с ПОМОЩЬЮ граничного условия 
ослабления корреляций: расцепления всех частичных функций 
распределения в отдаленном прошлом на одночастичные. Полу­
ченные решения в виде разложения по параметру малой плот­
ности, или малого взаимодействия, позволяют построить кинети­
ческое уравнение Больцмана без больцмаиовской гипотезы о 
числе столкновений. Ее заменяет граничное условие ослабления 
корреляций в отдаленном прошлом. 

Граничное условие ослабления корреляций и разложения по 
малости плотности применимы лишь для газа достаточно малой 
ПЛОТНОСТИ. Однако общий подход к теории неравновесных про­
цессов, основанный на сокращенном описании неравновесного 
состояния и отборе таких решений в той или иной форме, типи­
чен для всех методов неравновесных процессов. 

Современная теория неравновесных процессов характеризует­
ся большим разнообразием методов и подходов, но это разно­
образие говорит скорее о незавершенности теории, чем о ее пол­
ноте, поскольку основные идеи, заложенные во всех методах, 
очень близки. Разъяснение связи между различными методами 
является основной целью этого обзора. 

Переход к сокращенному описанию неравновесного состоя­
ния можно осуществить с помощью усреднения функций рас­
пределения по фазовым переменным ИЛИ по времени, аналогич­
но тому, как в нелинейной механике отделяют медленные дви­
жения от быстрых, с помощью усреднения точных уравнений 
движения по времени. 

В 1939 г. Н. Н. Боголюбов [14] исследовал поведение сис­
темы осцилляторов, слабо взаимодействующих с большой сис­
темой •—термостатом. Он применил методы теории возмущений 
нелинейной механики, основанные на усреднении уравнений 
движения, и показал, что в динамической системе, на которую 
оказывает влияние большая система, возможны стохастические 
процессы. Стохастические процессы в динамических процессах 
более детально исследованы им в работе [12]. 

В 1946 г. Кирквуд [110—111] вывел уравнение Фоккера— 
Планка для броуновского движения частицы в среде, исходя из 
цепочки уравнений для функций распределения. Он пользовал­
ся усреднением уравнения для функции распределения броунов­
ской частицы по макроскопически малому промежутку време­
ни, но еще достаточно большому в масштабе характерных мик­
роскопических времен, и получил выражение для коэффициента 
трения броуновской частицы через временные корреляционные 
функции действующих на нее сил. Подобные формулы, одно из 
самых важных достижений теории неравновесных процессов, 
впоследствии стали называть формулами Грина—Кубо, посколь-
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ку М. Грин [93—94] и Кубо [113—114] вывели их для более 
общего случая неравновесных процессов. 

Переход к сокращенному описанию неравновесного состоя­
ния МОЖНО также осуществить, если выбрать за основу грубые, 
коллективные переменные, зависящие от большого числа инди­
видуальных переменных, например, координат и импульсов 
частиц. 

Действительно, уравнения неравновесной термодинамики 
есть уравнения баланса для средних значений подобных вели­
чин — плотности числа частиц, энергии и импульса [32]. Эволю­
ция этих переменных складывается из медленных регулярных 
изменений (связанных с согласованным движением частиц, ко­
торое соответствует макроскопическим законам сохранения 
энергии, импульса и числа частиц) и быстрых случайных из­
менений. 

В 1952 г. М. Грин [93—94] вывел уравнения гидродинамики 
из уравнений движения для грубых, коллективных переменных —• 
плотностей энергии, импульса, числа частиц. Он отделил в про­
цессе их эволюции медленные систематические изменения от 
быстрых случайных движений, рассматривая последние как 
марковский случайный процесс. В результате ему удалось по­
лучить выражения для всех кинетических коэффициентов через 
временные корреляционные функции потоков, т. е. формулы 
Грина—Кубо. Эта работа в высшей степени стимулировала 
дальнейшее развитие статистической теории неравновесных 
процессов переноса. 

В 1957 г. Кубо [114] предложил общую теорию реакции ста­
тистических систем (как классических, так и квантовых) на 
включение внешнего возмущения и показал, что она может быть 
выражена через временные корреляционные функции. Он вывел 
выражения для кинетических коэффициентов через временные 
корреляционные функции потоков для процессов, которые мож­
но рассматривать как результат внешних возмущений (напри­
мер, электропроводность). Формулы теории реакции Кубо 
естественно выразить через запаздывающие двухвременные 
функции Грина [36—37, 70], которые получили широкое распро­
странение в теории конденсированных сред [70, 136, 142, 144]. 

В совместной работе с Иокота и Накаджима [115] Кубо по­
лучил формулы Грина—Кубо для неравновесных процессов бо­
лее общего типа (например, теплопроводности, диффузии), кото­
рые связаны не с внешними возмущениями, а с внутренними не-
однородностями в системе. Обсуждение различных методов 
теории неравновесных процессов см. в обзорах Г75, 159, 951 и 
в гл. IV книги [37]. J 



§ £2. МЕТОД ПРОЕКТИРОВАНИЯ 

2.1. Проекционный оператор. Основное кинетическое уравне­
ние, Метод проектирования в теории неравновесных процессов, 
предложенный Цванцигом [155], выражает идею сокращенного 
описания в наиболее общей форме, поэтому на нем можно очень 
просто продемонстрировать основные идеи и различные подходы 
теории необратимых процессов. 

Рассмотрим квантово-механическую систему частиц со сла­
бым взаимодействием с гамильтонианом H = HQ-{-HU где Hi — 
малое возмущение. Диагональные элементы оператора р в пред­
ставлении по собственным функциям Я0 изменяются со време­
нем медленно, по сравнению с его недиагональными элемента­
ми. Поэтому разделение оператора р на диагональную и недиа-
тональную часть есть разделение его на медленно и быстро ме­
няющиеся части. Можно считать, что ограничение диагональной 
частью статистического оператора есть переход к сокращенному 
описанию неравновесного СОСТОЯНИЯ. 

Подобное же разделение на медленно- и быстро меняющиеся 
части возможно для функции распределения классической ста­
тистики. Если, следуя Пригожину [63] (гл. 1, § 8), оператор 
Лиувилля классической механики представить в виде L = Lo+Li, 
где'£1 — малое взаимодействие в переменных «действие—угол», 
то диагональные матричные элементы р по собственным функци­
ям L0 медленно меняются по сравнению с их недиагональными 
элементами. 

Если выделение диагональной части рассматривать как опе­
ратор, то очевидно, что это проекционный оператор, так как 
квадрат его равен самому оператору. Таким образом, с по­
мощью оператора проектирования можно выделить медленно ме­
няющуюся часть оператора, соответствующую сокращенному 
описанию. 

Цванциг [155] предложил очень простую и компактную схе­
му построения обобщенных кинетических уравнений методом 
проектирования. Следуя ему, введем проекционный оператор &, 
который выделяет медленно меняющуюся часть р, соответствую­
щую сокращенному описанию 

Pi = 3-P, (2.1) 
причем 

^2--=#. (2.2) 
Полный статистический оператор* р можно представить 

в виде суммы двух членов 
P = Pl + P2, (2.?̂  

где 
р2 — (1-#>)Р (2.4. 

* Рассуждения Цванцига относятся как к статистическому оператору, 
так и к функции распределения. 
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— быстро меняющаяся или корреляционная часть оператора*. 
Предполагается, что оператор проектирования 5й линейный, 

не зависящий от времени оператор, коммутирующий с -----. 
Цванциг не детализирует формы оператора £Р. В частности, &> 
может означать выделение диагональной части оператора, что 
широко использовалось в работах Ван Хова [99], Пригожина [63] 
й Балеску [6]. Будем искать формальное решение уравнения 
Лиувилля (1.1) с начальным условием отсутствия корреляций 
при 2. = О 

р (^ -0 = ^ ( 0 ) . (2.5) 
Действуя на уравнение Лиувилля операторами 3s и 1 — S5 слева, 
соответственно, получим систему уравнений для р1 и р2 

- ^ + iS_(Pi + p2)--0, 
(2-6) 

-|-- + r ( l - ^ ) L ( p . + p 2 ) - 0 
с начальным условием 

М01<-о=-0, (2-7) 
которое имеет физический смысл условия отсутствия корреля­
ций или случайности начальных фаз при / = 0. Это условие поз­
воляет получить замкнутое уравнение для pi. Второе уравнение 
системы (2.6) можно решить с помощью операторного интегри­
рующего множителя exp[tY(l—^)L]. 

С учетом начального условия (2.7) найдем 
t 

ps(t)=.= -Jexp[(t1-t)(1-S-)iL](l-S-)ii:p1(t1)flft1. (2.8) 
о 

Таким образом, искомый статистический оператор равен 
t 

P(t) = ^p (t)- J exp [(ti-t) (1 -9")Щ (1 -&) iL&p (tjdh, (2.9) 
о 

т. е. получено.формальное решение уравнения Лиувилля типа 
p(t) = p(...#p(0...), (2.10) 

зависящее от времени лишь через !Pp(t), как и решение (1.3) 
теории Н. Н. Боголюбова, однако решение (2.9), в отличие от 
(1.3) содержит зависимость от прошлых моментов времени, т. е. 
запаздывание. 

* Цванциг называется,!^— «relevant part, a (1—&>)р — «irrelevant part», 
что означает относящаяся и неотносящаяся к делу части оператора, однако 
трудно найти русский эквивалент этим терминам-
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Подставляя решение (2.8) в первое уравнение системы (2.6) г 
получим замкнутое уравнение для оператора pj (t) 

-%-^+^Lp.O.)----
t 

= -$SF>Lexp{i(t0-t)(\-$>)L](\-3b)L9l(t0)dt0= 

= —\&Lexp[ — is(l—&)L](\-9>)Lpl(t-s)ds (2.11> 
o 

— основное кинетическое уравнение Цванцига. 
Формально основное кинетическое уравнение (2.11) справед­

ливо при любом t и для любого взаимодействия, поскольку при 
его выводе не делалось никаких приближений. На самом деле 
оно справедливо лишь при достаточно больших t, значительно 
больших времени восстановления корреляций, так как мы исхо­
дили из начального условия отсутствия их при t=0. 

Из формулы (2.11) видно, что основное кинетическое уравне­
ние имеет немарковский характер, т. е. обладает памятью, так-
как интегрирование совершается по прошедшему времени. 

2.2. Связь с другими работами (Накаджима [130], Пригожи-
на-Резибуа [134-135], Монтролла [123]). Основное кинетиче­
ское уравнение (2.11), как показал Цванциг [157], эквивалентно 
основным кинетическим уравнениям, Накаджима [130], Приго-
жина-Резибуа [134—135] и Монтролла [123] и отличается от 
них лишь отсутствием фиксированного выбора для оператора 
проектирования. 

Накаджима [130] получил уравнение для диагональной части 
оператора р, относительно свободного движения с гамильтониа­
ном #0> в приближении до второго порядка теории возмущений. 
Подобное уравнение было впервые выведено Паули в 1928 году 
[132] и носит его имя. (Заметим, что Накаджима строил урав­
нение Паули для образа Лапласа статистического оператора как 
вспомогательное уравнение для вычисления электропроводности 
[129-130]). • 

В начальный момент t—0 матрица плотности pmn считается 
диагональной. Такой выбор начального условия эквивалентен 
введению оператора проектирования 3^~Ю 

« m n - P - A . „ . (2.12) 
Уравнение Лиувилля в матричной форме 

*ft-ff=2(^Pm-Pm/H,*) (2 
удобно записать в тетрадном представлении. Уравнение Лиу­
вилля 

137 



в матричной тетрадной форме имеет вид 
1 QI— = ...jj ^тпт'п'рт'п', (--.14) 

т 'л ' 
где Lmnm'n'—матрица с удвоенными индексами, или тетрадик. 
Сравнивая (2.14) с (2.12), найдем 

I-mntn'n' :=Нтт'Опн' .-'шт'-'-п'и. (4.10) 
Алгебра тетрадиков изоморфна алгебре матриц, что очевидно» 
если ввести упорядоченные пары индексов (т, п). Единичная 
матрица в тетрадном представлении имеет вид 

Основное кинетическое уравнение (2.11) в матричном пред­
ставлении принимает вид 

dt = 5'dS[^(.s)Pl(^ — S)U, (2.17) 

где 
W(s)^~-33Le-ts(1-®)l(\-33)L, (2.18) 

Pmn—матричный элемент р1# Второй член в левой части урав­
нения (2.11) при выборе оператора проектирования (2.12) 
•обращается в нуль, так как в этом случае 

25L2J = 0 (2.19) 
и вследствие (2.15) имеем 

А™«« = 0- (2.20) 
Поскольку оператор р1 диагоналей, уравнение (2.17) в тетрад­
ном представлении имеет вид 

dpmm (О 
dt 

о 

-\ds^mmnn(s)9m{t-S). (2.21) 

Ядро этого интегрального уравнения равно 
"**!»(•-•)--- -\Lie-i'ix-a>)L(\-<®L1\mmm, (2.22) 

где оператор Лиувилля выражен в тетрадном представлении 
(2.15). 

Ядро интегрального уравнения (2.21) удовлетворяет правилу 
сумм [157] 

2 ^ - « ( 0 — 0, (2.23) 
п 
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которое можно доказать, раскрывая матричное произведение 
и учитывая (2.15). Из (2.23) следует, что 

j^i^mmnn= ^mrnrnm- ( 2 . 2 4 ) 
пфт 

Соотношение (2.24) позволяет записать основное кинетическое 
уравнение (2.21) в форме уравнения баланса для частиц по 
квантовым состояниям 

t 
d-£^n--Us^^mmm(s)[Pnn(t-S)-9mm(t-s)\. (2.25) 

о nJ*m 

Уравнение Паули следует из (2.25), если в интегральном ядре 
ограничиться членами второго порядка по взаимодействию. Тог­
да, поскольку ядро Жттпп уже содержит множители второго 
порядка по взаимодействию, в операторе 

S(S) = * - i M Z (2.26) 
можно пренебречь взаимодействием в экспоненте, положив его 
равным 

$о{8)^е-Щ1-®)1\ (2.27) 
Кроме того, имеем 

25L0-=Lo25==O. (2.28) 
Оператор (2.27) в тетрадном представлении имеет очень прос­
тые матричные элементы, пропорциональные единичному тетра-
дику 

&°аШ(з)^е~-1,*аЬХАа, (2-29) 
где tee - . . ^ S . . . 

Используя тетрадное представление (2.15) для Lls получим 
для ядра интегрального уравнения (2.25) с точностью до членов 
второго порядка по взаимодействию 

Ктпп (S)= - [i-i»° (S) (1 -23) Li]mmn„-= 

~ ..4.1 "~ 'Й.Г (Hmo-'mft ~~' ̂ таНьт) & M ( H a n b b n — ^an^nb) — h 
a,b 

пфт 

i I - ^ i V ' " ^ + «'""*)• (2.30) 

В том же приближении можно заменить под знаком интеграла 
Р-« {t — s)zsрпп(г.), р„ш(t — s)^ртт(t) 
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и получить 

-—^—- — 2 ^\HLf (MO-P-*(')).f e^ds. (2.31) 

Вероятность перехода в единицу времени 

^ Л ^ - t l H L l 2 - 2 ^ - (2-З2) 
при t-> оо становится не зависящей от времени, принимая вид 

^ - = - |MHLf6(^-^-) (2-33) 
и получаем уравнение Паули 

- % - — 2 4 г IH- I* (--V---) (P«,-P«J. (2-34) 
л 

В общем случае ядро интегрального уравнения в тетрадном 
представлении имеет вид 

^/*по-=2Я^Я-^-^(0(^у--в/)(в«-м- (2-35> 
abed 

Нас интересует асимптотика основного кинетического уравнения 
при больших t. Преобразование Лапласа служит удобным сред­
ством для исследования такой асимптотики. 

Монтролл [123] оценил матричные элементы тетрадика & 
с помощью преобразования Лапласа 

00 

G(p) = 5 ^ - ^ ( 0 = y—Tj-—T- (2-36) 
о 

Поскольку тетрадики изоморфны матрицам, вычисление матрич­
ных элементов G(p) сводится к нахождению матрицы, обратной 
тетрадику в знаменателе (2.36). Монтролл выполняет эту опе­
рацию в явной форме. 

Если нас интересуют разложения ядра основного кинетиче­
ского уравнения по степеням Н1, то удобно воспользоваться 
тождеством для резольвенты 

1 1 
p + i(l—g))L ~ p + i(l-^)Z.„ 

~" р + 1{\-Я>) Z . - O - ^ A P + Hl-S0)L- ^2,37> 
С учетом соотношения (2.28), можно исключить член 25L- и по­
лучить уравнение для G(p) 
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типа уравнения Липмана-Швингера, хорошо известного в кван­
товой теории рассеяния ([76] гл. II). Итерация уравнения (2.38) 
дает разложение G(p) по степеням Li, т. е. # ь Резольвента 
в тетрадной форме удовлетворяет уравнению. 

откуда c помощью обратного преобразования Лапласа найдем 

C+ioo 

~ к ) dPeP' JT&fb -— (На„Ртш (p)-^ml>Qamca (P)), (2-40) 
С—»оо ,п 

Подстановка (2.40) в (2.35) дает искомое выражение для ядра 
интегрального уравнения (2.25) в любом приближении по Н1. 

Основное кинетическое уравнение Пригожина ц Резибуа 
[134] отличается от (2.25) лишь специальными обозначениями 
для матричных элементов. Они вводят обозначение 

А п п . ^ А п - п . р ^ ) , V = « - f t . 7 V = 
fn + n'\ .. „ „ , -.,•- п + п' 

2 ' 

следовательно, м = 0 дает диагональные члены. Запишем в этих 
обозначениях уравнение Лиувилля 

_ t ^ _ ) - = - - 2 ^ v ' ( - V , iVOPv^-V', 0, (2.41) 

оператор проектирования 
-2W(-V, Nf) = b(^)b(V)b(N-N') (2.42) 

и основное кинетическое уравнение 
t 

dp0 (N, 
dt ------- — \dti 2 -̂ oo (-V, Л/') ро (Л/', t — t 0 (2.43) 

0 

или в операторных обозначениях 
t 

dpojN, t) 
dt 

'o 
^dhOiN, t.)p0(/V, t - t x ) . (2.44) 

Ядро основного кинетического уравнения Пригожина, Резибуа и 
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Балеску представляют в виде диаграммных разложений, с кото­
рыми можно ознакомиться по книгам [63, 6, 72]. Вывод урав­
нения Больцмана для квантового слабо неоднородного газа ма­
лой плотности с помощью проекционной техники Цванцига ем. 
в работе Андерсена и Оппенгейма [78]. 

Вывод основного кинетического уравнения для взаимодейст­
вующих подсистем с помощью зависящего от времени проек­
ционного оператора см. в [147]. 

2.3. Энтропия неравновесного состояния, Н — теорема. Пере­
ход к сокращенному описанию неравновесного СОСТОЯНИЯ позво­
ляет ввести соответствующую ему энтропию. Поскольку полный 
статистический оператор и его логарифм удовлетворяют урав­
нению Лиувилля (см- [37] разделы 2.4, 8.4), среднее значение 
логарифма полного статистического оператора <ln p> не будет 
изменяться со временем и не может быть использовано как 
определение энтропии, Однако если принять за энтропию нерав­
новесного состояния среднее значение логарифма его медленно 
меняющейся части 1Рр, представляющий сокращенное описание 

S=- < InPl > ------ (\nSPp), (2.45) 
то такая энтропия уже может возрастать, поскольку р1 удовлет­
воряет обобщенному кинетическому уравнению, а не уравнению 
Лиувилля. 

В частном случае, когда проектирование означает взятие 
диагонального элемента в представлении гамильтониана без 
взаимодействия, энтропия равна 

5 = - < 1п25р > = - S p p l n 2 J p = - 2 Р « « 1 П Р " « - (2-46> 
п 

Spp—2P»«=1. (2.47) 
п 

Принятое определение энтропии (2.46) показывает, что зна­
ние статистического оператора еще не определяет энтропию не­
равновесного состояния и нужно, кроме того, указать интересую­
щий нас уровень сокращенного описания, который определяется 
оператором проектирования #-, т. е. решить, какую часть инфор­
мации мы хотим извлечь из р и какой информацией мы можем 
пренебречь. Эту особенность энтропии Джейнс [102] называет 
«антропоморфизмом» понятия энтропии. Обсуждение различных 
определений энтропии неравеновесного состояния см. у Ван Кам-
пена [106]. 
/о „П°кажем> ЧТ0 е с л и Рпп удовлетворяет уравнению Паули 
(2.34), то энтропия (2.46) может только возрастать, и лишь в 
случае равновесия оставаться постоянной. 

Продифференцируем (2.46) по времени 

S - - 2( lnP--+1)P™—- 2-пРя«рлл. (2.48) 
" п 
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так как второй член обращается в нуль вследствие условия нор­
мировки. 

Подставляя в (2.48) pnn, из уравнения Паули (2.34), получим 

S = 2й? I Н^ |28 ( — ^ ) In p„ (P^—P™). (2.49) 
тп 

Используя симметрию коэффициентов под знаком суммы и пе­
реставляя индексы суммирования, запишем (2.49) в виде 

ft = 4 2 1 ? |H^ | 2 S(^^)( lnp M — 1npmm)(pmm--pnn). (2.50) 
тп. 

Каждое из слагаемых этой суммы положительно или равно нулю» 
Таким образом 

§>0, (2.51) 

т. е. энтропия возрастает (или остается постоянной). Последнее 
имеет место, если рпп есть функция En . 

2.4. Проекционный оператор для логарифма статистического 
оператора. Проекционный оператор Цванцига (2.1) соответству­
ет разбиению р на сумму двух членов, один из которых изме­
няется медленно, а другой — быстро. Можно также разбить р 
на произведение двух множителей, один из которых pi изменяет-
ся медленно, а другой р2 — быстро: 

P---P.ps, (2.52) 
где pi представляет сокращенное описание неравновесного со­
стояния, а р2 содержит остальную несущественную информацию. 
Можно сказать, что р2 описывает корреляции. 

Аналогично, в нелинейной механике колебание разбивается 
на произведение медленно меняющейся амплитуды и быстро ме­
няющегося фазового множителя. 

Разбиение (2.52) означает, что 
lnp.= lnpi + lnp2. (2.53) 

Введем не зависящий от времени проекционный оператор .5s, 
не уточняя его формы*. 

1np--=3-lnp, lnp2 — ( l — ^ l n p , (2.54) 
тогда 

1пр = 5'1пр + (1— .5s) In p. (2.55) 
Очень существенно, что 1пр удовлетворяет такому же 

уравнению Лиувилля, как и р 

* Введенные pi, рг, & не совпадают с аналогичными величинами, в раз-
деле 2.1, но мы используем для них те же обозначения. В частности, SP 
может обозначать взятие диагональной части относительно Н0. 
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( ^ + JL)1np = 0, (2.56) 

которое можно решить с начальным условием 
lnp(OI<-o-=-3-lnp(0). (2.57). 

Получим основное кинетическое уравнение для 1пр1. Дейст­
вуя на уравнение (2.56) операторами Э8 и l - 9 8 слева, получим 
систему уравнений для р1 и р2 

^ + ^ L ( l n p . + lnp-) = 0 (2.58) 

- 1 ^ + ф - # Щ 1 п р 1 + 1пря)-=.0 

с начальным условием 
lnp2(t)|/_o = 0, (2.59) 

которое имеет такой же физический смысл, как и (2.7), т. е. 
смысл условия отсутствия начальных корреляций, или случай­
ности начальных фаз при t = 0. 

Второе уравнение системы (2.58) разрешим с помощью тако­
го же операторного интегрирующего множителя, как и (2.6) и 
начального условия (2.59) и получим 

i 

Inp2 (t) = — jjexp\i (t! — t) (l -&>) L\(1 —?) il lnp1 [tx)dtu (2.60) 
о 

следовательно, ln p есть функционал от In p-
lnp(t)=-=S-1np(t)-

— JexpIi(^1 — 0 ( l - ^ ) L ] ( l - ^ ) i L 5 a l a p ( t 1 ) d t 1 . (2.61) 
о 

Подставляя решение (2.60) в первое уравнение системы (2.58), 
получим замкнутое уравнение для In pi (t) 

— ^ — ) + ^ L 1 n P l ( 0 — 
t 

= — J &>L exp [ — Is (1 - 5 s ) L\ (1 — .5s) L ln p1.(t - s) ds (2.62) 
о 

—основное кинетическое уравнение для логарифма статистиче­
ского оператора, соответствующего сокращенному описанию. Оно 
имеет такую же форму, как и основное кинетическое уравнение 
(2.11) д л я ' p i . • - . . • • . . 

Физический смысл уравнения (2.62) состоит в том, что оно 
есть уравнение эволюции для динамической переменной (в кван-
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товом случае оператора) S(t)=—1npi(£), соответствующей 
энтропии неравновесного состояния 

t 

=-=-^Lexp[- i>( l - - .3 5 )L] ( l—5 s ) I5 ( t - . s )ds . (2.63) 
о 

Энтропия неравновесного состояния, в соответствии с опреде­
лением (2.45), равна 

<S(0> ——<1n P l ( t )>—- <<54np(0>. (2.64) 
Коэффициенты в обобщенном кинетическом уравнении для 

pi и для lnpi в тетрадном представлении одинаковы. Следова­
тельно, pmm, где pmn — матричные элементы р1 в представлении 
по собственным функциям Я0, во втором приближении по ма­
лости взаимодействия будут удовлетворять уравнению Паули 

п 

следовательно, 

^ f = 2 ^ I H - I 2 S (—-=-?) PramOnРпл-Inpmm). (2.66' 

Вычислим производную энтропии по времени 

' -Я Pmm = 
<— V d9mm 
dt •*•/ dt 

m 

-= - 2 j£ I "«« P8 ( : - ^ ) P««1П P«« (ltl P - - l n P«»)- (2'67 

mn 
С использованием симметрии т, it коэффициентов под знаком 
суммы, получим 

§-i^w\HL\2HEj^)(PnnlnPnn--Pmmln9mm)X ' 
тп 

Х{1прпп-Ыртм). (2.68) 
Каждое из слагаемых в этой сумме положительно, следова­
тельно, энтропия не убывает 

§>0, (2.69) 

как и для обычного уравнения Паули. 
2.5. Другой подход к построению уравнений для неравновес­

ных процессов. Усреднение по начальным состояниям. До сих 
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пор мы получали основное кинетическое уравнение как формаль­
ное решение задачи Коши (начальной задачи) с заданным 
начальным условием отсутствия корреляций при /=-0. В действи­
тельности для реальных систем корреляции должны всегда при­
сутствовать и момент t — О никак не выделен. Следовательно, 
при малых t решения (2.9) и (2.61) не пригодны. 

Из этого положения есть два выхода. Можно, как это делает 
Ван Хов [99], Пригожий [63] и многие другие авторы, явно 
рассматривать асимптотические решения уравнения Лиувилля 
при больших t, значительно больших времени затухания корре­
ляций. Этот подход подробно изложен в литературе [63, 6, 72] 
и мы не будем его касаться. 

Возможен и другой подход. С самого начала поставить зада­
чу отбора решений уравнения Лиувилля типа (2.10), соответст­
вующих сокращенному описанию, не фиксируя начального мо­
мента to- Это можно сделать с помощью усреднения по началь­
ным моментам времени формального решения задачи Коши или 
же, что эквивалентно, с помощью граничного условия сокращен­
ного описания (см. следующий раздел). 

Решение уравнения Лиувилля, удовлетворяющее начальному 
условию 

p(0 | .w„—3Wo) (2.70) 
имеет вид 

p(i ,<o)-=e~ i £ ( ' " ' ' )^p(fo), (2.7l> 

однако оно содержит нефизическую зависимость от начального 
момента времени to- Поэтому решение (2.71) имеет разумный 
физический смысл лишь при t>t0, когда уже становятся несу­
щественными детали начального СОСТОЯНИЯ. 

Поэтому мы сделаем предположение, ЧТО ЭВОЛЮЦИЯ С равной 
вероятностью может начинаться из любого начального состояния 
&р в интервале от t0 до /, который будем считать достаточно' 
большим и усредним (2.71) по начальным моментам временя 
в этом промежутке, т. е. положим 

t 

Р W = 7~77 \ е~Щ'~'°] W o ) dtQ (2.72) 

при t—;V{to}oo. На самом деле время t—t0 должно быть лишь 
достаточно велико для затухания начальных нефизических со-
состояний и формирования необходимых корреляций. 

Можно сказать, что мы исходим из п р и н ц и п а р а в н о й 
в е р о я т н о с т и н а ч а л ь н ы х с о с т о я н и й , который фор­
мулируем следующим образом: все начальные состояния стати­
стической системы, соответствующие некоторому сокращенному 
описанию ее неравновесного состояния (например &>р) равно-
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вероятны относительно выбора начального момента времени t-.-
Состояние p(t) наблюдаемое в момент t равно среднему по на* 
чальньш моментам, времени U от решения начальной задачи для 
статистического оператора (или функции распределения) p(t, t0) 
за достаточно большой промежуток времени t—.*-, необходимый 
для затухания корреляций 

t 

P(0 = -7-l—Sp(^-'o)^o. (2.73) 
и 

Это основное предположение, определяющее неравновесный 
статистический ансамбль, будет далее широко использоваться, 
и не только для сокращенного описания с помощью ."-Яр, но и ДЛЯ 
других способов сокращенного описания неравновесного со­
стояния. 

Сделанные предположения уже полностью определяют не-
равновесный статистический ансамбль. Усреднение (2.72) похоже 
на усреднение функции распределения по времени наблюдения, 
достаточно большему с микроскопической точки зрения, но 
макроскопически еще малому (временное крупноструктурное 
усреднение — «coars graining»), которое применялось Кирквудом 
[110—111] для получения неравновесной функции распределе­
ния, удовлетворяющей кинетическому уравнению из решения 
уравнения Лиувилля. Усреднение по интервалу времени наблю­
дения применялось также Мори [125—126] для вывода уравне­
ний неравновесной термодинамики из уравнения Лиувилля. 
В качестве сокращенного описания неравновесного состояния он 
использовал локально равновесное распределение. Однако есть 
существенная разница между изложенным выше подходом и 
постановкой подобной задачи Кирквудом и Мори в цитирован­
ных работах. 

Усреднение в (2.72) ведется не по интервалу времени наблю­
дения, начиная с момента t, a по времени начальных состояний, 
предшествующих моменту наблюдения. Нам кажется, что такая 
точка зрения лучше согласуется с теорией измерений [116]. 

Другая очень важная особенность формулы (2.72) состоит 
в том, что искомый оператор р входит как в левую, так и в пра­
вую часть этого равенства, следовательно оно представляет 
гобой, по существу, интегральное уравнение для р, т. е. 

p ( t ) = p ( . . . ^ p . . . ) . 
K получению именно такой формы решения уравнения Лиувилля 
мы и стремились. 

Усредненный статистический оператор (2.72) обладает весьма 
интересным свойством. Он удовлетворяет уравнению Лиувилля 
: правой частью, которую можно назвать источником и которая 
:тремится к нулю при t0—t—»—{infty}. 
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Действительно, 
t 

to 

iLe-a^-h)SPp(to)dt, (2.74) 
t 

1 С / r . , -««- ' . ) 
г—г 0 

- 0 

откуда, c использованием (2.72), получим 

J g f i + i l p f l - - - - P W - y W ^ ^ i l ^ g ? . (2.75) 

При t-*-t0 числитель в правой части уравнения (2.75) стремится 
к нулю, как и знаменатель. 

При t—to-»-00 правая часть этого уравнения стремится к нулю 
и оно переходит в уравнение Лиувилля.-Однако этот предельный 
переход следует производить лишь после термодинамического 
предельного перехода при вычислении средних любой динамиче­
ской переменной А. 

Умножая (2.75) на A и беря шпур от левой и правой части 
уравнения, получим 

- * - » — • < • - £ > - ' " U l ^ ' - (-•*•> 
где < A > = S p A p , (A >?-=SpA.5sp, 

dA дА , 1 
dt dt r ih [А, Щ. 

При всяком статистическом усреднении с помощью р пред­
полагается выполнение термодинамического предельного пере­
хода, поэтому в формуле (2.76) уже можно перейти к пределу 
t0—t—>—оо. предполагая, что средние <A> и' <A>q существуют и 
конечны, откуда следует равенство производной от среднего зна­
чения оператора А среднему значению его производной: 

4г Urn <А> = Urn { ^ ) . (2.77) 

Это равенство МОЖНО рассматривать как обобщенную формули­
ровку теоремы Лиувилля. Подобная постановка задачи типична 
для метода квазисредних, разработанного Н. Н. Боголюбовым 
для задач равновесной статистической механики, связанных с 
фазовыми переходами, при которых происходит какое-либо на­
рушение симметрии [11]. 

Бесконечно малые возмущения могут оказывать существенное 
влияние на CHCTeMy из большого числа частиц, если они нару­
шают какую-либо симметрию, снимая вырождение. Они могут 
дать конечные эффекты, если их устремлять к нулю после тер-
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модинамического предела. Представление о квазисредних оказы­
вается очень полезным в теории сверхпроводимости [80, 16] 
сверхтекучести, ферромагнетизма и антиферромагнетизма [80, 
146, li>2] и, вообще, в теории фазовых переходов [16—18]. Оно 
тесно связано с идеями Голдстоуна о «нарушенной симметрии» 
[90], играющими важную роль в теории элементарных частиц. 
Идея квазисредних очень важна и в теории неравновесных про­
цессов [38]. 

Бесконечно малый член ру~ , - в уравнении (2.75), нарушая 
симметрию относительно обращения времени, определяет гра­
ничные условия к уравнению Лиувилля и отбирает требуемые, 
запаздывающие решения. Его можно рассматривать как малую 
добавку(1— S-)/(t—-to) к оператору IL. 

Укажем на аналогию с решением волнового уравнения (или 
уравнения Гельмгольца) в математической физике, где беско­
нечно малая добавка к уравнению в зависимости от ее знака, 
отбирает запаздывающие или опережающие решения, что носит 
название «принципа предельного поглощения» (§ 27 книги 
В. С. Владимирова [30]). 

Из уравнения Лиувилля с источником (2.7S) легко вывести 
основное кинетическое уравнение, подобно тому как это дела­
лось в разделе 2.1. 

Действуя на уравнение (2.75) слева операторами 5s и 1— &\ 
соответственно, получим систему уравнений, аналогичную (2.6) 

где' 

^ - + ^1(Р1^) + р-(0) — 0, 

Р1(0 = ^Р(0, р2(0 = 0—55)Р(-)-

(2.78) 

Заметим, что источник в правой части имеет лишь второе 
уравнение системы (2.78), определяющее p2(t) —корреляцион­
ную часть статистического оператора. Запишем его в виде 

^(t-^)e"«1-^zp2(0--=-f i i ' ( 1-^ , £ i ( l - -S-)- : ( --- :o)Pi (0.(2.79) 

Интегрируя (2.79) в пределах от t0 до t найдем 
t 

' P2(t)--J±7:lei{t^i){l-&)li(\-EP)L(t'-t0)pl(t')dt' = 

и 

=--$ (l+-^)^t(l~^)£'(l-^)j-Pi('i + ')^i. (2-80) 
t.-t 
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где t0—*--..- —- oo. Следовательно, искомый статистический one.» 
ратор равен 

о 
Р<0---#Р(<)-$ (1 + г^)е г ' 1 ( 1" ' 5 й ) гЧ1—5 а )^Р(^ + ^ 1 . (2.81) 

- о - -

t0 —t-э—оо после термодинамического предела. Это решение 
уравнения Лиувилля очень похоже на решение Цванцига (2.8) 
и отличается от него предельным- переходом t0 — t-> — oo 
и наличием регуляризирующего множителя 1+•.•__,. • Этот мно­
житель равен нулю на нижнем пределе и единице на верхнем 
и указывает, что несобственный интеграл при t0~-t-> — со 
берется в смысле Чезаро. 

В формуле (2.81) можно положить i0=-0. Тогда 
t 

9{t)=^9{t)-\ ( l -7-)e _ i ' l ( 1~^ ) £ - (1—^)L^P (^-^)d^, (2.82) 
о 

где t-^-oo, что совпадает с решением Цванцига (2.8) при 
больших t, 

Заметим, что несобственный интеграл в смысле Чезаро 
можно заменить на несобственный интеграл в смысле Абеля, 
т. е, на интеграл, в котором подынтегральному выражению 
вместо множителя ( 1 + - - - К где t — tQ^>-оо, приписывается 
обрезающий множитель е8'1, е->-|-0, а верхний интеграл рас­
пространяется до минус бесконечности. Для интеграла (2.82) 
обрезающий множитель равен е~г{к 

В самом деле, из теории интегралов Лапласа следует пре­
дельная теорема [33]: 

Если f(t) ограничена снизу, т. е. существует такое положи­
тельное число С, что f(t)>—С для всех t^O и существует один 
из пределов 

т °-
hm ^r\f(t)dt или И т Л f(t)e-«dt, 

О О 

то тогда существует и другой из этих пределов и равен ему 
г °-

lim ±r[f(t)dt = llm в [ f(t)e-e'dt. (2.83) 
. " - • о - У J 8-I-+0 J 

ЭТО свойство вытекает из общей теории тауберовых тео­
рем [29]. 
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Из (2.83) после интегрирования по частям следует, что 
Г о-

hmUl~~~)f'(t)dt = lim [e-sif'(t)dt, 
Г-t-co J \ ' I B-l-l-0 J 

т. е. что интеграл в смысле Абеля равен интегралу в смысле 
Чезаро. 

Аналогично, если существует один из пределов 
о_ о 

lim — \ f (t) dt или lira в [ f (t) e8tdt, 
т-**я ' «L e-*+o J 

1 CO 

то существует и другой из них и равен ему 
о - о 

lim'--M/(t)dt = lime [ f(t)eeidt. (2.84) 
Г->о- - J 8->-f0 <J 

— / —CO 

Заменяя в (2.81) несобственный интеграл в смысле Чезаро 
на несобственный интеграл в смысле Абеля, преобразуем его 
к виду 

о 
p(0 = S-p(t)— J e*beUlV-&)LH\—9i)L&f>(t + t1)dtl, (2.85) 

—со 

где E{to}+0 после термодинамического предела, как и в (2.81), 
ЗТО решение получено в работе [151] с помощью граничного 
условия отсутствия корреляций в отдаленном прошлом, т. е. ме­
тодом неравновесного статистического оператора. 

Подставляя решение (2.80) в первое уравнение системы 
(2.78), получим основное кинетическое уравнение [151] 

- J (l + -I^j7)eit<1-^L{\-3>)Lpl(t + tl)dtv 

dt 
о 

•..-. 

= - Jee/l.3»«(1--»-)-;(1_^)Lp1(t.+ t1)--«i. (2{cdot}86) 

где t0 — t{to} — оо или в {to} -|-0 после термодинамического предела. 
Основное кинетическое уравнение (2.86) отличается от уравне­

ния Цванцига (2.11) лишь пределами интегрирования и множителями 
1-1- ' • ИЛИ eRtt, улучшающими СХОДИМОСТЬ несобственных 
интегралов, а ядра, этих интегральных уравнений одинаковы. 
Поэтому для явного раскрытия уравнения (2.86) по теории 
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возмущений можно применить ту же тетрадную технику, которая 
излагалась в разделе 2.2. Например, вместо уравнения (2.25) 
получим 

о 
d-£fr- \ - # l ( - + 7 = r ) ^mmn(tl)[Pnn(t+tl)-Plm(i + tl)]-

= IdW^X^n ('i)'[P™(' + -i)-pffl„,(^ + "i)l- (2-87> 
—оо тфп 

В частном случае, когда можно ограничиться приближением 
второго порядка малости по взаимодействию, вместо (2.31) 
будем иметь 

= 2 ^ | Я ^ Г ( Р П Л - Р т т ) I е-''(е-/Ю»'»'« + е"в»"''1)Л1.(2.88) 
Л —оо 

где t0—^-»—°° или e{to}+0. 
Таким образом, в пределе t0—t-*—оо или e{to} + 0 получаем 

уравнение Паули лишь с другим представлением б-фуикции: 
•3(ш )=,_L -•"--->•«('-<-) или в ( а > я ж ) — L _ e _ ^ 

Получим еще одно удобное представление для статистиче­
ского оператора, допускающее простую физическую интерпре­
тацию. 

Заменим несобственный интеграл при to—t—>—{infty} в уравнении 
(2.73) на несобственный интеграл при e{to}+0 с помощью (2.84). 
Получим 

о о 
p(*)=_L_. J e'-"«^p(t + ^)dti-=e 5 е-<-е'~«Я-р(* + *1).5М1(2.89) 

° t0-t -oo 
to—t{to}—oo или e{to} + 0 после термодинамического предельного 
перехода. С вероятностной точки зрения, формула (2.89) озна­
чает предположение о том, что начальные состояния, по которым 
ведется усреднение, распределены случайно с экспоненциальной 
вероятностью 

W(t,t0) = ±- <Г~0, (2.90) 
где Т = е-.'-э-оо, так как формулу (2.89) можно записать в виде 

С 1 - — ° 
p(t)= ^ ±-е т е-Щ'-*')&ру0)(Н0. (2.91> 

— со 
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Дадим наглядную физическую интерпретацию процессов, в ре­
зультате которых образуется неравновесное состояние (2.91). 
Система совершает свободную эволюцию, как изолированная 
система с оператором Лиувилля L, в классическом случае по. 
фазовой траектории, из начального состояния .î p (t0), кроме того,. 
она испытывает случайные переходы, при которых изображаю­
щая систему фазовая точка перебрасывается с одной фазовой 
траектории на другую с вероятностью W(t, t0) под влиянием 
«термостата», причем средние промежутки между случайными 
толчками неограниченно возрастают. В квантовом случае слу­
чайные переходы совершаются между квантовыми состояниями 
всей изолированной системы. Точно такая же физическая интер­
претация лежит в основе метода неравновесного статистического-
оператора [149]. 

Полезно ввести специальное обозначение для операции взя­
тия инвариантной части оператора (или классической динами­
ческой переменной) относительно эволюции с оператором Лиу­
вилля L. Инвариантную часть оператора A(t) будем обозначать 
волнистой чертой сверху 

о 
./чл/*.... л 
A{t) = e \'e^eu^A(t-\-ti)dtlt (2.92) 

— оо 

e{to}+0, после термодинамического предела. Легко понять 
смысл этой операции. Если A (t) удовлетворяет . уравнению-
Лиувилля 

то A(* + ti) —e-'----A(*). Тогда 
п 

Л ( 0 = - j 6EM.(*)dt = A(.)> 

и такой оператор совпадает со своей инвариантной частью.. 
Если же оператор A(t) не удовлетворяет уравнению Лиувилля,. 
то его инвариантная часть удовлетворяет уравнению Лиувилля 
с бесконечно малым источником 

•ллл. 
^p- + iLA(t)^-s(A(t)-A(t)), (2.93) 

т. е. в пределе e{to}+0 она удовлетворяет уравнению Лиувилля. 
Операция взятия инвариантной части в работе [41] была поло­
жена в основу построения различных форм неравновесного 
статистического оператора и широко использована в книге [37]. 

Статистический оператор (2.89) в этих обозначениях прини­
мает очень компактный вид 
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p (t) = в j ев<-е«--3-р (t + ti) dti = ^р (*). (2.94) 
—оо 

Статистический оператор (2.94) удовлетворяет уравнению 
.Лиувилля с бесконечно малым членом в правой части 

( -^+ i l )p ( t ) - -8 (p ( t ) -S -p( t ) ) f (2.95) 

который нарушает симметрию уравнения Лиувилля относитель­
но обращения времени, поскольку при t—>—t, t—>—i левая 
часть уравнения (2-95) меняет знак на обратный, а правая 
остается неизменной. В работе [35] уравнение (2.95) при &p(t), 
равном квазиравновесному распределению, было с самого 
начала положено в основу определения неравновесного статисти­
ческого оператора, как представляющее в очень компактной 
форме сущность этого метода — отбор запаздывающих решений 
уравнения Лиувилля (Приложение 111 в книге [37]). 

Полагая б = 1/Г при T{to}oo, замечаем, что правая часть урав­
нения (2.95) имеет форму релаксационного члена, описывающего 
стремление p(t) и ^p(0 в отдаленном прошлом. 

Заметим, что при зависящем от времени гамильтониане, ког­
да L~^Lt — L + Lt

l при &>p{t), равном равновесному распределе­
нию Гиббса ро, уравнение (2-95) приводит к методу теории реак­
ции Кубо. 

Действительно, уравнение 

( А + ^ ) р ( 0 = — в ( Р ( - : ) - Р о ) (2.96) 

можно записать в виде 
^ip^--il^-iL(p-p0)+e(p-p0)-=-iLJp. (2.97) 

Его можно представить в форме 
-'(е--е«-< (р - р0)) = — ie-'e—'LJp, (2.98) 

После интегрирования этого выражения в пределах от t=—оо 
до /, получим интегральное уравнение для р 

t 

p(t) = Po + j e - ^ - ^ ^ - ^ o p ( ^ 0 . (2.99) 
— со 

Итерация этого уравнения приводит к разложению Кубо ста­
тистического оператора по степеням возмущения L*. Этот 
вариант теории Кубо удобен из-за дополнительных обрезающих 
множителей е--(-»--), которые придают смысл возникающим 
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в разложении несобственным интегралам. Член s(p—р-) приво­
дит к тому, что в отсутствие взаимодействия система стремится 
к равновесному распределению р0. Такое изложение метода Ку-
бо см. в [117] и Учебнике статистической физики [66] § 97. 

Уравнение Лиувилля с бесконечно малым источником (2.95) 
сохраняет основное свойство уравнения Лиувилля: производ­
ная по времени ДЛЯ любого оператора А равна средней от его 
производной. 

Действительно, умножая уравнение (2.95) на A и беря шпур, 
получим 

S p ( - ^ ~ A ) - S P ( i I P A ) - E ( < А > - < А > 9), (2.100) 

где < А > = Sp(Ap), { А > — Sp(A.55p). После термодинамиче­
ского предельного перехода можно устремить е к нулю, При 
е-> + 0 , предполагая существование средних (А) и < А > q, 
получим 

4 1 1 ш < Л > = 1 1 т < 4 т - > . С--.101) 
где 

< А ) -= Lim Sp(p(*)A). 
V—yoo 

V|-V=COI15t 

Таким образом, уравнение Лиувилля выполняется для квази­
средних в смысле Н. Н. Боголюбова [11]. 

Выражение (2.94) для статистического оператора можно за­
писать в другой форме, если проинтегрировать его по частям 

о 
p (0=S-p( t ) - - jj e^eiLii (iLfflp (t + /•) — dfip V + *•> | dtv (2.102) 

Это выражение отличается от (2.85) тем, что эволюция рассм 
ривается с полным, а не с приведенным (1—@)L onepaToj 
Лиувилля и наличием производной по времени от fPp. Для и» 
рационного решения уравнения по малости взаимодействия бо­
лее удобно выражение (2.85). 

2.6. Граничное условие при t0—t-*—оо и при tQ—£{to}{infty}. За­
паздывающие и опережающие решения. До сих пор для того, 
чтобы освободиться от влияния начального неравновесного со­
стояния при to, мы усредняли решение начальной задачи по 
прошлым моментам времени. Избавиться от влияния начального 
момента времени можно и другим эквивалентным способом, не­
посредственно задавая граничное условие, которое гарантирует 
сокращенное описание в отдаленном прошлом [43]. Такое ре­
шение дает сокращенное описание и для любого момента вре­
мени. .* 

Будем искать такие решения уравнения Лиувилля, для кото­
рых отсутствуют корреляции в отдаленном прошлом, т. е. кото-
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рые удовлетворяют граничному условию 
е-"('-'.)(р(<о)-3-р(-о))-*0 (2.103) 

при ^0—-t-> оо или 
e^(P( t + ^1)-.5sp(^ + )̂){to}0 (2.10За) 

ПРИ tl-4 ОО. 
Мы пользуемся термином «граничное условие», а не началь­

ное условие, в связи с тем, что ставится не начальная задача, а 
задача отбора решений уравнения Лиувилля, удовлетворяющих 
определенному условию, т. е. соответствующих сокращенному 
описанию. Граничное условие (2.10З) МОЖНО назвать граничным 
условием сокращенного описания. На его основе в работе [43] 
развивался метод неравновесного статистического оператора. 

Хорошим примером подобной постановки задачи может слу­
жить решение кинетического уравнения Больцмана по методу 
Чепмена и Энскога [74, 71], в котором ищутся частные решения 
уравнения Больцмана, называемые нормальными, зависящие от 
времени лишь через термодинамические параметры: температу­
ру, ПЛОТНОСТЬ и массовую скорость. Переформулировку метода 
Чепмена—Энскога, с помощью граничного условия в отдален­
ном прошлом см. в [47, 5]. 

Заменим предел fi—>—оо пределом e{to}+0 в (2.103а) 
о о 

e lee'-e^'-p (* + *!)#,•—в JeB-«e----5-p({cdot}> + ti)rft1, (2.104) 

e{to}+0 после термодинамического предела. Если р(/) удовлет­
воряет уравнению Лиувилля, то из (2.104) сразу следует (2.94). 
Однако p(t) удовлетворяет уравнению Лиувилля лишь c точ­
ностью до бесконечно малых членов, поэтому будем более 
осторожны. Интегрируя левую часть (2.104) по частям, получим 

о 
. ллллл 

dtxe^ -—- е—'р. (* + ti) = ^ p it). (2.105) ( о - S dty 
—оо 

ПОЛОЖИМ 
\ л л л л 

p(t)-=.9-p(^). (2.106) 
Тогда p(t + ti) удовлетворяет уравнению 

a p ( a ^ l ) ' + f - : P ( - + - i ) - = - - - (p ( - + -i)-gaP(-- + -i)) 
и интегральный член в (2.105) равен нулю 

о 
J^1e-''-57-^-'P(^ + <l)-=-

—оо 

о 

— —е jj dtieB-«e'-;'«(p(t + t,)'-SaP.(' + '0)--=0, 
— оо 
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в силу граничного условия (2.104), что оправдывает сделанное 
предположение и (2.106) есть действительно искомое решение. 

В разделе 2.5 мы исходили из начальной задачи и усредняли 
решение по начальным состояниям, что привело нас только к 
запаздывающим, причинным решениям уравнения Лиувилля. 
Это и понятно, так как постановка начальной задачи соответст­
вует принципу причинности. Граничное условие (2.103) также 
соответствует начальной задаче и дает запаздывающие решения 
уравнения Лиувилля. 

Посмотрим, к каким результатам приводит граничное усло­
вие отсутствия корреляции не в отдаленном прошлом, а в отда­
ленном будущем. Этот вопрос был выяснен Коэном и Берлиньш 
[87] для частного случая построения кинетического уравнения 
Больцмана, когда ищутся решения удовлетворяющие гранично­
му условию Боголюбова ослабления корреляции в прошлом или 
в будущем. Они показали, что граничное условие в отдаленном 
будущем приводит к кинетическому уравнению Больцмана с 
обратным знаком перед интегралом столкновения. 

Будем искать такие решения уравнения Лиувилля, для кото­
рых отсутствуют корреляции не в прошлом, а в будущем, т. е. 
исходить из граничного условия 

e-i4t-U) (p(t0)~S-p(t0))->0 (2.107) 
при t0 — t {to} oo . 

Заменяя предел t0—•t = t1{to}oo пределом e{to}-f-0, получим 

e 
о 

oo oo 

С e-etietutp у _|_ tl) dtx=^ е-*''еш&р (t + ti) dtx. (2.108) 

Интегрируя левую часть уравнения (2.108) по частям, по­
лучим 

со оо 

р(-?)_|.Се--'« --— e'--'ip(t + rf1)=-.B J e-e '.e"--#p(* + *i)fiW1. (2.109)' 
о о 

Уравнение (2.109) имеет решение 
оо 

p(t) = ^e-^elu^p{i-^tx)dtv (2.110) 
о 

которое удовлетворяет уравнению Лиувилля с бесконечно ма­
лым источником, как и в (2.95), но другого знака 

i ^ + iLp( t ) -e(p( t ) -5-p( t ) ) . (2.111) 

Следовательно, интегральный член в левой части уравнения 



(2.109) равен нулю 
со 

5rft1e--''-^--e«'«p(t+t1)= 
о 

оо 

- = e ^ d ^ ^ £ ' > ( P ^ + ^)~^P( ! ; + ^)) = 0 ' 
о 

в силу граничного условия (2.108). Таким образом, (2.110) есть 
искомое, опережающее решение уравнения Лиувилля. 

Запаздывающее и опережающее решения удовлетворяют 
уравнению 

i£M + iLp(t)=+,(p(i)-^(t)), (2.112) 

e{to}+0, где знак минус или плюс дают, соответственно, первый 
или второй тип решения. 

Выведем из уравнения (2.112) обобщенные кинетические 
уравнения для запаздывающего и опережающего решения урав­
нения Лиувилля. 

Действуя на уравнение (2.112) операторами & и 1—53 полу­
чим систему 

-%—- + i5-L(Pl(0 + p2(0) — 0, 

до ft) ( 2 Л 1 3> 
%—-+4--^)L(p1(0+p2('))—+ep2(0> dt 

где 
Pl(t) = S-p(0, Р-(0-=(--3-)р(-). 

Запишем второе уравнение системы в виде 

±e±**euV-Wpi(t)=-e**iet41-*V-i{l-P)Lpl(t), (2.114) 
где est соответствует запаздывающему, а е~ы — опережающему 
граничному условию. Интегрируя (2.114) в пределах от — оо 
до 0 в первом случае и от 0 до оо во втором случае, получим 
два решения 

t 

Pi+) (t)=: - j e^-Oe^'-'W-^i^ -gb)Lp[+) (t>)dt> (2.116) 

— запаздывающее решение и 
со 

pb-)(t)=-§e-*<t,-')e,lt'-1)V-*)Li{\-&)L9t)(t')M' (2.116) 
t 
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— опережающее решение. Запаздывающее решение удовлетво­
ряет обычному основному кинетическому уравнению (2.86) 

-—-—i + ^Zp(+)(0-
о 

= _ j eB-V^-^O—^Lp^ + ti)^:, ; (2.117) 
.— со 

а опережающее уравнение основному кинетическому уравнению 
др$-] (t) 
-V—- + i^Lpj-) (t) = 

DO 

= „ j e - - V ' ( I - ^ ) i ( i _ . 5 a ) l p ( - ) ( . f + ^ ) ^ 1 > (2.П8) 
о 

в котором в правой части интегрирование ведется не по прош­
лым, а по будущим состояниям, что определяет другой знак 
перед интегралом столкновения. Это уравнение можно назвать 
антикинетическим. 

В приближении второго порядка малости по взаимодействию-
уравнение (2.118) принимает вид 

и О 

= - 2¥\Ни2(Рпп~Ртп) &KJ, (—119)' 

т. е. получили уравнение Паули с обратным знаком перед интег­
ралом столкновения, т. е. антикинетическое уравнение Паули. 
Следовательно, опережающее решение приводит не к возраста­
нию, а к убыванию энтропии и должно быть отброшено, как не 
имеющее физического смысла. В работе Коэна и Берлина [87] 
это свойство установлено для антикинетического уравнения 
Больцмаиа. 

§ 3. НЕРАВНОВЕСНЫЙ СТАТИСТИЧЕСКИЙ ОПЕРАТОР 

3.1. Квазиравновесное распределение. В § 2 неравновесное 
состояние описывалось заданием оператора проектирования. Та­
кой подход обладает большой простотой и общностью, однако он 
требует удачного выбора оператора проектирования, что не всег­
да очевидно. Возможен другой, также достаточно общий способ 
описания неравновесного состояния, при котором за основу при­
нимается набор наблюдаемых величин, для которых мы хотим 
получить замкнутые уравнения баланса! Например, можно 
выбрать операторы чисел заполнения, средние значения которых 
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удовлетворяют кинетическому уравнению или динамические 
переменные плотностей энергии, импульса и числа частиц, сред­
ние значения которых удовлетворяют уравнениям гидродина­
мики. 

Будем, следуя методу неравновесного статистического опера­
тора [37, 39—41, 35], искать такие решения уравнения Лиувил-
ля, которые зависят от времени лишь через средние значения 
некоторого набора наблюдаемых <Pm>t, достаточно для опи­
сания неравновесного состояния: 

p ( t ) - p ( . . . < Рп > ' . . . ) , < Ра > <-Sp(p(/) Рп)- (3.1) 
Например, в качестве операторов Рт могут быть выбраны одно-
частичные операторы плотности в фазовом пространстве клас­
сической статистической механики 

N 

MP. х)=28(Р-Ру)Чх-ху)- (3-2) 

•Они широко использовались Ю. Л. Климоитовичем [52, 53] в 
теории, неравновесной плазмы, причем величины <nj(p, x) > 
удовлетворяют кинетическому уравнению Больцмана. С по­
мощью (3.2) можно получить обобщенную формулировку гра­
ничного условия ослабления корреляции [44]. Можно выбрать в 
качестве Рт также числа заполнения пк = ак

+ак, тогда для 
<.".,-> получим квантовое кинетическое уравнение [60—61, 4]. 

Если выбрать за основу описания динамические переменные 
плотностей энергии, числа частиц и импульса -^(х), -"г(х), р (х), 
то для их средних значений получим уравнения гидродинамики 
[37]. 

Формальное решение (3.1) является, по существу, уравнени­
ем для р, так как усреднение Рт в правой части уравнения вы­
полняется с тем же p(t) который входит и в левую часть урав­
нения (3.1). 

Возникает естественный вопрос, как выбрать набор операто­
ров или динамических переменных, достаточных для описания 
данного неравновесного состояния? Основным критерием выбора 
служит медленность изменения этих величин со временем. На­
пример, для жидкости с малыми градиентами температуры, плот­
ности, гидродинамической скорости, величины Н(х), п(х), р(х) 
изменяются медленно, и поэтому их мозкно выбрать за основу 
описания неравновесных состояний. Для газа малой плотности 
или с малым взаимодействием между частицами в случае клас­
сической статистики одиочастичные операторы плотности (3.2) 
(а в случае квантовой статистики операторы чисел заполнения) 
изменяются медленно и поэтому они могут быть использованы 
для описания неравновесного состояния газа. 
. . В качестве вспомогательного неравновесного распределения 
удобно использовать квазиравновесное распределение, которое 
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соответствует экстремуму информационной энтропии 
S ——Sp(plnp) (3.3) 

при дополнительных условиях, что заданы средние значения 
набора величин Рп 

<P„>=Sp(p(t)Pn) (3.4) 
и при сохранении нормировки Spp (t) =1. 

Из этих условий найдем 

р-(0-ехр{-Ф(0-2^(0-°.~}, (3.5) 
где Ф(/) —• функция Масье—Планка, или когда п содержит не­
прерывный индекс - функционал Масье-Планка. Например, 
если операторы описывают плотности физических величии 
Рп(х), имеем 

P?(') = exp{-©(t)-2j.F.-(x,t)P„(x)-- '--}- (3-6) 

Функция Масье-Планка определяется из условия нормировки 
р- и равна 

Ф (t) = ln Sp expf — 2 CF« (x, t) Pn (x) dx}. (3.7) 

В случае классической статистической механики символ Sp 
означает интегрирование по всем фазовым переменным с весом 

,-.-, dpxdq^ ... dpNdqN 
aJL.v = —г? . 

N\ hm 

Параметры Fn(t) подбираются так, чтобы истинные средние 
исходного набора величин Рп были равны их квазиравновесным 
средним 

<pn>--=<P->j--=sP(Pe(-)P-), (3.8) 
тогда квазиравновесное распределение становится максимально 
близким к истинному неравновесному распределению, которое 
следует определить. 

Джейнс [100-101], по-видимому, один из первых высказал 
идею о возможности использования квазиравновесного распре­
деления для описания неравновесного состояния. Эта идея, раз­
вивалась далее многими авторами: Накаджима [130] Мори 
[124-126], Д. Н. Зубаревым [37, 39-40], Мак-Леннаном 
[120], Швеглером [140], Робертсоном [137-138], Д. Н. Зубаре­
вым и В. П. Калашниковым [41], С. В. Пелетминскйм и 
А. А. Яценко [60, 4]. 

Квазиравновесному распределению (3.5) соответствует эн-
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тропия 
5 ( 0 — - < i n p e ( o > - ® ( 0 + . 2 / ? " ( ' ) < P » > ' Q 

---ф(<)+2-'«(-)<-0«><' (3-9> 

n 
которая no определению принимается за энтропию неравновес­
ного состояния. 

Определение энтропии (3.9) согласуется с введенным ранее 
определением (2.45), если ввести такой оператор проектирова­
ния &{t), чтобы Qq(t)=&{t)p{t). В разделе 3.5 будет показано 
как это сделать. 

Из (3.7), (3.9) следуют термодинамические равенства 

и соотношения Гиббса- Гельмгольца в функциональной форме 

_ ' я^в.гп(0' в 

ф (о=-?(о-2<р*> 6S(Q 

которые показывают, что параметры Fn(t) сопряжены истинным 
средним значениям < Р П > ( , что обеспечено условиями самосо­
гласования (3.8). 

Соотношение (3.9) позволяет определить энтропию для со­
стояний, далеких от статистического равновесия: энтропией не­
равновесного распределения называется энтропия такого квази­
равновесного распределения, которое обладает такими же значе­
ниями средних величин Рп, как и данное неравновесное распре­
деление. 

Принятое выше определение энтропии неравновесного состоя­
ния позволяет избежать противоречия, к которому мы пришли 
бы, принимая в качестве эитропии гиббсовскую энтропию» 
- < l n p > , где р удовлетворяет уравнению Лиувилля. Такая 
энтропия сохраняется во времени и пригодна лишь для равно­
весных состояний. 

Для введенной энтропии производная по времени (т. е. про­
изводство энтропии) равна 

— ^ - - - А < 1пр- > • - - < -£&+{1пр,, Щ > (ЗЛ1> 

и, вообще говоря, не равна нулю, так как рд не удовлетворяет 
уравнению Лиувилля, за исключением случая статистического 
равновесия. 
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(3.12) 

Принимая во внимание выражение (3.5), найдем 
a in р.., дФ({) . у-алло р 

dt ~ dt "г"' Zi dt r " ' 
п 

—{1прг,я}=2^(0-я«. 
п 

где 
P . - { P „ , H } (3.13) 

-производная по времени от динамической переменной Р„. 
Дифференцируя по времени (3.7), получим 

д®. v - dpn{t) , р s t -.ri dFn(t) . р t „ . .. 

re от 

следовательно, 

^ = _ 5 ^ а ( Р й - < Р л > о , (3.15) a* ..iJ dt 
n 

откуда 
<-̂ L£f?> =0 . (3.16) 

С учетом этих соотношений, для производства энтропии полу­
чим выражение 

-»<S(0> 
dt -^Fn(t){Pn)*, (3.17) 

вообще говоря, отличное от нуля, за исключением случая, 
когда Я„ — интегралы движения. 

Знание функционала Ф(/) позволяет также вычислить флук­
туации величин Рп. Действительно, 

а-ф(0 ' 8<-°«>g _. -</>«>£ 
8Fm(t)8Fn(t) — 6Fn(t) — 8Fm(t) — ^п' - * > ' - 0 , - - ° ' 

где (Р„, Л-.)—-квантовая корреляционная функция 

(P„,Pm)=$ < ( Р „ - <P„>^) (P m ( t ) - <ЯМ> J)>Jrft (ЗЛ9) 
о 

В случае классической статистики квантовые корреляционные 
функции (3.19) переходят в классические 

(Л,, Pm) = < ( Р « - < Я« > 0 ( Р ~ - < Р - > ',) > «• (3.19а) 
Термин квазиравновесное распределение не означает близо­

сти к статистическому равновесию, например, состояние газа 
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может быть очень далеким от равновесного, НО описываться од-
ночастичной функцией распределения. Тогда, выбирая за осно­
ву динамические переменные (3.2), мы называем такое распре­
деление квазиравновесным. Это означает лишь то, что для него 
полная функция распределения зависит от времени только че­
рез одночастичную. Термином квазиравновесное распределение 
мы хотим лишь подчеркнуть, что пользуемся сокращенным опи­
санием неравновесного состояния, на каком-либо его уровне и 
применяем термодинамический язык даже для состояний дале­
ких от равновесного. 

3.2. Квазиравновесное распределение для слабонеидеально-
го газа. Поясним построение квазиравновесного распределения 
на примере слабонеидеалы-юго газа [44, 152]. Для описания не­
равновесного состояния слабонеидеального газа в классической 
статистической механике достаточно задания одиочастичной 
функции распределения 

/ i ( P i X 1 , 0 = $-'r-/-.iP(piXi, ...,р„х„, t), (3.20) 

rfp2.ix:2... dpNdxN 
dr. .v-i- (N-l)\hW-V 

dr.v-i — элемент фазового объема TV — 1 частиц 2, 3,-.. . , N — 1 
в единицах /z3(/v_1). Одночастичная функция распределения (3.20) 
подчиняется условию нормировки 

$ — # i / i ( P b X 1 , 0 - - V . (3.21) 

Ее можно рассматривать, как среднее значение динамической 
переменной (3.2) —одиочастичной плотности в фазовом прост­
ранстве. 

Действительно, 

U i ( p , x ) ) - fAv;/' - , (3.22) 

т. e. /i отличается от < n i > лишь множителем /г3. 
Квазиравновесное распределение найдем из экстремума ин­

формационной энтропии (3.3) при дополнительном условии за­
дания средних < n i ( p , x ) > ' , как фиксированных функций p,x, t 
и при сохранении нормировки. 

Будем исходить из абсолютного экстремума функционала 

— \ р{1пр+Ф(0~ 1 + \ dpdxai (p,x, t)ni(p, x)}dr, 

где d r = dpidx1 . . . dpNdxN/N\hm, p-фуикция фазовых перемен­
ных, а Ф(/)~-1, а1 (р, х, t)—лагранжевы множители. Из этого 
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условия найдем квазиравновесную функцию распределения 

Р? = ехр|—Ф(0 —WpdxMp, х, 0«i(p,x)}== 

•-Q^exp — - 2 «i(P;. •«;.-) • (3-23) 

Q~ —^—jjdrexp j - j j dpdxa^p .x , t)-»i(p,x)j-. (3.24) 
i должна быть найдена из условия самосогла-

<Й1(Р,х)>--=<й1(р,х)>' (3.25) 

где 

Функция a! (p, х, t) должна быть найдена из условия самосогла-
сования 

где 

< . . . > < = J dr.vp, (plX- . . . p„x„, t)... (3.26) 

— усреднение с квазиравновесной функцией распределения, a 
< . . .> '—усреднение с истинной функцией распределения. 

Уравнение (3.25) с использованием (3.2), (3.22), (3.23) мож­
но представить в виде 

/ l (Р. X, t) 

_„.-.-.<*.., j *•«••-£-<«* ехр | - J -, (р„ х„ o} (3.27) 

ИЛИ, воспользовавшись условием нормировки (3.21), в виде 
/ , (р, х, О _ ATe-ftfr'*"-) ,o 9 R , 

л5 J ^ t f , * < f *•<->•-<)" к ' 
Это уравнение для функции аг (р, х, t) имеет очевидное решение 

^ (р, х, t)=—1n/1(p, x, t), (3.29) 
поэтому квазиравновесная функция распределения имеет вид 

P«(PiXi,..., p.vx.v. t^Q^Hfifpj, xy, t), (3.30) 
* ' ./ 

где 
Q?= [dvllf^pj, x}, t)--

i 
,N 
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по формуле Стерлинга. Следовательно, 

Ре (Р1х1 • • • P-VX.V) = П e - 7i (Р;> ху *)• (3-32) 

Энтропия квазиравновесного распределения равна 

5 _ - < 1 п Р в > ^ - ^ / 1 < Р . x, 0 Ш ( — - ^ ) . < 3 . 3 3 ) 

т. е. совпадает с больцмановской энтропией. 
Выше мы исключили вспомогательную функцию а. (р, x, t). 

Очевидно, что функциональные переменные <rt i (p ,x)>- и 
ai (р, х, t) являются термодинамически сопряженными, в том 
смысле, что они могут быть получены при вариации функциона­
лов Qq и 5: 

§———----—- ( M P . х ) ) ? - <Я1Ф. Х)> - д. 

л / Г 4N,=ft-(P. x, -=)•=--InAO». x, 0, (3,34) 

что является частным случаем формул (3.10). 
В неидеальном газе неравновесное состояние определяется 

не только одночастичной, но и двухчастичной функцией рас­
пределения . 

/2(р, х, р', х', t) = 

S dpsdxa...dpNdxN 
(N_2)lhW-2) Р * Х ' Р ' х ' ' РзХз. • .P-vX-v) (3.35) 

с нормировкой 
dpdxap'dx' / а ( р х > 1 ) / х / | t)=N(N-\). (3.35a) 

Поэтому для неидеального газа естественно ввести, наряду 
с одночастичной, динамическую переменную двухчастичной 
плотности в фазовом пространстве 

•V 

n2(Px, P'x')—28(P-Py)-'(---Xy)-(p'-p*)-(x'--c*). (3.36) 

Соответствующее квазиравновесное распределение имеет вид 
Pe = Q--exp|— jjdpdxa-(p, х)/г1(р, х) — 

- у J dpdxdp'dx'a2(px, р'х')л2(рх. Р'х')}, (3.37) 
где лагранжевы множители ах и а2 определяются из условий 
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самосогласования 
<n1(p, х)> —•<»№, х)><, 

< «a (px, р'х') > - -=<«- (рх, р'х') > J . (3.37а) 
Решение этих уравнений для газа малой плотности см. в [152]. 
В этом случае энтропия уже не совпадает с больцмановской, а 
содержит дополнительный член, описывающий корреляции 

л с _ Г С- dpdxdp'dx' , , , л | Л(рх, р'х') 
^ - ~ 2 i Л- . - W * . - ^ ^ / . ( p x ) / ^ ' : - : ' ) 

— корреляционную энтропию, существование которой было 
впервые установлено Г. Грином [92] для равновесного случая. 
Корреляционная энтропия для неравновесного случая была изу­
чена Ю. Л. Климентовичем [52, 54]. 

3.3. Локально равновесное распределение. Хорошо известно, 
что для газов и для жидкостей в широкой области значений 
параметров применимо гидродинамическое описание неравновес­
ных процессов с помощью зависящих от координат и времени 
плотностей энергии, числа частиц, импульса и соответствующих 
им параметров—• температуры, химического потенциала, массо­
вой скорости. Такое описание делается обычно на макроскопи­
ческом уровне, но оно возможно также и на микроскопическом 
уровне, что было впервые сделано М. Грином [93—94]. 

Гидродинамическое описание возможно, если процессы пере­
носа энергии, массы и импульса происходят достаточно медлен­
но во времени и характеризуются достаточно малыми простран­
ственными градиентами температуры, плотности и массовой 
скорости. Они должны быть настолько малы, чтобы состояние 
мало отличалось от локально равновесного состояния, т. е. от 
состояния, подобного гиббеовскому равновесному, но с завися­
щими от координат и времени параметрами. 

Будем рассматривать однокомпонентную систему частиц, газ 
или жидкость, с гамильтонианом 

"~2^+т2<-Ч1*,---*&' <3"38) 
и ограничимся случаем классической механики. 

Плотностям энергии, числа частиц и импульса соответст­
вуют динамические переменные 

H(x)=2(^+^2cp(i^-^i))6(x/-x)' 

«(Х)-28(Х;-х). <-3-39) 
/ 

p(x) -2p ;S(X; -X) , 
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поскольку интегралы от них равны полному гамильтониану 
системы Н, полному числу частиц N и полному импульсу Р 

j#(x)dx—tf, | / г . (х)Л-Л/ , Jp(x)dx-=P. (3.40) 
Существенно, что величины Н (х), л(х), р(х) являются 

плотностями интегралов движения. Их Фурье — компоненты 

tfk-J <r-«k->#(x)dx, 

nk = $e-lWn(x)dx, (З.41) 
рк = = |е-г(кх)р(Х)^х 

при к=0 есть интегралы движения. (Смысл N как интеграла 
движения становится ясен в квантовой механике.) При малых,. 
но не равных нулю к, что соответствует малым пространствен­
ным градиентам, эти величины меняются медленно и поэтому 
могут описывать неравновесное, но близкое к равновесию 
состояние. 

Квазиравновесное распределение, которое в данном случае 
будем называть локально равновесным, найдем из экстремума 
информационной энтропии при дополнительных условиях, что 
фиксированны средние плотность энергии < Я ( х ) > , плотность 
числа частиц < n ( x ) > и плотность импульса < р ( х ) > при 
сохранении нормировки. 

Будем искать абсолютный экстремум функционала 

- Jp{ jnp + © ( 0 - l + Jp(x,t)[H(x)-({mu}(x,0-

- —ия(х, t))rt(x)-v(x,t)-p(x)]dx}dr, (3.42> 

где р —функция фазовых переменных pixi, ...,pNxu, а лаграи-
жевы множители — функции Ф(*) — 1, р (х, ^), — р (х, t) (и, (х, t) — 
— -̂ - v2 (х, tfj, — P(x>0 v(x,t). Такой выбор лагранжевых мно­
жителей связан с тем, что параметр p(x,z.), играющий роль 
обратной температуры, должен быть сопряжен не с Н (х), 
а с Н' (х) — плотностью энергии в системе, движущейся вместе 
с элементом жидкости с массовой скоростью V (х, t). В этой 
системе 

р ; = р ; —mv(x,t), 

p'(x) = P(x)-n(x)mv(x,0, (3.43) 

H/(X)=H(X)-V(X,t)-p(X) + |-t)-(X,t)ft'(x), 
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причем v (x, t) выбрана так, чтобы 
<p'(x)><= <p(x)><- <n(x)>-mv(x,*) = 0, (3.44> 

т. е. совпадает с массовой скоростью. 
Преобразование (3.43) есть преобразование Галилея, если V 

не зависит от t. В действительности массовая скорость зависит 
от времени, но в гидродинамике она есть медленная макроско­
пическая переменная. 

-Из условия обращения в нуль вариации (3.42) получим 
искомое квазиравновесное, т. е. локально равновесное распре­
деление 

Р/ = ехр {— Ф (t) — J p (x, t) (Я' (x) - fi (x, t) ft (x)) dx} — 

— exp{—O(t)-5p(x,0[H(x) — ( n ( x , 0 - | - " 2 ( x , tj)ti{x)-

- v(x,t)-p(x)]dx}. (3A5> 
Функционал Ф(0 найдем из условия нормировки Spp,=-1 

Ф (t) = In j ехр { - j p (x, t) (Я' (x) — \i (x, t) n (x)) dx} dr. (3.46) 

В частном случае, когда |3(x,f), \x(x,t), v(x,/) постоянны в 
пространстве и во времени формула 3.45 переходит в локально 
равновесное распределение Гиббса для большого канонического 
ансамбля системы, движущейся как целое со скоростью v. 

Для того чтобы выяснить смысл параметров $(x,t), \x,(x,t) 
рассмотрим термодинамические равенства 

-Р(*. о < Я ( Х ) > " 3.47) 

sp 
В соответствии с нашим условием самосогласованного выбора 
параметров (3.8) полагаем 

<Я(х)><=<Я(х)><, <гс(х)><=<я(х)><, (3.48) 
следовательно, и 

< Я ' ( х ) > Н < Я ' ( * ) > ' • (3.49) 
Поэтому термодинамические равенства (3.47) принимают вид 

- М ^ = _ < Я ' ( х ) > < , 

бр(х, Ои(*.-) ^ W ; 
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Энтропия в локально равновесном состоянии равна 
5(*).=Ф(*) + $ р(х, t)( < Н'{х) > J — [x(x, i)< »(x) > {)dx— 

«Ф (д:)+J P(x,t)(< Я'(--)>*-!*(--. *)<«(х) >')-*•*• (3.51) 
Варьируя (3.51) с учетом (3.50), получим 

. . _ _ ( _ — - Р ( х , 0, &Sit) , =-$(x,l)\i(x,t). (3.52) 
б ( Я ' ( х ) > / V 8 < я ( х ) > ' v 

Термодинамические соотношения (3.50), (3.52) показывают, 
что P(x,t) играет роль обратной температуры, а [х(х, t) —хими­
ческого потенциала. Таким образом, с помощью локально равно­
весного распределения можно ввести не только энтропию, но и 
другие термодинамические функции. Б более компактных 
обозначениях запишем (3.45) в виде 

p- = exp -Ф(^) — _ \Fm(x,t)Pm(x)dx\, (3.53) 
1 m=0 I 

где 
Р0(х)-=Я(х), .F0(x,t).=p(x,t), 
Р,(х)=р(л:), Л(х,*)=---р(х, *)v(x, *). (3-54) 
P2(x)=n(x), E2(x, t)=-p(x,t)(|x(x., t)-fv*(x, t)). 

Эта форма р. удобна тем, что она соответствует принятым 
обозначениям для квазиравновесного распределения (3.6). Со­
ответствие с обозначениями (3.5) получим, если перейдем к 
Фурье — компонентам операторов Рт(х) и параметров Fw(x, /) 

Pm = ^e-i^Pm{x)dx, 

РтЧ^) = ^\е-^)Гт(х, t)dx, 
(3.55) 

где обратные преобразования имеют вид 
1 

q (3.56) 

q 
В этих обозначениях локально-равновесное распределение при­
нимает вид 

р- = ехр | -Ф(0— 2 ^m,-q(t)Pm\, (3.57) 
mq 

(/n—0,1,2) 
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•а функционал Масье—Планка 

®(t) = 1nSpexp(_2'~'.-.-4({cdot}<)Pmq} (3.5S) 

становится функцией от фурье-компонент Fm,-q(t). Термодина­
мические равенства выражаются теперь не через функциональ­
ные, а через обычные производные 

Квазиравновесное распределение можно рассматривать как 
некоторое равновесное распределение в фиктивных полях 
Fm(x, 0 . Э т а аналогия наиболее проста для системы в термоста­
те, в отсутствие гидродинамических потоков, когда химический 
потенциал можно рассматривать как внешнее потенциальное 
поле (М. А. Леонтович [56] § 31). Если имеется поле скоро­
стей, то локально равновесное распределение можно сопоставить 
с равновесным распределением в электромагнитном поле, с 
векторным потенциалом A (x, t) и скалярным потенциалом <р (х, t). 
Эта аналогия была подробно исследована Латтинжером [118]. 
В случае переменной температуры можно провести аналогию с 
равновесным.распределением в гравитационном поле, с привле­
чением общей теории относительности. 

Описание неравновесного СОСТОЯНИЯ С ПОМОЩЬЮ одночастич-
ной и двухчастичной функций распределения, которое обсужда­
лось в предыдущем разделе, является более общим, чем описа­
ние его локально равновесным состоянием. Действительно, сред­
ние значения динамических переменных # (х ) , р (х), п(х), ПОЛ­
НОСТЬЮ определены, если заданы одночастичная и двухчастичная 
функция распределения, но не наоборот. 

Мы рассмотрели локально равновесное распределения для 
случая классической статистики и однокомпонентной системы. 

Не представляет труда обобщение этих результатов для 
квантового случая и для смеси [37]. При этом динамические 
переменные #(х), р (х), n(x) становятся квантовомеханическими 
операторами, а нормирующий множитель, определяется не через 
конфигурационный интеграл, а через соответствующий шпур, 

3.4. Неравновесный статистический оператор как инвариант­
ная часть квазиравновесного. Исходя из описания неравновес­
ного состояния с помощью квазиравновесного распределения, 
не представляет труда построить неравновесный статистический 
•оператор, тем же методом, как и в § 2, где роль pq играло .^р. 

Поставим задачу отбора решений уравнения Лиувилля, типа 
(3.1), соответствующий сокращенному описанию на основе набо­
ра величины < P n > f . 

Решение уравнения Лиувилля, удовлетворяющее начальному 
условию 

р (0 |^ - -Р ? ( "о ) - (3.60) 
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имеет вид 
Р(Мо) — .5-^'-Ч>Л*о)- (3.61) 

Оно содержит нефизическую зависимость от начального момента 
t0, которую нужно устранить. Для этого усредним решение 
(3.61) по начальным моментам времени в интервале от t0 до t 

t 

9 (0-=--=гг \ е-"('-'->Р, (to) dt0 (3.62) 

и будем считать, что / — t0 достаточно велико для затухания 
начальных нефизических состояний, полагая формально t — 
--t0{to}oo, после термодинамического предела. При этом t—t0 не 
должно превышать времени релаксации к равновесию всей 
системы. 

Параметры Fn(t), входящие в p<-(t), определяются из усло­
вия самосогласования 

<P ->J= <P->'- (3.63) 
Оператор р~, входящий в правую часть уравнения (3.62), зависит 
от <Pn>q -<Рп> t=z$>Pp(t)Pn, которые вычисляются с 
тем же p(t), который входит в левую часть этого уравнения, 
поэтому формальное решение (3.62) есть, по существу, инте­
гральное уравнение. 

Решение (3.62) удовлетворяет уравнению Лиувилля с правой 
частью — бесконечиомалым источником 

-^-+^(.)-=-p ( 0 , iy t
( 0- , (3.64) 

где to—t-*—°°, после термодинамического предела. Предельный 
переход t0—t->—oo можно заменить пределом e{to}+0, восполь­
зовавшись равенством пределов (2.84). Тогда получим 

о 

p( t ) = e J e-V-- - -pe ( t + ti)<tti{cdot}---p-(0. (3.65) 
— СО 

где e{to}+0 после термодинамического предела. 
Формула (3.65) допускает точно такую же вероятностную 

интерпретацию, как и формула (2.91). Перепишем (3.65) в виде 

p(t)— \ 1 8 Т ! г ' - ( ' - ' . ) р , ( < 0 ) Л 0 1 (3.66) 

где T{to}oo. 
Можно считать, что система эволюционирует как изолирован­
ная из состояния р9(/о), совершая случайные переходы с экспо­
ненциальной вероятностью (2.90) и интерпретировать это как 
влияние «термостата». 
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Решение (3-65) удовлетворяет уравнению Лиувилля с беско­
нечно малым источником 

^ - H £ p ( * ) - = - e ( p ( t ) — p?(0). (3.67) 

который нарушает его симметрию относительно обращения вре­
мени. Заметим, что источник в (3-67) имеет форму релаксацион­
ного члена, описывающего релаксацию p(t) к'квазиравновесию 
со средним временем Г=е_ 1 . 

Уравнение Лиувилля с бесконечно малым ИСТОЧНИКОМ (3.67) 
сохраняет его основное свойство — равенство производных от 
средних оператора средним от их производных, но после тер­
модинамического предела, когда можно е--~+0 (см. (2.100), 
(2.101)). 

При зависящем от времени гамильтониане, полагая квази­
равновесный оператор равным равновесному, приходим к методу 
Кубо (см. (2-96) — (2.99))- Можно сказать, что метод неравно­
весного статистического оператора есть метод Кубо, дополнен­
ный самосогласованным выбором параметров, для любого мо­
мента времени-

Неравновесный статистический оператор можно получить 
также, задавая граничное условие, которое обеспечивало бы 
сокращенное описание неравновесного состояния с помощью 
набора параметров < Р т а > . 

Будем, следуя работе [43], искать такие решения уравнения 
Лиувилля, которые соответствуют квазиравновесному распре-
делению в отдаленном прошлом, т. е- удовлетворяют граничному 
условию 

e-"<--'->(P(to)-P-(4>))-*Q (3.68) 
ПрИ tQ t=--tj->- 00, ИЛИ 

е'£'« (Р (i + ti) - р, (* + *i)) •-> 0 (3.68а) 
при tj—-> оо. 

. В частном случае газа малой плотности в классической ста­
тистической механике граничное условие (3.68) есть условие 
ослабления корреляций 

е-'-с-'") (р ( g — П < r - / i (ру, Xj, g){to}0 (3.686) 

при t0—t-*-—oo, так как в этом случае р?, согласно (3.32), есть 
произведение одночастичных функций распределения. 

Заменим в соотношении (3.68а) предел ti->—оо пределом 
£{to}0 

О О 

s j e-'«e--;-«p(t + t1)rft1 = e j e---«e«'-pe(t + tl)dtu (3.69) 
— CO OO 

e{to}+0, после термодинамического предела. 
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Интегрируя левую часть (3.69) по частям, получим 
о 

р(*)_ \ dtxe^-fce^pit+tj-toit). (3.70) 

Положим 
• Л Л Л / 

p(*) — Pa(9, (3.71) 
тогда p(t + 0 удовлетворяет уравнению (3.67) и интегральный 
член в (3.70) равен нулю 

о 
J Л1в«<. А-е".*р (t+t,) — 

—оо 

о 
= е J d^V^^-MO-p,-(* + *!))== 0 

в силу граничного условия (3.69), что оправдывает предположе­
ние (3.71). 

Если же будем искать такие решения уравнения Лиувилля, 
которые соответствуют квазиравновесному распределению не в 
отдаленном прошлом, а- в отдаленном будущем, т. е. налагать 
граничные условия • 

е-'£ ( ' * 'о )(Р('о)-Р-(-о))-*-0 (3.72) 
при 0̂ — *-->оо, то, повторяя все рассуждения раздела 2.6, по­
лучим, что р (t) удовлетворяет уравнению 

l££L+iLP(t)^B(P(t)~Pg(t)), (3.73) 

которое, как мы уже знаем, приводит не к кинетическому, а к 
антикинетическому, уравнению, дающему не возрастание, а убы­
вание энтропии. 

Неравновесный статистический оператор (3.65) после ин­
тегрирования по частям запишем в виде 

о 
Р С Н Р - О - $ e8V''z(iIp-(- + ti) + ;3?f (- + -i))d-i — 

— оо 

- Р , ( 0 - J rfMeV'*(--^+tf)e-*<'+'-\ (3.74) 

где обозначили 

p?(.f) = e-s<'). (3.75) 
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Учитывая правило дифференцирования операторной экспо­
ненты 

О 

и очевидное тождество 

4 е - ^ — — ^ — § ^ Р г (3.76) 

д. 

iLe~S{t)= - jj dx$LLS{t)p)T*= 
о 

0 

- W J dx44 e-^He^^^^le-^, ff] (3.77) 
о 

l 

0 

запишем формулу (3.74) в виде 
U i 

Р (*) = Р« (") + 5 dt^ueihL \ d-pj (t +1,) S (t + t,) 9\-\t + tO- (3.78) 
- c o 0 

где 

= 2 - й ч р « - <P»> o+2-*»(o^ (3.79) 
— оператор, ИЛИ динамическая переменная, производства энтро­
пии. 

Для получения системы уравнений переноса для < Рп > -
нужно вычислить 

-— .<P»>' = sP(P-P(0). (3.80) 
где p(t)-статистический оператор (3.78). Однако p(t) содер­
жит производные —fj~^ которые требуется исключить. Это 
можно выполнить, например, в гидродинамическом случае, с по­
мощью уравнений идеальной гидродинамики. В общем случае 
для этого удобно использовать операторы проектирования. 

Производная параметра Fn(t) по времени равна 
dFn(t) S1 --'«(О 

dt 
т 
-2-ff^t-'<^>-- <3-81> 

где Рт усредняется с полным оператором (3.78). Во многих 
задачах, где имеется близость к равновесию или малость вза-
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имодействия, р мало отличается от р9 и в (3.81) достаточно ог­
раничиться первой итерацией, положив p=pq. Тогда 

^Л^^^{рт)ч. (3.82) 
dt 

т Для вычисления ( Р т ) q воспользуемся тождеством, следую­
щим из перестановочности р,- и 1пр~ 

ih < %Fm(t)Pnv Н] > - = 2 E m ( 0 < Рт > , — 0. (3.83) 

•Функциональное дифференцирование тождества (3.83) по Fn(t) 
дает 

(AI>, — -.2Fm(o^f^==2Fm(o(F ,
m, я„)-

= (iLS(i),Pn). (3.84) 
Следовательно, оператор производства энтропии (3.79) прибли­
женно равен 

5 (0=_ s -^b(^(f ) ,p j (P n -<P„>0 + ^(o== 
*={l-&{t))iLS(t)t (3.85) 

где ввели 3й (t) — оператор проектирования Мори [127], обоб­
щенный Кавасаки и Гантоном [109] на нелинейный случай 

S-(t) А= < А > ? — 2 ^ % ( A , -°т)(-°«- < Рп > 0 = 

«<А>- + 2 т ^ - Р « - < Р » > ' ) ' • (3-86) 
который проектирует произвольный оператор А на простран­
ство операторов Р„. 

$>(t)Pn = (Рп)' + ^-±^-(Рп- <P„>0 = jV (3.87) 

. Замечая, что 

-< / - , „> ~~ 6 (Pra > 6 < р„ > - ^ ' K w ^ • 0 0 ' > 
где (Р, Р)^1-матрица, обратная 

1 

(P.., P J = - ^ _ - = jj dx(Pn, 9x
QPm9'x), (3.89) 

о 
запишем оператор проектирования Мори в виде 

&{t)A= (-4>- + 2 H , P m ) ( P , P ) - U ^ - <P»>e)- (3.90) 
га,и 
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Мори рассматривал частный случай оператора проектирова­
ния (3.86) на гидродинамические переменные — Фурье-компо­
ненты операторов плотностей энергии, числа частиц и импульса 
Як , пк, Ридля системы вблизи равновесия, когда в (3.90) можно 
заменить все усреднения с квазиравновесным распределением 
на равновесие. В этом случае действие 3* на Фурье-компоненту 
произвольного оператора А к дает 

SMk = 2 (Л>» P-k.*)(Pk. P-kUPk« > (3.91) 
т,п 

TaK КИК < A k > -о , Pkm = (Hk, ttk, pk). 
Все корреляционные функции в (3.91) —равновесные и опе­

ратор проектирования ие зависит от времени. 
ДЛЯ (3.91) также имеем 

#Pk»=2(-° -" ' P-km)(Pk, P-k)-l
nPknt-Pkn 

m,nt 

из-за свойства ортогональности элементов столбца определителя 
алгебраическим дополнениям другого столбца-

Из (3-87) следует, что действие оператора проектирования 
Мори (3.86) не меняет оператора энтропии 

g*{t)S(t)=S(t). (3.92 

Действие проекционного оператора ^ ( t ) на логарифм любого 
статистического оператора переводит его в логарифм квазирав-
новесного оператора. Действительно, 

5-(t)lnp(0— < lnp(t) > £ + 2 ' ^ / ' l ' (Рп- < Рп > <)= 

= l n p ? ( 0 = - S ( 0 > (3-93) 
где pq(t) определяет параметры 

ФЮ—-<ЬрЮ>я2-Ц^<Р.> 

Fnii)^ 
8<lnp(0>J 

(3.93а) 

е<р„>' 
Проекционный оператор Мори (3.91) был использован для 

построения уравнений обобщенной гидродинамики на основе 
метода неравновесного статистического оператора (3.78) с уче­
том эффекта нелокальности в работе М. В. Сергеева [67] и с 
учетом нелокальности и нелинейности в работе C. В. Тищен-
ко [68]. . . • . . . • 
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Неравновесный статистический оператор (3.78) c использо­
ванием соотношения (3.85) запишем в виде 

о i 

p(0-=P-(0+l^ie8',e"'£frf-'P5(f + <i)(l-S-(< + ti))X 
- с о О 

о 

X iLS (- + ii) PJ~ • (t + *0 = Р</ {*) + 2 1 rf-ie8''-4"» (̂  + -1) X 
иг —со 

1 

X Jdte'Wp-^ + tOO-S-^ + ^WiLP^-^Ct + t!). (3.94> 
о 

Теперь в правой части уже не содержится производных пара­
метров F n по времени, поэтому такая форма статистического 
оператора удобна для ТОГО, чтобы раскрыть в явном виде 
уравнение переноса (3.80). 

Имеем 
< (1-3-) Рп ) < = ( Рп > ' - < А. > £, (3.95> 

так как 

m —е» 

1 

X J dt </„(-) e».£pj(t +to/„,(' +-0pr(f + -i)>^ (3-97> 
0 

где 

/„ ( t )=- ( l -S- ( t ) ) / -« (3.98) 
— оператор потока. 

Параметры F m (0 можно выразить через < Р т > - из условий 
самосогласования (3.63). Предполагая малость отклонения от 
равновесия в линейном приближении по Рт, имеем 

•РяУ) = у+ j М%Рп(ЩРп(.Щ- <P«>o)jPo. (3.99> 

откуда следует искомая связь 

<Pm>J=-<Pm>'-=2/?
n(0(-o

(n. P»)+ (Pm>o, (з.юо) 
я 

где корреляционные функции (Рт, Рп) вычисляются по равно­
весному состоянию. Корреляционные функции потоков (3.98) в 
(3.97) в этом приближении следует ВЫЧИСЛЯТЬ также по равно­
весному распределению. 
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Таким образом, мы получили замкнутую систему линейных 
уравнений переноса для величин < Р „ > . Они имеют характер 
интегральных уравнений с запаздыванием. В том случае, когда 
Рп соответствуют плотностям физических величин в пространст­
ве с Фурье-компонентами Рпк, уравнения (3.97) могли бы содер­
жать нелокальность, которая связана с суммированием по к — 
практически непрерывному индексу, но для этого нужно учесть 
отброшенные в (3.85) члены производства энтропии [67—68] 
(см. следующий раздел). Поэтому в нашем приближении сле­
дует пренебрегать нелокальностью. Линейные релаксационные 
уравнения, к которым приводит метод неравновесного статисти­
ческого оператора, удобно исследовать с ПОМОЩЬЮ матричных 
функций Грина, следуя работе В. П. Калашникова [49]. 

В том случае, когда гамильтониан содержит малое возмуще­
ние для неравновесного статистического оператора, можно раз­
вить теорию возмущений и построить интегральное уравнение, 
итерация которого дает ряд теорий возмущений [42]. Эта про­
цедура может быть упрощена с помощью функций Грина [49]. 

Вычисление временных, корреляционных функций для реаль­
ных систем представляет очень большие трудности, так как не 
легко найти обоснованную апроксимацию. Крупным достижени­
ем является теория взаимодействующих мод, позволившая вы­
числить асимптотику корреляционных функций при больших 
временах, которая носит универсальный характер (см. обзор 
[133]). Эта апроксимация полезна и в динамической теории 
фазовых переходов. Очень эффективные методы вычисления 
кинетических коэффициентов жидкости на основе теории вза­
имодействующих мод и метода проектирования Мори, дополнен­
ного методами функций Грина, были разработаны Гётце с 
сотрудниками [91, 81—82]. 

3.5. Исключение производных параметров Fn по времени с 
помощью операторов проектирования. Для получения замкнутой 
системы нелинейных уравнений для < P n > < при любом откло­
нении от равновесия, удобно использовать метод проекционных 
операторов, который широко применял Робертсон [137—138] 
и который был несколько модифицирован Кавасаки и Ганто-
ном [109]. 

Оператор проектирования Кавасаки — Гантона в комбинации 
с методом неравновесного статистического оператора был при­
менен С. В. Тищенко для построения уравнений обобщенной 
гидродинамики [68]. 

Запишем уравнение Лиувилля с бесконечно малым источни­
ком в виде 

( ^ + *--+е) АР (*)= - (± + И) Р,(0. (3.101) 

где 
Др (0-Р (0 -РЛ0- (3.102) 
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Оператор pq{t) зависит от времени лишь через средние зна­
чения (Рп) - или Fn(t). Поэтому имеем 

др<7(0_ V dp? (О d /р \<_ dt -Ad{Pnyat ^n> 

„ д < Рп> * п 
' ИЛИ 

t£$P~-ffiq(i)iUP-9>9{t)iLPll{t)~&Q{t)'9(t), (3.104) 

где ввели проекционный оператор Кавасаки—-Гантона 
'. S-,(0A-=p,(0Sp-4+ 2(SP APn-($?A) < Р„> ) ^ L (3.105) 

dp-1-.-) - V аР-7(0 Э-°т(0 /о 1n f i4 
~ Г л ^ У " f дРту)д(ря) • K°-W0) 

В отличие от'проекционного'оператора Мори (3.86) оператор 
• (3.105) действует не на динамические переменные, а на стати­
стические операторы. В том случае, когда Sp A = 0 как в нашем 
случае 

Sp tLAp (t) - - Sp p (t) - Sp iLpu — 0 
проекционный оператор Кавасаки-Гантона (3.105) совпадает 
jc проекционным оператором Робертсона 

^(^ )A = 2 S p ( A P „ ) - ^ . (3.107) 
п 

Проекционный оператор (3.105) обладает свойством 
.-M-O-M'H-fy (М- (3-108) 

Действие оператора SPqit) на любой статистический опера-
-тор переводит его в квазиравновесный 

3--(0Р('1)-=РЛ') (3.109) 
и, следовательно, SPq{t) не меняет квазиравновесный оператор 

З - Л О Р - С - Н Р Л - ) . (3-110) 
• Оператор Кавасаки — Гантоона обладает тем преимуществом, 

что удовлетворяет свойству (З.Ш9) и поэтому включается в 
схему проектирования Цванцига, за исключением зависимости 
'его от времени. 

Уравнение Лиувилля (3.101) с учетом (3.104) принимает вид 

(^. + ( l -3-( t ) ) iL+e}.M0----( l - f l b ( - ) )^Pe( ' ) . (3-111) 
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откуда 
t 

Ap(t)-=- J в---'-->Г(*, ̂ о - з - л ^ — р Л - О ^ ' . (3.112) 
—со 

где 

Г (t, *')=exp.,. ( - jj(l-З-- (i')) iLd*' ] (З.11З) 
— упорядоченная экспонента. 

Используя соотношение (3.77), запишем (3.112) в виде 
t 1 

Ap'(*)-= jj dt'eW-v jj dxT(t, t')(\-gbq(t'))x 
—•» о 

Xp^t')iLS(t')P^(t'). (3.114) 
Подставляя (3.114) в (3.80), получим полную систему нели­

нейных уравнений переноса для { Рп > . С использованием (3.95) 
будем иметь 

О 1 

+ 2 § ^iee,'iFm("+^S^<j«(o-n(---+-i)x 
т — со о 

xp;(*+--)/m(-+*i)P£-(*+ti)>„ .(3-115) 

где In{t) —оператор потока (3.98). Эти уравнения в отличие от 
(3.97) являются точными. Они содержат эволюцию во времени 
операторов потоков не с оператором iL, как в (3.97), а «приве­
денную» эволюцию с одновременным проектированием (3.105), 
поэтому они очень сложны. 

Уравнения (3.115) получены методом неравновесного стати­
стического оцератора, когда граничное условие совпадения с 
квазиравиовесием налагается в бесконечно отдаленном прош­
лом. Если же наложить в момент t—О, граничное условие р(0) =• 
— р,;(0) (см. раздел 2.1) и использовать оператор проектирова­
ния Робертсона, то получим систему нелинейных уравнений 
переноса Робертсона [137, 138] 

11Й--!=<А1>' + dt N " ' я 
t i 

+%[ dt'Fm(nU* {in{t)T(t, t')pi(tyАПР;ЧП)i, (З.И6) 

где оператор проектирования (3.107). В уравнениях (3.116) 
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нужно считать, что время t достаточно велико, для восстанов­
ления необходимых корреляций. 

3.6. Неравновесный статистический оператор как экспонента 
от инвариантной части оператора энтропии. Можно отобрать 
решения уравнения Лиувилля, соответствующие сокращенному 
описанию с помощью набора величии < Я , . > ( и другим спосо­
бом, если исходить из уравнения Лиувилля для логарифма p(t) 

dla
d
p
t
{t) +iLlnp(t) = 0 (3.117) 

Это уравнение было широко использовано для построения 
теории неравновесных процессов Мак Леннаиом [120] и авто­
ром [37]. В разделе 2.4 было показано, как на основе (3.117) 
можно построить основное кинетическое уравнение. 

Решение уравнения (3.117), удовлетворяющее начальному 
условию 

lnp(0|/-/.-=-np-(<o)--=-*(-o)-2-'«(-o)Prt, (3.1 18) 
п 

имеет вид 

l n p t t . g ^ e - ' ^ ' - ^ l n p a t o ) — 

- - Ф ( - о ) - 2 - ' Л ' о ) - 0
п ( ' 0 - - ) - (3.119) 

Для устранения иефизической зависимости его от началь­
ного момента времени, усредним решение (3,119) по началь­
ным моментам времени в интервале от t0 до t 

i 

1П р(0 = —-; \ <r' i ( '-'"'lnp, (ta)dtQ (3.120) 

и положим to—i-*—{infty}, после термодинамического предела. 
Параметры Fn(t), входящие в pq{t), определим из условия само­
согласования (3.63). 

Решение (3.120) удовлетворяет уравнению Лиувилля с беско­
нечно малым источником. 

ilS-PW+fLlnptO—- lnp(Vr /
1°P '(° (3.121) 

црИ tQ — t-y — сю . 
Предельный переход t0—•1-> оо в формуле (3.120) заменим 

пределом e{to}+0, согласно (2.83), и получим решение 
о 

1np(0-=- J e- ' 'e-. '4nMt + t,)d-i. (3.122) 
— с ю 
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которое удовлетворяет уравнению Лиувилля с бесконечно 
малым источником 

i H ^ I + i I 1 n p ( t ) = - e ( l n p ( t ) - 1 n p ? ( 0 ) . s ^ + ° ( З Л 2 3 ) ' 

•нарушающим его симметрию относительно обращения времени. 
Формулу (3.122) можно змписать в виде 

lnp(t)-=J-—e T e-'Z( '-'-)1npe(t0)^o (3.124) 
—ас 

и, следовательно, она допускает такую же вероятностную интер­
претацию, как и (3.67): эволюция lnpq(t) совершается как для 
изолированной системы, но сопровождается случайными пере­
ходами с экспоненциальной вероятностью. 

Решение (3.122) можно записать в очень компактной форме 
./\лл/чл-> 

1np(0-=lnp-(0. (3-125) 
Кроме запаздывающего решения, существует и опережающее, 

удовлетворяющее уравнению 
6 1 ^ W + ^ n p ( 0 — e(lnp(;)-1np,-(0). (3-126) 

в чем легко убедиться, как и в разделе 3.4 (см. 3,72). 
Неравновесный статистический оператор (3.122) после ин­

тегрирования по частям запишем в виде 
о 

In p (t) = In 9q (t) - j e^e^ (iL In p9 (t + tt)+ a " - P H ^ - > j dti -
— oo 

0 

= _ S ( 0 + j «-•-«"'-• ( - ^ + i--)S(* + *-)-«i (3-127) 

или 

p(0 = exp - 5 ( t ) + j e - V ^ i ^ + tO^ i j . (3-128) 

где S (f) — оператор производства энтропии (3.79). 
Для получения системы уравнений переноса нужно подста­

вить в уравнение (3.80) решение (3.128). При этом необходимо 
исключить в правой части производные параметров Fn(t) по 
времени. Это легко сделать для СОСТОЯНИЙ, близких к квазирав­
новесному. Воспользуемся приближенным выражением для 
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производства энтропии (3.85) и запишем (3.128) в форме 
i о 

р (t)=exp — S (t) + j е-'-е^ (l - .5- (t + tO) iLS (t + tO dh 

= e x p { - S ( t ) + 2 \ e^Fn{i + tx)e^4n{t^tx)dA (3-129) 
l « —со j 

где /n( t) —операторы потоков (3.98). 
Поскольку мы исходили из близости p(.f) к pg(t), то в том же 

приближении следует разложить и экспоненту в (3.129). Тогда 
о • 1 

p(0.— Pe(-) + 2 J dtle^Fm(t + tl))dxp^(i^-tl)e^4m (t + t1)X 
т —оо О 

X p ^ t + tO. (3.130) 
Сравнивая это выражение с (3.94), замечаем, что в случае 
близости к квазиравновесию они в принятом приближении 
совпадают. 

Подставляя (3.130) в (3.95), получим систему уравнений пе-
реноса 

а ( Рп ) / р \ t I 
dt — \^п) q-t 

0 1 

+ 2 J dtxe^Fm (t + /1) J dx < /„ (t) pj (t + t0 e"--7m (t + t, > X 
m —со О 

Xp-4i + ti)>l (3.131) 
в принятом приближении, совпадающую с системой (3.97). Сле­
довательно, оба варианта неравновесного статистического опе­
ратора в линейном приближении привели к одинаковым урав­
нениям переноса. Эта эквивалентность остается, по-видимому, 
справедливой и для всех высших приближений, но ее удалось 
пока доказать лишь для случая классической статистической 
механики в работе С; В. Тищенко [69]. Эквивалентность метода 
неравновесного статистического оператора с методом проекцион­
ного оператора Кавасаки — Гантона была показана в работе 
С. В. Тищенко [145]. 

§ 4. ТРЕНИЕ ПРИ ДВИЖЕНИИ ТЯЖЕЛЫХ ЧАСТИЦ 
В РАВНОВЕСНОЙ СРЕДЕ 

В §§ 2—3 мы обсуждали различные общие методы теории 
неравновесных процессов, стараясь не углубляться в возможные 
ИХ приложения. Теперь приведем несколько простых примеров 
на приложение общей теории. 
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4.1. Движение частиц в равновесной среде. Простейший 
необратимый процесс — трение, которое возникает при движении 
посторонних тяжелых частиц в равновесной среде («термоста* 
те»), жидкости ИЛИ газе. 

Гамильтониан системы состоит из гамильтониана среды Н0,. 
гамильтониана взаимодействия посторонних частиц со средой 
#i и кинетической энергии посторонних частиц массы Mi 

Я - Я о + Яг + У--^-, (4.1) 

Но — функция координат частиц термостата. Hi — функция 
координат и импульсов частиц примеси и термостата, предпо­
лагается, что система подчиняется классической механике. 
Концентрация посторонних частиц считается малой и взаимо­
действием между ними пренебрегается. 

Неравновесное состояние описывается средними значениями 
импульсов частиц примеси в среде <pi>*. Квазиравновесная 
функция распределения имеет вид 

Ре (*) = е х р { ~ Ф ( 0 - р Я - 2 М * ) Ф , } , (4-2У 

где ^(t)—-параметр, сопряженный < рг ) '. Функция Масье—• 
Планка <J>(t) равна 

©(*) = lnSpexp{-PH---2M9'P«}. (4.3> 
где Sp означает интегрирование по всем фазовым переменным 
термостата и примеси. 

Параметры ^(^определяются из условия самосогласования, 
т. е. совпадения квазиравновесного значения импульса с его 
средним значением: • 

<Р^ > ^ = <Рг > - = Sp(piP(0)> (4.4) 
где в правой части уравнения усреднение ведется по неравно­
весной функции распределения (3.65) 

л л л ^ 
РЮ-Р-Ю- (4.5) 

Параметры %t(t) сопряжены средним импульсом частицы 
примеси < р; > *7 так как 

. ^ - { Р ^ - Ч Р г ) ' . (4.6) 

Сдвигом импульсов р*+——~-{to}pj квазиравновесное распреде­
ление приводится к равновесному, если Я , не зависит от рг. 
Следовательно, (р]> —О 

< P i > ; = < P i > < - = - i L ^ . (4-7) 
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Квазиравновесное распределение (4.2) принимает вид 

Р в (0==ехр{-Ф(0-Р(^-2тйГ<Р«> < -Р ' )} ' <4'8) 
из которого очевиден самосогласованный характер распреде­
ления. 

4.2. Неравновесная функция распределения. Трение. 
Неравновесная функция распределения удовлетворяет 'уравне­
нию (3.67), т. е. 

д . .. г , \ л. /л t д 
(4.9) 

(-§f + iL + s)Lp{t)^-[-§r + iL)pt(t), 
bp(t) = p(t)~-pq(t). 

Вычислим производную по времени от pq 

- ^ - = P , ( - ) { s u m } ^ 7 < ^ > ' - ^ - <P£>') = 

= - РЛО 2 ж SP (̂ ДрР') (Р« - < р» > о+ 

+р«(-)2ж- <Рг} ? ( Р г ~ ( Р г > °- (4Л0) 

Введем оператор проектирования 

^-4 = P9(0(SpA + 2-?TSP(A (Pi-<Pi>)(P ; -<P '>)) = 

—P ( 7(o(spA+2irS p ( A p>') ' (4Л1) 

тогда 
^Ш -= _ # в (Лдр (г.)) _ &liLp9 {{) -= ̂ р {i). (4.12) 

Подставляя (4.12) в (4.9) и решая это уравнение, получим ча­
стный случай формулы (3.114) для классического случая 

t 

Ар(0= $ с1Ге^'-<)Т(1,Г)(\—&q)lLS(V)pa(*'). (4.13) 
—оо 

Если рассматривать pq как функцию р'р то, как видно из (4.11), 
£РЧ не зависит от времени и Т (t, t') есть не упорядоченная, а 
обычная экспонента. 

Т (t, t>) = exp {(*' — t) (1 — SPg) IL). (4.14) 
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Для изменения импульса посторонних частиц получим урав­
нение 

d < Р; > - г 

at 

•< F, (t) Г (i, t') F« (*')>«. (4-15) 
где 

Рг = ( 1 - Л ) ^ Р £ — ( 1 - ^ ) р г (4.16) 
— «случайная» сила, действующая на постороннюю частицу 
из-за влияния среды. 

Из-за малой концентрации посторонних частиц перекрест­
ными членами можно пренебречь и поскольку нет внешних сил, 
то <рг>? = 0. Средняя по квазиравновесному СОСТОЯНИЮ 
случайная сила также равна нулю ( (1- .^g) ' ? / ) g - 0 -

Правая часть уравнения (4.15) выражает потерю импульса 
частицей, движущейся в среде, т. е. эффект трения. 

Рассматривая рд как функцию pi' и усреднение в (4.15) 
МОЖНО считать равновесным 

1 
d<Pl)' , - ' С fft/peif-t) J L / n \f. 
- - з ^ate^ '~щ\?1) 

• ( F / ' - ' ^ / . F , } , (4.17) 
т. е. трение определяется временной корреляционной функцией 
случайных сил. Если посторонняя частица имеет достаточно 
большую массу, то она медленно теряет импульс, по сравнению 
со временем затухания корреляционных функций сил и (рг > -' 
можно вынести из-под знака интеграла в точке t'--=t 

• £ ^ ~ - ж <*<>'• <4Л8> 
где 

о 
<-,=-§• ^ d№ < F ^ ' C - ^ . F , ) о (4.19) 

— DO 

— коэффициент трения. 
Формула, выражающая коэффициент трения через корреля­

ционную функцию действующих на частицу сил, была впервые 
получена Кирквудом [ПО, 111]. Однако в формуле Кнрквуда 
для коэффициента трения, соответствующей формуле (4.19), 
вместо случайных сил Fi фигурировали полные силы pi = iLp и 
эволюция динамических переменных в корреляционных функ­
циях соответствовала не приведенному оператору Лиувилля 
(1—$Pq)iL, а полному оператору Лиувилля it. Интеграл в бес-
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„конечных пределах от подобных корреляционных функций ра­
вен нулю, поэтому Кирквуд обрывал пределы интегрирования 
на некотором времени ть который соответствует достижению 
корреляционным интегралом значения «плато». Это породило 
проблему «плато» для корреляционных интегралов, которая 
очень хорошо разъяснена в работе Садаби и Грея [143]. Они 
сравнили поведение корреляционных интегралов от полных и 
случайных сил на основе стохастической теории броуновского 
движения в приближении «белого» шума и показали, что корре­
ляционные интегралы от полных сил действительно достигают 
значения «плато». Метод проекционных операторов для объяс­
нения проблемы «плато» был применен Мори [127]. Проблема 
„«плато» обсуждалась также Гельфандом [97] и Цванцигом 
[154]. Обсуждение проблемы «плато» на основе релаксационных 
уравнений общего типа в методе неравновесного статистического 
оператора см. в работе В. П. Калашникова [49]. 

В предельном случае бесконечно тяжелой броуновской части­
цы ее можно строго обосновать. Тогда обоснован переход от 
(4.17) к (4.18). 

Производство энтропии при движении посторонних частиц в 
равновесной среде равно 

< S ( 0 > —{sum}Ъ(-)• < Pi > - - Р 2 щ- < Р. ) -• < Р» ) <• (4.20) 
или с учетом (4.18) 

<5(о>=р2а^)2=1Г' <4-21) 
где V ; = - | р средняя скорость частиц, к — постоянная 
Больцмана, f—диссипативная функция. В равновесном случае 
производство энтропии обращается в нуль. 

В действительности взаимодействие броуновской частицы со 
средой не является потенциальным, так как возможно прилипа­
ние частиц среды к броуновской частице. Это прилипание учиты­
вается при гидродинамическом выводе закона Стокса для дви­
жения сферы в среде. Вывод уравнения Фоккера — Планка для 
движения броуновской частицы в жидкости, в которое входит сток-
совский коэффициент трения, см. в работе A. Г. Башкирова [7]. 

§ 5. САМОДИФФУЗИЯ 

5.1. Выбор параметров. Процесс самодиффузии — простей­
ший пример неравновесного процесса, вызванного простран­
ственной неоднородностью состояния. На этом примере можно 
продемонстрировать различные подходы в теории термических 
возмущений, т. е. не сводящихся к действию внешнего поля. 
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Рассмотрим процесс диффузии меченых атомов в жидкости. 
Поскольку меченые атомы по всем механическим свойствам 
ничем не отличаются от обычных, то этот процесс называют 
самодиффузией. 

Макроскопическое рассмотрение указывает, что самодиф--
фузия есть медленный процесс и описывается уравнением диф­
фузии. Этот факт служит основанием для выбора в качестве 
основного параметра задачи — средней плотности меченых 
атомов 

< n ( x ) > < = Sp(p(0Mx)) 
в неравновесном состоянии, которое описывается статистическим 
оператором p(t), зависящим, в свою очередь, от < n ( x ) > - . 

Пусть каким-либо методом в системе создана неоднородная 
ПЛОТНОСТЬ меченых атомов. Давление при этом удерживается 
постоянным, поэтому звуковых волн не возникает. В результа­
те возмущение рассасывается с помощью процесса диффузии. 

5.2. Метод Кубо, Иокота и Накаджима. Изложим сначала 
теорию самодиффузии по работе Кубо [113], где изложен ва­
риант-работы Кубо, Иокота и Накаджима [115] без использо­
вания гипотезы Онсагера о затухании флуктуации, и сравним 
этот простой, хотя и не вполне строгий подход с теорией, осно­
ванной на методе неравновесного статистического оператора, 
изложенной в § 3. 

Начальное состояние характеризуется некоторым неравно­
весным распределением плотности < п ( х ) > . Это состояние 
можно представить с помощью квазиравновесного распределения 

р, = Q r- exp { ~ р ( Я - j \х (х) л (х) dx)} == 

-=огчхр{—р(я-2^-ч)}- (5.D 
ч 

где 
я(х) — 2 о ( х - х . Л (5.2. 

J • 

-оператор плотности числа частиц, 

п9=*j n(x) e'<qx>dx-=2 е'(ЧХ;) <5-3> 

- е г о Фурье—компонента, 
f ~ q - y - ^ ( x ) e / ( 4 X ) * c (5.4) 

----- Фурье-компонента химического потенциала ц.(х). 
Параметр р(х) выбран так, чтобы среднее значение плотности, 

вычисленное с помощью квазиравновесного распределения было 
равно заданному ее неравновесному значению в момент t=0 . 
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Квазйравновесное распределение (5.1) есть, таким образом, 
равновесное распределение во вспомогательном потенциальном 
поле Ф(х)•==-— ju,(x), которое делает систему равновесной при 
заданной неоднородной плотности. 

Предполагая малость отклонения от равновесия, в линейном 
приближении по pq, получим 

Рг = Ро + Рь 
Po=Q-iexp{-f3tf}, (5.5) 

в Р 
рх = J d\e~%H {sum} [Хч«_чешРо—j d% {sum} Рч/г_ч (itik) p0. 

0 - 7 0 .7 

Среднее значение Фурье-компоненты плотности /г.- в момент 
t = 0 равно 

< nq (0) > == Sp (л-р;) = j d% {sum} |.iq. < /vn_q (M) > , (5.6) 

где в правой части усреднение ведется по ро, но индекс 0 у 
скобок < . . . > в корреляционных функциях для краткости 
опускаем. Вследствие пространственной однородности системы в 
них отличны от нуля лишь члены q—q. 
Следовательно, 

Р 
< л, (0) > — \iq j d% < nq«_q (ih%) > . (5.7) 

o 
При ^>0 система совершает свободную эволюцию, следова­
тельно, р удовлетворяет уравнению 

| £ + i L P = 0 (5.8) 

с начальным условием р(0) = р/. Поэтому имеем 
р(*Не -" ' Р / . (5.9) 

Изменение плотности со временем описывается уравнением 
р 

< Ч (t) > = pq jj d% < «q (0 /z_q (Щ > . (5.10) 
о 

Следовательно, релаксация q-ой Фурье-компоненты плотности 
описывается функцией 

(п (t)) } "И М-> «-,<«&)> 

О 

которая уже не содержит |лЧ. 
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Если плотность релаксирует к равновесию, согласно диф­
фузионному уравнению 

• ^ - ^ — Z > V - < n ( x ) > , (5.12> 

то ее Фурье-компоненты < nq(*) > = [ е1^ < »(х) > dx удовлет­
воряют уравнению 

i = — -7-4 МО) ( 5 Л З> 
и, следовательно, ( nq (t)} экспоненциально затухает со вре­
менем 

< М О > ~Ф(Ч , *)~ехр(-.7-.Ш), (5.14) 
причем время релаксации равно 

Ъ—щг- (5-15) 
Заметим, что оно стремится к бесконечности при <7{to}0> следова­
тельно, < n q ( t ) > при малых q являются очень медленными 
«грубыми» переменными, что характерно для всех гидродинами­
ческих, коллективных переменных. 

Экспоненциальное затухание < n q (t)> имеет место лишь 
если t не слишком мало, а именно t^$>xc, где t-— время корре­
ляции скоростей частиц, которая за время тс должна успеть за­
тухнуть. Действительно, из формулы (5.14) при £=0 получим 

(~^-L=-^<M0)>, 
на самом же деле 

р 
< nq (0) > -=И<1 \ -& < W-1 W > =-= - Hq \ ^ < tlqn-^b%) ) dX--

4 - ( < n q n _ q (Щ > - < n q n - q ) ) — 

0 

•I1" Tft 

- — P q - . j - U n - C n c D - O , (5.16) 

так как для любых двух операторов А, В 
< АВ (Щ) ) = (ВА) , (б.17> 

что легко доказать, воспользовавшись циклической перестанов­
кой операторов под знаком шпура. 

Заметим, что из (5.16) следует, что 
Ф(ч, 0)=-0. 
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Используя это свойство функции Cl?(q, г.)=Ф (,•;), запишем для 
нее тождество 

t t 

Ф (*) ---- Ф (0) + J Ф (f) dt' = Ф (0) + jj (t - Г) Ф (*') dif, (5.18) 
о о 

где 
Р 
J ах < nq (t) n_q («m> > 

ф ^ ) = _ 1 _ . (6.19) 
J Л < \n {ih\) > 

' 0 
Формула (5.18) удобна для аппроксимации релаксационной 

функции при малых q, так как из уравнения сохранения n(x) 
в операторной форме 

-*#-----w 
следует, что 

nq(t) = iq.jq(t)„ (5.20) 
поэтому Ф (q, t) содержит малый множитель q2. 

Подставляя выражения (5.20) в (5.18), получим 
t p 

-^dt'(i-j)^dx(nq(t)n_qm)) 
(u(t)=\—gH-2 . 2 . •= 

j dX < nqn_q (ihX) > 
о 

3 
1 Srf''(--T)S^<iqW-J_4(^)> 

| d% < « q «_ q (/AX)) 

eil-qHD (5.21) 
при 

qHD^l. (5.22) 
Из сравнения (5.21) с первым членом разложения (5.14) по ма­
лости qHD получим для коэффициента самодиффузии выражение 

Z)—1imJinii0
 б -̂  .. (5.23) 

192 



Очень существенно, что предел q-*-0 вычисляется сначала, 
так как только такой порядок предельных переходов можно со-; 
гласовать с условием (5.22). Другой порядок предельных пере­
ходов невозможен, так как при конечных q и при t-^-oo условие 
(5.22) не может быть выполнено. 

Множитель (1—--) определяет, что несобственный интеграл 
по V при i{to}oo берется в смысле Чезаро. Иногда этот множитель 
просто заменяют единицей и распространяют пределы интегри­
рования до бесконечности, но при этом теряется определение 
ТОЧНОГО смысла несобственного интеграла и лучше не делать 
этого. Напомним, что несобственный интеграл в смысле Чезаро, 
можно заменить на несобственный интеграл в смысле Абеля 
(2.83), т. е. на интеграл, в котором подынтегральному выраже­
нию приписывается обрезающий множитель eet , а верхний пре­
дел распространяется до бесконечности. 

С учетом (2-83), коэффициент самодиффузии можно предста­
вить в виде 

£>•= lim lim „ 
в-+0 <-->0 6 

1 о 6 

J dX < nqn_q {ihX) > 
0 

0 
\e-Eidt^dX(nq(t)h_q(ih%)) 

— lim lira —--- —- . (5.24) 
**<^9 f f t ( V H l ( i t t ) ) 

0 

Двойной предельный переход в (5.24) совершается при условии 

^ « 1 - (5-25) 

которое эквивалентно условию (5.22). 
Мы получили две эквивалентные формулы для коэффициента 

самодиффузии (5.23) и (5.24). Знаменатели в этих формулах 
можно выразить через •—. 

Действительно, из (5.10) следует, что 

4 о 
jj d% ( nqti-q (ihX) >, (5.26) 
о 

откуда получим 

т]ах < n^q{щ > - 1 Д Й - © <5-27> 
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5.3 Аналогия с формулой Эйнштейна для коэффициента диф­
фузии броуновской частицы. Первую из формул (5.24) можно 
представить в виде, подобном формуле Эйнштейна для коэффи­
циента диффузии броуновской частицы в жидкости. 

Обозначая 

cp(t) — Jd4J q ( t ) - j_ . - (M)>, 

имеем 
t-f 

\(t- i>) Ф (Г) dt'=\ dt'cp (tO f dti = 
0 0 0 

t i-tl t lt 

= 5 dh \ Ф(-Оdt' = \ \ dtx jj rftaq>(| t 2 - t , |), 
0 0 0 0 

где сделали замену переменных t'== t2—ti. Окончательно получим: 
- P 

tdt'(t-t0j<a<Jq(t)«j-q(M> = 
|3 t t 

- - j ^ d ^ d M j q ( t , ) - j - q ( t 2 + M{cdot})> • (5.28) 
0 0 0 

Введем вектор ,9-q(t)—Фурье—компоненту вектора ПЛОТНОСТИ 
поляри&ации по формуле 

J-(')-=-^-!r-. * Ч (О-#q(0)+$J4 (<)-«• (6.29) 

С учетом этих соотношений формула (5.24) для коэффициента 
самодиффузии принимает вид 

р 
Г d% < (.5-q ( r ) - ,9 - q (0)) . е-^ я ($»_„ (T)~£P_4(0))eUf ) 

D-=4 Urn 1im6 — 
6 — ° T(%) 

\ d% <(.9-, ( r ) - . f „ (0))-e-u/(^-,, (7') —Й-„ (0)) е ш ) 

Г-и-о 
' Пши -* (5.30) 

-Is) 
или, в случае классической статистики 

Z)-^ (£)">£ < W ( r ) 7 ^ ( 0 ) ) a ) . (5.31) 
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Формула (5.31) аналогична формуле Эйнштейна, выведенной ИЫЕ 
в 1905 году [89, 77] для коэффициента диффузии броуновской 
частицы в жидкости 

D = Um <•* -У) -* •№»-> , (5.32) 
Т-*-оа 2Т 

где Rx(T)—Rx(0) —случайное смещение броуновской частицы 
вдоль оси х за время Т. Скобки означают усреднение по случай­
ным движениям. Формула Эйнштейна получена им на основе 
теории случайных процессов, которая в 1905 году еще только 
начинала разрабатываться, а впоследствии получила широкое 
развитие [34, 65]. 

Формулу Эйнштейна (5.32) можно представить в виде ин­
теграла от корреляционной функции. Смещение броуновской 
частицы вдоль оси х за время Т равно 

т 
LRX (Т) = J vx (*') dt', (5.33) 

о 
где vx — -̂ -компонента скорости частицы — случайная перемен­
ная. Подставляя (5.33) в (5.32), будем иметь 

т т 
£> = lim ^-Д dt' \ dt" < vx (tf) vx (f) > . (5.34) 

Предположим, что случайный процесс стационарен 
<^(О^(П> = <^(^-П^(0)>. 

Следовательно, 
т т . 

D = \\m~[dtr\dt" {vx{i'-t")vx{G) > =— 

00 

-Jd t<-M*)MO)>. (5-35) 
о 

Таким образом, коэффициент диффузии броуновской частицы 
равен интегралу по времени от временной корреляционной 
функции случайных скоростей. Гельфанд [97-98] обобщил 
формулу (5.32) на другие коэффициенты переноса: коэффициент 
вязкости и теплопроводности, исходя из аналогии с теорией 
броуновского движения. Такой подход, вследствие своей просто­
ты принят в курсе статистической механики Мак Квори [119] 
(гл. 21). 

5.4. Обобщение на времена порядка <7_Ф_1. Таким образом, 
мы исследовали эволюцию <nq(t)> при q4D<\. Эволюцию 
для больших времен t~q-2D~i можно получить, если разбить 
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интервал t на N равных частей 6,t~ —, на каждом из которых 
применить формулу (5.21) и перемножить эти равенства. 

Получим 

(S(/)—<n ' - ,^4-= l im(1---^DA0 j V — e - ? w , (5.36) 

т. е. экспоненциальное убывание релаксационной функции. 
Такой процесс непрерывного переопределения параметров ква­
зиравновесного распределения кажется довольно искусственным. 
Гораздо естественнее можно получить этот результат из реше­
ния уравнения Лиувилля с граничным условием квазиравновесия 
в отдаленном прошлом, т. е. на основе метода неравновесного 
статистического оператора, изложенного в § З. 

5.5 Метод неравновесного статистического оператора. Легко 
заметить, что процесс переопределения параметра эквивалентен 
применению локально равновесного распределения р£(^) с зави--
сящими от времени параметрами щ (t) 

Р/ (t)^QTl exp {-Р ( Я - 2 ЦЧ (*)«-,)} (5.З7) 

и определением цч (t) из условия самосогласования параметров, 
т. е. из равенства квазиравновесного значения nq ее истинному 
значению, полученному при усреднении с неравновесным стати­
стическим оператором 

<«,>!--- < n q > ' = Sp(nqp(0). (5.38 
Следуя методу неравновесного статистического оператора 

изложенному в § 3, будем исходить из решения начальной 
задачи для уравнения Лиувилля, удовлетворяющего начальному 
условию p(t)\t^t0 = Pt{t), а чтобы избавиться от нефизических 
начальных СОСТОЯНИЙ, усредним его по начальным моментам 
времери 

о 
Р (0 = т Л ; \ *Ш'Р/ (- + -0 <*-1. С5-39) 

°.о--
полагая t—to-+oo, после термодинамического предельного пе­
рехода. При этом t—to не должно превышать времени установ­
ления равновесия во всей пространственно неоднородной 
системе. 

После замены несобственного интеграла в смысле Чезаро на 
несобственный интеграл в смысле Абеля, с учетом (2.83), по­
лучим ' 

о 
.p(0=ej.e--«e—-p. /(t+i1)di1 , (5.40) 
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где e{to}+0 после термодинамического предельного перехода, не 
превышая, однако, обратного времени релаксации к равновесию 
во всей системе. После интегрирования по частям, запишем 
(5.40) в виде 

о 
P(0=-P/(-)-J e-V^(iLP<(< + i1)+aP-^+-'))rfi1. (6.41) 

— со 

Получим, с помощью (5.41) уравнение самодиффузии ДЛЯ 
< п ( х ) > и выражение для коэффициента диффузии через кор­
реляторы потоков. 

В линейной приближении по p,q (t) имеем 
р 

Pi (0 = Р0 + J dl ^ l*q (0 "-q (Щ Р0 
0 q 

o p 
Р (0 - ?i (*) = - jj е**« \d%^ Qi, (i + tj) /Lq (tj + Щ + 

- - c o 0 q 

+ дЫ1^ п-ч V + Щ) Po- (5.42) 
С помощью (5.42) получим 

и p 

( k^ > •=- — С е-''dt-fiq (if + ^i) ^ dX < nqrt_q (tj+iftX) > — 
—oo 0 

о p 
- j e-'-tft- ^ q (^+ ' ° J dX < и-Я-ч (i- + MX) > , (5.43) 

так как 

\ d% < nq/t_q (iAb) > dX—O. (5.44) 
о 

Уравнение (5.43) имеет запаздывающий характер. Если p.q(t + ti) 
мало меняется за время т- затухания корреляций, то можно 
ограничиться марковским приближением—-пренебречь запаздыва­
нием и вынести uq(if + a.i) и ^ Н-ч (- + -.) из-п°Д знака интеграла 
в точке ti — 0 

° Р~ 
< nq >' = —pq (t) jj ee;'d^i J d% (/iqn_4 (ti- M) > -

— 00 0 

J ^ ' -d^ J dX < «_qn_q (it + iaJ.) >. (6.46) -Ц (0 ° 
-.—oo 
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Для исключения параметра цЧ (t) воспользуемся условием (5.38). 

< ПЧ > '=-- < nq > -=-fAq (t) ^ СГК < ПцП-ц(И&) > , 

о 

После подстановки (5.46) в (5.45) получим уравнение для 

d ( n„ > • 

o р 
J rf^e6'1 J rfX < «qn_q (<?, + /ftX) > <nq>' 

== - p - °— — . (5.47) 
I d\ { n n'_q <<AX) > + j .«-«-•- J <tt ( nq« (<, + /AX) > 
О —-с О 

Из сравнения (5.47) с (5.13) найдем коэффициент самодиф-
фузии 

о p 

-- J «!«-'- $ л < nqn_q<*,+.а) > 
D==1lm1lm " " p ° - . (5.48) 

*+о9-*о ]dk(nn (ItO,)) 
о 

Таким образом, получили уравнение диффузии и формулу (5.24) 
для D. 

5.6. Исключение параметров цЧ методом проекционных опе­
раторов Мори [127], Робертсона [137—138] и Кавасаки — Ган-
тона [109]. Исключение параметров щ (t) и их производных 
можно выполнить очень компактным способов с помощью опе­
ратора проектирования на медленные, грубые переменные nq. 

Производная по времени от pi(t) в линейном приближении 
по у равна 

-|1-2-,й-!*--.(-1'*-

_ 

< f t e > - i r • (5.49) 
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Вводя обозначение 
1 г ' л-Ч—-р-} dXttLq (ihX), (5.50) 

о, 

которое иногда называют преобразованием Кубо (в случае 
классической статистической механики л_Ч — л_Ч), запишем (5.49) 
в виде 

^ " 7 ^ "" <V-4> 
= 2SP(ra4-^L)'--4Po/Sp(nqn-qP). (5.51) 

Ч 

Эту формулу можйо рассматривать как преобразование проек­
тирования оператора -£ в -—.. Такие операторы проектирова­
ния вводил Робертсон для более общего вида р, (3.107). 
Однако удобнее ввести оператор проектирования типа Кава­
саки—-Гантона, частный случай оператора (3.105) 

9 А = р0 Sp А + V, . ^ У \ . n-4Po, (5.52) 
-"J™ Sp («-«_. qPo) 

который отличается от оператора Робертсона ли£иь первым 
членом. Этот оператор является независящим от времени 
оператором проектирования, так как 

№ = $>. (5.53) 
Он обладает, кроме свойства оператора Робертсона 

:gbpii)JMVL (5.54) 

еще свойствами 
S-P-----PZ- (5.55а) 
5-р = р„ (5.556) 

3-я_,-р0=.—qPo- (5 , 5 5 в) 
Свойства (5.55а, б) показывают, что оператор (5.52) отно­

сится к типу вводимых Цванцигом операторов проектирования, 
так как он проектирует р на квазиравновесное состояние и не 
зависит От времени. 

Оператор проектирования (5.52) просто связан с оператором 
проектирования Мори. Обозначая А>=Вр0 получим 

'&Вро=*(?мВ)р0, (5-56) 
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^-5=<5>0 + 2-^---Я_- (5.57) 
— проекционный оператор Мори. В случае классической ста­
тистики 

^-5-(E>0 + 2-^y-n-q. (5.58) 
q —ч ч ч ч 

ч 

Оператор (5.57) проектирует динамические переменные В иа 
«грубые» динамические переменные nq, а оператор (5.58)—-на яч. 

С помощью оператора проектирования (5.52) можно легко 
исключить производные ---р, даже не делая предположения 
о марковском характере процесса, т. е. без вынесения пара­
метров (xq(t-)-t-) ИЗ-ПОД знака интеграла в (5.43). 

Уравнение Лиувилля с бесконечно малым источником 

(|r + iL)p(0---—-(P(t)-M*)). (5{cdot}59> 
e{to} +0 , которому удовлетворяет неравновесный статистический 
оператор (5.40), запишем в виде 

(w + i L + e ) A p ( * ) - - - ^ - — p , ( 0 , (5-60) 
где Ap(t) = p(t) — p-(t). 

С учетом свойства 

i£LEI-^S3p= -дьцр= —gHLbp(t) — &iLf>,(t) (5.61) 
тредставим (5.61) в виде 

( ^ + ( - - ^ — + e)Ap(t)-=-(1-^)iLp. . (S-62> 
Интегрируя операторное уравнение (5.62), найдем 

0 в 
Д Р ( 0 = - f el(1--J0)'A+el''dt1 J d X ^ (-,(•-+ '0(1 — ^ К ( ^ ) Р О -

—и> 0 q 
0 -

- = - 2 §*'tlMi№P4V + ti)ell-*)lLl,)n-.q(HiX)p0, (5.63> 
q —oo ° 

так как (l—5-)л р0 = 0. 
Вычисляя среднее значение < nq > - с помощью (5.63) полу­

чим интегро-дифференциальное уравнение диффузии для < nq > t 

d<a7q> ~ - $eB( ' '-' ,tf*Ytf(-q.*-*0<M''. (5.64) 
— со 
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где 

tf(_q. *_*/)._ о _____ ( 5 6 5 ) 

J Л <«,«_.,-(ЙХ)> 

— интегральное ядро переноса для процесса самодиффузии с 
учетом запаздывания и нелокальности. Таким образом, метод 
проектирования позволяет получить в явном виде уравнения 
переноса с нелокалы-юстью н памятью, но «платой» за это яв­
ляется сложный характер ядра переноса. 

Диффузионное уравнение в координатном пространстве 
имеет вид 

а < п ( х , р > 
dt ~~ 

t 

-==V2 J е^'~-()с1Г^ах'К{х-х'^-У)(п{х',Г)) , (5.66) 
—oo 

где К(х—х', t—f) —нелокальное ядро переноса в координатно-
временном представлении. 

Если плотность <п(х', t')} мало меняется на характерных 
пространственных и временных масштабах изменения ядра пере­
носа, то <n(x', t')> можно вынести из-под знака интеграла в 
точке х /=х, t' = t и получить снова обычное уравнение диффузии, 
где 

о 
-О-—J J e*(K(x, t)dtdx= 

О 

-lipilim [ ee<K(-q,t)dt. (5.67) 
e- i -0 <7->-0 <-> 

—со 

5.7. Кинетическое ядро переноса или нелокальный коэффи­
циент диффузии с памятью. В уравнении (5.66) кинетическое 
ядро переноса К{х—х', t—t') представлено в виде пространст-
венно-временной корреляционной функции операторов потоков, 
которые эволюционируют во времени согласно действующего 
на них оператору «приведенной эволюции» ехр{(1—!?)iLt}. По­
лучим для кинетического ядра переноса выражение через обыч­
ный оператор эволюции exp(tLt). 

Решим уравнение диффузии (5.13) с начальным условием 

< М О >.<----= <М*--=0)> 
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с помощью преобразования Лапласа 

ff-(m)"--$dte'«'<ftq(9>. (5-68) 
о 

где « — комплексна и находится в верхней полуплоскости для 
СХОДИМОСТИ интеграла по времени. Получим 

- i a n q (ш) - < nq (г- =0 ) ) = - q*Dn4 (а), (5.69) 
откуда 

т. е. образ Лапласа плотности числа частиц меченых атомов 
nq (а) имеет полюс в точке со= —iDq2 и он определяет диффузи­
онный процесс 

Нам нужно решить уравнение (5.43). При выбранном на­
чальном условии надо потребовать, чтобы щ (*') =0 при ."«SO, 
следовательно, уравнение (5.43) принимает вид 

! _ M f l l - _ J e ' t - ' - 'WM- 7 ) J < лчя_ч(.. '-* + глХ) > d%~~ 
0 0 

' Д I ' I 'M ^ 

.-С e'V'-W ^ , 5 ( ftqft-q ( - ' -* + iAX)) dX. (5.71) 
0 0 

Фа (О 
Исключим из него uq(if) и — - - • с помощью уравнений 

(5.46). Тогда 

о ̂
чм- ' )>ф(*- - ' .а ) - -

-^^^^Г^ф.^-^а), (5.72) 

где 
Р 

<-~е' f <na/Le(-H-.m.)>-tt 
Ф ( М ) - j 

\<nqti №))db 
о 
P 

«-" j <«q«_q(--+MX)>rfX 
(5.73) 

Ф. (*.?)--- r- —' 
о 
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Решая уравнение (5.72) преобразованием Лапласа (5.68), 
найдем 

- К Н - <М'=-0)> ——/tq(ffl)0(a,q) + 
+(i<B/iq(a)+ < nq(t = 0) > )Ф1(и, q), (5.74) 

где 
со 

®(ffl,q) — jV^ (* ,q )d* — 
о 

оо р 

__ ° о 
. _ ., 

J < "q"_q иЩ > d% (5.75) 
о 

Ф1 (ш, ~)—=5 е Ш ф1 {t,q)dt=~ —-^—- — 
о 

(МЭ 

о 
0 

так как Ф1(0, q) = j <nq/Lq(iftX) > dX=-0. 
п 

Следовательно, имеем 
- v < « q < - - ° ) > '<« q <*-0)> 

й « < ф ) - = Ф(о>,?) - - t o + . 0 ( a > , g ) g " - 5 - 7 6 > 
- ' ю + ф(М,.7) 

+ /со 

-.• Ф (<». Я) 

где ввели обозначение 

l ) ( f f l , - ) - -£Z^-

•о 0 

- J <««-«- j < nq«„q ( - < + Щ) > Л 
о о i 

— Р ' оо Р 
(5.77) 

Функция D (со, q) имеет смысл нелокального, запаздывающе* 
го коэффициента самодиффузии, что очевидно из сравнения 
(5.76).с (5.70). Формулу (5.77) для обобщенного коэффициента 
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диффузии удобно представить в виде 
D(co,q)= ' ( c o ' q ) , (5.78) 

l + -ti(-).q) 
где 

со р 
\ au<>'dt \ < Aqn_q ( t + ihX)) dX 

L(co, q)=4<I>(co, д) = ±Ь- £ . (5.79) 

[' <nq/i_q[7ftb)>«-7, 
о 

Аналогичные коэффициенты для нелокальных и запаздывающих 
коэффициентов вязкости и теплопроводности получены с помо-
щыо метода неравновесного статистического оператора в работе 
М. В. Сергеева [67] и С. В. Тнщемко [68]. Ранее подобные фор­
мулы были получены Мартиным [121] обобщением метода кое-
венной линейной реакции Каданова-Мартниа [104] на процессы 
с нелокальностыо и запаздыванием. Метод Кадаиова-Мартина 
[104] основан на сравнении формул для линейной реакции си­
стемы на малое возмущение с его затуханием согласно уравне­
ниям феноменологической гидродинамики. Мартин [121] обоб­
щил этот метод, сопоставив результаты теории линейной реакции 
для эволюции малого возмущения с результатами его эволюции 
в соответствии с обобщенными уравнениями гидродинамики 
с нелокальностыо и памятью. Таким образом, он получил нело­
кальные запаздывающие кинетические коэффициенты. 

Еще ранее выражения для запаздывающих кинетических ко­
эффициентов были получены Цванцнгом [156], обобщившим 
метод Кубо, Иокота и Макаджима [115] с использованием ие-
марковского основного кинетического уравнения для коллектив­
ных переменных. Цвапцигу принадлежит большая заслуга вне­
сения ЯСНОСТИ в теорию неравновесных процессов в кратких, но 
очень содержательных работах [154—157]. Работу Цваицига 
[156] мы обсудим в разделе 5.8. 

Из формулы (5.78) видно, что отсутствует непрерывность 
в предельных переходах <-->-0 и со->-0, так как результат зависит 
от того, в каком порядке они совершаются. 

Имеем 
lim lim D (со, q)-= llm 11m L (со, q) = D, (5.80) 
Ш-Ц) <-->•(. Ш •() -7-Я1 

но, с другой стороны, 
lirallmD(co,q)=-0. (S.81) 
•7-vO B - v O 

Поэтому правильный порядок предельных переходов для по­
лучения статистического коэффициента диффузии состоит в том, 
что сначала <7—>-0, а уже затем »{to}Q. Предельный переход, когда 
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сначала <7{to}0, а затем co{to}0, который приводит к формуле Кубо 
(5.80), следуя Латтинжеру [118], можно назвать «быстрым» 
случаем, а порядок пределов, когда сначала со—v0, а затем 
q-+0 — «медленным» случаем. Медленный случай не дает воз­
можности получить статистических кинетических коэффициентов, 
так как при этом диффузионный ток обращается в нуль, как в 
состоянии статистического равновесия [118]. 

Проанализируем подробнее, следуя Цванцигу как получается 
марковское приближение, справедливое для больших промежут­
ков времени. 

Обращая преобразование Лапласа из формулы (5.78), 
получим 

ьЮ-Яй^-Ц 
(nQ(t = 0))dp 

+ *-0(p.q) ( 5 i 8 2 ) . 
(p --= _ fa, D (p, q) = D (<a, q)), 

где контур интегрирования в комплексной плоскости р располо­
жен справа от всех возможных сингулярностей подынтеграль­
ного выражения, в частности от нулей знаменателя 

p + ?2D(p,q) — 0. (5.83) 
Поведение nq(t) для больших времен определяется полюсом, 
наиболее близким к вещественной оси и пропорциональным q3. 
Для того, чтобы показать это более явно, введем новые пере­
менные 

p = q*X, t = r/q2, ti(t) = n(x). (5.84). 
Тогда 

- 1 С < л„ (t = 0) > dx 
^М4^"тщ^)" • (5'85) 

Это уравнение еще остается точным. Для получения марковского 
приближения нужно вычислить предел (5.85) при ^->-0. Предпо­
лагая существование этого предела 

1imI?(x.72 .?)=A (5.86) 
q'-t-O 

получим 
1. - / «. 1 J: И <п (t = 0))dx ja f t (x)=-ант $ехх

 х+в— -
= < nq(t = 0) > е-*°= < nq(* = 0) > е-**'0. (5.87) 

Марковский предел (5.87) для системы с малым взаимодей­
ствием, пропорциональным параметру £, аналогичен пределу 
£{to}0 при £2г. = const, в котором Ван Хову [90] удалось вывести 
квантово-механическое уравнение, исходя из гипотезы случайных 
фаз для начального момента времени. 
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Обобщенный коэффициент самодиффузии (5.77) можно вы­
разить через запаздывающие функции Грина [36]. Имеем 

] еш(И ] < /гЧгё_Ч (— t + №) > d%= 
со 

еш
 Ti- < К . . — , ( - - ) ] -« = «-Wl n-q>co. (5.88) 

0 

Следовательно, 

L(co,q) ——=-—--3 -Ц----. (5.89) 
v H! <? (nq. n_ q ) v ' 

5.8. Теория запаздывания в явлениях переноса по Цванцигу 
1156]. Полезно сравнить вывод кинетических ядер переноса на 
основе неравновесного статистического оператора, изложенный в 
предыдущем разделе, с аналогичным выводом Цванцига. Он 
исходит из основного кинетического уравнения для случайных 
переменных ai(£),..., a-(t), которые соответствуют динамиче­
ским переменным Лi(t), . . . , Ai(0- Далее будем использовать 
для них векторное обозначение а(г') и A{t). В момент t=0 на­
чальное состояние а(0) считается случайной переменной, а при 
i<0 все ai(0 равны нулю. Предполагается, что система близка 
к равновесному состоянию и эволюцию ее макроскопического 
состояния можно описать немарковским основным кинетическим 
уравнением: 

t 

—^l=-5dt1-T(^)a(^-t1). (5.90) 
о 

Задача состоит в том, чтобы выразить кинетическое ядро пере­
носа K(t) через временные корреляционные функции динамиче­
ских переменных А (г.), вычисленные по равновесному состоянию. 

Уравнение (5.90) можно решить с помощью преобразования 
Лапласа 

оа 

x{p) = [dte~Pta{t)> 

(5.91) 
М{р)*=\(Н(ГР*КУ). 

о 
Тогда уравнение (5.90) принимает вид 

*{р)^(р + М(р)Г&(0). (5.92) 
Умножая (5.92) на a (0) и усредняя по распределению начальных 
состояний, получим 

< a(p)a(0) > -(p+MG?))-1 < а(0)а(0)•> . (5.93) 
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Усреднение произведения случайных переменных а(0) в (5.93) 
Цванциг заменяет на усреднение соответствующих динамических 
переменных А(0) по равновесному состоянию. Тогда 

оо 

< «(p)a(O) > =\ dte-p< < A(i)A(0) > 0 = 
о 

-=(p + M(p))--<A(0)A(0)>0. ' (5.94) 
Воспользуемся тождеством 

<A(t)A(0)>0= (A(0)A(0)>0 — 
t t 

-S-=«iS^8<A(0)A(ta)>0t (5.95) 
о . о 

которое, после преобразования Лапласа, принимает вид 
< A(p)A(0) > 0==p-i < А(0)А(0) > o-p~2L(p), (5.96) 

где 
со 

I (p )=$ Me-'* < A (0) A {t)> 0, (5.97) 
0 

< А (р) А (0) > о - 1 clte-p* < A(t) A (0) > . (5.98) 
о ' 

Из сравнения (5.96) с (5.93) получим уравнение для M(p) 
(р + М(р)Г* < А(0) А(0) > =---- < А(0) А(0) > 0-рЧ(р), (5.99) 

откуда найдем выражение для образа Лапласа ядра переноса : 

М (р) — L (p) < А (0) А (0) > -1 (1 -ргЧ. (р) < А (0) А (0) > --)--. (5.100) 
через временные корреляционные функции (5.97). 

Если в качестве А выбрать Фурье-образ плотности, ТО фор­
мула (5.100) совпадает с формулой (5.97), если в ней квантовые 
корреляционные функции заменить классическими. 

5.9. Теория Каданова-Мартина [121, 104]. Выражение для 
кинетических коэффициентов через корреляционные функции 
можно получить, решив одну и ту же задачу с помощью гидро­
динамических уравнений и как задачу теории реакции системы 
на внешние возмущения и сравнив полученные результаты 
[121, 104]. 

Нас интересует эволюция во времени плотности, сохраняю­
щейся величины <A(x, 0>. которая удовлетворяет закону со­
хранения 

,а<А(х.О>, +4.{i(x,t))~0, (5.101) 

где <J (x, t) > - вектор потока. 
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Рассмотрим влияние на систему адиабатического включения 
поля 8bext(x, t), сопряженного величине <Л(х, £)>, и мгновенного 
выключения его при t=0. Существенно, что второй этап эволю­
ции (^>0), когда система стремится к равновесию в отсутствии 
поля может быть рассмотрен как по теории реакции, так и на 
основе уравнений гидродинамики. 

Внешнее возмущение 

bHext (0 -— - J dxA (х, t) bbext (x, t) (5.102) 

вызывает линейную реакцию системы 
t 

— оо 

оэ 

б < А (к, со) > = 5 dtemb { А (к, t) > = ХлА(к, со) вь««(к, со), 
(5.103) 

где 
%АА (к, о ) - «А (к), А ( — к)»** (5.104) 

—динамическая восприимчивость. В нашем случае при £<0 
6bext(k, t)=bbext(k)eet и, следовательно, 

б < A(k, * = 0) > = %АА(к, 0)б*«-(к). (5.105) 
При *>0 

б < А (к, со) > =£АА (к, <ь)ЬЬ*** (к), (5.106) 
где 

%АА (к, со) = -L- [%АА (к, с) — хАД (к, 0)] = 
00 Р 

•=*[dt[dx^d%((A(p, —Щ— (А (О, —Щ))Х 
о о 

X (А (X, 0 - '< А (х, *) > ) > *--•-*-+-»' (5.107) 
--обобщенная формула Кубо для релаксационной функции. 
Первая часть формулы (5.107) получается интегрированием по 
частям из (5.103), а вторая часть — использует равенство 
ХАА(КО) изотермическому отклику. 

Сравнивая (5.105) и (5.106), найдем искомую реакцию си­
стемы 

б<А(к,со)> =^л(к,со)%-1(к,0)б<Л(к^-=0)>. (5.108) 
Рассмотрим теперь ту же задачу с помощью уравнения гид­

родинамики (5.101). При i^<0 система находится в равновесии,, 
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следовательно, < J(x, t) > = 0 . Фурье-образ < A (x, t) > 
DO 

< А (к, ей) > = {j dxeHkx) J dtem < A (x, t) > (5.109) 
0 

удовлетворяет уравнению 
— icoS < Л ( к , со) > + i k . 6 < J(k,cD)> = 6 A ( M — 0). (5.110) 

Если мы хотим получить кинетические коэффициенты с учетом 
запаздывания и нелокальное™, то следует исходить из соответ­
ствующим образом обобщенной формы уравнений гидродина­
мики. В частности, нужно дать определение термодинамических 
переменных Sbl00(k, t), сопряженных величине 6<A(k, t)>. Ее 
МОЖНО определить как вспомогательное термодинамическое поле 
в квазиравновесном распределении 

p.—Q^exp | - р я — 2 б б 1 0 С ( - к ' *)-АЩ< (5Л11> 
которое соответствует возмущению < A ( K ) > - , то есть 

< A ( k ) > ' = ( A ( k ) > g . 
Следовательно, 

8 < A (k, t)> -ХАЛ (к , 0)W°-(k, i), (5.112) 
где 

Хдд(к, 0) = (A(k), A ( - k ) ) = ^ m i . (5.113) 

— статическая восприимчивость. 
Нелокальную запаздывающую форму уравнения для потока 

принимаем в таком же виде, как и в теории Цванцига (5.90) 
t 

8<j(k , t) > •= - JdtjL(k. ^).ik8u---(k, *—*i)= 
о 

t 

= — jdtiL^k, t i ) -*x- i (k , 0)8 < A(k, t — t1)> (5.114) 
0 

L(KJ) —кинетическое ядро переноса. В работе [121] в соотно­
шении переноса интегрирование ведется от --оо до оо и не 
учитывается явно условие J (к, t)\t==0 = 0, что приводит к ненуж­
ным усложнениям. 

После Фурье-преобразования для t>0 потока (5.114) будем 
иметь 

8< J(k, со) > = - ; L ( k , со)-% л (к , 0 ) 5 < Л ( к , а)) (5.115) 
Подставляя (5.115) в (5.110), получаем решение уравнения 

нелокальной гидродинамики с памятью (5.101), (5.114) для 
затухания возмущения 6<A(K, ^ = 0 ) > , вызванного полем 
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бЬе*-(к), включенным в момент - — О 
S < Л (к, ш)> = [- i<o+k-L(k, cu).kxii(k, 0)Г1Х 

Х Ч - М к , * - 0 ) > . (5.116) 
Сравнивая это решение с полученным ранее решением (5.108), 

получим соотношение между релаксационной функцией (5.107) 
и кинетическим ядром переноса _(к, о») 

S.4A (ко.) ХАА (к, 0)=I - /со+к • L (к, и) • kx i i (к. О)"1]-1 -= 

ЗСДАО-- ffl) 1 / 4 11-*-» 

где использовали (5.107). 
Операторы Л удовлетворяют законам сохранения 

^ ) + v . J ( x ) = 0, (5.118) 

откуда следуют тождества 
со2хлд(к, co)=k-xjj(k> <o)-k, 
ШХАА(К a>)=-k-.S5jj(k, со).к, . (5.119) 

с учетом которых получим выражение для корреляционной 
функции потоков, через кинетическое ядро переноса 

--•*«<--. » Н - - Т Г Е З Е ! - (5Л20) 

Обращение этого соотношения дает выражение для ядра перено­
са через корреляционную функцию 

-•-••-• ш ' - к = к'%*<?1+- <5Л21> 
1 + iw% (к, 0) 

Это соотношение мы уже получали ранее (5.78), (5.100). Фор­
мула (5.121), как и (5.78), применима как для квантового, так 
и для классического случая. 

5.10. Нелинейное уравнение диффузии. До сих пор мы огра­
ничивались получением линейных уравнений диффузии, хотя 
метод неравновесного статистического оператора позволяет по­
лучать и нелинейные уравнения. Покажем на примере самодиф-
фузии, как получать нелинейные уравнения переноса. 

Оператор проектирования (5.52) допускает нелинейное обоб­
щение. Обозначим 

P/ i . ) - - -" - ' " , (5.122) 
где 

5(0 = Ф(0+р/Я- 2 М 0 я _ Л (5.123) 
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— оператор энтропии, <-P(z.)-=1nQ.. 
Продифференцируем p-(t) по времени 

О 

Здесь волнистая черта сверху означает нелинейное обобщение 
преобразования Кубо (5.50), а именно для любого оператора 

А.= |е---.Ае--ч*-.. (5.125) 
о 

Для этой операции мы оставили также обозначение, как и для 
преобразования Кубо (5.50)—-волнистую черту сверху. 

Имеем 
dS(t) 

dt = - . 2 М 0 ( « - Ч - </г-ч>)-
q 

—дР- = ~ 2 ^ (•*) (n-0 - ( Л-q > )• 
q 

Следовательно, получим 

•ЩР=2 i-ч (0 («-я - < п-ч) р/ ( 0 = 
q 

-К (0 / .3 

(5.126) 

= 2 777Г7Г ("F < п* > ') <«-ч - < n-ч >) рг (0 = 
q.q' ч 

= 2 а [\ , > < "ч' > fc-ч ~ < «-ч > ) PJ (-). 
ч.ч' - ч 

где использовали равенства ( ftq- > -== { пч- ) . Окончательно 
будем иметь 

- ^ - - . S < v f c < ^ » > . ^ - < - - » ^ <5-127> 
q,q' 

Поэтому естественно ввести зависящий от времени оператор 
проектирования Кавасаки—Гантона 

^(t)'A=p,(t)SpA + 
д Зр(ПЛ)—<га >5рЛ 

который обладает свойствами 
з-юз-^О-"-^). РСМ-О-р-С), , . - т , 
з-(0р(<)=Р-(0, # (0 Р. (<')-= МО- * • 
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Проекционный оператор Кавасаки —Гантона ^(t) связан 
с нелинейным обобщением проекционного оператора Мори 
.S-.M(t) соотношением 

3*(t)Bpl(t) = (3>M(t)B)pt(t), (5.130) 
тде 

SPM(t)B= < .8>,+ 
-sr- (n ,B)i— (n ,) < В > - ~ / - i o n 

^ <1q ' (n_ q — < « q > z ) > / 
— проекционный оператор Мори. 

С помощью оператора проектирования (5.128) можно решить 
уравнение Лиувилля с источником (5.59), также как это дела­
лось в линейном случае (см. формулы (5.60) — (5.63)), лишь с 
тем различием, что теперь оператор проектирования fp(t) за­
висит от времени. 

Уравнение (5.60) с учетом свойства 
Щр. = $>(t)'p=-3>(t) iUp (t)-5й(t) Up, (t) (5.132) 

перепишем в виде 

(-й-+(--^(-))--- + е ) - - Р ( ' ) - = - ( 1 - 3 - ( 0 ) - ^ (5-133) 
или, воспользовавшись тождеством (3.77) в виде 

1 

{A + (i_s»(i))iz:+8)Ap(o=Jrf-:(1-s-(o)pj^5(t)p}--. (5.134) 
О 

Интегрируя операторное уравнение (5.134), получим 

Ар (t) = - 2 J rftie--'P{mu}' (* + ti) T exp J (1 - 3" (*')) iLdt' X 
q —°o [0 J 

I 

X§d*(l-SF>(tl))p-j(t + t1)h-.clpT*(t + tl)pi(t + tl). (5Л35) 
0 

Из-за свойства проекционного оператора (5.128), имеем 

- ^ — = < ^ > — < ( 1 - ^ ( 0 ) ^ > . (I 
Действительно, 

3>(t)>iqp(t) = P[(t)(nq) + 
, S ^ < "qa"q > ~ < "q2 > < "q > , ~ , ч ч / ,ч 

+ 2 J к,*- .) (** - •< *-* > >р< w 
qiq-
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и второй член не дает вклада в средние значения вследствие 
условия самосогласования < п г > - - < п д > л 

Правую часть равенства (5.136) вычислим с помощью полу­
ченного ранее решения (5.135) 

<(l-.5>(t))nq> = < ( 1 — ^ ) К > ; — 
О 1 

- 2 1 Л'- '̂PfV (* + *!) J dx < (1 - дь (t)) k4U {к) (1-3- (tt)) X 
q ' - оо О 

Xpy^ + ^ / L q - p - ^ t + ii), (5.137) 
где 

U(tO = r e x p H ( 1-3-(*'))*£-«' (5.137а) 

— оператор «приведенной» эволюции во времени, т. е. эволюции 
с проектированием 1—^(t), сохраняющей ЛИШЬ ортогональные 
части операторов. 

В правой части уравнения (5.137) первый член равен нулю 
<(1-^(0)йч>./-=0 (5.138) 

из-за свойства оператора проектирования. 
С помощью (5.136), (5.137) получим нелинейное уравнение 

диффузии 

Т ^ = - 2 J-*Wqq'«i,M- + -i))M-, + -i). <513Э) 
q ' —оо 

где 
/<(qq'tti.M* + ti)) — 

= р J dx < 1 - &> (t)) п^{1х){\-$> (tx)) pj (t + t1) /Lq X 
о 

ХрГ{* + Ь)>1+'г (5.140) 
нелинейное и нелокальное ядро переноса. Множитель ег'1 мы 
опустили, что возможно при хорошей сходимости интеграла по 
времени. 

Выражения (5.139), (5.140) точные, но очень сложные. Если 
пренебречь нелинейностью, получим (5.78), (5.79). 

§ 6. ОБОБЩЕННОЕ УРАВНЕНИЕ ФОККЕРА-ПЛАНКА 

6.1. Квазиравновесная функция распределения в коллектив­
ных переменных. В теории флуктуации недостаточно знания 
уравнений для средних величин, поскольку они и высшие момен­
ты удовлетворяют цепочке связанных уравнений. В этом случае 
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нужно найти функцию распределения вероятности интересующих 
нас величии. Как пример решения задач такого типа рассмотрим 
вывод обобщенного уравнения Фоккера—Планка методом не­
равновесного статистического оператора [46]. Обобщенное 
уравнение Фоккера — Планка для грубых гидродинамических 
переменных широко используется в современной теории фазо­
вых переходов [108]. Это уравнение обычно выводится методом 
Цванцига [155—156], основанным на введении операторов про­
ектирования в пространство грубых переменных. Если неравно­
весное состояние определяется средними значениями некоторых 
грубых переменных ai — функций координат и импульсов всех 
частиц и всеми их возможными флуктуациямп, то можно, сле­
дуя Кавасаки [108], использовать оператор проектирования 
Мори (3.91) на всевозможные произведения ai, вводя соответст­
вующие бесконечные матрицы, но можно и не делать этого. 

Пусть неравновесное состояние характеризуется распреде­
лением некоторого набора грубых переменных аь ... ап> 
которые будем кратко обозначать а. Этими величинами могут 
быть динамические переменные — Фурье-компоиеиты плотности 
энергии, числа частиц, импульса (3.39). 

Выведем для случая классической статистической мехацики 
уравнение Фоккера —Планка для функции распределения гру­
бых переменных 

/ (а , *)=- <8(£-а)> -Sp( | . ( i )8(a-a)) , (6.1) 
где 

Ча-а)---.П8(а«---«) (6.2) 
i 

можно рассматривать как основную динамическую переменную,, 
среднее значение которой характеризует неравновесное состоя­
ние. Sp — означает интегрирование по координатам и импульсам 
всех частиц с обычным множителем l/(h)3NN\, p(t) —неравно­
весная функция распределения, соответствующая нашему выбо­
ру динамических переменных, которая сама подлежит опреде­
лению, как такое частное решение уравнения Лиувилля, которое 
зависит от времени лишь через /(a, if) в форме функционала 

P ( t ) -=P ( . . . / (a . t ) . . . ) . (6.3> 
Следовательно, определение функции грубых переменных (6.1) 
есть, по существу, уравнение для нее. 

Функция распределения (6.3) может быть очень далека от 
равновесной, но удобно построить вспомогательное квазиравно­
весное распределение, которое соответствует экстремуму инфор­
мационной энтропии (3.3) при заданном среднем значении 
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<6.(а—а)> и при сохранении нормировки 
pq(t) = e x p { - ® ( t ) - j E ( a , O H a - a ) d a } - = 

~exp{~<b(t)-F{£,t)}, (6.4) 
где Ф(0 определяется из условия нормировки 

®(0 = 1nSpexp(—E(a,0), (6.5) 
а функция E(a, t)--из условия совпадения квазиравновесных 
средних 8(а-а) с их истинными средними, вычисленными с по­
мощью р(г.) (6.3) 

<S(a-a)>£ = <8(a-a)> -SP(R(*)8(a-a)) = / ( a , t ) . (6.6) 
Уравнение (6.6), которое имеет смысл условия .самосогласова­
ния решения уравнения Лиувилля, можно записать в виде 

/ ( а , г) — е-ф<'>-^-'') Sp(8(a-a)). (6.7) 
С помощью (6.7) исключим нормировочную функцию Ф(.0 и 
F (a,t) представим квазиравновесное распределение в виде 

где 
. W(a) = Sp8(a-a) . (6.9) 

Функция распределения грубых переменных (6.1) нормирована 
на единицу 

J/(a,t)da = l, (6.10) 
что следует из нормировки квазиравиовесного распределения. 

Очевидно, что рэ(/) не предполагает какой либо близости к 
равновесному распределению. Знание ee дает возможность 
определить энтропию неравновесного состояния 

5 = — <1np,( t )><=®(0+$F(a, t) / (a , iOda. (6.11-
откуда, с использованием (6.7), (6.10) получим 

5r—-J/(a,<)ln(^)rfa. (6.12) 
6.2. Неравновесная функция распределения в грубых пере­

менных. Оператор проектирования. Неравновесная функция 
распределения удовлетворяет уравнению Лиувилля с бесконечно 
малым источником (3.67) 

^L^iLPit)=~B(p(t)-pQ(t)), e{to}0, (6.13) 

который нарушает его симметрию относительно обращения 
времени. 
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Запишем уравнение (6.13) в виде 
(•^ + _ + в)Др(*)=-(4- + _)р,('), (6.14) 

где Ap(tf) = p ( i ) _ p,(t). 
Дифференцируя квазиравновесное распределение по време­

ни, получим 
J>- Pq (t) - - jj W-1 (a) Sp (8 (a - a) iLAp {t)) 8 (a - a) da -

-^ W~l(a)Sp(Ь(л-a.)iLpg(t))b(&-a)da, (6.15) 

что можно записать в виде 

-^-p?(t)-=-9-eiLAp(t)-S-e^P»-=S--P(0. (6Л6) 
где ввели проекционный оператор 

&аА = [ W~l (a) Sp (AS (a - a)) 8 (а - a) da, (6.17) 

осуществляющий переход к грубым переменным а. Действи­
тельно, 

S-? = fl-„ (6.18) 
вследствие соотношения 

Sp(8(a-a)8(a-a'))-W r(a)8(a — a/). (6.19) 
Оператор (6.17) не меняет квазиравновесной функции распре­
деления 

^ Р Л 0 = Р Л 0 (6-20) 
и переводит неравновесную функцию распределения в квази-
равновесную 

Fqp(t)=pg(f). (6-21) 
Он оставляет неизменной систему грубых переменных a. 

5 s -a /=^ (6.22) 
и любые их произведения и функции от них. В частности, 

^-6 (а— а)=8 (а — а). (6.23) 
Таким образом, .3s,- осуществляет проектирование в пространст­
во функций от грубых переменных. Это необходимо в связи 
c тем, что функции от грубых переменных являются также 
грубыми переменными и когда флуктуации грубых переменных 
не. малы, нельзя ограничиться проектированием лишь на а;. 

Подставляя (6,16) в (6.14), получим 

{яг + <- - ЫiL+е) АР <<> = \ d*x & • ш ( w ) • ' <6-?4> 
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где 
X (а) = (1-# , )&(£-а ) НА (6.25) 

— плотность «обобщенных сил», соответствующих случайным 
силам теории Мори [127]. В нашем случае это не случайные 
силы, а динамические переменные, зависящие от фазовых пере­
менных всех частиц. Действие оператора 1—&ч означает, что из 
полной силы вычитается ее медленно изменяющаяся часть, что 
оправдывает условное название ее как случайной силы. Проек­
ции плотностей обобщенных сил на пространство грубых пере­
менных равны нулю 

53
9Х(а)-=0. (6.26) 

В теории Мори [127] этому свойству соответствует ортогональ­
ность случайных сил и грубых переменных. 

Интегрируя уравнение (6.24), найдем неравновесную функ­
цию распределения 

R.(*HM<>-$-*- { а^'-^~^'^Х(а).^(ЩП). (6.27) 
—со 

Роль обобщенного потока в пространстве грубых переменных 
играет величина 

/ (а ) -= (1- -^ )Ш (а - -а )= - — >Х(а). (6.28) 
так как 

L6(a-a)=—-%--!-La. (6-29) 
6.3. Уравнение Фоккера-Планка. Неравновесная функция рас­

пределения (6.27) позволяет получить уравнение Фоккера-План­
ка для функции (6.1). • 

Роль обобщенного потока в пространстве грубых переменных 
играет величина 

У(а ) -= (1 -9 - в )Ш(а-а )=-—-Х(а ) . 
В квазиравновесном состоянии средний обобщенный поток 

равен нулю 
<j (a )> , = S p M - - W £ 8 ( a - a ) ) = . 

== <JLS(a-a)>,-Sp(pl7,g--iL5(a--a))--=0, (6.30) 
а его истинное неравновесное среднее значение связано 
с
 df(a> •) соотношением 

at 
< / ( а ) > ' = <f-(a — a)) '—<8' (a-a)>. - — 

= *У£&- {ИЛ(ъ-л)) q. (6.31) 
dt 
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Вычислим с помощью (6.27) средний поток (6.28) 
t 

< j(а) > -=- -^-$ da' \ dt'eeU'-t]^(&, a', t - t ' ) X 

v- i - ( j (* ' •* ' ) ) (6.32) 
x da' l Г(а') J' v ' 

где функция 
X (а, а ' , ^ -^ )—5 Р (Х (а )е ( ' " ' И 1 ~^ £ Х (а ' ) (6.33) 

определяет вероятность перехода из состояния а' в состояние а 
за время t — t' под влиянием случайных сил (6.25). 

Среднее значение б (а—а) в квазиравновесном состоянии 
равно 

{Щ£-л)) 9=-^[-t^^Sv{b£-a.)iLi)di' = 

-A---4fe£-Sp(8(£-a)Ua), (6-34> ~~ da W{&) 

так как 
Sp (б (а — а) б (а - a') Ил) = Sp (б (£ - a) iU) б (а — а'). (6.35) 

Следовательно, 

<8"(а-а) > „ - - . — ^ - v ( a ) / ( a , 0 , (6.36) 
где 

V ( a ) = J £ . _ | = 5 ) i _ L (6.З7) 

— скорость изменения грубых переменных. 
C учетом (6.31), (6.32), (6.34) получаем обобщенное уравне­

ние Фоккера — Планка в виде 

*^b«l+^. .v W / ( . ,0 -

= т Н Л ' S <•""-"•*(•. a' , i- .0--|-(--^--)* ' . (6.38) 
Уравнение (6.38) интегродифференциальное, запаздывающе­

го типа. Подобное уравнение было выведено Цванцигом [156], 
но с пределами интегрирования по времени не от —{infty} до t, 
а от нуля до t, что связано с выбором начального момента ^=0. 
Обобщенное уравнение Фоккера-Планка с помощью метода не­
равновесного статистического оператора было получено в рабо­
тах [46, 8, 57]. Другие выводы см. в [156, 108, 96, 107, 141]. 

Уравнение (6.38) является точным. Если предположить, что 
корреляция случайных сил достаточно быстро убывает со вре-
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менем, т. е. что ядро интегрального уравнения имеет острый 
максимум при t~t', а ~ а ' , то уравнение (6.38) можно сущест­
венно упростить, вынося медленно меняющиеся величины из-под 
знака интеграла, и представить его в виде обычного уравнения 
Фоккера-Плаюса 

^ A + 4 - v ( a ) / ( a , 0 = - ^ - 2 ( a ) - V F ( a ) - A ( - ^ ) , (6.39) 

где коэффициент уравнения 
t 

$5(а)=-[№».Г1§ da' J е8(''-°ЯГ(а, a'. i-t')dt' (6.40) 

выражен через корреляционную функцию плотностей обобщен­
ных сил (6.25). Уравнение (6.40) является уже дифференциаль­
ным уравнением и не содержит запаздывания. 

В том случае, когда грубыми переменными ЯВЛЯЮТСЯ Фурье-
компоненты плотностей энергии, импульса или числа частиц 
уравнение (6.39) является функциональным уравнением в про­
странстве переменных, соответствующих вещественной и МНИМОЙ 
части Фурье-компонент коллективных переменных. По определе­
нию, 6-функция от комплексного переменного считается равной 
произведению 6-функций от вещественной и мнимой части 
аргумента. 

§ 7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Мы обсудили различные подходы в теории неравновесных 
процессов. Все они в той или иной мере основаны.на иерархии 
времен релаксации в эволюции неравновесного СОСТОЯНИЯ И отбо-' 
ре ограниченной информации о нем, например, с помощью опе­
рации проектирования (§ 2) или построения квазиравновесного 
распределения. Метод неравновесного статистического операто­
ра выражает эти идеи в наиболее компактной форме. Были 
приведены лишь наиболее простые примеры применения этого 
метода (§§ 4—5) для сравнения его с другими методами. 

Метод неравновесного статистического оператора интенсивно 
применялся к проблемам магнитного резонанса в работах тби­
лисской группы Л. Л. Буишвили, М. Д. Звиададзе и Г. Р. Хуце-
швили и их учеников [37]. Большое число их работ посвящено 
теории насыщения линии магнитного резонанса, как однородного 
[84, 23], так и неоднородного [24—25, 9, 22] и динамической 
поляризации ядер [24, 19], ядерной спиновой диффузии [26, 21]. 
Этот метод применялся к теории электронного парамагнитного 
резонанса в полупроводниках [1, 2] и в теории ядерного квадру-
польного резонанса [20, 27]. Он нашел также применение в ра­
ботах В. П. Калашникова в теории «горячих» электронов в 
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полупроводниках в СИЛЬНЫХ электрических полях [105, 48], 
в теории,эффекта Оверхаузера при разогреве электронов [10], 
выводу кинетических уравнений для парамагнетиков [86]. Он 
был применен также для вывода кинетического уравнения для 
малой подсистемы — макромолекулы, взвешенной в вязкой жид­
кости в работе И. Л- Бухбиндера, А. Р. Кесселя, Т. Н. Хазано-
вича [28]. Этим методом изучалось кинетическое уравнение с 
учетом ренормировки в высших приближениях по ПЛОТНОСТИ И 
взаимодействию в работе Д. Н. Зубарева и М- Ю. Новикова 
[45], а также кинетические уравнения в сильных полях [3, 64]. 

В работах В. А. Коварского, Е- А. Попова, И. А. Чайковского 
и Н. Ф. Перельмаиа метод неравновесного статистического опе­
ратора был применен к исследованию эффектов разогрева при 
взаимодействни мощного лазерного излучения с веществом [55] „ 
при оптических и безизлучательиых переходах в локальных 
центрах при воздействии на них сильного излучения [112]. Он 
применялся также к теории рассеяния света па неравновесных 
фоноиах Еиджеевским и Пашкевичем [103]. С помощью этого 
метода Л. А. Покровским [61] развивалась статистическая тео­
рия одномодового лазера иа двухуровневых атомах с учетом 
квантовых флуктуации поля излучения. Этот метод применен 
В. Г. Морозовым к гидродинамике сверхтекучести [58] и теории 
гидродинамических мод, в ферромагнетике [128], а также 
В. Б. Немцовым к гидродинамике жидких кристаллов [131]. 
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