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(АЛГОРИТМИЧЕСКИЕ, АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ 
И МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ) 

В. П. Козырев, С. В. Юшманов 

Обзор охватывает статьи по теории графов определенной 
направленности с 1973 по 1984 год включительно. Предыдущий 
обзор, написанный первым автором [13],, содержал работы, 
опубликованные с 1963 по 1971 год включительно. За прошед­
шие годы сохранилась тенденция резкого роста публикаций, 
значительного расширения теории графов и ее применений. Бы­
ли выпущены десятки монографий, посвященных различным на­
правлениям теории графов (алгоритмическим, алгебраическим, 
топологическим, раскраскам, решению потоковых задач и т. д.), 
вышли десятки общих сборников и еще больше узконаправлен­
ных, было проведено большое число международных и регио­
нальных конференций, коллоквиумов и семинаров (приводить 
их перечни нет возможности) -

За последние 10—15 лет стали издаваться более 10 между­
народных журналов по дискретной • математике, в которых 
статьи по теории графов составляют существенную часть каж­
дого номера. Постоянно печатаются работы по теории графов 
в журналах, посвященных теории вычислений и теории про­
граммирования. Издается, «Журнал теории графов», В 1985 го­
ду начнет издаваться Азиатский журнал «Графы и комбинато­
рика». В нашей стране нет ни одного журнала по дискретной 
математике и статьи по теории графов выходят в основном в 
изданиях вузов и научно-исследовательских институтов. 

Наряду с такими странами как США, Канада, Венгрия зна­
чительный вклад в развитие теории графов, в особенности ее 
приложений, в последние годы внесли математики из Японии. 
Можно отметить заметное увеличение числа работ' по теории 
графов в Болгарии, Италии, КНР и других странах. Вклад со­
ветских ученых за последние 10—15 лет уменьшился, несмотря 
на возросшую сферу применения и глубину использования тео­
рии графов как внутри математики, так и в различных областях 
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науки и техники. В нашей стране нет математических коллекти­
вов, которые занимались бы развитием теории графов, и в этом 
разделе математики у нас работают или одиночки, или группы 
исследователей, у которых теория графов — неосновной или 
неофициальный род деятельности. 

Курсы по теории графов читаются не только в университе­
тах, но и являются обязательной дисциплиной во многих тех­
нических вузах страны. Описание последних результатов, ука­
зание тенденций развития теории графов имеет значение не 
только для преподавания, но и для использования различными 
ее потребителями. В качестве примеров увеличения сферы при­
менения теории графов укажем использование теории графов 
в автоматизации проектирования современных ЭВМ, в частно­
сти, при разработке больших интегральных схем '[33, 201], при 
построении оптимальных сетей связи [35]. 

За указанное время вышло несколько обзоров, посвященных 
отдельным направлениям теории графов. Среди них отметим 
обзор по проблеме изоморфизма .графов i[8]. Алгоритмическая 
проблематика теории графов рассматривается в обзоре по ком­
бинаторному анализу, в который включены статьи в основном 
1980—1983 гг. [31]. Более узкие обзоры указываются в соот­
ветствующих разделах данной работы. 

Последние 10—15 лет отмечены успехами прежде всего в 
области алгоритмов на графах. Были созданы алгоритмы поли­
номиальной сложности решения как новых задач, так и ста­
рых, хорошо известных. Среди таких задач — установление изо­
морфизма графов для ряда важных классов графов (см. § 2); 
нахождение, укладки и вычисление рода графа в случае, когда 
род графа ограничен константой; нахождение максимального 
потока в сети; проверка многих достаточных условии существо­
вания гамильтонова цикла в графе. Для ряда задач постро­
ены алгоритмы с линейной сложностью. Это решение пробле­
мы изоморфизма для таких классов графов как деревья, пла-
нарные графы, интервальные графы; установление плаиарности 
графа; раскраска вершин планариого графа в пять цветов; на­
хождение гамильтонова. цикла в 4-связном планарном графе 
и др, С использованием ЭВМ была решена широко известная 
проблема 4-х красок. Производится детализация NP-полных 
проблем на графах. Осуществляется выделение подклассов гра­
фов, для которых рассматриваемые задачи остаются NP-пол-
ньши. 

Широка связь теории графов и алгебры. В 1938 г. Фрухт 
доказал, что каждая конечная абстрактная группа есть группа 
автоморфизмов некоторого графа. Этот результат уточнялся и 
обобщался в разных направлениях. Так, показано, что каждая 
конечная группа изоморфна группе автоморфизмов некоторого 
сильно регулярного графа. Для любой конечно порожденной 
группы доказано существование орграфа (пары вершин могут 
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соединяться не более чем одной дугой независимо от направ­
ления), у которого группа автоморфизмов изоморфна данной, 
и любая ее подгруппа изоморфна подгруппе группы автомор­
физмов, порожденной раскраской ребер представляющего гра­
фа. Получены условия представления для определенных неабе-
• левых групп ([241]. Изучение свойств цветных графов Кэли в 
определенных условиях позволило построить некоторые специ­
альные группы. Другие примеры использования теории графов 
в алгебре можно найти в решении задач, связанных со струк­
турами конгруэнтности [284]. 

Известно [8], что категории всех конечных алгебраических 
систем таковы, что проблемы изоморфизма для них эквивалент­
ны (г. е. полиномиально сводятся друг к другу) проблеме изо­
морфизма графов. Среди них: структуры, коммутативные ниль-
потентные полугруппы класса 3, ассоциативные алгебры конеч­
ного ранга над фиксированным замкнутым полем с квадратом 
радикала, равным нулю, и коммутативным фактором по ради­
калу. И это еще одна из причин повышенного интереса специ­
алистов к проблеме изоморфизма графов. Применение методов 
теории групп [224] позволило построить полиномиальные алго­
ритмы установления изоморфизма графов из классов, имею­
щих теоретическую и практическую значимость (см. § 2). 

Данный обзор состоит из следующих разделов: 1) алгорит­
мические проблемы, 2) изоморфизм графов, 3) восстановление 
графов, 4) метрики в графах, 5) раскраски графов, 6) обходы 
графов, 7) покрытия и разбиения. В известной мере эти раз­
делы дополняют разделы предыдущего обзора [13]. Раздел 1 
связан с отальными указанием конкретных алгоритмов. Раз­
дел 2 связан с разделом 3, так как задача установления изо­
морфизма графов и задача восстановления графа эквива­
лентны, а использование метрики из графах осуществляет­
ся в описании алгоритмов установления изоморфизма и по­
строении графов, дающих оценки сложности алгоритмов или 
являющихся контрпримерами к эвристическим алгоритмам. На 
связь разделов 4 и 6 указывает то обстоятельство, что для гра­
фа восстанавливается число гамильтоновых циклов. Раскраски 
и обходы графов можно рассматривать- как частные случаи 
покрытий графов. 

Определения различных характеристик и их обозначения, 
используемые в обзоре, являются стандартными и взяты из 
[48]. Под графом понимается граф без петель и кратных ре­
бер, в ином случае будут сделаны оговорки. Граф G(V, E) име­
ет множество вершин V={vu..., vn} и множество ребер Е = 
= (ei <-•»}. Класс «-вершинных графов обозначается .?п, 
класс графов с п вершинами и т ребрами — через .?,,,,,,. Обозна­
чения таких характеристик как группа автоморфизмов Aut(G), 
вершинное (реберное) число независимости a0(ai), макси­
мальная (минимальная) степень А (б), связность (реберная) 
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к (А,), хроматическое число -*, хроматический индекс %', степень 
вершины vi6i&gvi = di и другие при первом использовании в тек­
сте называются с указанием обозначения. Понятие сложности 
алгоритма (или времени его работы) можно, найти в '[201] 
или '[6]. 

§ 1. АЛГОРИТМИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ ТЕОРИИ ГРАФОВ 

В настоящее время известно несколько тысяч дискретных за­
дач, для которых доказана их принадлежность к классу NP. 

Стало традицией, даже в прикладных работах, исследовать 
сформулированную задачу на принадлежность к этому классу. 
Доказательство принадлежности классу NP проводится обычно 
на пути полиномиального сведения некоторой NP-полной проб­
лемы к данной задаче. Многие задачи теории графов ЯВЛЯЮТСЯ 
NP-полными, что было установлено в работах [6] и др., содер­
жащих перечни NP-полных проблем. Поэтому приведем резуль­
таты с более общими формулировками, характеризующие клас­
сы задач.' 

Проблема удаления заключается в том, что для фиксирован­
ного свойства Р требуется найти минимальное число вершин 
графа G, после удаления которых результирующий граф удов­
летворял бы свойству Р. Назовем Р наследственным, если для 
любого графа G, удовлетворяющего Р, этому свойству удовлет­
воряют и все его порожденные подграфы. Свойство Р назы­
вается нетривиальным, если имеется бесконечно много графов, 
удовлетворяющих Р, и бесконечно много графов, не удовлетво­
ряющих Р. Пусть Р проверяется за полиномиальное время. 
В [219] доказывается, что для любого нетривиального наслед­
ственного свойства Р проблема удаления ребер (вершин) NP-
полна как для неориентированных, так и для ориентированных 
графов. Такими свойствами являются: транзитивность, транзи­
тивная ориентируемость, двудольность, отсутствие циклов задан­
ной длины. Имеются и другие NP-полные проблемы, связанные 
с удалением вершин t[219] и ребер [342]. Так, задача отыскания 
k вершин, удаление которых приводит к получению 1) пустого 
графа (задача остается NP-полной для двудольных и даже 
двудольных плоских графов), 2) к графу, являющемуся объеди­
нением полных графов, 3) к графу, который является объеди­
нением гамильтоновых графов (задача остается NP-полной для 
плоских графов), 4) к графу, каждая компонента связности ко­
торого есть дерево [206]. 

Проблема стягивания ребер заключается в нахождении 
минимального числа ребер, стягивание которых приводит к гра­
фу, удовлетворяющему свойству Р. Эта задача является NP-
трудной [6], если свойство Р наследственное и конечно опреде­
ляется двусвязиыми компонентами. Последнее означает, что су­
ществует конечное множество *& (Р) двусвязных графов такое, 
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что граф G удовлетворяет Р, если и только если G не содер­
жит подграфа, который изоморфен некоторому графу из & (Р) 
и который получается с помощькз удаления множества Е\ и 
стягивания множества Е2, ЕХ^Е, E2

S-E [69]. Утверждение 
справедливо и относительно трехсвязных компонент (см, также 
[331]). Свойством Р может являться: 1) планарность, 2) па-
раллельно-последовательность, 3) внешнепланарность, 4) хор-
довость, 5) отсутствие циклов длины не меньше k для фикси- , 
рованного целого числа к^г-Ъ. Утверждение остается справед­
ливым, если дополнительно наложить на графы условие пла-
нарности. 

Другая тенденция в-изучении NP-полных проблем заклю­
чается в переходе к более узким классам графов. Яркий при­
мер здесь — это NP-полная задача о гамильтоновом цикле, ко­
торая остается NP-полной в классе кубических пленарных 
3-связных (5-цйклически-связных) графов [144]. Известная тео­
рема Татта утверждает, что любой 4-связный пленарный 
граф имеет гамильтонов цикл [48], и он находится алгоритмом 
линейной сложности [70]. Отметим, что задача нахождения га-
мильтонова цикла для графов плоской решетки — также NP-
полная проблема. 

Задача нахождения вершинного покрытия для кубических 
планарных графов также является NP-полной [330], что дока­
зывается ее сведением к этой же задаче для планарных графов 
со степенями вершин не более 3, NP-полнота которой доказа­
на в [100]. Для отдельных классов графов задача решается 
полиномиально. 

Задача отыскания максимального разреза NP-полна уже 
для класса графов со степенями вершин не больше 3 [6]. Для 
двудольных графов она решается тривиально. Поэтому инте­
ресно рассмотреть графы, не содержащие длинных циклов не­
четной длины- В [168] приведен алгоритм для графов, у кото­
рых длина наибольшего цикла нечетной длины не превышает 
2 k + l . Сложность алгоритма — 0(nik). 

• Будем называть граф G разбиваемым, если все его вершины 
можно раскрасить в красный и синий цвета так, что любая 
вершина v имеет не более одной вершины, цвет которой отли­
чен от цвета вершины v. В [105] показано, что распознавание 
разбиваемое™ является NP-полной задачей, причем даже тог­
да, когда степени вершин не превышают 4. Если степени не 
превышают 3, задача решается полиномиально. 

Для задачи выделения в заданном графе G , регулярного 
подграфа данной, степени г нет никаких критериев существова­
ния. Только доказано, что в 4-регулярном графе имеется 3-ре-
гулярный подграф [46]. В [270] доказано, что для каждого 
г ^ З задача выделения "-регулярного подграфа является NP-
полной даже для класса двудольных графов со степенями вер­
шин не больше г + 1 . Задача остается NP-полной и для тех 
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случаев, когда: 1) /—3 и G — двудольный планарный граф со 
степенями не более 4; 2) г=4 или г=5 и G—двудольный пла­
нарный граф со степенями не более 6 или 8 соответственно. 

Следующие 4 задачи имеют единую формулировку: для за­
данных вершин v,i, Vj графа G найти наибольшее число непе­
ресекающихся по ребрам (вершинам) простых цепей из ai в о.,, 
имеющих длину к (длину, не превышающую k). Будем обозна­
чать каждую из получаемых задач комбинацией из двух букв 
и числа, равного значению k, Первая буква Е (соответственно 
V) означает, что рассматриваются цепи, не пересекающиеся 
по ребрам (вершинам), вторая буква — что рассматриваются 
цепи длины k (буква D) ИЛИ цепи длины не больше k (буква 
.6). В [193] показано, что задачи VDk, EDk являются NP-пол-
ными для й ^ 4 , задачи VBk, EBk NP-полны для &Г5-5, а для 
задач с меньшими значениями k (т. е. VDk, EDk для /s{le}3 и 
VBk, EBk для &{le}4) предложены полиномиальные алгоритмы. 

В [193, 303] приведен критерий существования и построен 
полиномиальный алгоритм нахождения двух непересекающихся 
.по ребрам цепей, первая из которых соединяет одну пару вы­
деленных вершин мультиграфа G, а вторая—-другую пару вы­
деленных вершин. Существование решения связано с планар-
ностью редуцированного из G кубического графа. Задача на­
хождения г цепей для одной пары и s цепей для другой пары 
при произвольных г, s, а также задача о нахождении непере­
секающихся цепей для k пар вершин ЯВЛЯЮТСЯ NP-полными. 

Нахождение приближенных решений в зависимости от сте­
пени приближения для многих NP-полных задач остается NP-
полной задачей, например, нахождение, гамильтонова цик­
ла, минимальных вершинных раскрасок, циклов длины k, 
/г-раскрасок. Так, задача определения е-приближенного fe-цент-
ра при в < 2 и задача определения s-приближенного абсолютно­
го k-центра при s < 3 / 2 являются NP-сложными. 

Для некоторых NP-полных задач описаны алгоритмы эк­
споненциальной сложности и указаны виды экспонент. Приве­
дем один пример. В [214] описан простой алгоритм минималь­
ной раскраски вершин графа G, который в худшем случае 
имеет сложность 0(n-m- ( l + I ^ I ) " ) , l + ^ З » 2 , 4 4 5 . Показано 
[145], что если для константы г<2 и константы d существует 
полиномиальный алгоритм раскраски вершин графа, который 
гарантирует не более r .x (G)+d цветов, то существует поли­
номиальный алгоритм, который гарантирует точно %(G) цветов. 

Задача о раскраске ребер кубического графа в три цвета 
является NP-полной. Отсюда вытекает NP-полнота задачи о 
раскраске ребер графа G c максимальной степенью А в А цве­
тов [258]. По теореме В. Г. Визинга ребра G раскрашиваются 
в А + 1 цветов. Для нахождения такой раскраски в [68] описан 
.алгоритм, сложность которого 0(min{n.m, А• n+mfnTogTi). 
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Задача определения, изоморфен ли граф Gi некоторому 
подграфу графа G2,' NP-полна. Но для узких классов графов 
она решается полиномиально; для класса деревьев — со слож­
ностью 0(/г2'5), для класса деревьев с ограниченными степеня­
ми—со сложностью 0(n2) [291]. Задача остается NP-полной 
в классе планарных графов и в классе ориентированных гра­
фов с ограниченными полустепенями исхода и захода, даже 
когда все они равны 2 [265]. 

Для взвешенной задачи кратчайшего обхода вершин гр$фа 
(в частности, для задачи коммивояжера на полном графе, у 
которого веса ребер удовлетворяют неравенству треугольни­
ка) описан «-оптимальный алгоритм, 6 ^ 1 / 2 , имеющий слож­
ность 0(n 3 lnn) [37]. Этот же автор показал, что задача ком­
мивояжера остается NP-полной при введении дополнительных 
ограничений на порядок прохождения вершин. 

Задача о выделении максимального множества независимых 
вершин является NP-полной даже для класса планарных гра­
фов. В [99] описан приближенный алгоритм, имеющий линей­
ную сложность , который находит независимое множество мощ­
ности не менее половины от наибольшей. Имеется также при­
ближенный алгоритм сложности O(nlogn) , который для 
худшего случая дает отношение 1 — О (1/yiog log n). 

Алгоритм сложности O(nlogn) позволяет раскрасить 3-хро-
матический граф в не более чем 3"|/п цветов [335]. Для выяс­
нения, можно ли вершины графа G правильно раскрасить в к 
или менее цветов, в [336] показано, что упорядоченный пере­
бор (реализованный в виде бэктрека) содержит константное 
среднее число случаев, равное среднему числу вершин поиско­
вого дерева при n{to}oo, В [236] исследуется алгоритм нахож­
дения хроматического многочлена графа, построенный на 
основе методики ветвей и границ, который заключается в по­
строении 2-дерева (дерева Зыкова). Анализ и некоторая клас­
сификация эвристических алгоритмов раскраски вершин гра­
фов даны в[145] . Обзор алгоритмов нахождения реберных рас­
красок дан в [31, 184, 335]. NP-полной является даже задача 
о нахождении 3-раскраски планарных графов со степенями не 
более 4 [146]. 

Задача о нахождении минимального числа полных подгра­
фов, которые покрывают ребра графа с любыми степенями 
вершин, является NP-полной. Однако если степени вершин 
меньше 5, то задача решается линейно —в [276] описан алго­
ритм сложности 0(п). 

Задача Штейнера на графе G с заданной весовой функцией 
на ребрах заключается в нахождении связного подграфа с 
минимальной суммой весов ребер, содержащего данное мно­
жество вершин SsV, \S\=k^2. В [305] описывается алго­
ритм приближенного решения этой задачи, имеющий сложность 
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0(й/г2). Показано, что получаемое решение не более чем в 
2.(1—l/k) раз превышает оптимальное, и существует граф, 
на котором достигается самое плохое отношение для любого 
2- /̂j{le}n-

Начаты алгоритмические изучения сложности решения раз­
личных комбинаторных задач для .отдельных классов графов 
с учетом их специфики. Так, в [306] описываются алгоритмы 
линейной сложности для класса параллельно-последователь­
ных графов. Классами графов, для которых некоторые NP-пол-
ные проблемы решаются полиномиально, являются: деревья, 
планарные графы, параллельно-последовательные графы, интер­
вальные графы, транзитивно ориентируемые графы и др. Для 
них, учитывая их особенности, удается построить более эко­
номные алгоритмы решения задач, которые и в общем случае 
решаются полиномиально. Ярким примером является .класс 
планарных графов. Для плоских графов, у которых веса' на 
ребрах таковы, что нет отрицательных циклов, задача о нахож­
дении всех кратчайших путей решается со сложностью 0(п2). 
В [281] описан алгоритм нахождения минимального разреза 
плоского графа, который для произвольных положительных 
весов на ребрах имеет сложность 0(n-log2n), для весов, не 
превосходящих поа),— сложность О (nlogn.log logn), для 
единичных весов — сложность O(nlogn). С линейной слож­
ностью в планарном графе находится разбиение множества 
вершин на подмножества A, В, С такие, что вершины из А не 
смежны с вершинами из В, Л и В не содержат более чем 2п/3 
вершин, а С содержит не более чем 2{cdot}y2{cdot}Tn вершин [221]. 
Независимое множество S такое, что | 5 | > l / 5 n , находится в 
планарном графе с линейной сложностью [99, 100]. Верши­
ны пленарного графа раскрашиваются в 5 цветов алгоритмом с 
линейной сложностью [99]; установление /е-хромэтичности пла-
нарного графа является NP-полной проблемой. 

Имеется значительное число работ, в которых описываются 
полиномиальные алгоритмы решения различных конкретных 
задач теории графов. В обзоре [31] указан ряд задач (за 
1980—1983 гг.), посвященных нахождению паросочетаний, пу­
тей, циклов, разрезов, остовньш деревьям, раскраскам, про­
верке некоторых свойств графов. Обзор алгоритмов порожде­
ния графов с заданными свойствами за 10 лет сделан в [280]. 
Среди них — графы с заданным набором степеней 
вершин, турниры, различные специальные . деревья, са-
модополнительиые графы. Алгоритмам поиска 
Кратчайших путей в графах посвящен обзор [120], имеющий 
в библиографии 222 публикации. Приведем из этого разнообразия 
несколько типичных примеров. Множество всех кратчайших путей 
и их длин в орграфе находится со сложностью О (M (n)-J-n2), 
где М {и) = О (/г.'°2-7) по алгоритму Штрассена [329]. Для каждого 
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возможного стока v для задачи выделения пары непересекаю­
щихся по дугам путей из фиксированного источника 5 в t> 
орграфа 0$§л,т в [303] описан алгоритм, имеющий сложность. 
О (иг logi+m/„n) и требующий памяти О (т). Алгоритм строит 
неявное представление п пар путей; для данного такого пред­
ставления, чтобы явно выделить пару путей для любого задан­
ного стока, нужно затратить время 0(1) на одну дугу, принад­
лежащую путям. Алгоритмы вычисления вершинной и реберной 
связностей графов и орграфов излагаются и комментируются 
в [130]. В [285] дан алгоритм сложности О (/г2) построения для 
данных п и к графа Q(V,E) такого, что \V\ = Я, вершинная 
связность О равна k, | E | минимально и диаметр не более чем 
в два раза больше минимально возможного. На взвешенном графе 
(G, с) нахождение узкого места, т. е. множества SoCV, \S0\=k 
такого, что min с (•?)-= max min с(ё), где Е (S) — множество 

eCE(So) SCZVePE(S) 

ребер, соединяющих вершины из 5 с вершинами из K \ S , ре­
шается со сложностью О (п2-logn) [191]. 

Алгоритмы нахождения максимального потока и алгоритмы 
решения близких задач описаны в монографии [1]; развитие 
ЭТИХ идей на мультипотоки содержат работы сборника [36]. 

Нахождение гамильтоиова цикла в графах, для которых вы­
полняются различные достаточные условия существования, 
реализуется полиномиально. Гамильтонов цикл в 4-связных 
планарных графах находится с линейной сложностью [70]. Для 
сократимых потоковых графов в '[181] описан алгоритм на­
хождения гамильтоиова контура, имеющий сложность 0(п-т). 
На основе этого алгоритма можно устроить проверку со слож­
ностью 0(nh-m), покрывается ли данный сократимый потоко-

—> 
вый граф GG%?n,m множеством его k непересекающихся по вер­
шинам путей. 

Многие сложные задачи на графах решаются более просто 
в среднем и для «почти всех случаев». В. Ал Перепелица пока­
зал, что почти все графы Об2?„ имеют гамильтонов цикл и он 
находится простым алгоритмом, имеющим сложность О (ft2). 
Почти все графы Об&п,т обладают гамильтоновым циклом и 
даже пансвязны, если и только если т > 5-(log п + log log n + 
+ Ф(/г)), где Ф (п){to} оо при «.{to} оо и гамильтонов цикл нахо­
дится полиномиально [17]. Обзор исследований вероятностного 
поведения различных алгоритмов нахождения гамильтоновых 
циклов дан в [62]. В '[62] описаны и анализируются три алго­
ритма, в которых используется случайный выбор. Два из них 
находят гамильтонов цикл (контур) со сложностью 0(nlog2n) 
«почти всегда» в случайных графах, имеющих не менее с-п-
•logп ребер (дуг). Третий алгоритм в таких графах находит 
«почти всегда» совершенное паросочетание со сложностью 
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O(n logn) . Здесь вводится машина со случайным доступом как 
модель для изучения нижних оценок сложности. 

Изучалось поведение сложности алгоритмов для «почти 
всех» графов. Так, для вычисления числа независимости 
(стабильности) в [307] предложен алгоритм, имеющий слож­
ность 0(2" /3). На основе этого алгоритма в [266] определена 
система «рекурсивных доказательств» верхних оценок a(G) ,{le}t. 
Показано, что для «почти всех» графов Gd&n,m m = C-n, где 
С — достаточно большая константа, длина «доказательств» си­
стемы зависит по крайней мере экспоненциально от п [105]. 
В продолжение этой работы для «почти всех» графов GG§n по­
казано, что время вычислений растет субэкспоненциально от п, 
а в случайном графе с вероятностью б/n существования любого 
ребра независимо от других время вычислений почти наверное 
растет экспоненциально от п [266]. Определение хроматиче­
ского многочлена ,с помощью метода ветвей и границ при при­
менении операций добавления ребра ^отождествления несмеж­
ных вершин характеризуется, построением дерева Зыкова. Для 
«почти всех» графов_Об.?„ показано '[236], что дерево Зыкова 
имеет не менее CT"'tan вершин, С > 1 , т. е. предлагаемый алго­
ритм не является полиномиальным. 

Для решения двукритериальной задачи покрытия вершин 
графа С, ребрам которого приписываются равновероятно и неза­
висимо веса из множества 31-={1, 2, . . . , R}, цепями двух опре­
деленных длин I, 1-\-\ в [23] описан простой и эффективный 
алгоритм, который для «почти всех» графов Ge&n(R), 
Д < (21+П1)\пп> г д е l<lY Т^~2"' с т р о и т о п т ™ а л ь ное по 
первому критерию (минимизация удельного веса) покрытие, а по 
второму критерию (минимизация мощности) покрытие имеет 
•относительное уклонение не больше 2i . • В [32] описан класс 
многокритериальных задач покрытия и разбиения графов и гипер­
графов, для которых решение изучается для «почти всех» слу­
чаев. 

В завершение раздела отметим интенсивное развитие парал­
лельных алгоритмов и их сложности, причем задачи на графах 
представляют интерес не только благодаря геометрической на­
глядности и детальности проработки в последовательных вычис­
лениях, но и из-за многочисленных приложений. Модели парал­
лельных вычислений на графах и некоторые результаты содер­
жатся в обзоре [11]. Укажем, что решение таких задач, как 
построение транзитивного замыкания, проверка связности, на­
хождение 2-связных компонент, построение минимального остовно-
го дерева, установление планарности, требуют времени log2 n и, со-

и- л3 , 2 9 

ответственно,/г3, it log / г+m, —-—, л.2, --—-—• процессоров (указа­
ны порядки величин) [282, 317, 327]. 

77 



§ 2. ИЗОМОРФИЗМ ГРАФОВ 

Проблема установления изоморфизма двух графов занима­
ет особое положение — неизвестно, относится ли она к классу 
Р или является NP-полной проблемой. 

Карп ![201] в 1972 г. назвал две задачи такого же типа:. 
задача проверки простоты числа и задача линейного програм­
мирования. Позже была доказана их полиномиальность: Мил­
лером i[242] —для проверки простоты при условии справедли­
вости гипотезы Римана и Л. Г. Хачияном [49] —для задачи 
линейного программирования. Существует ряд задач, которые 
полиномиально сводятся друг к другу и сводятся к проблеме 
установления изоморфизма графов Gi и G2: 1) определить чис­
ло изоморфизмов Gi на G2? 2) построить изоморфизм Gi на G2 
или доказать, что они не изоморфны; 3) определить порядок 
группы автоморфизмов графа G; 4) разбить V(G) на орбиты 
группы автоморфизмов G; 5) для фиксированных вершин vir 
vfiV установить, существует ли автоморфизм G, переводящий 
о. в V]-, 6) для фиксированного ребра (vu Vj)GE(G) определить., 
существует ли автоморфизм G, переводящий о. в ол; 7) постро­
ить систему образующих группы автоморфизмов G [8, 234]. 
Если вводятся ограничения на автоморфизмы, то задача может 
оказаться более определенной. Так [222], задача нахождения 
автоморфизмов графа G без неподвижных точек " является 
NP-полной. 

Выделено много классов графов, обладающих специальными 
свойствами, для которых проблема изоморфизма полиномиально 
сводится к проблеме изоморфизма произвольных графов. Неко­
торые из классов являются достаточно узкими. Среди них: 
1) класс 3-связных графов; 2) класс двудольных графов без 
нетривиальных сильно регулярных подграфов (тривиальные 
графы имеют все степени d—1 или 0); 3) класс графов диа­
метра 2 и радиуса 1; 4) класс двудольных эйлеровых графов; 
5) класс двудольных регулярных графов; 6) класс реберных 
графов; 7) класс хордовых графов (любой цикл длины больше 
3 имеет хорду); 8) класс графов, у которых,любое ребро при­
надлежит некоторому полному подграфу Кт, где г — константа, 
г ^ 2 ; 9) класс самодополнительных регулярных графов. Мож­
но назвать и некоторые классы ориентированных графов: связ­
ные двудольные орграфы, корневые бесконтурные и др. (см. 
да. 

Обобщения понятия изоморфизма графов восходят к понятию 
2-изоморфизма, введенного Уитни (см. [334]). Графы G-(1/-,E-) 
и G2(l/2- E2) называются '̂-изоморфными [343], если существуют 
разбиения Ех = U E i " и E 2 = U E2°> а графы, образованные 
ребрами из E i ° и Е^\ изоморфны для каждого 1 < t < £ . Обыч­
ный изоморфизм — это 1-изоморфизм. В [343] доказано, что зада-
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ча установления 2-кзоморфизма графов является NP-полной. 
С другой стороны имеются обобщения, которые индуцируются 
обычным изоморфизмом. Такими примерами являются 3-реберный 
изоморфизм и гамильтонов изоморфизм, которые изучал 
М. А. Зайцев (см. [8]). 

Изучение канонических представлений (нумераций) графов 
привело к некоторым сдвигам решения проблемы изоморфизма 
произвольных графов. 

В ![8, 72] приводится умеренно экспоненциальная оценка 
. 0(expn1_c), где с — положительная константа. 

Для отдельных классов графов, казалось бы довольно труд­
ных для данной проблемы (сильно регулярных графов и их обоб­
щений [7] —примитивных когерентных конфигураций), достигнуто 
большее улучшение [71]. Будем называть подмножество S мно­
жества вершин V графа О тестовым, если для каждых двух 
вершин t);, •ofiV\S выполняется Гг)гП S - ^ - r ^ n S . Пусть S- и 
S2 —тестовые множества графов G1 и G2; | S.J —| S 2 | —/г. Уста­
новить изоморфизм Q-i и С?2> переводящий 51 в S2, можно в ре­
зультате рассмотрения всех 1-1 соответствий S1 и S2; соот­
ветствия остальных вершин определяются по тестовым мно­
жествам. Поэтому перебирая c,/l-kl вариантов соответствия, 
можно найти каноническую нумерацию. B [71] показано, что 
в сильно регулярном графе при п>800 имеется тестовое мно­
жество, содержащее не более 2У~п-\пп вершин. Отсюда выте­
кает оценка сложности установления изоморфизма сильно регу­
лярных графов О (ехр21//г-1п2/г). 

За последние 15 лет были получены полиномиальные оценки 
сложности установления изоморфизма для целого ряда классов 
графов, некоторые из которых имеют большое практическое 
значение. Прежде всего отметим линейные оценки сложности, 
которые были получены с помощью изучения свойств специ­
ально подобранных способов канонического представления. Та­
кими классами являются деревья 1[8], планарные графы [186], 
интервальные графы [223], параллельно-последовательные сети 
[306] и другие более экзотические классы графов. 

Далее полиномиальные алгоритмы установления изомор­
физма были получены для более сложных классов графов: для 
класса графов, которые укладываются на поверхности ограни­
ченного рода 1[135, 243]; для класса графов, у которых кратно­
сти собственных значений ограничены [72]; для класса графов, 
у которых степени вершин ограничены [224]. Здесь, как обыч­
но, под ограниченностью понимается наличие такой констан­
ты с (не зависящей от n) , что все рассматриваемые параметры 
(род графа, кратности собственных значений, степени всех вер­
шин) не превышают с. Попытки обобщить эти результаты увен­
чались успехом. Обобщением класса графов с ограниченными 
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степенями вершин являются попарно й-разделимые графы 
[2451 

Обобщением графов с ограниченными степенями вершин и 
графов с ограниченным родом являются й-сократимые графы 
[244] и графы, не стягиваемые к полному двудольному графу 
К, Г34] Граф G называется попарно й-разделимым, если для 
любых его вершин vit v, (v,¥=vt) существует множество мощно­
сти k, состоящее из вершин {=£vu v,) и ребер, которое разде­
ляет и, от V]. Понятие й-сократимости вводится с помощью 
сложной процедуры, на изложение которой требуется несколько 
страниц. Граф Gi стягивается на граф G2, если Gi содержит 
подграф, из которого путем отождествления концов некоторых 
ребер можно получить G% 

Получение указанных алгоритмов связано прежде всего с 
двумя подходами. Комбинаторный подход состоит в выделении 
чисто комбинаторных СВОЙСТВ рассматриваемого класса графов 
и на их основе, собственно, и строится алгоритм. Так, алго­
ритм установления изоморфизма графов ограниченного рода 
получается при рассмотрении свойств всех вложений графов в 
данную ориентируемую поверхность, а проверка изоморфизма 
интервальных графов основана на удачном кодировании всех 
интервальных представлений графа. Алгебраический подход 
использует технику теории групп, которая позволяет находить 
группы автоморфизмов графов из специальных классов. При 
этом используется в первую очередь сведение проблемы уста­
новления изоморфизма к проблеме нахождения групп авто­
морфизмов раскрашенных графов. Под раскрашенным графом 
понимается пара (G,f), состоящая из графа G и функции / 
(называемой раскраской), отображающей V(G) в начальный 
отрезок {1, . . . , £} натурального ряда чисел. Особое значение 
имеет класс конечных групп $g, у которых все композицион­
ные факторы есть подгруппы Sym(S), где \S\=g. В [224] по­
казано, что если группа А перестановок из»,- действует на рас­
крашенном множестве S, то по заданным образующим груп­
пы A полиномиально (по |5 | ) строится подгруппа перестановок 
группы А, сохраняющих цвета элементов 5. Пусть задан граф 
G и образующие .?- группы А, подгруппой которой является 
Aut(G). Тогда каноническое представление G может быть полу­
чено за полиномиальное время от п. Для получения последнего 
алгоритма нужно было доказать, что если G— раскрашенный 
3-связный граф, имеющий по крайней мере три выделенные 
вершины и не стягиваемый на Кг. g, то Aut(G) есть iFg-rpynna 
и ее образующие могут быть найдены за время, полиномиаль­
но зависящее от п [34]. 

Приведем теперь вероятностные оценки сложности установ­
ления изоморфизма графов. Не излагая историю получения 
оценок сложности (см. [72]), приведем наилучшие результаты 
о сложности для «почти всех» n-вершинных графов и в сред-
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нем. В [73] описан простой алгоритм, имеющий слонсность 
0(п2). Алгоритм состоит из трех этапов: 

1) вершины графа упорядочиваются по степеням di^d2^ 
> ... >dn; 

2) для значения параметра k=i[31og2n] каждой вершине vt 
(i>k) приписывается двоичный вектор f (i) -= (еи ... , eh), где 
е3-= 1, если е. и е, смежны, и е. = 0, если нет; 

3) упорядочим лексикографически множество вершин по 
правилу: и.<и., если или i< / , 1{le}i{le}&, или /г<г, k< / , и f(i)<^ 
•Kf(j). B соответствии с этим порядком вершины перенумеруют-
ся. Граф отвергается (алгоритм не дает ответа), если d{ = d}&ля 
некоторых ьф], 1{le}i</{le}k, или f{i)=f(j), i # j . Если граф не 
отвергнут, то получаем каноническую нумерацию графа. Доля 
отказов имеет порядок п~т. 

Тестовый подход к построению канонической нумерации да­
ет [74] алгоритм установления изоморфизма, который в сред­
нем имеет сложность 0(n2). Доля отвергнутых графов имеет 
порядок ехр (—en log n/log log n). 

§ 3. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ГРАФОВ 

Знаменитая гипотеза о восстановлении графа по набору его 
вершинно удаленных подграфов, часто, хотя и неправильно 
называемая гипотезой Улама (см. [89]), утверждает, что лю­
бой граф.О, содержащий не менее трех вершин, однозначно вос­
станавливается по набору D(G)={G—v, w6V} всех его подгра­
фов, полученных удалением одной вершины. 

Трудности с доказательством гипотезы о восстановлении 
вызвали к жизни различные модификации первоначальной ги­
потезы. В частности, Харари была высказана как гипотеза о 
восстанавливаемости любого графа G, содержащего не менее 
четырех вершин, по множеству 5(G) всех неизоморфных под­
графов из D(G), так и гипотеза о восстанавливаемости любого 
графа G, содержащего не менее четырех ребер, по набору 
D'(G) всех подграфов, полученных из G удалением одного 
ребра. Граф, восстанавливаемый по 5(G), называется S-вос-
станавливаемым, а восстанавливаемый по D'(G)—реберно 
восстанавливаемым. 

Наиболее сильной из трех гипотез является гипотеза о 
•^-восстанавливаемости. Известна S-восстанавливаемость де-
. ревьев. Более ТОГО, ДЛЯ восстановления дерева Т достаточно 
знать подграфы из .S(T), соответствующие некоторому подмно--
жеству его висячих вершин [251]. Кроме того доказана S-BOC-
станавливаемость графов не более чем с двумя циклами [27], 
внешнепланариых блоков [151], несвязных графов и сепара-
бельных графов без висячих вершин [229]. 

О восстанавливаемости известно больше. Очевидно, что 
: любой 5-восстанавливаемый граф является восстанавливаемым, 
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поэтому все описанные выше классы S-восстанавливаемых гра-
фов являются восстанавливаемыми. Восстанавливаются также 
квадраты деревьев [169], внешнепланарные графы [150], мак­
симальные планарные графы [213] и некоторые другие, также 
весьма узкие классы графов (см., например, [140, 158, 185, 
230, 277]), часть которых описывается в терминах их собст­
венных векторов [158, 185] и смежностных алгебр [158]. 

Из этого перечисления ВИДНО, ЧТО до сих пор доказана вос­
станавливаемость ЛИШЬ немногих классов графов. Это и не­
удивительно, так как гипотеза о восстановлении тесно связана 
с задачей распознавания изоморфизма, которая, как показано 
в [226], полиномиально сводима к задаче восстановления гра­
фа по D(G). Тем не менее, известно, что восстанавливаемы все 
графы, содержащие не более девяти вершин [237], и, более 
того, почти все графы восстанавливаемы [249]. 

Трудности, связанные, с доказательством восстанавливае­
мости конкретных классов графов, вызвали к жизни работы,, 
посвященные определению свойств графа, восстанавливаемых 
по D(G). Очевидна восстанавливаемость ряда тривиальных ха­
рактеристик таких, как число вершин, число ребер и число 
точек сочленения. Восстанавливается по D(G) вершинная связ­
ность, более того, она восстанавливается по S(G) [229]. 
В [107], а также в [318] доказана восстанавливаемость харак­
теристического полинома графа. В [272] показано, что если гра­
фы G и G' таковы, что D(G) =D(G'), TO следующие условия 
эквивалентны: 1) G и G' имеют одинаковые собственные зна­
чения; 2) G и G' имеют одинаковое число гамильтоновых цик­
лов. Отсюда, с учетом восстанавливаемости характеристичес­
кого полинома, следует восстанавливаемость по D(G) такого 
нетривиального параметра, как число гамильтоновых циклов. 

В [166] показано, что если G не содержит изолированных 
вершин, то D(G) восстанавливается по D'(G), a в [179] — 
что граф, содержащий более трех ребер, реберно восстанавли­
ваем тогда и только тогда, когда восстанавливаем его ребер­
ный граф. Отсюда следует, что справедливость гипотезы о 
восстанавливаемости влечет справедливость гипотезы о ребер­
ной восстанавливаемости, и что все графы без изолированных 
вершин, принадлежащие описанным выше классам восстанав­
ливаемых графов, реберно восстанавливаемы. Более того, ре­
берно восстанавливаемы все графы более чем с n(logn—1) 
ребрами [250]. Доказана также реберная восстанавливаемость 
планарных графов с минимальной степенью, равной пяти 
[212], 4-связных планарных графов. [138], 3-связных графов, 
триангулирующих поверхности, и графов, триангулирующих 
проективную плоскость [139]. 

Ряд сильных достаточных условий реберной восстанавли­
ваемости графа, формулируемых в терминах гиперграфов, со­
поставляемых графу, и являющихся следствиями более общих 
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утверждений о восстанавливаемости &-орбит групп перестано­
вок, получен в [28]. 

Рассмотрим теперь вариации гипотезы о восстановлении, 
менее близкие к первоначальной формулировке. 

Как известно [301, 302], гипотеза о восстановлении оргра­
фа по набору его вершишю удаленных подграфов неверна. По­
этому в [278] выдвинута следующая ослабленная форма гипо­
тезы о восстановлении орграфов: 

Пусть G и И — орграфы с множеством вершин {и\,...,ип} 
и {vi,. . . ,vn}, соответственно, и пусть для любого i вершины 
щ и oi имеют одинаковые полустепени исхода и захода и под­
графы G—щ я Н—Vi изоморфны. Тогда G и Я изоморфны. 

В [279] доказана справедливость этой гипотезы для сепа-
рабельных орграфов без висячих вершин. 

В [227] высказано предположение, что для любого /JIS-I 
существует функция f(/e) такая, что любой граф не менее чем 
с f(k) вершинами восстанавливается по набору всех его под­
графов, полученных удалением /е вершин. Известно, что де­
ревья [152] и несвязные графы [228] восстанавливаются по 
набору всех подграфов, полученных удалением двух вершин. 
Более того, для любого е>0 почти все п-вершинные графы 
однозначно восстанавливаются по набору всех своих подгра­
фов с [ ^-(1+е)] вершинами [249], Однако в [260] показано, 
что для любого n ^ 2 существуют графы с 2п вершинами, не 
восстанавливаемые по набору всех своих n-вершинных под' 
графов. Отсюда следует, что f{k)>2k, если функция f{k) во­
обще существует. 

Некоторые другие, еще более далекие от исходной, формы 
гипотезы о восстановлении рассматривались в '[203—204, 207—-
209]. 

§ 4. МЕТРИКИ В ГРАФАХ 
Обычно, когда говорят о метрике графа, имеют в виду его 

естественную, метрику, в которой расстояние d(o.,Wj) между 
любыми двумя вершинами ц., Vj равно числу ребер в минималь­
ной по числу ребер простой цепи, соединяющей эти вершины.. 

Именно естественная метрика и будет в основном рассмат-
риваться в этом разделе, но следует отметить, что даже для 
невзвешеиыых графов естественная метрика не является един' 
ственно возможной и в литературе рассматривались и другие 
метрики. Например, в [349] изучалась введенная Оре протя­
женность" el (Uii, о, ) , равная длине длиннейшей простой цепи, 
соединяющей вершины oi и Vj. Обозначим через Ь (%, v$) и на­
зовем булевым расстоянием между вершинами vd и Vj множест­
во всех вершин, лежащих на простых цепях, соединяющих oi 
и Vj [174]. Тогда функция p{Vi,Vj) = \b(vn,Vj)\ является мет-
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рикой на множестве вершин графа. Свойства p(o„',Wj) изуча­
лись в [239]-

Одной ИЗ причин бурного роста числа работ по метрикам в 
графах является то, что введение метрики, с одной стороны, 
позволяет переносить на графы некоторые идеи и методы ал­
гебры, теории метрических пространств, геометрии и выпуклого 
анализа, а с другой стороны, в силу нестандартности объекта, 
на который осуществляется перенос, позволяет по-новому пе­
реосмыслить эти идеи и методы. В первую очередь это касает-
cy выпуклости в графах, дающей нетривиальные примеры 
структур выпуклости, на которых не имеют места аналоги ря­
да классических теорем выпуклого анализа. 

Множество вершин AczV графа G(V, E) называется выпук­
лым, если для любых двух вершин х,у£А все вершины всех 
кратчайших простых цепей, соединяющих х и у, лежат в А. 
Так, определенная выпуклость является частным случаем й-
выпуклости метрических пространств [45, 40]. Поэтому в ли­
тературе часто используют термин d-выпуклость, а также ис­
пользуются термины метрическая или геодезическая выпук­
лость графа. 

Первый вопрос, встающий при изучении выпуклости' в гра­
фах, -— это число выпуклых множеств. Обозначим через *§ 
семейство всех выпуклых множеств «-вершинного графа G, а 
через &h — семейство всех k-вершинных множеств из д'. В [39, 
44] показано, что 

3n—2{le}|g?|{le}2«. 
Обе оценки точны. Верхняя достигается только на полных 

графах, а нижняя — на графах, для которых 
••• • . iS44-M=-- .---|9»-il.- i 
Такие графы называются простыми по свойству метрической 
выпуклости [177]. Конструктивное описание графов, простых 
по свойству метрической выпуклости, получено в [76]. 

Для отдельных классов графов оценки для \Щ можно улуч­
шить. Так, для триангулированных графов, т. е. для графов, в 
которых каждый цикл длины ^=3 имеет диагональ, доказаны 
следующие оценки [43]: 

- - f - l + l<|g|<2«, 
а для деревьев [39] известно, что 

",("2
+1)+I<|^[<2"-1+n. 

Нижняя оценка в обоих случаях достигается на простых це­
пях, а верхняя оценка ДЛЯ деревьев — на звезде /<,,„-.. 

При изучении пространств с определенной на них структу­
рой выпуклости большую роль играют размерностные инвариан-
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ты: числа Хелли, Радона и Каратеодори. Поэтому представляет 
интерес вычисление этих инвариантов и для графов. Число 
Хелли h(G) графа G равно наименьшему к такому, что любое 
семейство его выпуклых множеств, в котором любые h мно­
жеств имеют непустое пересечение, само имеет непустое пересе­
чение. Выпуклой оболочкой ![A] множества вершин A графа. G 
называется наименьшее выпуклое множество G, содержащее А. 
ЧИСЛО Радона r(G) графа G равно наименьшему г такому, что 
любое множество A вершин G, содержащее не менее г вершин, 
может быть разбито на два непустых непересекающихся под­
множества, выпуклые оболочки которых не пересекаются. Число 
Каратеодори c(G) графа G равно наименьшему с такому, что 
для любого множества AczV и любой вершины 2<3'[А] найдется 
не более с вершин из A, выпуклая оболочка которых содержит г. 

B [124] показано, что h(G){le}ii(G), где r\(G) —число Хад-
вигера. Известно также, что для деревьев [77, 195, 196, 39], 
связных графов, в которых каждый блок является полным гра­
фом [195, 196], и для птоломеевых графов [ 196] число Хелли 
равно кликовому числу графа. Для числа Радона доказана 
оценка r(G){le}2r)(G) [124]. Также известно, что для деревьев 
3{le}r(G) {le}4 [39], и получено описание всех п-вершинных графов 
с числами Радона п—2, n—1, п соответственно 1[П8]. Менее все­
го информации о числе Каратеодори. Известно, что для связных 
графов c(G){le}[n/2] {43], а для деревьев c(G)—2 i[39]. 

Из других инвариантов графа, связанных с выпуклостью 
наиболее хорошо изучено геодезическое итерационное число 
Р (G), определяемое следующим образом. Обозначим через Р (А) 
множество всех вершин, лежащих на кратчайших простых цепях, 
соединяющих вершины из Л, и положим Р0(А) — А, Риг(А)= 
*=*P(Pi(A)). Тогда АсР1(А)с.р2(А)с....д.\А], причем суще­
ствует к такое, «fro ЯД(.А)=--Р/.+1(.А) = [Л]. Наименьшее такое к 
обозначим р(Л) и максимум р(Л) по всем AczV назовем геоде­
зическим итерационным числом p(G) графа G. Известно, что 
для произвольного графа P(G)<n —3 [38, 175] и, более того, для 
любого к получена характеризация графов с p(G)—A [175]. 

И, наконец, в [39, 41—43] подробно изучался вопрос о перено­
симости на графы ряда известных теорем выпуклого анализа. 

Определенная таким образом выпуклость на графе не являет­
ся единственно возможной. В литературе описаны и другие виды 
выпуклости {124, 196, 256]. Например, в [196] изучалась т-вы-
пуклость, определяемая следующим образом. Цепь хь х2,...., хк 
графа G называется бесхордовой, если G не содержит ребер 
(xit Xj), где / > t + l . Множество A вершин G называется /п-вы-
пукльш, если все вершины бесхордовых цепей, соединяющих 
вершины из A, лежат в А. Так определенная выпуклость совпа­
дает с геодезической на деревьях, графах, в которых каждый 
блок является полным графом, и птоломеевых графах [196], но 
в некотором смысле проще ее. Поэтому, если для геодезической 
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й некоторых других близких к ней выпуклостей точное значение 
числа Хелли неизвестно и доказано только, что h(G){le}T](G) 
i[124], то для m-выпуклости ее число Хелли равно кликовому 
числу графа '[196]. . 

В теории нормированных пространств важную роль играют 
понятия базиса и размерности пространства. Различные метри­
ческие аналоги этих понятий для графов рассматривались в 
1291,173,6,240,53]. 

Пусть A-= {а1,.. ., ак} есть некоторое подмножество вершин 
графа G(V, Е). Сопоставим каждой вершине xQV вектор коор­
динат р(х) = (pi(x), pi(x),... ,'рк (х)), где для любого i 
pi(x) =d(x, а.). Множество A называется локационным множе­
ством ([291] или метрическим базисом [173] графа G, если для 
любых х, y&V р(х) фр(у), а мощность минимального метриче­
ского базиса называется метрической размерностью графа G. 
В ![291, 173] найдена метрическая размерность дерева, а в [6] 
показано, что задача нахождения метрической размерности 
произвольного графа NP-полна. Аналог метрической размер­
ности для булева расстояния изучался в '[240]. Более сильным 
аналогом базиса нормированного пространства является зада­
ющее G множество, определяемое как множество вершин А 
такое, что для любых х, t/GV 

d(x,y)=max\pl(x) — pi(y)\. 
i 

Из определения следует, что множество столбцов матрицы рас­
стояний, соответствующих вершинам задающего G множества, 
полностью определяет G. Мощность минимального задающего 
G множества называется сложностью задания G и обозначает­
ся /(G). В [53] получена характеризация задающих G мно­
жеств, дающая алгоритм их построения, и получены точные 
верхние и нижние оценки /(G) через число вершин и диаметр 
графа. 

Обобщением этой задачи является задача о нахождении 
частей матрицы расстояний, задающих граф. В '[55] показано, 
что дерево с р висячими вершинами задается 2/?----3 специаль­
ным образом выбранными элементами его матрицы расстояний, 
причем эта оценка неулучшаема, а в [52] построено подмноже­
ство вершин произвольного графа, матрица расстояний между 
которыми задает граф. 

Рассмотрим теперь метрические характеристики, описыва­
ющие не граф в целом, а свойства его отдельных вершин. 
Эксцентриситет e(x) и дистанция d(x) вершины G графа 
G(V, E) определяются следующим образом: 

. . е(х)~rnaxd(x, ту), d(x)----5! d(x, v). 

Множества вершин с минимальным эксцентриситетом и ми­
нимальной дистанцией, а также порожденные ими подграфы, 
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называются центром и медианой графа соответственно. Для 
некоторых узких классов графов получена характеризация их 
центров [273, 274, 178] и медиан [294]. Для триангулирован­
ных графов известно только, что их центры связны {211], а в 
общем случае сказать ничего нельзя. Как показано в [15], для 
любого графа Я существует граф G, центр которого изоморфен 
Я. Аналогичный результат имеет место и для медиан >[294']. 
Соотношения между числом вершин и ребер графа и числом 
центральных вершин изучались в [15, 93]). Некоторые 
обобщения центра и медианы рассматривались в [292, 295]. 

Дистанция d(х) и связанные с ней функции d(G)=Zi d(x) и 

jx(G)---d(G) / fg j изучались в [123, 128, 269]. Из других 
метрических характеристик графа, связанных с расстояниями 
между вершинами, упомянем распределение расстояний (Xi, 
X2>. . . . ) , где Xf — число пар вершин, расстояние между 
которыми равно i [132, 94], и дистанционные степенные после­
довательности (dio, div .. .), где d/ — число вершин, находящихся 
на расстоянии j от вершины vt [12, 83]. 

И наконец, завершая описание метрических характеристик 
графа, отметим, что в [125, 164, 165] изучались свойства харак­
теристического полинома матрицы расстояний дерева, а в [326] 
показано, что диаметр графа не превосходит ранга его матрицы 
смежности. 

Многие классы графов описываются в терминах их метри-. 
ческих свойств. Таковы, например, классы дистанционно-регу­
лярных и геодезических графов. 

Наибольший интерес представляет класс дистанционно-ре­
гулярных графов. Это объясняется тем, что такие интенсивно 
изучаемые в теории графов, комбинаторике и теории кодирова­
ния объекты, как дистанционно-транзитивные графы, проектив­
ные плоскости, обобщенные многоугольники, почти п-угольни-
ки, схемы Хемминга и. схемы Джонсона представляют собой 
частные случаи дистанционно-регулярных графов. 

Укажем также на тесную связь дистанционно-регулярных 
графов и клеточных колец и на тот факт, что некоторые спора­
дические простые группы были впервые построены как под­
группы малого индекса в группах автоморфизмов дистанцион­
но-регулярных графов с примитивными группами автоморфиз­
мов. Интересу к дистанционно-регулярным графам 
способствует еще и то, что сильно-регулярные графы, т. е. дис-
станционно-регулярные графы диаметра два, являются контр­
примерами ко МНОГИМ эвристическим алгоритмам распознава­
ния изоморфизма графов. 

Обозначим через Г̂  (л;) множество вершин G, лежащих на 
расстоянии i от вершины х. Граф G называется дистанционно-
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регулярным, если для любых двух вершин х, у таких, что 
d(x, y)=i, числа 
сг = |Гм(л:)ПГ1(У)|, а1^\Г1(х)Г)Т1(у)\, bt = \ Тм(x)(]Tl(y) | 
не зависят от выбора х и у. . 

ИЗ определения следует, что дистанционно-регулярный граф 
является регулярным графом степени k = b0. Числа а., Ь{, с,-
(0{le}i--Sd), где а —диаметр графа G, называются числами пе­

ресечений графа G и обычно записываются массивом пересе­
чений 

I 0 с- —1 с2 сл } 
О ах а2 ad 1 

U = 60 h b2......bd=0j 
Подробное изложение полученных в этой области результа­

тов требует привлечения многочисленных фактов и определений 
из алгебры, теории групп и теории конечных геометрий. Поэто­
му, отсылая для более подробного знакомства с теорией дис­
танционно-регулярных графов к книге. [81], к описаниям извест­
ных серий сильно-регулярных графов '[192] и дистанционно-ре­
гулярных графов диаметра, большего двух '[109], а также к ра­
боте '[10], в которой дан краткий обзор результатов по дистан-
ционно-регулярным графам и построено б новых сильно-регу­
лярных графов, отметим только некоторые результаты, не отра­
женные в указанных работах. 

Характеризация дистанционно-регулярных графов в терми­
нах полиномов их смежностной .алгебры получена в [332]. Ряд 
условий, которым должен удовлетворять массив пересечений 
дистанционно-регулярного графа, описан в [9, 82, 143]. В [9, 
312, 313] получены верхние оценки диаметра дистанционно-ре­
гулярного графа через степень и обхват, представляющие инте­
рес в связи с известной гипотезой об ограниченности диаметра 
дистанционно-регулярного графа сверху некоторой функцией 
от его степени, из которой следует конечность числа дистанци­
онно-регулярных графов любой заданной степени. В частности, 
в ;[9] показано,!что диаметр дистанционно-регулярного графа' 
степени k и обхвата g (g^3) не превышает g-2"-1. И наконец, 
в '[117, 157, 313, 332] рассматривались некоторые обобщения 
класса дистанционно-регулярных графов. 

Граф, в котором любые две вершины соединены единствен­
ной кратчайшей цепью, называется геодезическим. Основной 
задачей теории геодезических графов является задача их ха-
рактеризации. Граф является геодезическим тогда и только-
тогда, когда каждый его блок геодезический. Поэтому доста­
точно получить характеризацию геодезических блоков. Извест­
но, что каждый планарный геодезический блок есть либо Кг,-
либо цикл'нечетной длины, либо геодезический граф, гомео-
Морфный полному графу Д"4 [300, 267]. Известна также харак-; 
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теризация геодезических блоков диаметра два [299], но она не 
дает способа их построения. Характеризация геодезических 
блоков большего диаметра неизвестна. Известен только ряд 
конструкций таких блоков '[267, 268, 116, 263, 271]. Графы, 
геодезические относительно протяженности, т. е. графы, в ко­
торых любые две вершины соединены единственной длинней­
шей простой цепью, изучались в [345].. 

Кратко упомянем еще о трех классах графов, описываемых 
в терминах их метрических свойств. Граф называется медиан­
ным, если для любых трех вершин х, у, z существует ровно од­
на вершина v такая, что 

d (х, у)-= d (х, v) + d (ТУ, у), 
d(x, z)=d(x, ?>)•+d(T,', z)i 
d(y, z) = d(y,v)+d(v, z). 

Примерами медианных графов служат графы дистрибутив­
ных решеток, n-мерные кубы и деревья. "Характеризация меди­
анных графов получена в [247, 248, 257], а в [75] было показа­
но, что многие теоремы о строении графов дистрибутивных ре­
шеток остаются справедливыми и для произвольных медианных 
графов. Граф называется птоломеевым, если его метрика удов-
летворяЁт неравенству Птоломея, т. е. если для любых четырех 
его вершин х, у, г, ю выполнено неравенство 

d(x, у) -d(z, v)^d(x, z) -d(y, v) +d(x, v) -d(y, z). 
Примерами птоломеевых графов могут служить связные гра­

фы, в которых каждый блок является полным графом. Как ука­
зано выше, в классе птоломеевых графов понятия выпуклости 
и m-выпуклости совпадают. Характеризация птоломеевых гра­
фов получена в [190], а взаимосвязь этого класса графов с не­
которыми другими классами изучалась в [189]. Граф G на­
зывается наследственным по расстоянию, если для любых двух 
его вершин расстояние между ними в G равно расстоянию меж­
ду ними в любом связном порожденном подграфе G, их содер­
жащем. Характеризация этого класса графов дана в [188]. 

§ 5. РАСКРАСКИ 
Известен ряд характеризаций А-раскрашиваемых и /е-хрома-

тических графов. В [119] показано, что граф G является k-
хроматическим тогда и только тогда, когда /e=min U(G) + \, где 
.B(G) --длина максимального пути в некоторой ациклической 
ориентации со графа G и минимум берется по всем ацикличес­
ким ориентациям графа. Другая, более сложно формулируемая 
характеризация й-раскрашиваемых графов в терминах ориен­
тации получена в [25]. Характеризация /е-раскрашиваемости и 
А-хроматичности, основанная на методе ср-преобразований, дана 
в [50]. . • 

Бее эти характеризаций не дают эффективного способа вы-
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числения характеристического числа %(G)> что и неудиви* 
тельно, так как задача определения того, является ли данный 
граф ^-раскрашиваемым, NP-полна'при всех /г 5*3 и остается 
NP-полной даже для А.-=3 и планарных графов, степени вер­
шин которых не превышают четырех ['6, 146]. Более того, в 
1[145] показано, что если P{ne}NP, то не существует полиноми­
ального алгоритма, гарантирующего. построение раскраски 
произвольного графа G менее чем в 2 • хС —) Цвет—. 

В силу вычислительной трудности задачи представляет ин­
терес нахождение оценок x(G) Для отдельных классов графов, 

Самый известный результат подобного, рода— это доказан­
ная Аппелем и Хакеном теорема о четырех красках, утверж­
дающая, что любой планарный граф может быть правильно 
раскрашен не более чем в четыре цвета. О доказательстве 
теоремы было объявлено в [63, 64], а полный текст доказа­
тельства был опубликован , в [65, 66]. Не останавливаясь на 
технике доказательства, отметим только, что авторам понадо­
билось четыре года для построения множества неизбежных 
конфигураций и 1200 часов машинного времени для проверки 
редуцируемое™ построенного множества конфигураций, а сам 
текст доказательства занимает 139 страниц и содержит 99 стра­
ниц рисунков с боле'е чем 30 рисунками в среднем на страницу. 

Существенно переборный характер доказательства затруд­
няет его проверку (по оценке Аппеля проверка всех деталей 
требует 300 часов машинного времени). Не углубляясь в раз­
вернувшуюся по этому поводу дискуссию о достоверности пе­
реборных доказательств, использующих ЭВМ (см., например, 
[171, 304, 319, 340]}, отметим только, что существование дру­
гого, более позднего и менее трудоемкого машинного доказа­
тельства теоремы о четырех красках [61] служит дополнитель­
ным аргументом достоверности если не доказательства Аппе­
ля и Хакена, то самой теоремы. 

Хроматическое число близких к планарным графов рассмат­
ривалось в [199, 200, 4]. Искаженностью p-(G) графа G назы­
вается минимальное число ребер G, удаление которых приво­
дит к планарному графу. В [199] показано, что если {mu}(G){le}2, 
то x(G){le}5, и если n,(G){le}5, то %(G)s^6, причем обе оценки 
точны, а в [200] —что если а ^ З и |x(G){le}(2 ), то x(G){le} 
{le}a+2. Последний результат обобщен в [262] следующим об­
разом. Пусть jift(G) есть минимальное число ребер, удаление 
которых позволяет вложить граф в ориентированную поверх­
ность рода k. Тогда, если ixk(G) < ( f ) - 6k, то 5((G){le}a+2. 

В [4] доказана гипотеза Рингеля, что для 1-планарных гра­
фов (графов, допускающих такое изображение на ПЛОСКОСТИ, 
что любое ребро пересекается не более чем с одним другим 
ребром) %(G){le}6. 
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Рассмотрим теперь оценки %{G) для графов, не содержащих 
подграфов заданного вида. 

Если G не содержит простого цикла d, то 

X(G)<!(A(G) + 3), 
где A(G)—максимальная степень [96], а если не сам G, а 
его дополнение не содержит С1 в качестве порожденного под­
графа, то 

х(ох(и(0»2
+1 

где co(G) —кликовое число графа G [328]. И наконец, если G 
не содержит порожденного подграфа, изоморфного простой це­
пи Р^ то, как показано в '[67, 286], %(G) =a>(G). 

В [101, 197, 202] для оценки %{G) была использована из­
вестная теорема Визиига о хроматическом классе. Реберные 
графы могут быть охарактеризованы как графы, не имеющие 
порожденных подграфов, изоморфных одному из 9 запрещен­
ных подграфов G i , . . . , Gg ([48], рис. 8.3).. Это позволяет пере­
формулировать теорему Визиига следующим образом: если ни 
один из графов Gi Gg не является порожденным подгра­
фом графа G, то %(G) {le}co(G) + L В [197] было показано, что 
так сформулированную теорему можно усилить, ' заменив 
Gb . . , , G<i как на Gi, G3, G5, так и на Gi, G3, G*. Исключение 
графов Gi И G3 невозможно [101], но в [197] было высказа­
но предположение, что графы G5 и Gi тоже можно исключить, 
т. е. была сформулирована следующая гипотеза: если граф G 
не содержит порожденных подграфов, изоморфных Кьз или 
Къ—е (это графы Gi и G3), то %(G) {le}co(G) + l . Вопрос о ее 
справедливости остается открытым, но в [202] доказаны сле­
дующие ее ослабления: 1) если G не содержит порожденных 
подграфов, изоморфных К\,з или Ks—e и cu(G){le}9, то x(G){le} 
{le}co(G) + l; 2) если G не содержит порожденных подграфов, 
изоморфных .Кьз или Кь—е, то %{G) {le}co(G) +2 . 

Рассмотрим теперь оценки %(G) через co(G) и A(G) и ряд 
родственных им оценок. В [91, 95, 215] было показано, что 
если G не содержит полного графа К (г^-3), то 

х(о)<д(о)+1-[.Ш±1Л • 
Для г, близкого к двум третям максимальной степени, эта 
оценка может быть незначительно улучшена. Если G не содер­
жит полного графа Кг, где r-=2[(A(G)—1)/3]+1, то %(G){le} 
{le}A(G)-l i[29]. 

Если G не содержит Kr+2—e для некоторого г ^ З , то имеет 
место следующая оценка ![96] 

X (О) <7+Ч (-(<-)+3)-• + ] 
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И. наконец, в [210] показано, что если G не содержит пол­
ного графа Кз и не содержит нечетного цикла с одной диаго­
налью, то %(G) {le}3. 

Ряд других соотношений, связывающих .A(G), co(G) и %(G), 
был получен в [19, 21+ 

СВЯЗЬ между %(G), A(G) и обхватом изучалась в [19, 205], 
а связь x(G) с родом и обхватом — в [113]. 

Рядом авторов изучалась связь хроматического числа графа 
и алгебраических характеристик его матрицы смежности- Об­
зор результатов по связи хроматического числа • со спектром 
графа см. в [51]. Отметим только, что, как показано в [183], 
эта связь не слишком глубока. В этой работе для любого цело­
го k построена пара неизоморнфых графов с одним и тем же 
спектром и хроматическими числами 3 и 2'' + 1 , соответственно. 
В [323] было предположено, что %{G) {le}r(G), где r(G) —ранг 
матрицы смежности графа G, а в '[324, 325] был предложен ме­
тод, позволяющий для любого заданного к проверить истин­
ность утверждения, что для всех графов с %(G)=k %(G){le} 
{le}r(G). Но количество вычислений, требуемых этим методом;. 
экспоненциально зависит от /г, поэтому в [324, 325] справедли­
вость неравенства %(G)^r(G) удалось проверить только для 
графов с %(G) {le}5. 

Согласно теореме Визинга, хроматический класс %'(G) гра­
фа не может отличаться от его максимальной степени более 
чем на единицу и равен либо A(G), либо A(G) + 1. Графы с 
5c'(G)=A(G) называются графами класса 1, а графы с зс'(.-?)==' 
-=A(G)+1—графами класса 2. Характеризация этих классов 
не найдена. Известно только, что задача определения хромати­
ческого класса NP-полна и остается таковой даже для кубиче­
ских графов [184] и что почти все' графы принадлежат клас­
су 1 [129]. Также найден %'(G) для некоторых узких классов 
графов. Например, известно, что к классу 1 принадлежат дву­
дольные графы [77] и внешнепланарные графы, отличные от 
простого цикла 1[137]. 

^Рассмотрим теперь различные обобщения хроматического 
числа и хроматического класса. 

Раскраска вершин графа, в которой смежные вершины име-
-,ют смежные цвета, и любой подграф, порожденный вершинами, 
окрашенными только в два цвета, не содержит циклов, назы­
вается ациклической. Минимальное число цветов в ацикличе­
ской раскраске графа G называется ациклическим хроматиче­
ским числом графа и обозначается a(G). Максимум <x(G) no 
всем графам рода k обозначим а(/е). В [3, 90] доказано, что. 
cz(0) -—5. Случай /г>0 рассматривался в '[60], где было показа­
но, что для k>0 a(k) -^4fe+4. 

Раскраска в предписанные цвета, введенная в [5], опреде­
ляется следующим образом. Пусть каждой вершине графа при­
писано некоторое множество допустимых цветов. Раскраской 
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в предписанные цвета называется раскраска, в которой смеж­
ные вершины раскрашены в разные цвета, и цвет каждой вер­
шины принадлежит множеству ее допустимых цветов. Необхо­
димые и достаточные условия существования раскраски в пред­
писанные цвета были получены в t[5], а некоторые частные 
случаи такой раскраски рассматривались в [254, 218, 78]. 

В ряде работ изучались раскраски с ограничениями на вза­
имное расположение цветов. В 1[153, 155, 156, 231] рассматри­
вались L,.-pacKpacKH, в которых расстояние между любыми 
двумя одноцветными вершинами не меньше 5+1, в [110] —рас­
краска, в которой любая простая цепь длины три раскрашена 
не менее чем в три цвета, а в '[154] —раскраски (в отличие от 
предыдущего случая не обязательно правильные), в которых 
любая простая цепь длины г раскрашена не менее чем в s + 1 
цвет. 

Определим r-кратную раскраску графа G как приписывание 
каждой вершине G множества из г различных цветов так, что 
для любой пары смежных вершин приписанные множества 
цветов не пересекаются. Это понятие эквивалентно понятию 
обычной раскраски лексикографического произведения графов 
'G и /(г. Минимальное число цветов, необходимых для г-кратной 
раскраски графа, обозначим %T(G). Такие раскраски изучались 
в [298, 148]. В '[298], в частности, показано, что 

bn+r(0)<q%n(G) + %r(0) 
и если G имеет хоть одно ребро, то для всех п>\ 

%п(0)>Ъг-ЛО)-\-2. 
Последнее неравенство обращается в равенство на двудольных 
графах. B [108, 86] изучалось мультихроматическое число 

X*(0)=-n-Xr'(G)/r. , 
г 

Дальнейшим обобщением г-раскраски является рассмотрен­
ная в- [92] г: i раскраска, в которой каждой вершине приписы­
вается г цветов таким образом, что смежные вершины имеют 
в точности i общих цветов. Наименьшее число цветов, необхо­
димых для г: i раскраски, обозначается x/(G)- Показано, что 
если G имеет хоть одно ребро, то справедливо неравенство 
1r

i(G)'^2r—i, обращающееся в равенство на двудольных гра­
фах. 

Все определенные выше обобщения раскраски очевидным 
образом переопределяются на ребра. Для некоторых из них 
это и было сделано. Ациклические раскраски,ребер изучались 
в [47, 134], а в [180] рассматривались r-крйтные раскраски 
ребер, для которых был получен аналог теоремы Визинга. 

Тотальной раскраской графа называется одновременная 
раскраска вершин и ребер такая, что все смежные и инцидент­
ные элементы раскрашены в разные цвета. В [20, 22] было 
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показано, что для тотальных раскрасок справедлив аналог 
теоремы Шеннона о реберной раскраске, а именно, что любой 
мультиграф с A (G)>4 можно раскрасить в [ЗА(0)/2]/^-цветов. 
В [112] были получены верхние и нижние оценки суммы я 
произведения тотальных хроматических чисел графа и его до­
полнения. 

Не останавливаясь на ряде других, обобщений раскраски и 
хроматического числа [346, 347, 56, 172, 348, 187], отметим 
только следующее весьма широкое'.обобщение раскраски, воз­
никшее в теории формальных языков. Граф Я называется ин­
терпретацией графа G по модулю {mu}, если выполнены следую­
щие условия: 1) \х есть отображение множества вершин G на 
множество подмножеств множества вершин Я такое, что для 
любых двух вершин х и у ii{x)f\\x(y) =0, и каждая вершина 
Я принадлежит ровно одному из подмножеств |i(x); 2) если в 
Я есть ребро (х, у), то в G есть ребро (^(х), [x_1(i/)). Оче­
видно, что граф Н является n-раскрашиваемым, если он яв­
ляется интерпретацией полного графа Кп- Это позволяет опре­
делить следующее обобщение раскраски. Граф Я называется 
б-раскрашиваемым, если он является интерпретацией графа G. 
Такие раскраски изучались в [235, 333]. 

§ 6. ОБХОДЫ ГРАФОВ 

Обходы графов (вершин, ребер, вершин и рёбер вместе, гра­
ней и других элементо.в'графов), обладающие определенными 
свойствами, привлекают внимание специалистов в силу того, что 
основные задачи являются классическими, имеют точные фор­
мулировки и некоторые сдвиги в их решении. Состояние теоре­
тических, исследований в этом разделе является характерным 
не только для теории графов, но и для дискретной математики 
в целом. Спектр типов обходов графов широк, и если для од­
них, например, для гамильтоновых циклов, доказано, что зада­
ча нахождения является NP-полной проблемой, то для других, 
таких как эйлеровы циклы, имеются, эффективные критерии 
существования и полиномиальные алгоритмы нахождения. 
В изучении обходов графов можно выделить ряд направлений: 
получение необходимых и достаточных условий существования 
обходов данного типа; описание способов их'нахождения; ха-
рактеризация графов, обладающих (или не обладающих) об­
ходами данного типа; выделение классов графов, для которых 
доказывается наличие обходов данного типа и/или нахождение 
обходов выполняется эффективно; изучение условий существо­
вания обходов в зависимости от определенных свойств и значе­
ний характеристик графов; вычисление числа • обходов для 
классов графов; определение для «почти всех» графов условий 
существования и сложности нахождения обходов данного типа; 
получение и изучение свойств различных обобщений обходов 
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графов, нахождение критериев существования и описание гра­
фов, обладающих такими обходами. 

Большая часть работ, связанных с выявлением условий су­
ществования обходов, относится к изучению гамильтоновых 
циклов, гамильтоновых графов и их обобщений- О сложности 
нахождения гамильтоновых циклов в различных классах гра­
фов уже говорилось в первом разделе. Обзор результатов по 
гамильтоновости графов за 1960—1977 ГГ. приводится в [217]. 
Известны неконструктивные критерии существования гамиль-
тонова цикла в графе, например, для любого графа G строит­
ся граф Н такой, что G гамильтонов тогда и только тогда, ког­
да Я2' гамильтоиов [320]. 

Проводились сравнения достаточных условий существова­
ния гамильтоновых циклов. Так, в [85] показано, что из усло­
вия Оре для суммы степеней , несмежных вершин dii+o-j^n 
вытекает,условие Хватала—Эрдеша для числа независимости а 
и связности k—неравенство a{le}£. Обзор результатов таких 
сравнений дан в [289]. 

Известные достаточные условия изучались и с целью полу­
чения более общих, чем наличие гамильтоновости, СВОЙСТВ. 
Например, Хватал доказал, что если степени вершин .di{le} . . . 
. . . {le}dn графа G удовлетворяют условию: из d,t{le}ft< ?r следу­
ет dn-i^n—k, то G — гамильтоиов граф. Оказывается, что из 
этого условия вытекает более сильное структурное свойство: 
граф G или двудольный, или панцикличный (т. е. имеется 
цикл длины к для любого значения 3{le}£{le}n). Условие' Оре 
распространено на ориентированные графы, а именно, если для 
степеней несмежных вершин сильно связного графа без петель 
и кратных дуг выполняется неравенство di+dj^-n, то в G су­
ществует гамильтоиов контур. 

Если для некоторого s граф G ( n ^ 3 ) является s-связным 
и не содержит независимых множеств, имеющих более чем s 
вершин, то G гамильтоиов, как показано в [350]. Точно так 
же' доказывается гамильтонова связность (любые две вершины 
соединены гамильтоновой цепью) s-связного графа без незави­
симых s-вершииных множеств. В [14] гамильтонова связ­
ность доказана для 3-связных графов, у которых любые три 
вершины содержат не менее одного ребра; условия ослабить 
нельзя. 

Имеются достаточные условия, которые формулируются с 
ПОМОЩЬЮ запрещенных подграфов. Например, двусвязный граф, 
не имеющий порожденных подграфов, изоморфных Киз или 
/<ьз+е, имеет гамильтоиов ЦИКЛ. Дальнейшее развитие этого 
подхода имеется в [163]; обзор таких условий дан в этой же 
работе. 

Имеются громоздкие достаточные условия как по формули­
ровке—через степени вершин, так и в алгоритмическом смыс-
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ле—[339] : если для любого .SczV, S{ne}0 выполняется || 
|Г(5) | > - j - ( n + i | 5 | + 3 ) , то граф G гамильтонов, где Г(5) —• || 
множество вершин, смежных с вершинами из S. j j 

Изучались свойства гамильтоновости в графах, обладающих j! 
достаточными симметриями. Так, в {232, 233] доказано суще- || 
ствование гамильтоновой цепи в вершинно-симметричных гра- || 
фах с 4р и 5p вершинами и наличие гамильтонового цикла в \\ 
вершинно-симметричных графах с Зр-вершинами, где р — || 
простое число. \;' 
, Обзор результатов по существованию гамильтоновых цик- !; 
лов в графах, являющихся степенями графов, в реберных и | 
тотальных графах дан в [182, 217]. jj 

Проводились исследования влияния соотношений параметров ji 
графов на свойство гамильтоновости. Так, в [30] показано, что 
при выполнении неравенства 6 (G)>maxI————--, a0(G)) в гра- [ 
фе G с k(G)>3 имеется гамильтонов цикл. I 

Для графа G k-замыканием называется граф H = Ck(G), ij 
содержащий G, такой, что для любых несмежных в Н вершин \ 
vh Vj выполняется условие d*- |-d/< ^ — l • В [350] получены • 
два условия, когда С.-, (О) ==/."„, через набор степеней вершин j 
d = ( d i , d2,..., dn). Из них следуют условия на наборы d, обла- | 
дающие свойством: любой граф G с таким набором d степеней ! 
вершин гамильтонов (при k—n), и свойством: минимальное число ,| 
цепей, не пересекающихся по вершинам и содержащих все 1 
вершины G, не превышает п.—-к. Если Ck(G).=Kn или Ck(G) 
гамильтонов, то и G гамильтонов [88]. Граф G (/г>3) обладает 
свойством £, если в G нет изолированных вершин и для любой 
вершины Vi выполняются условия: если d* < — j - , то| Vt | < d i , и 
если d;== {cdot}^--, то | t? , |{le}d„ где l?,.---. {-о ,6 U Г* и d ,>—J- \» 
Г;—-множество вершин, смежных с vt. В [2] показано, что если G 
или Ch(G) обладает свойством £, то G гамильтонов. Гамильто­
нов цикл в указанных случаях находится с полиномиальной 
сложностью. 

Наименьшее число ребер, добавление которых приводит к 
образованию в графе G гамильтонова цикла, называется его 
гамильтоновым пополнением [296] и обозначается hc(G). 
В [16] показано, что эта величина находится с линейной слож-

• ностыо для класса кактусов и с полиномиальной — для класса 
бесконтурных орграфов. Для произвольных графов справедли­
во hc(G) =mm hc(-")> где минимум берется по всем остовным 
деревьям Т [160]. Другой мерой отличия графа G от гамиль- -
тоновых графов, также мало изученной, является замкнутый 
остовиый маршрут минимальной длины, проходящий через 
каждую вершину не менее одного раза. Такой 
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маршрут называют гамильтоновым, его длина обо­
значается h(G). Задача решена для полного й-дольно-
го графа 0=K,h,...,nk, где « i < . . . < / . . f t , «1 + . . . -\-nk=n, a 
именно, h(G) = 2-nk, если ni + . . .+nA_ 1 <n A , и G гамильтонов, 
т . е. h(G) = n, если и только если пх + • • • +nu-i>nA- Анало­
гично относительно ребер определяется эйлеров маршрут. 
Взаимосвязь этих понятий изучается в [150]. Для плоских три­
ангуляции Tr6$tt получена оценка h (Тг) < - | (к — 3) и такой 
маршрут строится со сложностью О (я.-). 

Изучались условия существования гамильтоновых циклов 
для почти всех графов. A. Д. Коршунов [17] доказал, что 
«почти все» графы из класса &п,т имеют гамильтонов цикл 
тогда и только тогда, когда т >\ (1п/г.+1п1пя+Ф (п)), где 
<Р(/г){to} со при п{to} со. Гамильтонов цикл строится полиномиаль­
но. В [85] показано, что почти все ^-регулярные графы также 
имеют гамильтонов цикл для фиксированной константы k > Ю7 

(см. также [133]). В [62] описываются вероятностные алгорит­
мы, имеющие сложность О (/г log- /г.), нахождения гамильтонова 
цикла (контура) почти всегда в случайном графе, имеющем не 
менее en log n ребер (дуг). 

Если ранее строились примеры, опровергающие гипотети­
ческие мощные достаточные условия наличия гамильтоновых 
циклов, то за последние 10 лет проводились изучения классов 
графов, у которых длины максимальных циклов невелики. В [194] 
доказывается, что длягЗ-3 и 1>е>0 существует целое М(г, г) 
такое, что для n>N{r, е) существует г-регулярный г-связный 
п-вершинный граф, у которого длиннейший цикл содержит ме­
нее т вершин. В ряде работ изучается величина р($) = 
— lim inf Кг,-Ж для различных бесконечных классов графов 9 

GQS \ ( }| 

и доказывается, что р ( . ? )<1 или p(.?){le}po, где ро<1- В [261] 
это выполнено для класса циклически 5-реберно-связных куби­
ческих планарных графов; здесь же можно найти сводку ре­
зультатов такого же типа. 

Приведем примеры достаточных условий для наличия бо­
лее общих свойств, чем существование гамильтоновых циклов. 
Д л я квадрата двусвязных графов доказана [97] их гамильто­
нова связность. Для любого графа G, отличного от простой це­
пи PA, G2 или (G)2 гамильтоново связны. Здесь же получен кри­
терий слабой гамильтоновой связности турнира Т с п~^Ъ вер­
шинами: 1) Т должен быть сильно связным, 2) турнир Г—t),i 
должен иметь не более двух компонент сильной связности для 
любой вершины t»i, 3) Т=.Тв8, Те8, где T6

S, TB
S —• два конкретных 

турнира с 6 вершинами. Гамильтонова связность турниров изу­
чается в [314Д. 
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Отдельные необходимые и достаточные условия панциклич-
ности орграфов приведены в [170, 252, 283]. Для любого графа G 
имеет место [252]: 1) G связен, а реберный граф L (О) панцик-
личен, или 2) G связен и L (О) панцикличен. Условия панциклич-
ности через степени вершин даны в [283], условия через запре­
щенные подграфы —в [163]. Граф G называется пансвязным, если 
каждую пару его вершин соединяет цепь любой длины I: 3 < I < 
< n . Квадрат гамильтонова графа пансвязен [337]. Приведем три 

простых неулучшаемых условия пансвязности графа Q: 1) для 
любой его вершины d->-——, 2) для любых несмежных вершин 

€li^rdj>^~, 3) число ребер G не меньше С ^ + З. 
По-прежнему строятся классы негамильтоновых графов, под­

черкивающих неиндуктивность свойства гакильтоновости. Граф 
G однородно гамильтоново проходим, если для любой его вер­
шины v. имеется гамильтонова цепь с началом в vt. Таковым 
является граф Петерсена. Оказывается, что для любого набора 
Л— (di{le} . . . {le}dn), di^-2, n ^ 2 , существует негамильтонов про­
извольно гамильтоново проходимый граф с набором степеней 
вершин d 1[151]. Если G не является таким графом, то для не­
которого k (2{le}.-e{le}n) и любого подмножества 5i=V(G), | S | = 
=/г найдется семейство попарно непересекающихся k цепей, 
объединение которых содержат все вершины, и вершины из 5 
являются началами цепей. Свойства таких графов изучаются в 
{94], например, показано,'что max{-%(G\5) | /s(G\S) >|5|}{le}n.. 
где k{G)—число компонент связности G. Для реберного" ана­
лога этого понятия, именно для произвольно проходимых из вер­
шины эйлеровых графов (эйлеров цикл строится из некоторой 
вершины, руководствуясь одним только правилом: по каждому 
ребру проходить только один раз) их квадрат имеет гамильтонов. 
цикл [287]. 

Проводилось изучение числа гамильтоновых циклов и других 
типов обходов для различных классов графов. В '[207] для клас­
са &п,т получены оценки максимального числа Н(т, п) гамиль­
тоновых циклов 

(m/en—l/e)n/z^H(m, n)<A(m, n)^F(ni, n) {le} (2m/n:+l)«, 
где А(т, п) --максимальное число бесконтурных ориентации 
графов из 8п>т, F(m, n) —максимальное число корневых остов-
ных деревьев графов из ?„ , , . Найдена асимптотика числа пар 
гамильтоновых циклов в полном графе Кп, имеющих заданное 
число г общих ребер '{-18]. В 4-связной плоской триангуляции 
имеется не менее t[n/log2n] гамильтоновых циклов. Предприни­
мались разнообразные попытки усилить теорему Татта о нали­
чии гамильтонова цикла в 4-связном плоском графе, в том 
числе изменить условия на связность [344]. В [270] доказано 
существование 5-связных 5-регулярных плоских графов, не име-
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ющих пары реберио непересекающихся гамильтоновых циклов, 
Указаны отдельные классы графов, имеющих точно один га-
Мильтонов цикл, например, для класса определенных турниров 
:[118]. Для графов с одним гамильтоновым циклом найдено наи-
большее число ребер т(«) •=[•--• ] + 1; показано, что это зна­
чение достигается на единственном графе {288]. 

Гамильтоновость графов, являющихся результатом действия 
различных операций над графами различных классов, и влия­
ние таких характеристик как связность, число покрытия и др. 
изучались в ряде работ, например, лексикографическое произ­
ведение— в [309, 310], дизъюнкция — в [311]. 

Имеются многочисленные обобщения понятая гамильтонова 
цикла. Граф G называется k-реберно (вершинно) гамильтоно­
вым, если при удалении любых его к ребер (вершин) остается 
гамильтонов граф. В [338] описаны минимальные по числу ре­
бер k-реберно гамильтоновы графы. Графы, каждая цепь кото­
рых содержится в некоторой гамильтоновой цепи, описываются 
в '[315]. Граф G гипогамильтонов, если в нем нет гамильтонова 
цикла, но при удалении любой вершины остается гамильтонов 
граф. В '[142] для любого /г^б строится такой граф; при n-=6 
он единственный. В [111] показано, что число неизоморфных 
гипогамильтоновых n-верщинных графов растет при n{to}{infty} по 
крайней мере экспоненциально (см. также [162]). 

§ 7. ПОКРЫТИЯ И РАЗБИЕНИЯ 

Семейство .? подграфов графа G покрывает ребра G, если 
любое ребро G принадлежит по меньшей мере одному подгра­
фу из .?. Покрытие, состоящее из непересекающихся по ребрам 
подграфов, называется разбиением ребер G. Покрытия вершин 
и разбиения вершин определяются аналогично. 

Класс задач, которые можно сформулировать как задачи о 
покрытиях и разбиениях, чрезвычайно широк и включает, на­
пример, задачу раскраски и задачу о гамильтоновом цикле, 
рассматриваемые в других разделах; В данном разделе мы рас­
смотрим только нетривиальные семейства *3, т. е. семейства, со­
стоящие более чем из одного элемента и содержащие связные 
подграфы, отличные от Ki и Kz-

Рассмотрим сначала покрытия ребер G. Древесность Y{G) 
графа G равна минимальному числу лесов, образующих разби­
ение ребер G. Варьируя ограничения, накладываемые на леса, 
образующие разбиение ребер G, можно получить ряд новых 
инвариантов, 

Лес, компонентами которого являются простые цепи, назы­
вается линейным. Линейная древесность S(G) равна минималь­
ному числу линейных лесов, образующих разбиения ребер G* 
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В [127] показано, что 
3 (G) < i - | A (G)l, если А (С) четно, 

и 
B ( G ) < | S A ( G

8
) + 3 1 , если A(G) нечетно, 

где А (О) — максимальная степень О. 
Известна гипотеза, что для произвольного г-регулярного графа 

Правая часть равенства доказана для любых г [59], а левая— 
только для г < 4 [58], r = 5 [127], г--=6 [316], г-=8 [127] и для 
Гв=п—\ [57]. Известно также [57], что для полного двудоль­
ного графа /Cm,Hi т>п, 

й (А /к, и) == { ~2 Г' 

где 6(m, n) — символ Кронекера. 
Предполагая, что каждый лес в разбиении связей, т. с яв­

ляется деревом, получим инвариант T(G), равный минимально­
му числу деревьев, образующих разбиение ребер G. В i[102] 
показано, что для произвольного графа с п вершинами, т реб­
рами и k компонентами связности 

^1+{^}<7(с)<{--4--1[. 
• Следующим шагом является наложение ограничений и на 

вид деревьев, входящих в разбиение- Наиболее исследованы 
разбиения на звезды и простые цепи. 
; В [308] получено следующее необходимое условие существо­
вания разбиения G на заданное семейство непересекающихся ПО 
•ребрам звезд: если в О п вершин и т ребер, степень каждой 
.вершины не меньше /г /2+p — 1, /щ^-т2-\-... -\-mt^m и для 
.любого i т^р, то Q можно представить в виде объединения 
.непересекающихся по ребрам звезд Кх,„н,- • ../Ci,,,,,. В частно­
сти, если 2dtrii = I 2 J и для любого i 2/гаг<д, то полный граф 
Кп можно представить в виде объединения непересекающихся по 
ребрам звезд Ki,„h,.. . , /Ci,m r 
•'.'• Если nii — m2 — ... —nii=c, то можно сказать даже больше: 
.например, известны необходимые и достаточные условия суще­
ствования разбиения полного /гс-дольного графа /С„ „ [322] и 
полного двудольного графа Кт,п [341] на звезды К\',с- ' 

Обозначим через n(G) минимальное число простых цепей, 
•разбивающих ребра G, а через o(G) —минимальное число про-
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стых цепей, покрывающих ребра. В [121] показано, что 

rt(G)<-g-a + 

где п — число вершин, а и и g — число вершин нечетной и чет­
ной степени соответственно. Для двухсвязных графов L.t(G){le} 
-^m(G) + l, где m(G) —циклом этическое число 1[255]. Если же 
G связен, отличен от простого цикла и не содержит висячих 
вершин, то 

j<n(P)<m(G) + f-\, 
где f — число блоков, не являющихся мостами '[176]. Там же 
найдено я(^Ст,„), a n(G) для некоторых многодольных графов 
найдено в '[264]. 

Предел отношения п(п)/п при n{to}cx>, где и (я) —среднее 
значение n(G) в заданном классе п-вершинных деревьев, ДЛЯ 
некоторых классов деревьев изучался в ![238]. 

В [176] показано, что n(G) и o(G) связаны следующим со­
отношением: 

o(G),{le}n(G) {le}2o(G) +m(G)—1. 
Исследовались также покрытия простыми цепями, удовлет­

воряющими заданным ограничениям. В [54] дополнительно 
предполагалось, что все цепи кратчайшие и что для любых двух 
вершин G найдется цепь, входящая в покрытие и проходящая 
через них. 

В литературе рассматривались также покрытия и разбиения 
двудольными графами и простыми циклами. 

Обозначим через p(G) (|3/(G)) минимальное число двудоль­
ных (порожденных двудольных) подграфов, образующих раз­
биение ребер G, В [255] показано, что $r(G)<$'{Kn) и P (G)< 
{le}'P(/Cn), где п равно хроматическому числу графа G, а в [321] 
найдены необходимые и достаточные условия разложения пол­
ного многодольного графа на полные двудольные графы Кт,п, 
Известно, что для покрытия ребер произвольного п-вершинного 
графа требуется не более чем п+о(пи/ы+Е) (где е>0) дву­
дольных подграфов 1[ЮЗ], а минимальное число полных дву­
дольных подграфов на п вершинах, покрывающих полный граф 
Кп, равно {logn} [167]. 

В 1[57] введен инвариант c(G), равный минимальному числу 
простых циклов, покрывающих ребра G, и найдены с(Кт,п) и 
с(Кп). Другой характеристикой покрытия циклами является 
длина покрытия, равная сумме длин циклов, в него входящих. 
В 1[80] показано, что любой граф без мостов имеет покрытие, 
длина которого не превышает 

т +:min (•--- т., •--• (/г—• 1)J, 
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где п и т — число вершин и ребер соответственно. Некоторые 
необходимые и достаточные условия разбиения ребер на циклы 
описаны в '[104]. 

Завершая рассмотрение разбиений и покрытий ребер, ука­
жем еще, что в [79] для.всех 5-вершинных графов G без изоли­
рованных вершин получены необходимые и достаточные усло­
вия разложения /(„ на подграфы, изоморфные G, а в [275] дан 
обзор результатов по покрытию и разбиению ребер кликами. 

Рассмотрим теперь покрытия и разбиения вершин. 
Пусть Р— некоторое нетривиальное наследственное свой­

ство графа, т. е. такое свойство, что 1) класс графов, обладаю­
щих свойством Р, не пуст и не совпадает с классом всех графов; 
2) любой подграф графа, обладающего свойством Р, сам об­
ладает этим свойством. Наименьшее число подмножеств, на ко­
торые можно разбить множество вершин G так, что каждое 
подмножество порождает подграф, обладающий свойством Р, 
называется Р-хроматическим числом и обозначается 00(G)-
В [198] показано, что для любого нетривиального наследствен­
ного свойства Р и для любого я-вершинного графа 

где М равно числу вершин в наибольшем подграфе графа G, 
обладающем свойством Р, a k — наибольшему t такому, что 
полный граф Kt+it обладает свойством Р, a Kt+i — нет. 

Беря в качестве свойства Р ^-вырожденность (граф назы­
вается /г-вырожденным, если в любом его порожденном под­
графе минимальная степень не превосходит k), получим инва­
риант %h(G), называемый k-w. числом вершинного разбиения. 
В ;[24б] показано, что 

Xo(G)/(u+1){le}X*(G){le}Xo(G). 
Р-хроматическое число и й-е число вершинного разбиения 

представляют собой обобщение хроматического числа %(G), 
являющегося числом вершинного разбиения Xo(G). Поэтому 
многие оценки для Oto(G) представляют собой обобщение соот­
ветствующих оценок для x(G). описанных ранее. 

В ![П4] получены оценки чисел вершинного разбиения че­
рез род и обхват, в i[115] —через искаженность M(G), а в 
[246] получена следующая оценка %.,(G) через максимальную-
степень A(G) и кликовое число o>(G): 

*<-o<{irr(A<->+4.-^]l}. 
где через г обозначено наименьшее целое вида' t(k+l) такое, 
что * > 2 и r>max (3, co(G)). 

Число вершинного разбиения %i(G)-=y'(G) называется вер­
шинной древесностыо, так как оно равно минимальному числу 
подмножества в таком разбиении вершин G, что каждое под-
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множество, входящее в разбиение, порождает лее. Все ука­
занные выше оценки %h(G) дают оценки и для Y'(G). Кроме 
того, известно [220], что 

Г ' ( 0 ) < 1 + — max X (Н) 
. я 

где Х(Н)—реберная связность подграфа Я, а максимум бе­
рется по всем подграфам графа G. Отсюда, в. частности, следу­
ет, что Y'(G){le}l + [A(G)/2]. 

Так же, как и в случае разбиения ребер, варьируя ограни­
чения, накладываемые на леса, образующие разбиения вершин, 
можно получить ряд новых инвариантов. 

Вершинная линейная древесность E'(G) равна минималь­
ному числу подмножеств в таком разбиении множества вер­
шин, что каждое подмножество порождает линейный лес. 
В [57] установлена следующая связь между линейной древес-
ностью графа G и вершинной линейной древесностью его ре­
берного графа: 

E(G) = Y'(L,(G))~=B'(L, G)). 
Рассматривая разбиения, порождающие только связные 

ациклические подграфы, получим число покрытия деревьями 
T'(G), равное минимальному числу подмножеств в разбиении 
вершин G на подмножества, порождающие деревья. В [141] 
показано, что 

Т чохШ-
В свою очередь, можно накладывать ограничения и на де­

ревья, порожденные подмножествами разбиения. Задача о раз­
биении вершин дерева на минимальное число подмножеств, по­
рождающих деревья, диаметр которых не превышает заданного 
числа, была решена в [131]. Подробно изучались разбиения 
вершин, порождающие простые цепи. Обозначим через n(G). 
минимальное число подмножеств в таком разбиении вершиц, 
что каждое подмножество порождает простую цепь. Свойства 
таких разбиений и их связь с задачей о гамильтоновом попол­
нении изучались в [290, 293]. В [259] показано, что если ми­
нимальная степень 6(G) ГЭ-и, то (X(G) = 1, если V^sti/2, и 
jx(G){le}n—2о, если о < п / 2 . 

Ряд оценок для величины 1(G), равной минимальному чис­
лу непересекающихся по ребрам простых цепей, покрываю­
щих вершины G, получен в [84]. В частности, показано, что 
•если G связен и {7,-} •— множество его остовных деревьев, то 

И, наконец, в [23, 24, 32] исследовались покрытия вершин 
простыми цепями, оптимальные относительно нескольких не­
зависимых критериев. 
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