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Введение

В этой статье мы изучаем неймановские кольца операторов, 
каждое из которых является сильным замыканием возрастающей 
последовательности факторов типа 1„. Такие неймановские кольца 
будем называть гиперфинитными. Муррей и фон Нейман показали, 
что все гиперфинитные факторы типа II, изоморфны [10]. Мы иссле­
дуем аналогичный вопрос для гиперфинитных факторов типа III и по­
кажем, что существует несчетное множество неизоморфных гипер­
финитных факторов типа III.

При изучении гиперфинитных алгебр будет использована техника 
из теории С*-алгебр. Каждое гиперфинитное кольцо порождается 
сепарабельной С*-алгеброй, являющейся замыканием по норме воз­
растающей последовательности факторов типа 1„. Эти алгебры, на­
зываемые равномерно гиперфинитными алгебрами (РГФ), были 
определены и изучены Дж. Глиммом [4]. Мы рассматриваем каждое 
гиперфинитное кольцо как слабое замыкание РГФ-алгебры.

В § 2 мы показываем, как гиперфинитные факторы могут быть 
охарактеризованы состояниями, т. е. положительными линейными 
функционалами с единичной нормой на РГФ-алгебре. При этом 
используется связь между циклическими представлениями С*-алгеб- 
ры и состояниями алгебры [12]2). Мы выводим необходимое и доста­
точное условие для того, чтобы состояние ш РГФ-алгебры ЗС опре­
деляло факторпредставление 31 (теорема 2.5).

В § 3 изучается вопрос о том, при каких условиях гиперфинит­
ные кольца изоморфны. Будет показано (теорема 3.7), что если П, 
и П2 — два представления РГФ-алгебры 31 в сепарабельном гиль­
бертовом пространстве, то гиперфинитные кольца {ГГа (31)}" и (П2 (3()}" 
изоморфны тогда и только тогда, когда существует ^-автоморфизм 
<р алгебры 31, такой, что представления л:—>11, (л:) и х  —>П(л:) =  
=  П2(<р(л:)) квазиэквивалентны. Из этого результата вытекает, что 
группа ^-автоморфизмов РГФ-алгебры 31 действует транзитивно 
на пространстве чистых состояний3) алгебры 31. Комбинируя резуль­
таты § 2 и 3, мы выведем необходимое и достаточное условие, вы­
раженное в терминах состояний РГФ-алгебры для того, чтобы 
гиперфинитные факторы были изоморфны.

В § 4 мы конструируем однопараметрическое семейство фактор- 
состояний шх (0 X 1/2) РГФ-алгебры. Используя результаты 
предыдущих разделов, мы показываем, что факторы М х, соответ­
ствующие состояниям (ох, попарно неизоморфны для различных X.

^ P o w e r s  Robert Т., Representation of uniformly hyperfinite algebras and 
their associated von Neumann rings, Ann. M a th ., 86, N2 1 (1967), 138— 171.

2) См. также [14]. — Прим,  перев.
8) Состояние называется чистым, если его нельзя представить в виде линей­

ной комбинации двух различных состояний. — Прим,  перев.
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Из работы Пуканского [11] следует, что при 0 < А < 1 / 2  факторы М х 
имеют тип III. Таким образом, будет доказано существование не. 
счетного множества неизоморфных гиперфинитных факторов типа III 

Автор выражает благодарность д-ру О. Е. Лэнфорду и проф_ 
А. С. Вайтману за полезные обсуждения. Автор благодарен проф * 
Р. Кадисону за ряд замечаний по поводу рукописи.

§ 1. Некоторые определения и обозначения
Для обсуждения алгебр фон Неймана мы используем обозначе­

ния и терминологию, предложенную Муреем и фон Нейманом [9J 
(см. [2]). Если S — множество ограниченных операторов в гильбер­
товом пространстве, то S'  и S" обозначают коммутант и бикомму­
тант S. Если 5 — симметрическое множество, содержащее единичный 
оператор I, то S" — наименьшее слабо замкнутое кольцо операторов, 
содержащее S. По этой причине S" называют неймановской алгеб­
рой, порожденной S. Если S  — симметрическая алгебра операторов, 
содержащая единицу, то S" — слабое, сильное, ультраслабое и ультра- 
сильное замыкание S.

По поводу этих операторных топологий мы отсылаем к [2, гл. I, 
§ 3, стр. 32—37]. Напомним только, что слабая, сильная, ультрасла- 
бая и ультрасильная топологии характеризуются соответственно 
семейством полунорм

Pl(A) = \ ( f ,Ag)\;  p2{A) =  \ \ m
оо оо оо

PAA) = yZ \ ( f i, A g i)\, 21 /< 12 =  2 Ы 2< ° ° ; .
i- 1 iz= 1 i- 1

/>4(Л) =  ( 2 И Л 112) 1,2>
i=l i=i

Мы используем физическое скалярное произведение ( / ,  g), линейное 
по g  и антилинейное по / .

Неймановское кольцо 7? называется фактором, если его центр 
Z  (7?) =  7? П R'  состоит только из операторов, кратных единичному 
оператору. Простейшие факторы — это факторы типа 1„. Их можно 
охарактеризовать семейством матричных единиц (etJ, i, у =  1,..., п), 
которые удовлетворяют следующим соотношениям:

П

^ j^ /i =  7, et] =  eJt и &ij&rs ~  is (A J =  !»•••» )̂*
г=1

Каждый фактор типа 1„ содержит семейство матричных единиц и 
порождается им.

Нам понадобятся некоторые результаты об алгебраическом объе­
динении факторов типа 1„. Если М х и М 2 — взаимно коммутирующие 
факторы (т. е. А £ М Х и В £ М 2 влечет АВ =  ВА) типа I„, и 1„5 соот­
ветственно, то М — {М1, М 2}'' — фактор типа \т с т =  п1п2• Так как 
М — конечномерный фактор, то М  является наименьшей «-алгеброй, 
содержащей М х и М 2. Если М х и М 2 — факторы типа 1„ и \т и если 
М х с  М 2, то п — целитель т и N  = М 2[\ М[ — фактор типа 1р, где 
р  =  min.

Гиперфинитное кольцо — это неймановское кольцо, которое по­
рождено возрастающей последовательностью факторов типа 1п. Эти 
кольца определяются следующим образом.
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О п р е д е л е н и е  1.1. Слабозамкнутое неймановское кольцо 7? 
называется гиперфинитным кольцом класса {пх}, если существует 
возрастающая последовательность факторов М х с  М 2 с  ... с  R  ти­
пов 1Л], 1я,,..., которые порождают 7?, т. е.

R = {MU М 2,
Всегда предполагается, что /г*—>оо при / —>оо. Из предыдущего 

следует, что п х является делителем n i+x при i == 1, 2,....
Понятие гиперфинитного кольца — простое обобщение понятия 

аппроксимативно конечного фактора,  введенного Муреем и фон 
Нейманом (см. [10, гл. IV]). Аппроксимативно конечные факторы — 
это гиперфинитные факторы типа Д . Муррей и фон Нейман показали, 
что гиперфинитные факторы типа Д  изоморфны независимо от их 
класса {«J. Понятие гиперфинитного фактора инвариантно относи­
тельно изоморфизма неймановских колец. Два неймановских кольца 
jRx и /?2 называются алгебраически изоморфными, или просто изо­
морфными, если существует *-изоморфизм R x на АД т. е. взаимно 
однозначное отображение R x на АД которое сохраняет алгебраиче­
ские операции (аА, А +  В, АВ,  Л*). В книге [2, гл. I, § 4, стр. 57] 
показано, что ^-изоморфизм одного неймановского кольца на другое 
необходимо ультраслабо и ультрасильно непрерывен. Так как гипер­
финитное кольцо является ультрасильным замыканием возрастающей 
последовательности факторов типов 1я, то два изоморфных нейманов­
ских кольца либо одновременно гиперфинитные кольца класса {яг}, 
либо ни одно из них не является гиперфинитным класса {яг}.

Теперь мы определим один класс С*-алгебр, которые тесно 
связаны с гиперфинитными кольцами. Эти алгебры были введены 
и изучены Глиммом [4]. Напомним, что всякая С*-алгебра — это пол­
ная нормированная *-алгебра, причем ||л:||2 =  ||л:*л:|| для всех х  6 St.

О п р е д е л е н и е  1.2. С*-алгебра называется равномерно ги­
перфинитной (РТФ) алгеброй класса {пх}, если существует возрастаю­
щая последовательность факторов М хс . М 2с . ... с: 21 типов 1л„ 1л„

оо
для которой 2t является замыканием по норме (J M t. Предполагает-

Л=1
ся, что п i —» оо при / —> оо. /

В условиях нашего определения говорят, что возрастающая по­
следовательность факторов {Мх; / =  1, 2,...} порождает Щ. Из опре­
деления следует, что n t является делителем п 1+х при / =  1, 2,....

Проблема алгебраической классификации РГФ-алгебр была 
решена Глиммом [4]. Пусть 2li и 2t2 — РГФ-алгебры классов {«J 
и {тх} соответственно. Алгебры 2^ и 212 изоморфны тогда и только 
тогда, когда для каждого натурального Z существует натуральное 
J, причем / > / ,  такое, что п х является делителем т;., а т х — дели­
телем П].

Отметим два свойства РГФ-алгебр, которые понадобятся в 
дальнейшем: 1) каждая РГФ-алгебра сепарабельна по норме и 2) 
РГФ-алгебра является простой. Следовательно, каждое циклическое 
представление РГФ-алгебры определено в сепарабельном гильберто­
вом пространстве и каждое ^представление является точным. Дей­
ствительно, всякое ^-представление РГФ-алгебры сохраняет норму, 
т. е. если х  —»П (л) — представление РГФ-алгебры 21, то | дс Д =  ||П (л:)|| 
для всех .* € 2t.

Из определений 1.1 и 1.2 ясно, что любое гиперфинитное кольцо 
класса {п Л содержит РГФ-алгебру того же класса и порожда-
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ется ей *). В этой статье мы рассматриваем каждое гиперфинитное 
кольцо как слабое замыкание некоторого «-представления РГФ- 
алгебры. Мы будем рассматривать РГФ-алгебры как абстрактные 
алгебры (т. е. как С*-алгебры, не связывая их с конкретной реали­
зацией в виде алгебр ограниченных операторов в гильбертовом про­
странстве) и гиперфинитные кольца как слабо замкнутые кольца, 
порожденные представлениями РГФ-алгебр.

Далее, мы покажем, что гиперфинитные факторы класса {пх} 
можно охарактеризовать состояниями РГФ-алгебры класса { n j, 
т. е. положительными линейными функционалами на ней с нормой 
единица. Важнейшим в этом описании является связь между цикли­
ческими «-представлениями С*-алгебры и состояниями алгебры. Из 
конструкции Гельфанда — Наймарка — Сигала [12] * 2) следует, что 
для каждого состояния о> С*-алгебры 31 существует циклическое 
«-представление Пш алгебры 91 в гильбертовом пространстве Н  и век­
тор / £ / / ,  для которого ш(д:) =  ( / ,  Пш(л:)/ ) ,  для всех х£Ш. и Н  =  
=  [ПШ W  / ] ,  где через [5] мы обозначаем наименьшее замкнутое 
линейное подпространство Н,  содержащее S. Представление Пш опре­
деляется с точностью до унитарной эквивалентности состоянием со. 
Назовем Пш циклическим представлением 91, индуцированным состоя­
нием со. Представление Пш неприводимо, если со — чистое состояние.

Закончим этот раздел перечислением различных соотношений 
эквивалентности между представлениями С*-алгебр.

О п р е д е л е н и е  1.3. Два «-представления и П2 С*-алгебры 
91 в гильбертовых пространствах Н х и Н 2 называются унитарно  
эквивалентными (П1 — П2), если существует линейная изометрия U 
пространства Н х на пространство Н 2, такая, что UJ1X (л:) =  П2 (х) U 
для всех .v€9t.

Определим понятие квазиэквивалентности, которое принадлежит 
Макки [8]. Настоящее определение отличается от определения Мак- 
ки, но эквивалентно ему, как показано в [3, предложение 5.3.1, 
стр. 104].

О п р е д е л е н и е  1.4. Пусть П] и П2 — представления С*-алгеб- 
ры в гильбертовых пространствах Н х и Н 2. Пусть R x =  IIj (91)" 
и /?2 == П2 (91)" — слабо замкнутые неймановские кольца, порожденные 
этими представлениями. Тогда представления Щ и П2 называются 
к в азиэк бивалентными (П ,~ П 2), если существует «-изоморфизм 9 
из R x на R 2, такой, что 9 (Дх (д:)) =  П2 (х) для всех х  €91. Понятие 
квазиэквивалентности полезно при изучении факторпредставлений. 
Если П — факторпредставление С*-алгебры, а П] — ненулевое под­
представление П (см. [8] или [3], § 5.3), то — факторпредставле­
ние, квазиэквивалентное П. Следовательно, факторпредставление 
С*-алгебры квазиэквивалентно любому его циклическому подпред­
ставлению.

Наконец, определим то, что мы будем называть алгебраической 
эквивалентностью.

О п р е д е л е н и е  1.5. Два «-представления П1 и П2 С*-алгебры 91 
называются алгебраически эквивалентными  (П1~ 1 1 2), если ней­
мановские кольца R x =  {П[ (91)} и R 2 =  {П2 (91)} изоморфны.

‘) Отметим, что любое гиперфинитное кольцо класса (щ }  содержит РГФ-ал- 
гебру класса (2'} и порождается ей. — П рим, перев.

2) См. также [14]. — Прим, перев.

^ Математика № 4
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Определения 1.3, 1.4 и 1.5 вводят последовательно все более 
слабые понятия эквивалентности. Из унитарной эквивалентности вы­
текает квазиэквивалентность, из квазиэквивалентности — алгебраи­
ческая эквивалентность. Для неприводимых представлений С*-алгеб- 
ры квазиэквивалентность означает унитарную эквивалентность 
[3, предложение 5.3.3, стр. 106].

Алгебраическая эквивалентность — наиболее слабое из понятий 
эквивалентности этого раздела. Все неприводимые представления 
РГФ-алгебры St алгебраически эквивалентны. Действительно, если 
П, и П5 -  неприводимые представления St в гильбертовых простран­
ствах Н х и Н 2, то неймановские кольца R x =  {IIj (St)}" и /?2 =  
=  {П2(31)}" есть кольца ^ ( П г) и Ш(Н2), т. е. кольца всех ограни­
ченных операторов в / / ,  и Н 2. Поскольку Н х и Н 2 — бесконечно­
мерные сепарабельные гильбертовы пространства, кольца R x и R 2 
изоморфны.

Следовательно, представления Пг и П2 алгебраически экви­
валентны.

Мы применяем три понятия эквивалентности, упомянутые выше, 
к состояниям С*-алгебр. Два состояния Ш] и <о2 называются унитарно 
эквивалентными, квазиэквивалентными или алгебраически эквивалент­
ными, если соответствующие им циклические представления ПШ1 и Пш,, 
индуцированные состояниями o>j и <о2, унитарно эквивалентны, ква- 
зиэквивалентны или алгебраически эквивалентны.

§ 2. Описание гиперфинитных факторов
Т е о р е м а  2.1. Предположим, что М — гиперфинитный 

фактор класса {nt}, элементы которого являю т ся  операто­
рами в гильбертовом пространстве Н. Предположим, что 
% — РТФ-алгебра того же класса {nt}. Тогда М можно 
рассматривать как  слабое замыкание *-представления  П 
алгебры St в Н  (т. е. М =  11 (St)"). Более того, для  любого /  € / / ,  
| / | =  1 состояние  ш(л;) =  ( / ,  П (л:)/) характеризует представ­
ление  П с точностью до квазиэквивалентности, а именно 
циклическое представление  St, индуцированное ш, квазиэкви­
валентно  П.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как М  — гиперфинитный фактор клас­
са {пх}, то существует возрастающая последовательность факторов

типа 1Я , которые порождают М.  Пусть Slt —- замыкание по норме
оо

множества (J M t. Ясно, что — РГФ-алгебра класса {nt}. Из
/=i

классификационной теоремы Глимма следует, что алгебры St и Stх 
«-изоморфны. Тогда существует «-изоморфизм П алгебры SI на Э^. 
Ясно, что П — «-представление St в пространстве Н . Так как Slx сла­
бо плотно в М,  то М  =  (II(St)}".

Чтобы завершить доказательство теоремы, предположим, что 
/ € #  и | / | = 1. Пусть Ж =  [II(St)/ ] ,  и пусть Е — эрмитов проек­
тор на Ш. Ясно, что Зй инвариантно относительно П(л:) при 
Циклическое «-представление n j (л) =  ЕЛ (л:) Е =  П (х) Е алгебры St 
на Ш характеризуется с точностью до унитарной эквивалентности 
состоянием <о (х) =  ( / ,  Щ л :)/). Так как Д — факторпредставление St 
и так как П, — подпредставление П, то представления П и П, ква- 
зиэквивалентны. Следовательно, состояние ш характеризует пред­
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ставление П с точностью до унитарной эквивалентности. Это заверь 
тает  доказательство теоремы.

Заметим, что факторпредставление П теоремы 2.1 можно описать 
также с точностью до квазиэквивалентности с помощью матрицы 
плотности состояния П, т. е. любым состоянием вида ш (л:) =

оо оо
п (-*)/«). где / < € / /  при г =  1, 2,... и 2 | | / г||2 =  1.

i=l i=1
Это видно из следующего. Пусть Н х — бесконечномерное сепа­

рабельное гильбертово пространство. Определим представление 
алгебры 91 в Н (х)Н 1 таким образом: П1 (х) == П (л:) ® / .

Так как отображение П.(х)-♦ Дх (х) ультраслабо непрерывно, то 
это отображение имеет единственное расширение до отображения 
неймановских колец {ЩЗ!)}" и (ПД91)}". Тогда П ^ П ! . Каждую мат­
рицу плотности состояния П можно представить как векторное со­
стояние т. е. как состояние вида о>(х) =  ( / ,  П Д х )/) , где
f  G.H ® Н \-  Каждое векторное состояние характеризует представ­
ление с точностью до квазиэквивалентности согласно теореме 2.1. 
Поэтому матрица плотности характеризует его с точностью до квази­
эквивалентности.

Теперь мы рассмотрим проблему описания тех состояний РГФ- 
алгебры, которые индуцируют факторпредставление. Начнем с опи­
сания центра произвольного представления РГФ-алгебры. Полезно 
ввести следующее определение.

О п р е д е л е н и е  2.2. Пусть 5 с  91 — подмножество С*-алгебры 91. 
Коммутант 5  относительно 91, обозначаемый через S c, есть подмно­
жество всех х€91, которые коммутируют с каждым элементом S, т. е.

S c =  {х € 91; ху  — ух  для всех у из 5}.

Ясно, что S c — замкнутая по норме подалгебра в 91. Если S  сим­
метрично (т. е. x€<S означает, что и x*£S) ,  то S c — С*-подалгебра 
91. Заметим, что если S t a  S 2 с  91, то S ^ c z S cr

Л е м м а  2.3.
Пусть 91 — алгебра и М  с  91 — фактор типа  1„. Рассмот­

рим  *-представление  П алгебры 91 в гильбертовом простран­
стве Н. Тогда слабое замыкание  П (Мс) определяете я сле­
дующим образом:

{П (Ж 0Г =  {П(М)}'П{П(91)}".

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  Так как М с с  91, то {П (Мс)}" CZ {П (91)}", 
а так как

{П(Ж *)}С{П(Ж )Г,
то .{П (АЛ)}" с  {П (М)У. Поэтому

{П (Мс)}" с  {П (М)}' П {П (91)}".
Докажем обратное включение. Пусть А £ {П (М)}' П {ГГ (SC)}". Мы по­
кажем, что А € {П (АЛ)}". Поскольку {П(АЛ)}" слабозамкнуто, то 
достаточно показать, что для произвольного конечного множества 
пар векторов {/*, gk; k = \ , . . . ,m)  существует х £АЛ,  такое, что-

К /*. (Л — П (х)) gk) j <  1 для А =  1,..., т.
Пусть {etj: i, j  =  1,..., п} — семейство матричных единиц, порождаю­
щих М.  Так как А принадлежит слабому замыканию (П(91)}, то.
т
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существует у €31, такое, что
I (П (е1г) Л ,  (Л — П (у)) П (elr) g„) | <  ± .

Используя свойства матричных единиц и учитывая, что Л € {П(Л4)}', 
т. е. перестановочность А с Я(е^),  мы получаем неравенства

\ { f k, (K(err) A - n ( e rlyelr))gk) \ < ± .
Суммируя все неравенства по г, получаем

К /* , (Л — П (*))£*) | <  1 (Л — 1......ш),
где

П
и-

г=I
Непосредственный подсчет показывает, что х  коммутирует со 

всеми е1}. Так как {ei}} являются образующими элементами для М,  
то х £ М с. Следовательно, А принадлежит слабому замыканию 
{П(МС)}. Это завершает доказательство леммы.

Л е м м а  2.4. Пусть 31 — РГФ-алгебра. Обозначим через J  
совокупность всех факторов МсШ. типа  1„ для  п =  1, 2, . . . .  
Пусть Л  — произвольное *-представление  31 и R — гиперфи­
нитное кольцо, порожденное {П(31)}, т. е. /? =  {П(31)}". Тогда 
центр R равен пересечению колец {П (Мс)}" д л я  всех М  € J , т. е.

M G J

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что А С f~) {Я(МС)}". Ясно,
M G I

что A £ R .  Так как 31 — РГФ-алгебра и П непрерывно по норме, 
то {П (31)} — замыкание по норме возрастающей последователь­
ности факторов {П(7И<)}, где M t £ J  при / =  1,2, . . .  . Поэтому 
ввиду А € {П (М с)}" с  {П (М)}' для вСех М  £ J  имеем А € {П (31)}'= R', 
и, следовательно, А принадлежит центру R.

Обратно, пусть Л€/?Л^? ' -  Тогда Л€{П(31)}" и для каждого 
M £ J  имеем Л € {П (Л4)}'. Из леммы 2.3 вытекает А £ { П ( М С)}" для
каждого M £ J .  Поэтому Л € (~) {П (Мс)}". Это завершает доказа-

M & I
тельство леммы.

Т е о р е м а  2.5. Пусть %-РРФ-алгебра и {Miyi =  1 , 2 , . . . } — 
возрастающая последовательность факторов типа l„lt 
которые порождают 31. Пусть со — состояние 31. Следующие 
условия эквивалентны:

(i) Состояние со индуцирует факторпредставление  St.
(ii) Д л я  каждого х € $  существует такое натуральное г, 

зависящее только от -х, что | со(ху) — со(х) <о(у)| < | |у |  для  
всех у £ М сг.

(Ш) Д л я  каждого х £ 3 ( существует фактор М  с  31 типа 
1т, такой, что | со(ху) — со (х) со (у) | < | |  у || для  всех y€AF.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы докажем, что (i) =»(ii) =ф(Ш) =4>(0- 
Пусть П — циклическое ^представление 31 в гильбертовом простран­
стве Н  с циклическим вектором / 0с / / ,  такое, что со(х) =  
=  :(/„, П ( х ) / 0) для всех х£ЗС. Пусть =  {П (3t)}"-
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Чтобы доказать (i)=^(ii), предположим, что условие (ii) не вы­
полнено. Тогда существует такое, что для каждого положи-»
тельного целого / существует у д€ Л 1̂ , для которого |<о(л:уг) — 
— (в(д:)(й(уг) |> | |у <|). Можно считать, ч т о ||у д||= 1  для / =  1,2, . . .  . 
Тогда

I (/о- П ( x y t) Л ) -  (Л , П (х) Л ) (Л , П (у,) / 0) | =
Н(£. п(У<)/о)1>1у*||=1>

где
^  =  (П (х)* — ( / 0, П (я)* /о)) / 0.

Определим последовательность слабозамкнутых множеств { Q J 
следующим образом:

Qi — {А € {П |( * ,Л / 0) | > 1 ,  И ||< 1 } .

Так как П (уд)€ (? д, то Qt — непустое множество для каждого 
г =  1,2, . . .  . Поскольку М. \ с  M cj при / > у, то Q( с  Q} при / >• у. 
Поэтому пересечение любого конечного набора множеств {QJ 
непусто. Так как единичный шар 39 ( //)  компактен в слабой опера­
торной топологии ([1], гл. IV, § 2, сл. 3), то существует оператор 
Л € Qt для всех /==1,2,  . . .  . Покажем, что А принадлежит центру /?.

Ясно, что Л£/? .  Далее, A ^ { R ( M ct)}" с  {П(Жг)}' для каждого 
/ =  1,2, . . .  . Так как П(31) порождено кольцами {П(М Д)} при 
/ =  1, 2, . . . ,  то

. д е щ щ у с я ' .
Поэтому А принадлежит центру /?, причем А не является операто­
ром, кратным единице, так как | (g, Л / 0) | >  1 и (g, / 0) =  0. Следова­
тельно, /? не фактор, и тем самым мы доказали, что (1)=ф(11). 
(11) =ф (111) очевидно.

Чтобы доказать (Ш)=ф (1), предположим, что о> удовлетворяет 
условию (Ш). Пусть А принадлежит центру /?. Мы докажем, что А 
кратно единичному оператору. Так как ш удовлетворяет условию 
(Ш), то для каждого х €31 и е > 0  существует фактор М  типа 
1т (Л4 с  31), для которого [a)(s- 1x:y) — (o(e-1x)o)(y)|-< |у || для всех 
у £ М с. Поэтому

| ( / 0, П (л;) П ( у ) /0) ( / 0, И (л) / 0) ( / 0, П (у) / 0) | <  s 1 у J =
== © |П  (у) I для всех у £ М с. (а)

Последнее равенство вытекает из того фдкта, что П — точное  
представление  31.

Так как А принадлежит центру 7?, то из леммы 2.4 следует, 
что А € {П (Мс)}". Из теоремы Капланского [7] следует, что единич­
ный шар {П(/Ис)} сильно плотен в единичном шаре {Я{МС)}". Поэто­
му для каждого 8 > 0  существует у £ М с, такое, что ||уЦ <||Л || и

| ( / 0, п ( * ) ( л - л ( у ) ) / 0) 1< а /2 (Ь)

| ( / 0, П (х) /о)-(/о , ( А -  П (у)) / 0) | <  8/2. (с)

Комбинируя неравенства (а), (Ь) и (с), находим

| ( / 0, П (X) Л / 0) -  ( / 0, П (х) Л ) ( / 0, Л / 0) | <  е ! ЛI +  8.

Так как произвольное, а е и 8 — сколь угодно малые поло­
жительные числа, то
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(/„, П (х) (Л — а!) / 0) =  0 для всех х  € St, где а =  ( / 0, Л / 0). Так как 
А £ # ' ,  то

(/о , П (х*у) (А -  а /) / 0) =  (П (л:) / 0, (Л -  а/) П (у) / 0) =  О
Для всех л:, у €31. Поскольку [П(St)/ 0] =  Н,  то А =  а /. Поэтому 
центр /? состоит из операторов, кратных единичному оператору. 
Следовательно, Д — фактор. Это завершает доказательство теоремы.

Состояния, удовлетворяющие условиям (il) и (Ш) теоремы 2.5, 
мы будем называть состояниями, которые асимптотически можно 
представить в виде произведения.  Заметим, что, как следует 
из теоремы 2.5, если состояние со удовлетворяет условию (И) для 
возрастающей последовательности факторов {Mt, г — 1, 2, . . .},  кото­
рые порождают St, то со удовлетворяет условию (Н) для любой дру­
гой возрастающей последовательности факторов {]уг, г =  1, 2, . . . } ,  
порождающих St. Докажем одно простое следствие из теоремы 2.5.

С л е д с т в и е  2.6. Пусть  П ^представление  РГФ-ал­
гебры St в гильбертовом пространстве Н. Тогда П — фактор- 
представление  St в том и только том случае, когда каждое 
векторное состояние  П асимптотически можно предста­
вить в виде произведения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть П — факторпредставление St. Так 
как каждое циклическое подпредставление П — снова факторпред­
ставление 91, то из теоремы 2.5 следует, что каждое векторное 
состояние  П асимптотически разлагается в произведение.

Обратно, пусть каждое векторное состояние П асимптоти­
чески представляется в виде произведения.  Тогда из тео­
ремы 2.5 следует, что каждое циклическое подпредставление П есть 
факторпредставление. Пусть А принадлежит центру (П(31)}". Тогда 
для каждого /  € П,  /  Ф 0 сужение А на {П (St) /}  есть скалярный 
оператор. Так как f € . H  произвольно, то сам оператор А скаляр­
ный. Следовательно, центр {П (31)}" состоит только из операторов, 
кратных единичному оператору. Поэтому П — факторпредставление St. 
Это завершает доказательство следствия.

Теперь мы выведем необходимое и достаточное условие для 
того, чтобы два факторпредставления РГФ-алгебры были квази- 
эквивадентны. Введем обозначения. Пусть со — состояние С*-алгебры 
St, М  — подалгебра St. Обозначим через со | М  сужение состояния со 
на М.  Ясно, что <о | М — состояние М. Норма разности сужений, двух 
состояний Ш] | М  и со21 М  есть
|со! \ М  — ш21Ж 1 =  Sup{| coj (л) -  со2(*) |, х £ М ,  \ х \ — 1 } < |К  — со2|.

Если существует последовательность факторов {М г} типов 1Я/)
Д Л Я  К О Т О Р О Й  flcOj | M ct —  С02 | M ct \\ —> 0  П р И  j  —  ОО, Т О  С О С Т О Я Н И Я  со, и  со2 м ы

будем называть асимптотически равными. Мы покажем в следу­
ющей теореме, что факторсостояния РГФ-алгебры квазиэквива- 
лентны тогда и только тогда, когда они асимптотически равны.

Т е о р е м а  2.7. Пусть  SI — РГФ-алгебра и {M(, i  =  1 , 2 , . . . }  
возрастающая последовательность факторов типа  Ц ,  
которые порождают St. Пусть  Hj и П2 — два факторпред­
ставления  St, a со, и — векторные состояния представле­
ний  П, и П2 соответственно. Тогда следующие утверждения  
эквивалентны:

(i) П, и П2 квазиэквивалентны.
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(И) Д л я  всякого е > 0  существует такое натуральное i, 
для  которого

\ ША Щ  — <°21 ^ ? ! < е*

(ill) Д л я  каждого е ^>0 существует фактор М типа 1т 
М а  21, для  которого

||0)1|Ж ‘; — ш2|Л1с||< е .

(iv) Существует фактор N  типа \п, для  которого
I Wj | N c — (о21 I  <  2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы докажем, что (1) =s> (ii)=^(lii) (iv) =^(i). 
Пусть cpi и <р2 — циклические «-представления 21 в гильбертовых про­
странствах Н х и Н 2, индуцированные состояниями и а>2. Пусть 
/ j  € //1 и f 2$.H2~  циклические векторы этих представлений, для 
которых (Л) == ( / i ,  <M-*0/i) И w2 (х) =  ( / 2, ср2 (Л) / 2) при *621. Так 
как Hj и П2 — факторпредставления 21, то из теоремы 2.1 следует, 
что <pi~ ? 2 тогда и только тогда, когда П1~ П 2.

Пусть Н = Н х ® Н 2 — прямая сумма Н х и Н 2, и пусть ср: ср (jc) =  
=  ?i (х ) ©?2 (х ) ~  прямая сумма представлений <Pj и <р2. Чтобы дока­
зать (1) =ф(11), предположим, что Тогда <Pi~cp2. По опреде­
лению существует «-изоморфизм а кольца {<p(9li)}" на кольцо {<p(2t2)}", 
для которого a (<pj (д:)) =  <р2 (л:) при всех х€.Ш. Пусть /? —слабозамк­
нутое кольцо, порожденное <р(21) в Н  =  Н Х@ Н 2. Докажем, что 
Д — фактор. Так как а ультраслабо непрерывно и Д — ультраслабое 
замыкание (<р(21)}, то ясно, что каждый оператор А € Д  имеет вид 
А — А х © а  (Д,), где А, £ {ср(21)}", и поэтому

« И , )  €{?*(«)}*.

Пусть А принадлежит центру Д. Тогда Ах должно принадлежать 
центру {<¥*1 (91)}". Так как {cpj (31)}" — фактор, то А х должно быть 
кратно единичному оператору в Н ъ поэтому А — оператор, кратный 
единичному оператору в Н . Следовательно, Д  — фактор и <р — фак- 
торпредставление 21.

Пусть /  =  VA1/2( / i +  / 2) € / / ,  а ш(х) — состояние:
<“(*) =  ( / .  ?(■*)/) =  1/2 ( / „  Ti (х) / , )  +  1/2 ( / 2, ъ ( х ) / 2) =  _

=  1/2 (х) +  1/2 ш2(д:) для всех * € 21.

Предположим, что Wj =£ <о2; при a>j =  ш2 утверждение (11) теоре­
мы, очевидно, выполнено. Тогда существует .*€21, для которого 
^1 (-Д!:) — ш2 (JC) — 1 - Пусть е 0. Так как <ри <р2 и <р — факторпред­
ставления 21, то из следствия 2.6 находим, что состояния ш15 ад2 и ш 
можно асимптотически представить в виде произведения.  
Поэтому существуют натуральные числа i u i2 и i3, для которых

IШ1 {ху) №i (л:) ( O j  (у) J <  е J у I ДЛЯ всех

I ш2 (ху) — ш2 (х:) ш2 (у) | <  е-^-Ц у || ДЛЯ всех

| СО (jcy) — се (jc) <»> (у) 1 <  е- i - | у I для всех у £ М с̂.
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Так как а) 1/2 O j 1/2 а)2 и так как {Mt} — возрастающая 
последовательность факторов, то мы приходим к неравенству

| К (*) - ®2 (*)). (0)! (у) - Ш2 (у)) | = | 0), (У) - <02 (у ) | < -1 в I у 1 
для всех у € М ср где i' =  max(/j, i2, is).

Поэтому имеем (|a)i|Af^ — <a2\M ct | < е .  Следовательно, мы доказали, 
что (1)=з>(Н).

Ясно, что (ii)=^(iii)=^(iv).
Докажем, что (iv)=^(i). Предположим, что П,, и П2 не квази- 

эквивалентны. Пусть ^  — неймановское кольцо, порожденное ф(51) 
на Я  =  Я 1© Я 2, и пусть £  —эрмитов проектор на Н 1а Н .  Пока­
жем, что С =  1 — 2Е принадлежит центру /?. Так как Е  коммути­
рует с <р(л:) д л я  лг€ $ . ' имеем E £ R ' .  Поскольку Hj и П2 не квази- 
эквивалентны, то фх и <р2 также не квазиэквивалентны. Поэтому из [3, 
следствие 5.3.6, стр. 106] вытекает, что факторпредставления дизъ­
юнктны. Это означает, что нулевой оператор есть единственный 
замкнутый оператор из Я х в Я 2, для которого А(р1(х)-<р.2(х) А для 
всех л: 6 $ . Следовательно, каждый оператор оставляет Н х
инвариантным (т. е. В Н Х <± Я х). Поэтому Е  £ R"  =  R  и С = 1 — 2F 
принадлежит центру 7?.

Тогда из леммы 2.4 следует, что для любого фактора Я € Ж  
типа /„, где п — 1,2, . . . ,  имеем С€{ф(7Ус)}". Из теоремы Каплан- 
ского [7i следует, что единичный шар {<р(Яс)} сильно плотен в еди­
ничном шаре {ф(Яс)},/. Поэтому для каждого е^>0 существует 
x £ N c, для которого I х  | ] < |С |=  1 и

1 (Л . (? (х) -  С) / х) | =  | а,, (л) +  1 1<  е/2, 
l ( / 2. ( < P W - C ) / 2) H | ® 2( x ) - l f < e / 2 .

Следовательно, | wx (л:) — о>2 (х) | ^> 2 — s для некоторого x £ N c и 
| х |< 1 .  Так как N  и е]> 0  произвольны, то получаем, что для лю­
бого фактора N  с  §1 типа I„, п — 1. 2, . . . ,  имеем J®x| Я С — <о2\ N C\ ^ 2 .  
Но это противоречит утверждению (iv) теоремы. Следовательно, из 
(lv) вытекает (i). Этим завершается доказательство теоремы.

Так как факторпредставление РГФ-алгебры характеризуется 
с точностью до квазиэквивалентности любой ее матрицей плотности 
состояний (см, обсуждение после теоремы 2.1), то теорема 2.7 остает­
ся справедливой, если состояния мх и  и>2 (в утверждении теоремы) 
являются произвольными матрицами плотности состояний представ­
лений Лх и Д2 соответственно. Заметим также, что теорема 2.7 мо­
жет быть использована, чтобы определить, когда два неприводимых 
представления РГФ-алгебры унитарно эквивалентны, так как не­
приводимые представления квазиэквивалентны тогда и только тогда, 
когда они унитарно эквивалентны.

§ 3. Изоморфные гиперфинитные кольца
В этом разделе мы изучаем вопрос: при каких условиях гиперфи­

нитные кольца одного и того же класса изоморфны? Соответствующий 
вопрос в терминах представлений РГФ-алгебр состоит в следую­
щем: при каких условиях представления РГФ-алгебр алгебраически 
эквивалентны? Мы покажем (теорема 3.7), что два представления 
Пх и П2 РГФ-алгебры St в сепарабельных гильбертовых простран­
ствах алгебраически эквивалентны тогда и только тогда, когда су­
ществует «-автоморфизм ф алгебры St (т. е. «-изоморфизм St на себя),
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при котором представления х —► П1(д:) и х  —> П2 (<р (х)) квазиэквива- 
лентны. Доказательство этого результата несколько утомительно, 
поскольку мы показываем, как явно строить автоморфизм 9. Чита­
тель найдет изложенную последовательность лемм более осмыслен­
ной, если он начнет с теоремы 3.7 и затем вернется обратно к нача­
лу этого раздела.

Из теоремы 3.7 будут получены два следствия. Первое утверж­
дает, что группа «-автоморфизмов РГФ-алгебры St действует 
транзитивно на множестве чистых состояний St. Во втором следствии 
мы приведем необходимое и достаточное условие в терминах состоя­
ний РГФ-алгебр для того, чтобы два гиперфинитных фактора были 
изоморфны.

Л е м м а  3.1 ( К а ди  сон,  Г л и мм). Пусть  St — С*-алгеб ра опе­
раторов, содержащая единичный оператор, в гильбертовом 
пространстве Н. Пусть  ?̂ =  {St}". Тогда каждый унитарный 
оператор U £ Р  можно аппроксимировать сколь угодно точно 
в сильной операторной топологии унитарными операторами  
из St, т. е. для любого унитарного оператора и любо­
го конечного множества векторов { / , € / / ;  г = 1, . . . , « }  сущест­
вует унитарный оператор V €St, для которого |)(£/ — V ) / гЦ<1 
при i =  1, . . . ,  п.

Д о к а з а т е л ь с т в о  (более сильный результат см. [6, тео­
рема 2]).

Пусть U € R  — унитарный оператор. Из хорошо известной спект­
ральной теории унитарных операторов мы знаем, что U может быть 
представлен в виде U =  ехр(гиД), где А € R  — эрмитовый оператор, 
норма которого меньше единицы, т. е. ||Д ||<;1. Отображение 
А —»ехр(/тсЛ) сильно непрерывно на единичном шаре из 93(//). Из 
теоремы Капланского о плотности [7] следует, что единичный шар 
эрмитовых операторов в St сильно плотен в единичном шаре 
эрмитовых операторов в /? =  {St}". Поэтому Л — ехр(гяЛ) можно 
аппроксимировать сколь угодно точно в сильной топологии унитар­
ными операторами из St вида V — ехр {ЫВ), где В € St. Лемма до­
казана.

Л е м м а  3.2. Пусть  Sli и St2 — изоморфные РГФ-алгебрыг 
и пусть М  с  St! и N  с: St2 — факторы типа \Т. Тогдц подалгебры 
М с с  Sti и N c c:St2 — ^-изоморфные РГФ-алгебры.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Stx, St2, М  и N  — С*-алгебры, о ко­
торых идет речь в формулировке леммы. Из результатов Глимма 
[4, доказательство, теорема 1.13] следует, что существует возрас­
тающая' последовательность факторов {М г} типа 1ОТ{, которая по­
рождает Stx и обладает свойством М { ^ М  для каждого г =  1, 2.........
Пусть P t =  M t r\Mc для каждого г =  1,2, . . .  . Так как M c M t и 
так как М  и Mi — факторы типа \Г и Im/, то P t — фактор типа 
где Pi = mi/r. Пусть S3 — замыкание по норме увеличивающейся по­
следовательности факторов {Pi). Ясно, что 33 — РГФ-алгебра 
класса (pt). Покажем, что S3 =  М с. Так как P t с М с (г =  1,2, . . . ) ,  
то © с  М с. Докажем обратное включение. Поскольку 33 замкнута 
по норме, то достаточно доказать, что для каждого х £ М с и е^>0 
существует у € S3, для которого | jc — у ||< е .

Пусть х € М с и е 0. Так как факторы {Mt} порождают Stx, 
то существует целое число / > 0  и z £ M t, такие, что Цд; — г | < е / г .
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Пусть {ei}\ i, j  =  1, . . . ,  г} — семейство матричных единиц, порож-
Г

дающих М.  Пусть у =  S enze u . Так как M c M h то по построе-
/=1

нию y € M t  и у £ М с. Поэтому у € П М с а  В и Ц-* — уЦ<е,  по­
скольку

Следовательно, 33.= М с и М с — РГФ-алгебра класса (/>г).
Аналогично существует возрастающая последовательность 

факторов {./V*} типа 1П/, которые порождают й 2 и обладают свой­
ством N i_)N \(i = \ , 2 , ...). Предыдущие соображения гарантируют 
нам, что ./Vе— РГФ-алгебра класса {^г}, где <7г= я г/г.

Так как 31 j и ЗК2— изоморфные РГФ-алгебры, причем т }= р ^  
й tii — q f ,  то из классификации Глимма РГФ-алгебр следует, 
что М с и N°  ^-изоморфны. Это завершает доказательство леммы.

Л е м м а  3.3. Пусть R  — неймановское кольцо операторов 
s  сепарабельном гильбертовом пространстве Н.  Пусть  
М с  R и N czR  — факторы т и п а \п. Тогда существует унитар­
ный оператор (J£R, такой, кто *-изоморфизм A - * U A U ~ l 
отображает М на N ,  т. е. UMU~X =  N.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {Et] , i , j*=  1.......я} и =
=  1,... ,я} — семейство матричных единиц, которые порождают М  и N  
соответственно. Для доказательства леммы достаточно доказать, 
что существует частичная изометрия V&R с областью определе­
ния {ЕпН} и областью значений в {F nH } (т. е. V*V — E lu V V * =  
=  F nV E n =  F n V  =  V). Тогда требуемый унитарный оператор U мо­
жет быть записан в виде

П
U =  ^ F nV E u .

1=1

Непосредственный подсчет с использованием свойств V  и свой­
ства семейства матричных единиц показывает, что U — действи­
тельно унитарный оператор и что он удовлетворяет соотношению 
U E i jU -1 =  Fij  для /, у =  1, . . . ,  я, и поэтому мы имеем UMU~1= N .

Чтобы доказать существование частично изометрического опера­
тора V  с искомыми свойствами, проделаем следующее. Пусть АR(E)— 
произвольная весовая функция (относительно R), как определил ее 
фон Нейман [13, § 21, определение 7]. АR(E) есть числовая функ­
ция, значения которой принадлежат расширенному множеству дей­
ствительных чисел, определенная для всех эрмитовых проекто­
ров E£R;  функция АR(E) обладает такими свойствами:

(О 0 < Д д ( £ ) <  +  оо для всех E£R, £iR(E) =  0 тогда и только 
тогда, когда Е =  0.

(И) если {ЕI, i =  1, . . . ,  я} — взаимно ортогональные проекторы 
из R,  то A *(£, +  . . . + £ „ )  =  А*( £ , ) + - . . + А*(£я).

(Ш) Если U€R — унитарный оператор, то AR(UEU  :) =  АК(Е) 
для всех E£R.

Покажем, что для любого проектора Е из центра R k R (E E n) =  
— AR(E F n). Пусть P t — Е Е ц  и Q ^ E F n  для * =  1 , . . . , я .  Тогда

1=1
\х S  е ц { х - г ) е и

i- 1
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п п
PjPj  — О и QiQj =  0 для i=pj,  а так как 2 Р г=  2  Qt = E, то из 
условия (И) имеем

П П
M £ ) = 2 M p i ) = 2 A*(Q/>- (а)

*=1 /=1
Пусть S (i) — I  — Е п — Ец  +  Е ц Е Х1 и V  (/) =  /  F , , ;—F UA- 

+  F n +  F u для г =  1, . . . ,  п. Непосредственный подсчет показывает, 
что S (i) и V (/) — унитарные операторы, обладающие, свойствами: 
S ( i ) P lS ( i ) - 1 =  P i n V  (г) Q,! / - 1 (г) =  Q, для i =  1,..., п. Так как 5(г), 
V (/)€)?, то из условия (iii) AR (Р,) =  А* (Р1) и AR(QX) =  AR(Qi) 
для i =  \ , . . . ,n .  Поэтому мы имеем из уравнения (а) соотношение
Д r (EFu) = Ar (E). Так как это соотношение выполняется для
произвольной весовой функции AR(E) и для произвольного централь­
ного проектора Е, то из [13, §24] следует, что существует частично 
изометрический' оператор V с областью определения {ЕиП} и об­
ластью значений {FUH}. Этим доказательство леммы завершено.

Л е м м а  3.4. Пусть 31, и 3t2 — ^-изоморфные РГФ-алгебры 
операторов в сепарабельном гильбертовом пространстве Н.  
Более того, пусть 31, и 312 порождают одно и то же нейма- 
новское кольцо Р, т. е. Р =  34i =  312- Пусть  M e t , - фактор типа 
1„, ( / , ,  i = 1, . . . ,  п) — произвольное конечное множество векторов 
из П  и е ^>0 — произвольное число. Тогда существует фактор 
N с312 типа 1„ и унитарный оператор С/£Р, для  которых

0 ) UMU~l = N d % .
(И) W f i  — / г 1 < е  для  г =  1, . . . ,  п.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как M d  3t, и так как 31, и 3t2 *-изо- 

морфны, существует фактор N xd  Щ типа Далее, так как 
Р  =  Щ, =  §k"2i то M czP  и N xd P .  Следовательно, из леммы 3.3 выте­
кает, что существует унитарный оператор V£P,  для которого 
V M V~l =  N v Поскольку =  Slj, то из леммы 3.1 следует,
что существует унитарный оператор S, принадлежащий 3t2, для ко­
торого ||(5— (1<е при / =  1, . . . ,  п. Пусть N  =  S N xS~l. 
Так как 5£312 и N xkM2, то Пусть (J = SV.  Ясно, что
U £Р  — унитарный оператор. Далее имеем

U M U - 1 =  51/тИ1/-15 - 1 =  S N . S - 1 =JV , 
l ^ / i - / J  =  l l ( 5 ^ - / ) / iH | | ( 5 - ^ ) K / J < e  (/ =  1, . . . ,п).
Лемма доказана.
Л е м м а  3.5. Пусть  3t,, ЗС2, Ж сЗ!,, N d  312 и U£P удовлетво­

ряют предположениям и утверждению леммы 3.4, за исклю­
чением условия  (И). Пусть М х—фактор типа \т, для  которого 
M d  Предположим, что задано некоторое число е > 0
и { / , ,  / =  1, ... ,п) — произвольное конечное множество векто­
ров в Н. Тогда существует фактор 7V, типа 1т и унитарный 
оператор  (/,€ /?, для  которых выполнены следующие условия: 

(i) N  d  N xd  3t2,
<ii ) U 1M 1U i l = N l,
(iii) U \AU \l = UA(J-1 для  всех А -из M,
(iv) | £ / , £ / - i / , - / i | < e ,  г =  1, . . . , й .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 58 =  Р =*U M U - 1 и
Р X = U M xU~l. Ясно, что 93 — РГФ-алгебра, которая изоморфна Si! 
и поэтому «-изоморфна Sl2. Так как £/£/? =  Slf, то мы имеем 
S3" =  и Щ и -1 =  $1 =  ЭДг- Пусть Р с — коммутант Р относительно 93 
и N°  — коммутант N  относительно Sl2. Заметим, что, хотя P =  N,  
P e=£Nc. Из леммы 3.2 следует, что Р с и N c— «-изоморфные РГФ- 
алгебры. Из леммы 2.3 вытекает, что {Рс}" == Р'[)Р== N '  r \R—{Nc}". 
Следовательно, Р с и №  порождают одинаковые -неймановские 
кольца.

Пусть Qj =  P , n / >t. |Так как Р га Р  и так как Р  и Р х— фак­
торы типов 1„ и lm, то Qj — фактор типа 1?, где q = m l n .  Заметим, 
что Р х является наименьшей С*-алгеброй, содержащей Р и Qx. 
Поскольку с  Р с, а Р с и N c — изоморфные РГФ-алгебры, при­
чем {Р с}" =  {7VC}", то из леммы 3.4 вытекает, что существует фак­
тор Q2 типа \q (Q2c .Nc) и унитарный оператор V<z {Рс}" — {Nc}", 
для которого VQlV~1 =  Q2 n \ V f l — (г =* 1,... ,п).

Пусть U 1 =  VU,  и пусть — наименьшая С*-алгебра, содер­
жащая N  и Q2. Докажем, что U x и удовлетворяют условиям 
леммы. Так как Ncz  St2 и Q2 с; Sl2 — взаимно коммутирующие фак­
торы типов 1„ и \д, то -jVj — фактор типа 1т и N  c N x с  St2. Следо­
вательно, условие (1) леммы выполнено. Для А£М UA(J~l€P,  
а поскольку V € { P c}"cP ' ,  то мы имеем U ^ U T 1 =  VUAU~lV~l =  
=  UAU~1 для А£М.  Следовательно, условие (Ш) также выполнено. 
Далее, мы имеем =  V U M ^ V - 1 =  V P xV~l. Так как Р -
наименьшая С*-алгебра, содержащая Р  и Qb т о  V P y ~ l —  наимень­
шая С*-алгебра, содержащая N  = P =  V P V ~1 и Q2 =  V Q y ~ l, сле­
довательно, l/j/W jt/ - 1 =  N 1 и условие (ii) выполнено. Легко видеть, 
что условие (iv) также выполнено, потому что \U-JJ~1 f  t — f i \  =  
= \V f  i ~  / г| |< е . Тем самым лемма доказана.

Л е м м а  3.6. Пусть  St! и Щ-*-изоморфные РГФ-алгебры 
операторов в сепарабельном гильбертовом пространстве Н.  
Далее предположим, что Slx и St2 порождают одно и то же 
неймановское кольцо R, т. е. /? =  Sli =  Sl2. Тогда существует 
унитарный оператор U£R, такой, что при  ^€Stx отображе­
ние A —* UAU~l есть *-изоморфизм Ш.х на Sl2, т. е. U%xU~l =  St2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство состоит в построении 
унитарного оператора U. Пусть множества {At; / — 1 ,2 ,...}  и 
{Bt; г =  1, 2,...} — счетные плотные подмножества единичных шаров 
в $1 и St2 соответственно. Такие множества существуют, так как Sti 
и St2 сепарабельны по норме. Пусть, далее, {/*, i =  1,2,...} — счет­
ное всюду плотное подмножество в единичном шаре Н.  Такое 
множество существует, так как Н  сепарабельно.

Построим возрастающую последовательность факторов 
{Ж, с  1,2,...} и { N t c % 2, / =  1, 2,...} и последовательность
унитарных операторов {Ut€R, с=  1, 2,...} со следующими свойствами:

(1) Для каждого положительного целого числа г существуют 
операторы С £ М Г и D t£ N r, для которых \ A t — C i | |< 2 - ,'+1 и \ B t — 
— Z ) J < 2 - '’+1 при i =  1,... ,r .

(ii) Для каждого положительного целого г UrM iUr = N l 
при 1 <! / -<г, и если r >  1, то UTA U 7 X — Ur- \A U T \  для всех AGM,^.

(Ш) Для каждого целого положительного г \{U r+x— Ur) f  
при / =  1, . . . ,  г.
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При г =  1 положим M t =  Л/’1=  {а/} и £/, =  / .  Тогда свойства (1), 
(И) и (111), очевидно, выполняются. Пусть M it N t и U t выбраны 
для г =  1 ,...,г  таким образом, чтобы условия (i), (И) и (Ш) были 
выполнены. Построим M r+1, N r+l и Ur+V удовлетворяющие этим 
условиям.

Пусть Mz>Mr— фактор, содержащийся в для которого суще­
ствуют С £ М ,  такие, что ||Л,- — C J < 2 - r для i =  1, . . . ,  г +  1.

Из статьи Глимма [4, теорема 1.13] следует, что подобный фак­
тор AfcSfi существует. Из леммы 3.5 вытекает, что существует N , 
для которого N rc N c : % 2, и унитарный оператор V&R,  такой, что

V.MVT1 =  N, V.AVT1 =  UrAU7l для всех А£М/,  (а)
I (V , U ?  - 1) (Uг / , )  I =  || (V1 -  U,) f t 1|< 2-  <'+» (/ =  1, . . . ,  г +  1). (Ь)

Пусть N r+l з  N  — фактор в 3t2> такой, что существуют D t€N r+l, 
причем \ B t — D l\\<^2-r (i =  1,. . . ,  г +  1). Заметим, что М — V ^ 1 N V v 
Тогда из леммы 3.5 вытекает, что существует фактор М г+1, для 
которого M rc.Mc:M r+l с  2^, и унитарный оператор V 2£R,  обладаю­
щий свойствами

V2N r+l l/ - 1 =  M r+l, V2AV - i  =  AV  для всех Л^УУ, (с)
||(K2K1- / ) / i | | < 2- ( ^ )  (/ =  1 , . . . , г  +  1).

Пусть Ur+1 = V ^ 1. Тогда Ur+1£R  и 
\\(Ur+1-  V,) f t II =  II v 2 (V2' -  V x) f t II =  1 (V.Vt — /)  / i | | < 2-1' +‘> (d)

при i =  l , . . .  , r -f  1.
Из построения Ur+l вытекает

Ur+i M r+1 U7l x =  V ^ M r+1V 2 =  N r+V
Комбинируя соотношения (а) и (с), получаем £/г+1 ЛбУ-^ =  

=  V~1AV2 =  UrAU~x для А £М Г. Следовательно, Л4;+1, N r+l и UГ +1
удовлетворяют условию (И). Факторы M r+lZDM и N r+1 удовлетво­
ряют условию (i) по построению. Унитарный оператор Ur+1 удов­
летворяет условию (ill), так как из (Ь) и (d) мы имеем
: (Ur +1 -  U г) f t  1 <  || (Ur+l -  V x) f t  1 + «( V £ -  Ur) f t «<  2 • 2-<'+« =  2-'.

Следовательно, существование возрастающих последовательно­
стей {Mt} и {УУ,} и последовательности {Ut), удовлетворяющих 
условиям (i), (11) и (Ш), установлено.

Из условия (ill) следует, что последовательность векторов 
{Urf  t, г =  1, 2,...} сходится сильно при г—>оо для каждого i== 1 ,2 ,... . 
Так как векторы { / J  плотны в единичном шаре Н  и так как опе­
раторы {Ur} равномерно ограничены, то Uт сходятся сильно к неко­
торому оператору U при r —юо. Поскольку Ur унитарный, при 
каждом г, то U есть изометрия Н  на Н,  т. е. | | ( / / | |  =  | |/ | |  для 
всех /€ Я .

Покажем, что отображение <?(A) — U*AU,  рассматриваемое 
на операторах Л6312, является ^-изоморфизмом St2 на Из усло­
вия (И)- вытекает, что если Л£УУГ, то U*nAUn =  U*AUr при всех 
п > г .  Так как U„ сходится сильно к U при п -* оо, то U*nAUn сходится 
слабо к U*AU при п —>оэ. Поэтому мы имеем U*AU = U*AUr 
для всех A £ N r, и, следовательно.

U*NrU =  U*NrUr =  M r.
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Так как Ur унитарный и ./V, — алгебра, то U*ABU  =  U*AUU*BU  
для A, B £ N r  Ясно, что отображение <p(A) =  U*AU линейно и со­
храняет «-операцию. Поэтому для каждого г =  1,2,. . .  отображение 
<р(А) = (J*AU, рассматриваемое на N r, есть «-изоморфизм N r на М г. 
Из условия (i) следует, что увеличивающиеся последовательности {Л/,} 
и {Мг} порождают 312 и 3tj соответственно. Так как 9 непрерывно 
в сильной топологии и отображает плотное подмножество 31, 
на плотное подмножество 3tj, то 9 является «-изоморфизмом 312 на З^.

Если нам известно, что U — унитарный оператор, то мы немед­
ленно можем заключить, что обратное отображение A —̂ U AU ^1, 
рассматриваемое на ЛбЗ^, есть «-изоморфизм 3tj на 3t2, т. е. 
U3ti U ^ 1 — 3t2. Покажем поэтому, что U — унитарный • оператор. 
Предположим, что U не унитарный оператор. Так как U — изомет­
рический оператор, то СШ* — Е, где Е ~  эрмитовый проектор; 
поскольку E=f=I, существует вектор / € / / | | / | | = 1, для которого 
E f  — 0. Пусть g == U f . Так как 9 — «-изоморфизм 3t2 на 3^, 
то U*ABU  =  U*AU-U*BU  для всех А, В из 312. Тогда (g , ABg)=  
— (g,AUU*Bg) =  (g ,AEBg) для всех А и В 1). Так какТ? =  ЗГ2 
и U£R,  то из теоремы Капланского о плотности [7] следует, что 
существуют операторы А и В, для которых ||Л||<; 1 и |Д | |< ; 1, 
такие, что

И

Тогда мы имеем
| (g, AEBg)  I <  I(g, AE (Bg -  /) ) | + 1 (g ,A E f )| <

|( ^ М - ^ ) |  =  | ( ^ Л ( ^ - / ) ) |  +

+  | (g, (A -  U ) f )  + ( g , g ) \ > — l----- \-  + (g, g) =  - 5-
Но это невозможно, так как (g, AEBg)  =  (g, ABg). Следовательно, 
UU* =  /  и U — унитарный оператор. Это завершает доказательство 
леммы.

Т е о р е м а  3.7. Пусть П, и П2 — ^представления  РГФ- 
алгебры 3t в гильбертовых пространствах Н 1 и Н 2 соответ­
ственно. Предположим, кто по крайней, мере одно из гиль­
бертовых пространств Н х и Н 2 сепарабельно. При этих  
предположениях представления П, и П2 алгебраикески экви­
валентны тогда и только тогда, когда существует «-авто­
морфизм 9 алгебры 31, такой, кто представления х —* П; (X) 
и х  —> П (х) =  П2 (9 (Jt)) квазиэквивалентны.
. Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть существует такой «-автоморфизм 9 

алгебры 31, что
П! (л ) ~ П ( л ) =  П2(9 (л )).

Тогда существует «-изоморфизм неймановского кольца {П-j (St)}" 
на неймановское кольцо {ЩЗ!)}". Так как 9 отображает 3t на себя,

•) Здесь и в дальнейшем нужно иметь в виду, что U*U  =  I. — П р и м .  п ерев .
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{п (St)}" =  {п2 (<р (St))}" =  {п2 (Щ)}".

Следовательно, {П, (31)}" и {II2(St)}" «-изоморфны. Поэтому П , ~ П 2.
Чтобы доказать обратное, предположим, что П ,~ П 2. Так как 

П1(-* )~ П 2(<р(-*)) означает П1(<р—1(л:)) ~  П2(лг), то можно предположить 
без потери общности, что Н 2 сепарабельно. Поскольку П ,~ П 2, то 
существует «-изоморфизм а неймановского кольца {11,(31)}" на нейма­
новское кольцо {П2(3()}". Пусть П0 — представление St в Н 2, опреде­
ленное соотношением П0(д:) == а (П,(д:)) для xCSl. Но а ультраслабо 
непрерывно, следовательно, {II0(3t)}" =  {П2(3()}". Ясно, что П0~  П,. 
Так как П0~ П , ,  то нужно только показать, что существует «-ав­
томорфизм <р алгебры St, такой, что П0(л :)~  П(л:) =  П2((р(л;)).

Заметим, что П0(31) и П2(St) — «-изоморфные РГФ-алгебры, 
порождающие одно и то же неймановское кольцо JR, поэтому из 
леммы 3.6 вытекает, что существует унитарный оператор U 
для которого £/П0(31)LJ~l =  П2(Щ). Так как A —*UAU~l отображает 
n 0(St) на n 2(Sl) и поскольку П0 и П2 — точные представления 31, то 
для каждого л: € St существует единственное <р (л:) (Е 81, для которого 
£/П0(л:) U~x =  П2(9 (л )). Легко проверить, что отображение <р, опре­
деляемое этим соотношением, является «-автоморфизмом 81. Пред­
ставления П0(д:) и П (*) =  П2(9 (jc)) унитарно эквивалентны и поэтому 
квазиэквивалентны. Тем самым теорема доказана.

С л е д с т в и е  3.8. Группа всех «-автоморфизмов РГФ-ад- 
гебры SI действует транзитивно на пространстве чистых 
состояний, т. е. если со, и ш2 — чистые состояния  St, то су­
ществует *-автоморфизм <? алгебры St,, такой, что ш,(л:) =  
=  а)2(<р (л:)) для  всех л: С St.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ш, и а>2 — чистые состояния St. 
Пусть П, и П2 —циклические «-представления 31, индуцированные 
состояниями ш, и ш2. Так как <о, и ш2 — чистые состояния 31, пред­
ставления П, и П2 являются неприводимыми представлениями в бес­
конечномерных сепарабельных гильбертовых пространствах. Следо­
вательно, неймановские кольца {11,(31)}" и {П2(31)}" изоморфны. 
Поэтому n j — n ,. Из теоремы 3.7 вытекает, что существует «-авто­
морфизм а-алгебры St, для которого П,(л:) ~  П (л:) =  П2 (а (д:)). Так 
как П, и П2 неприводимы, то П, и П унитарно эквивалентны. По­
скольку р (л:) =  «)2(а (х)) — состояние St, следовательно, состояния ш, 
и р индуцируют унитарно эквивалентные неприводимые представле­
ния 31. Тогда из теоремы Глимма и Кадисона [6] следует, что суще­
ствует унитарный элемент и С 31, такой, что ш,(;е) =  р (и*хи) =  
=  ш2(я (и*хи)) для всех дг£31. Пусть <р(х) = а (и*хи). Ясно, что 
9 — автоморфизм 31 и ш1(jc) =  ш 2 (с р  (х)) для всех д;£ЗГ. Таким обра­
зом, следствие доказано.

Комбинируя теоремы 3.7 и 2.7, мы немедленно получим следую- » 
щее следствие, которое будет использовано для выяснения того, 
когда гиперфинитные факторы одного класса изоморфны.

С л е д с т в и е  3.9. Пусть  St — РГФ-алгебра и {M t, 7 =  1, 
2, . . . }  — возрастающая последовательность факторов т и­
па Ц ,  порождающая St. Пусть  П, и И2 — факторпредстав-  
лен и я  31, а о>, и ш2 — состояния П, и П2 соответственно.
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Предоглавления  XTj и П2 алгебраически эквивалентны тогда 
и только тогда, когда существует *-автоморфизм <р алгебры  
81, такой, что состояния  ш^х) и ш (дс) =  ш2(<р (дс)) обладают  
свойством limJa)i|7W5 — ш|Ж^|  =  0.1->оо

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как факторпредставление 81 квази­
эквивалентно своему циклическому подпредставлению, достаточно рас­
смотреть только циклические представления 81, индуцированные 
состояниями (Dj и ш2. Так как эти циклические представления дей­
ствуют в сепарабельных гильбертовых пространствах, доказательство 
следствия непосредственно вытекает из теорем 2.7 и 3.7.

§ 4. Конструкция однопараметрического семейства 
неизоморфных аппроксимативно конечных факторов

В этом разделе будет построено однопараметрическое семей­
ство состояний о>х, 0 X РГФ-алгебры 81 класса {21}. Ис­
пользуя теорему 2.5, мы покажем, что эти состояния индуцируют 
факторпредставления алгебры 81. Факторы М х, порожденные этими 
представлениями, были изучены Глиммом в [5]. В этой статье Глимм 
показывает, что факторы М х изоморфны факторам, которые были 
построены Пукански [11], и тем самым устанавливает, что факто­
ры М х принадлежат типу III при 0 <{Х<{-^-. Мы покажем, что фак­
торы М х попарно неизоморфны при различных X, т. е. состояния шх 
и и>Хг алгебраически эквивалентны лишь при Х =  Х'. Напомним, что 
два состояния по определению алгебраически эквивалентны, если 
индуцированные ими циклические «-представления алгебраически 
эквивалентны.

Далее, следует представлять себе, что факторы М х, рассмат­
риваемые в этом разделе, образуют лишь малую часть среди мно­
жества всех аппроксимативно конечных факторов. Грубо говоря, 
состояния шх являются простейшими факторсостояниями, которые 
можно непосредственно построить. Мы изучаем эти „простейшие" 
факторы, надеясь понять, как может быть построена полная класси­
фикация аппроксимативно конечных факторов с точностью до изо­
морфизма.

Рассмотрим класс состояний С*-алгебры, которые мы называем 
product-состояниями (мультипликативными состояниями). Мультипли­
кативное состояние определяется по отношению к факторизации 
С*-алгебры; под факторизацией мы понимаем следующее (по фак­
торизации 83(//) см. [9, гл. III]). Пусть 81 — С*-алгебра и {83/; г =  1, 
2, . . . }  — конечный или бесконечный набор С*-подалгебр в 8t. Будем 
говорить, что {83/, i =  1, 2, . . . }  образуют факторизацию алгебры 81, 
если подалгебры 83/ и 83у взаимно коммутативны при i=£j,  т. е. 
83/С83^, и если набор {83J порождает 8(, т. е. наименьшая С*-под- 
алгебра в 81, содержащая 83/, / =  1, 2, . . . ,  совпадает с 81. Говорят1, 
что состояние а> алгебры 81 есть мультипликативное состояние отно­
сительно факторизации {83/, г =  1, 2, . . . } ,  если со (ху) =  со (л) си (у) 
всякий раз. когда л: €83 и у € 83$. Тот факт, что со есть мультипли­
кативное состояние, мы обозначим записью ш =  со | 83t ®  со 1832 ®  . • • • 
Из определения мультипликативного состояния немедленно следует, 
что о)(х\ . . .  х п) =  (о (Xi). . .  <*>(хп), если и r { i ) ^ r ( j )  при
i j  •
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Каждая РГФ-алгебра допускает факторизацию на факторы 
типа 1„. Пусть §1 — РГФ-алгебра, порожденная возрастающей по­
следовательностью {Mi, / =  1,2, . . . }  факторов типа Imr  Определим 
последовательность взаимно коммутирующих факторов типа I n t=  
= m [/mh.1, соотношениями N t =  M t П M ci v  Положим М0 = {аЕ}.

Так как факторы N г, / =  1, . . . ,  г, порождают М г и так как 
факторы порождают алгебру 3t, то факторы N t порождают St. 
Следовательно, {N h / =  1 , 2 , . . . }  — факторизация алгебры 31.

По заданной факторизации алгебры 31 можно построить состоя­
ние, мультипликативное относительно этой факторизации. Нетрудно 
показать, что если {N h г =  1, 2, . . . }  —факторизация алгебры 31 на 
факторы типа 1„ и о>г — состояния на N t, то существует единствен­
ное состояние (о на 31, такое, что ш =  ш | ®  ш | N 2 ®  . . .  и =
=  а>г для / =  1, 2, . . .  ,

Как будет сейчас показано, из теоремы 2.5 следует, что по­
строенные таким образом мультипликативные состояния являются 
факторсостояниями, т. е. они индуцируют факторпредставления 
•алгебры 31.

Л е м м а  4.1. Пусть {N t, i =  1, 2, . . .}  — факторизация  РГФ- 
алгебры, 31 на факторы, типа 1Я/ и со — состояние на 31, м уль­
типликативное относительно этой факторизации, т. е. 
<0 =  0)1̂ 0 (01^ 2® . . .  . Тогда <о есть факторсостояние.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть М Т — фактор типа 1 mr, mr= n v ..nr, 
порожденный взаимно коммутирующими факторами N h i =  1, . . . ,  г. 
Так как факторы N t порождают 3t, то возрастающая последова­
тельность факторов М т также порождает 31. Пусть jc ^ f t и е^>0. 
Так как {Мг} порождают 31, существуют целые числа г и z£ .M r, 
такие, что || х  — г  || <  е/2. Так как со =  со | N x ®  co|iV2 ®  . , .  и г £ М г, 
то (о (zy) =  (о (z) из (у) для у £ М сг. Следовательно, для всех у$ .М сг 
имеем

I « (*У) ~  « (■*)“  (У)| =  I <“ ((•* —  z)y) —  о> (х —  z) о) (у) +
+  ® (zy) -  ®К*) « (У)| =  I «((•* -  Z) у) -  (О (х -  z) со (у)| <  

1<2\х-г\\у\<*\у1 .
Так как х  и е произвольны, то из теоремы 2.5 следует, что со есть 
факторсостояние. Лемма доказана.

Введем однопараметрическое семейство мультипликативных со­
стояний РГФ-алгебры класса {2г}.

О п р е д е л е н и е  4.2. Пусть 31 — равномерно гиперфинитная ал­
гебра класса {2‘} и {N h / =  1,2, . . . }  —факторизация алгебры 3t на 
факторы типа 12. Обозначим через ert j , i ,  у =  1,2, семейство матрич­
ных единиц, образующих базис в N r. Определим состояние шх, 0 -< 

как единственное состояние алгебры 31, такое, что шх =

=  0)х | A/j ®  шх ITV2 ®  • • • и < i> x { e ru )  =  Xfiij, где Xj =  X и Х2 =  1 — X.
Из определения немедленно следует, что

со (е\ . . .  ет,п, ) =  X/ 8/ г . . .  X/ 8* <
' h J i  i n J n '  ** 4 J l

где Xj =  X, X2 =  1 — X, ik, j k =  1, 2; rk =  1, 2, . . .  и rk =  re для k ф e. 
Так как полиномы от егц  всюду плотны в 31, то состояние о>х опре­
делено однозначно.
8 Математика № 4
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Из леммы 4.1 следует, что шх есть факторсостояние алгебры St. 
В [5] показано, что а>0 — чистое состояние алгебры St, т. е. <о0 инду­
цирует факторпредставление типа 1М. При Х =  -^- состояние <ох ин­

дуцирует факторпредставление |типа IIlt а при 0 < Х < - |— фактор- 
представление типа III.

При изучении состояний <вх нам потребуются некоторые сведения 
о состояниях факторов типа 1„. Каждое такое состояние о> можно 
разложить на взаимно ортогональные чистые состояния, т. е. <в может

П П
быть представлено в виде 2  Х,.(ог, где Х(.]>0, 2  X, == 1, ш, — чистое

i = l  / = 1
состояние и |<о4 — ю^| =  2 при i=j=j. Хотя разложение на взаимно 
ортогональные чистые состояния определено, вообще говоря, не одно­
значно, коэффициенты Х(. этого разложения однозначно определены 
состоянием <о (см. приложение). Коэффициенты Хг назовем собствен­
ными значениями состояния о на Ж . В наборе собственных значений 
{Xf, i =  1, . . . ,  п } собственное значение X появляется столько раз, 
сколько раз оно встречается в разложении ш =  2 Хгшг. В дальнейшем 
собственные значения -записываются в порядке невозрастания, т. е. 
Х; <Х^ при г > у .

Будем говорить, что два набора собственных значений {Хг, i =
П

=  1, . . . ,  п} и {X', i =  1, . . . ,  п] близки, если сумма 2  ] — Х'| мала.г= 1

В приложении будет доказано, что если <0j и св2 — близкие по норме 
состояния фактора типа 1п, то наборы их собственных значений близ­
ки. Фактически мы покажем, что если Wj и а>2 — состояния фактора 
типа 1„ и {Xj, i =  1-, . . . ,  п] и {X', i =  1, . . . ,  п) — наборы их собствен-

П
ных значений, то 2  I — X' | ^  1 a»i -— <*>21-

i=i
Заметим, что собственные значения состояний ш =  ш ЛД

могут быть выражены через собственные значения состояний <о N г 
и o)|TV2. Пусть М — фактор типа lm и {А^, N 2} — факторизация М  
на факторы типов 1„, и 1„„ /и =  л 1л2. Тогда если ш == ш [Л^ (X) со |TV2 
и {X., i =  1, . . . ,  п х) и {X', / =  1, . . . ,  п2} суть наборы собственных 
значений состояний ш | jV j и  (o | 7 V 2, т о  собственные значения состоя­
ния о» суть ХгХ'., i =  1, . . . ,  п г, j  =  1, . . . ,  п2.

Пользуясь введенными обозначениями, приступим к доказатель­
ству утверждения о том, что состояния шх и а>х', введенные опреде­
лением 4.2, алгебраически эквивалентны лишь при X =  X'. Доказа­
тельство этого результата основано на следующих леммах.

Л е м м а  4.3. Пусть М  — фактор типа 1т, т =  2я, и { N h г =  
=  1 , . . . ,  п } ~  факторизация М на факторы типа 12. Пусть  
o) =  o)|7V1® - - - ® ® | N n — мультипликативное состояние М, т а­
кое, кто при каждом i состояние  ш | имеет собственные
значения  {1 — X, X), 0 < Х < - ^ - .  Обозначим {Ми М 2} факториза­
цию М на факторы типов 12 и Im/2 соответственно. Пусть  
р =  р| р| М 2 — мультипликативное состояние М, такое,
что р \М 1 имеет собственные значения  (1 — a, а}, X< > ■ < — .
Тогда

min | | а — X|,
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {А(., i *= 1, . . . ,  m] — набор собствен­
ных значений состояния ш. Из разложения <о — о» | N x (х). . .  (х) a)f|iVn 
следует, что собственные значения состояния со суть (1 — А)”~*А*, 
А; =  О, 1, . . . ,  п, причем собственное значение (1 — А)Л_*А* входит
■ ^  ky раз в набор собственных значений о>. Следовательно, j^==

=  ( Т ^ т У ’ k =  0’ • ' • ’ п ’ при ^ j -
Пусть {§В;, г — 1, . . . ,  т} — набор собственных значений состоя­

ния р и {А', г =  1, .. . ,  /тг/2} — набор собственных значений состояния 
р | М 2. Так как р =  р | Ж ]®  р | М 2, то собственные значения имеют 
вид Шрц) =  (1 — а)X' и =  где А—*р(А) и / —><7(0 суть вза­
имно однозначные отображения множества {1, 2, . . . ,  т/2} на непере- 
секающиеся подмножества в {1,... ,/га}. Из теоремы 5.6 (см. прило-

т
жение) следует, что 2  ~  О | <  IIш — р||- Следовательно,

I - 1
т ml 2

S i « i -  хг| =  2  « , < | ® - р !,
i= l  i=1

где
s i =  1(1 — а) К 'r~ Vol +  I а 7̂ — W)l-

Мы предполагаем далее, что а]>0, так как в противном случае 
лемма очевидным образом справедлива. Тогда имеют место нера­
венства

s t — (1 ~~ а)| К ~  (1 ~  «)- 1*ри>| +  а | ^
^ - а |(1 a) 1̂ P(i) а

где
с (г) =  шах {Ap(i), A?(i)}, d (i) =  min {Ap(i), A?(i)}. 

Следовательно,
‘ d(l)S i> c  (i)

где =  0 в случае, когда 0 =  c (i) >  d (г) >  0. Так как d (i)/c (i) =
=  (A/(l — А))* при некотором k =  0, 1, . . . ,  п, и А < а < - 1-, то

с (0

с (г)
| > т 1 п | т ^ - - т

1 — 2а >— a d  (/)

> m i n  {| а — А|, | а ----L  }.

Итак, имеем неравенство >  с (i) min | |  a — А |, a — i-J |, и поэтому
т'2 ml 2

min {| a — А |, | a ---- i - | } J  c (i) <  j  s l <|u> -  рЦ.
/= 1  / = 1

т/2 пг
Так как 2  ( с (i) + d{i) )=  2  *,• =  1 и с (0 ></( / ) ,  то

i=i i=i
яг/2

4 - -
/= i

8*
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Из двух последних неравенств следует, что

4 -ш т  {i«
Лемма доказана.

Р 11-

Л е м м а  4.4. Д л я  всякого е > 0  и целого положительного 
п существует S1(e ,«.) со следующими свойствами. Пусть  31 
есть С*-алгебра и М —  С*-подалгебра в ft. Пусть, кроме 
того, {etj, i, j  =  1 , . . . ,  п) — семейство матричных единиц в ft. 
Если существуют элементы х ^ £ М ,  такие, что \ x ij— etj\<^b, 
то существуют матричные единицы f u £ M ,  такие, что

. По поводу доказательства этой леммы мы отсылаем читателя 
к статье Глимма [4, лемма 1.10].

Если N, М с. ft — факторы и N  zd М,  то M cz> N c. В следующей 
лемме мы показываем, что если единичный шар в N  почти содер­
жит единичный шар в М, то единичный шар в М° почти содержит 
единичный шар в N c.

Л е м м а  4.5. Д л я  каждого е > 0 а целого положительного 
п существует 82(е, п) со следующими свойствами. Пусть  ft — 
С*-алгебра, М с. ft — подфактор типа  I„, {el}, i, j  =  1, . . . ,  п] — 
семейство матричных единиц в M , N  — С*-под алгебр а в ft. 
Если существуют элементы x ^ Z N ,  такие, что \e tJ — 
т о'для  каждого z £ N c, | |,г |К  1, существует такой у £ М с, что
I k - y l l O

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим 82(s, п) =  ^ я ) ,  где 8Х есть 
8 из леммы 4.4. Если существуют элементы x ^ Z N  с ||etj — х ^ < ^  8, 
то по лемме 4.4 сущ^^вуют матричные единицы { f c j - ^ N , i , j  =

=  4, . . . ,  п} с ||е/;. — Возьмем z £ N c, z  =̂ ='0 и | |z | |<  1. Так
как z  € П с, то

П П
z =  % f n z f u  =  '£i z fn -

1=1  1=1
п

Пусть у =  2  enz e w  Так как {etj} образуют базис в М, то у £ М с.
i=i

Кроме того, \ z  — у J е, поскольку
П -«

I* —У | " | S  {fi iz f u - enze i ^ <

П

( I/ i i^ (/u  en)l) ll(//i еп) г е и \ <
1

/= 1

Лемма доказана.
Л е м м а  4.6. Пусть %-РТФ-алгебра класса  {2*} и 

{ N t, i =  1, 2, . . . }  — факторизация  St на множители типа  12. 
Обозначим е(р  семейство матричных единиц алгебры N r.
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Пусть {Mj, i =  1, 2, — возрастающая последовательность
подфакторов типа  1етг, которые порождают 21. Тогда для  
каждого е]>0 и натурального п существуют числа г и s 
и семейство матричных единиц { f  tj, i, j  =  1, 2}, такие, что

f i j  € M s П M ‘n и I f u -  | <  e..~u
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Sj =  Sj(e, 2), где 8j есть 8 из лем­

мы 4.4. Мы. докажем существование целых чисел г и s и элементов 
{x tJ, i, у '=  1, 2}, таких, что

x ir£ M s f}Mcn и
Так как M s П М еп — С*-подалгебра в 21, то из леммы 4.4 будет 

следовать существование матричных единиц f  ij€. M s f \M cn с \ f i j  —

Для доказательства ^существования {х^} с требуемыми свойст­
вами мы поступим следующим образом. Пусть {q i;., /, у =  1 ,..., тп} — 
семейство матричных единиц, порождающих М п. Обозначим через Pk 
фактор, порожденный факторами {N t, i =  1, . . . ,  k}. Так как {ИЦ 
порождают 21, то возрастающая последовательность факторов Pk 
порождает 21. Следовательно, существует целое число р  и элементы
{Zij€Pp, i, У'= 1, • • •, тп} с U ij  — 2' i / l < 82( l - £i> т п)> гДе 8г есть 8 
из леммы 4.5. Пусть г = р 1. Так £как е([ )£ Р ср и то по
лемме 4.5 существуют элементы с |y i;. — е{̂ \<^-^-г}. Так

как М сп есть РГФ-алгебра, порожденная] возрастающей последо­
вательностью факторов {Mif) М сп, i =  п +  1, . . . }  (см. доказательство 
леммы 3.2), то существуют целое х > я  и элементы х и € М 3{]Мса с

II х ц — У a i <  -j- ei- Неравенство

|| х ч  -  4 ?  II <  II х и ~  У ч II +  II у и -  е\г)  | <  е,
завершает доказательство леммы.

Л е м м а  4.7. Пусть шх — состояние алгебры 21, описанное 
в определении 4.2, и {714i =  1, 2, . . . }  — возрастающая после­
довательность факторов типа  1т<> порождающих 21. Далее,  
пусть р — состояние алгебры 21, которое алгебраически эк­
вивалентно состоянию сох. Тогда для  каждого е ]>0 сущест­
вует фактор N  =  M s P\Mcn, его факторизация {N^N ^}  на
факторы типов 12 и \п соответственно и такое состояние р1 
фактора N ,  что

II Pi — Р | TV |1<
Pi =  Pi l ^ i®Pi | ^V2

и p}|4Vi имеет собственные числа {1 — X, X}.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е ]> 0. Так как — факторсостоя- 
ние и <ох и р индуцируют алгебраически эквивалентные представле­
ния алгебры Щ, то по следствию 3.9 существует *-автоморфизм <р 
алгебры $ , такой, что состояния $(х) и ш (jc) =  сох (ср (jc)) удовлетво­
ряют условию I о | M°i — р | М \I > 0 при / —>оо. Следовательно, суще­
ствует целое число г, такое, что

\о>\мсг ~ Р\мсг \ < : ± г .
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Пусть {e^J, i, j  — 1,2; г =  1,2,...} — набор взаимно коммутирую­
щих семейств матричных единиц из определения 4.2.

Как следует из определения, состояние и>х удовлетворяет соот­
ношению

“х (■*)
(1 — X) <0Х (е{$  х  е{Ц) + Х(йЛ ( е $  х  е($ )

для всех и всех г =  1,2,... .
Положим ср(/}'•} =  (е(р.у Состояние ш (л:) =  <ох (f (х)) 

ряет соотношению

о) (л;)
(1 — л) (О ( f p  X / 2 2 ) +  ь> л: / $ )

- д а

удовлетво-

(а)

для всех и всех г = 1,2,....
Пусть 8 =  min f - i - , е/48^ . Поскольку {е(р, i, j  =  1,2} — взаимно

коммутирующие семейства матричных единиц, порождающих 9С, и по­
скольку <р есть ^-автоморфизм 91, то { /^ \  /', у' =  1,2} — набор взаимно 
коммутирующих семейств матричных единиц, порождающих И. По 
лемме 4.6 существуют целые /га и s и семейство матричных единиц 
{еч , i, j  = 1,2}, такие, что еч ^ М 5^ М сг = Ы и \ е ч — / (г7>| < 8 =

== т1п  ( _Г ’ 4 8 ) '
Определим состояние фактора N  соотношением

Pi w  =
(1 — X) <0 (е2г х  eS2) + Хо> (еи x  el2) 

®(«22)
(b)

Если to это выражение определяет состояние фактора N .
Так как

к  -  m <  § <  4 - (с)

и (0 (/^>) =  1 — х >  - i-  , то

И * 22) - ® ( / £ > ) | < 8< - Г

ш ( * 22) “4” • ( ^ )

Мы имеем теперь оценки
(I№ (*2/ х  еп) -  ш ( /(7) л  / < f ) | <  I л  еп -  Д«> л /< f  I <

<  1 * 2 / *  ( * /2 -  /Й>) II +  II ( *2i -  ПТ) * АТ 1< I (е)
для всех х £  Щ и i =  1,2.

Сопоставляя неравенства (а) — (е) и выражение для д =  
=  m in(-T-, , получаем

IIPi(- )̂ — ш(•*)II< 4 " £II•*II для всех x £ N .

Следовательно, || pj — u>| TV ||-< - i-s . Так как N  =  M s П Мег с  М СТ 

и 1Р | М сг — ш | М сг! <  А-  е, то

II Pi — р| N I K II Pi — « I 1 + II шI — р| 2У| |<е.
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Пусть N x — фактор, порожденный матричными единицами еЬ], 
г, у' =  1,2, и N 2 — N C1[)N. Так как e ^ d N ,  то (TV), N 2} есть фак­
торизация N.  Из соотношения (Ь) следует, что Pi =  Pi |-/Vi® Pi (Л^. 
Собственные значения состояния pJAf, суть {1— X, X} по построе­
нию. Лемма доказана.

Т е о р е м а  4.8. Состояния <ох и а>у, построенные в опреде­
лении  4.2, алгебраически эквивалентны тогда и только тогда, 
когда Х =  Х7. Следовательно, существует несчетное множе­
ство попарно неизоморфных гиперфинитных факторов типа  III.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть состояния юх и о>х', Х7}>Х, алге­
браически эквивалентны. Рассмотрим две возможности: Х7=  и Х '< ^  .

Если X' =  , то состояние и>Х/ индуцирует факторпредставление
типа II алгебры St. Обратно, состояние шх индуцирует факторпред­
ставление типа II алгебры St лишь при X =  -i- (см. замечания после 
определения 4.2). Так как тип фактора есть инвариант ^изоморфиз­
ма, то X7 =  X в случае, когда X7 =  -^-.

Мы должны рассмотреть только случай, когда Х7!> Х^. 0.
Пусть {АС, i =  1,2,...} — последовательность взаимно коммутирующих 
факторов типа 12 из определения 4.2 и Рг — фактор, порожденный 
факторами { N h г =  1,..., г}. Так как {./VJ порождают St, то возра­
стающая последовательность факторов {Рг, г =  1,2,...} порождает St. 
■Фиксируем е }>0. Так как шХ' и юх алгебраически эквивалентны, то 
по лемме 4.7 существует фактор М  =  Р3Г\РСГ, его факторизация 
{М и М 2} на факторы типов 12 и 1„ соответственно и такое состояние 
р фактора М , что

||р — а)л| М | | < - ^ - е ,  

р = р | 714j (х) р | М 2

и р| М х имеет собственные числа {1 — X7, X7}. Ясно, что { N ь i =  
=  г +  1,..., s} — факторизация для М. Из определения (наследует, 
что (ох | М  =  <ох | N r+l (х) ... (х) о)х |А ^ и сох|А^ имеет собственные зна­
чения {1 — X, X} для каждого i  = s +  1,..., г. Так как Х'^-Х, то по 
лемме 4.3

-i-m in{|X 7- X | ,  |х7- ^ - } < | | р - ш х| Ж | | < 4 -в.

Следовательно, для каждого е либо |Х7 —Х|<^е, либо

Так как Х7< - ^ - ,  то X7 =  X.
Ввиду того что состояния шх индуцируют факторпредставления 

типа III при 0 < X < - i -  и возникающие таким образом гиперфинит­
ные факторы М х и Мх' неизоморфны при Х=^Х7, мы доказали суще­
ствование несчетного множества попарно неизоморфных гиперфинит­
ных факторов типа III. Теорема доказана.

Приложение. Состояния факторов типа 1„
Здесь мы изложим некоторые результаты, касающиеся состоя­

ний факторов типа 1„. Многие из этих результатов хорошо известны.
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Пусть М  — фактор типа 1ПУ о> — состояние фактора М  и {е /, j  =  
=  1,..., /г} — семейство матричных единиц, порождающих М. По со­
стоянию о) построим матрицу 2 с матричными элементами

2 /;- = (в (*«/)• (1>
Каждому элементу х  € М  соответствует матрица X  с элемент ами 
X tj, такими, что

X = '2ix ije ir  (2>
U

Математическое ожидание элемента х  в состоянии со вычисляется 
по формуле

Ш (х) =  2 Х ц «  (etj) = 2 X i P i j  -  tr ( * 2 ), (3>
I.) и

где tr (Л) — след матрицы А.
Так как состояние со эрмитово (т. е. ш (jc) =  со (х*), положитель­

но (т. е. <о ( х * х ) ^ 0 )  и нормы 1, то матрица 2 эрмитова, положи­
тельна и имеет единичный след. Обратно, каждая положительная 
матрица порядка п со следом, равным единице, определяет состоя­
ние со по формуле (3).

Матрица 2 , определенная равенством (1), зависит от состояния о> 
и от выбора матричных единиц {еi}, i , j  =  1,..., п]. Пусть { f l}, i, j  =  
=  1,..., п} — другое семейство матричных единиц, порождающих фак­
тор М. По лемме 3.3 существует унитарный элемент и £ М ,  такой, 
что ueijU~l =  / ij. Так как а, и~г^ М ,  то-существуют такие мат- 
рицы Uij и uj}, что и = 2  V-ijCij и и~1 =  2  Отсюда следует, что

матрицы 2 и 2 ', определенные равенствами 2 ^  =  ш(£^), 2 '^ =  со ( / (/), 
связаны соотношением 2 ' = eu~1Qtu, где 'и  — матрица, транспониро­
ванная к и. Следовательно, собственные значения матрицы 2 зави­
сят только от состояния со, но не от выбора матричных единиц {е^}.

Как известно, положительная матрица 2 может быть представ­
лена в виде П

2 =  2 № ,  Х,->0,
i = i

п
причем tr (2) =  2  Хг; здесь {Et, i =  1,..., п) — семейство взаимно орто-

i = l
тональных одномерных проекционных операторов. Ясно, что суть 
собственные значения матрицы 2 . С разложением матрицы 2 связано 
разложение состояния ш (л:) =  tr (л;2) на взаимно ортогональные чи­
стые состояния фактора М.  Легко видеть, что если {Eh i =  1,..., п} — 
семейство взаимно ортогональных одномерных проекторов, то состоя­
ния сог (jc) == tr (xEt) суть взаимно ортогональные чистые состоя­
ния фактора М.  Обратно, если {со,-, / =  1,—, и) — семейство взаимна 
ортогональных чистых состояний на М,  то матрицы е(р  =  (оГ(е^} 
суть взаимно ортогональные одномерные проекторы. Итак, разложе­
ние матрицы 2 tj — со (etj) на взаимно ортогональные одномерные про­
екторы есть точный эквивалент разложения состояния со на взаимно 
ортогональные чистые состояния. Таким образом, собственные зна­
чения состояния со суть собственные значения матрицы 2. Мы сум­
мируем это в виде следующей леммы.



Представления равномерно гиперфинитных алгебр 121

Л е м м а  5.1. Пусть М — фактор типа  I„, {еtJ, i, j  =  1,..., п}— 
семейство матричных единиц в М,  ш — состояние на М.  
Тогда матрица  2 с элементами Qtj = ю(е1}) есть положитель­
ная  матрица со следом единица. Собственные значения мат­
рицы 2 совпадают с собственными значениями  ш на М. Соб­
ственные значения матрицы 2 не зависят от выбора матрич­
ных единиц и, следовательно, собственные значения состояния  
ш на М однозначно определены самим состоянием.

Следующая цепочка лемм приведет к доказательству того фак­
та, что если два состояния на М  аппроксимируют друг друга по 
норме, то наборы их собственных чисел также аппроксимируют друг 
друга. В следующей лемме мы показываем, что если о»! и ш2 — со­
стояния М,  описываемые матрицами 2<*> и 2<2), то

II Ш1 — Ш2 I =  ! 2(1) — 2(2) |tr,
где 2<*> =  шА(е,/), -г,'-у =  1,..., /г, А =  1,2, и следовая норма |Л |4г 
оператора А определена равенством

| A | t r =  sup 1 tr 1 == tr (l^
И*Ц<1

Л е м м а  5.2. Пусть М  — фактор типа I„, и ю2 — состоя­
ния на М , 2 <!> и 2 (2) — матрицы, построенные по состояниям  
(Bj и ш2 соответственно и по фиксированному семейству мат­
ричных единиц {eij} из М. Тогда

II “ i ~  “г I =  12(1) — 2(2) |tr.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Каждый х £ М  может быть однозначно 

представлен в виде

= 2 X i j e l j '
и

Ясно, что отображение М  на полную матричную алгебру, опреде­
ленное последним соотношением, есть точное «-представление М,  
и поэтому оно сохраняет норму. Следовательно,

| — t02fl =  SUP 1 (Bj (X) -  Ш2 (*) | =
IW I<1

=  sup |tr  ( * 2 , - ^ 2, ) I =  | 2 1- 2, | tr.

Лемма доказана.
О п р е д е л е н и е  5.3. Пусть А — вполне непрерывный положи­

тельный оператор в гильбертовом пространстве Н  и {Xh /= = 1,2,...} — 
убывающая последовательность собственных значений оператора А, 
причем каждое собственное значение встречается столько раз, ка­
кова его кратность. Спектральная функция размерности / Л(Х) опе­
ратора А есть целочисленная функция на полуоси 0 < Х < о о ,  опре­
деленная соотношением

/ 4 (X) =  sup{/; Х;>Х}.
Пусть {£\, 0 < Х < о о }  — спектральное семейство оператора А, т. е.

А =   ̂Ы Е Х.
Тогда f  А (X) =  dim Кег ЕТ. Легко видеть, что

00

1 г Л - $ / д (Х)<*Х;
О
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обе части этого равенства конечны или бесконечны одновременно. 
Если А и В — положительные вполне непрерывные операторы, имею­
щие наборы собственных значений {Xh / =  1,2,...} и {X', / =  1,2,...} 
соответственно, то прямой подсчет показывает, что

jj I Л  < 4 - / * « ! < « ,
о

причем обе части этого равенства конечны или бесконечны одно­
временно.

Л е м м а  5.4. Пусть А, В — вполне непрерывные положи­
тельные операторы в гильбертовом пространстве Н  и Л >  В 
(т. е. А — В — положительный оператор). Тогда / д  (X) / в (X) 
дл я  всех 0 < Х < ;оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f  А (Х0) <  f  в (Х0); положим п — /  в (Х0). 
По определению функции размерности существуют п ортогональных 
векторов { f h i — 1,..., п}, такие, что B f l =  \ i ’f l при Х^А^,. Пусть 
М  — линейная оболочка векторов /  и Е — ортогональный проектор 
на М.  Так как Хг> Х 0 при 1 =  1,..., п, то существует число с > 0 , 
такое, что

( / .А О Х * о  +  с) ( / , / ) ,  /€Л *.=

Пусть {X', i =  1,2,...} — последовательность собственных значений 
оператора А и {g i , i =  1,2,...} — соответствующая ортонормированная 
последовательность собственных векторов. Так как /д(Х0) < / в ( ^ о ) = л > 
то Х'<Х0 при i ^ n .  Ясно, что линейная оболочка N  векторов Eg l, 
г — 1, - -., п ~  1, содержится в М  и N  ф М,  так как d im7V<dim Ж. 
Выберем ненулевой вектор /^ Л ^ П -М  и оценим ( / ,  Af ) следующим 
образом:

( / ,  A f )  = (E f ,  A E f )  =  2  XJ(£/, g i ){gi ,  E f )  =
i=l

=  2 W -  Egi) (E g h f ) ,
t-1

и так как f ^ N - L ,  то

( / ,  A /)  =  2 ^ ( / -  Egl)(Eg l , / ) .
I  = П

Так как X'<X0 при i  >  n, t o  ( / ,  Л /)-< Х 0( / ,  / ) .  Кроме того, f € M  

и, следовательно,
( / ,  Д / ) > ( Х 0 +  С) ( / ,  / ) .

Окончательно имеем
( / ,  ( Л - Д ) / ) < - с ( / ,  / ) < 0,

что противоречит предположению А~^-В. Лемма доказана.

Л е м м а  5.5. Пусть А и В — положительные операторы 
с конечным следом в гильбертовом пространстве Н. Тогда 1

1 Л—5||tr +  tr (Л -f £) =  2 inf {tr С; С > Л ,  С >  В}.
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Болев того, существует оператор С0^ А , В ,  такой, что 
\ А - В \ ь  =  Ь { 2 С о - А - В ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как j| A' ||tr =  tr (А') для Х ^ О ,  то при 
С А и С ]>Д  справедливо неравенство

| И - Д К | | С - Л | | 1г +  | | С - Д 1 1г = 2 1 г ( С ) - 1 г ( Л  +  Д). 
Следовательно,

| Л - Д | й .  -И г(Л  +  £ ) < 2 i n f { t r ( C ) ;  С > Л ,  С > £ } .

Докажем существование оператора С0> Л ,  В, удовлетворяющего 
второму утверждению леммы. Для этого эрмитов оператор А — В 
запишем в виде А — В = С1 — С2, где О, С2 0 и СХС2 =  С2СХ — 0. 
Т огда

II А - В  ||tr =  || ((Л -  5 )2)T |tr =  | (Cl +  Cl)112 ц =
=  1 Ci C2||tr =  tr (Ct) -f- tr (C2).

Положим C0 == A +  C2. Тогда C0 А и C0 В, так как C0 — A =
== C2>  0 и C0 — B =  CXS^ 0. Кроме того,

tr (2C0 -  A -  B) =  tr (Cx -  C2) =  \\A -  Я I*.
Лемма доказана.

Т е о р е м а  5.6. Пусть М  — фактор типа  1„, шь ш2 — состоя­
ния  на М и {Xf}, {X'} — наборы собственных значений состоя­
ний  «о, и ш2 соответственно. Тогда

П
K - ® 2t t > 2 i * i - x;i-

t=1
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {е^} — семейство матричных еди­

ниц, порождающих фактор М,  и А, В — положительные матрицы 
с элементами «>i (£/;-)h o>2(e ij)- Из леммы 5.2 следует, что ja>i — м2|| =  
=  IА В |tr. Из леммы 5.4 следует, что существует матрица С0>  
>  А, В, такая, что

1 <“1 — “21 =  IА — В ftr — tr (2С — А — В) =
оо

- $ ( 2 / с ( Х ) - / Д Х ) - / в (Х))<*Х.
о

Наконец, из леммы 5.4 следует, что

/ с ( Х )> / л ( Х )  и / с ( Х ) > / в (Х) 

для всех 0 <^Х<^оо. Следовательно,

I / а О) ~  / в  (Ч I <  2 /с  (X) -  / А (X) -  f B (X)

при всех 0 < Д  с оо, и поэтому
ОО ОО

S“ i - « > 2i i > S i / ^ ( x ) - / B( x ) H x = 2 i x/ - x;i-
О /= 1

Теорема доказана.
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