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1. Введение и основной результат. В данной статье доказана теорема типа
Харди–Литтлвуда–Соболева об ограниченности потенциала Гегенбауэра. Получен-
ный результат является аналогом соответствующих теорем, полученных для потен-
циалов Рисса в [1] и Бесселя–Рисса в [2], [3].

Рассмотрим потенциал Рисса (см. [1])

𝐼𝛼𝑓(𝑥) =
∫︁

R𝑛

𝑓(𝑦) 𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|𝑛−𝛼
, 0 < 𝛼 < 𝑛.

Классический результат Харди–Литтлвуда–Соболева состоит в том, что если 1 <
𝑝 < 𝑞 < ∞, то 𝐼𝛼 ограниченно действует из 𝐿𝑝(R𝑛) в 𝐿𝑞(R𝑛) тогда и только тогда,
когда 𝛼 = 𝑛/𝑝−𝑛/𝑞 и 𝑝 = 1 < 𝑞 < ∞; 𝐼𝛼 ограниченно действует из 𝐿1(R𝑛) в 𝑊𝐿𝑞(R𝑛)
тогда и только тогда, когда 𝛼 = 𝑛− 𝑛/𝑞. Адамс в [1] изучал ограниченность потен-
циала Рисса в пространстве Морри и доказал следующую теорему.

Теорема A. Пусть 0 < 𝛼 < 𝑛 и 0 6 𝜆 < 𝑛, 1 6 𝑝 < (𝑛− 𝜆)/𝛼.
(1) Если 1 < 𝑝 < (𝑛− 𝜆)/𝛼, то условие

1
𝑝
− 1

𝑞
=

𝛼

𝑛− 𝜆

необходимо и достаточно для ограниченности 𝐼𝛼 из 𝑀1,𝜆(R𝑛) в 𝑀𝑞,𝜆(R𝑛).

Работа выполнена при финансовой поддержке первого Азербайджано-Российского междуна-
родного грантового конкурса (грант № EIF-BGM-RFTF-1/2017-21/01/1). Работа В. С. Гули-
ева частично поддержана Министерством образования и науки Российской Федерации (грант
№ 02.a03.21.0008).
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(2) Если 𝑝 = 1, то условие

1− 1
𝑞

=
𝛼

𝑛− 𝜆

необходимо и достаточно для ограниченности 𝐼𝛼 из 𝑀1,𝜆(R𝑛) в 𝑊𝑀𝑞,𝜆(R𝑛).

В работе [2], [3] для (𝐵 −𝑅)-потенциала

𝐼𝛼
𝐵𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑛

+

𝑇 𝑦|𝑥|𝛼−𝑛−|𝛾|𝑓(𝑦)𝑦𝛾 𝑑𝑦, 0 < 𝛼 < 𝑛 + |𝛾|,

где R𝑛
+ = {𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥1 > 0, . . . , 𝑥𝑛 > 0}, 𝐵 = (𝐵1, . . . , 𝐵𝑛)

𝐵𝑖 =
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑖

+
𝛾𝑖

𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑛), 𝛾1 > 0, . . . 𝛾𝑛 > 0, |𝛾| = 𝛾1 + · · ·+ 𝛾𝑛, 𝑥𝛾 = 𝑥𝛾1
1 · · ·𝑥𝛾𝑛

𝑛 , а

𝑇 𝑦𝑓(𝑥) = 𝜋−𝑛/2
𝑛∏︁

𝑖=1

Γ
(︂

(𝛾𝑖 + 1)
2

)︂
Γ−1(𝛾𝑖)

∫︁ 𝜋

0

. . .

∫︁ 𝜋

0

𝑛∏︁
𝑖=1

sin𝛾𝑖−1 𝛼𝑖

× 𝑓
(︁√︁

𝑥2
1 − 2𝑥1𝑦1 cos 𝛼1 + 𝑦2

1 , . . . ,
√︀

𝑥2
𝑛 − 2𝑥𝑛𝑦𝑛 cos 𝛼𝑛 + 𝑦2

𝑛

)︁
𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛

– обобщенный сдвиг Бесселя, получен аналог теоремы Харди–Литтлвуда–Соболева
в следующем виде. Пусть 0 < 𝛼 < 𝑛 + |𝛾|, 1 < 𝑝 < (𝑛 + |𝛾|)/𝛼. Тогда оператор 𝐼𝛼

𝐵

является отображением “сильного типа” – (𝑝, 𝑞), тогда и только тогда, когда

1
𝑝
− 1

𝑞
=

𝛼 + |𝛾|
𝑛

и “слабого типа” – (1, 𝑞), тогда и только тогда, когда

1− 1
𝑞

=
𝛼

𝑛 + |𝛾|
.

Отметим, что при доказательстве необходимости авторы существенно использо-
вали тот факт, что операторы 𝐼𝛼 и 𝐼𝛼

𝐵 обладают свойством однородности. Рас-
сматриваемый нами потенциал Гегенбауэра ((𝐺−𝑅)-потенциал) этим свойством не
обладает. В работе [4] нами найдены лишь достаточные условия теоремы Харди–
Литтлвуда–Соболева для потенциала Гегенбауэра.

Желая получить полный аналог теорем Харди–Литтлвуда–Соболева для потен-
циала Гегенбауэра, нам пришлось ввести соответствующий оператор растяжения.

В основе наших исследований лежит дифференциальный оператор Гегенбауэра [5]

𝐺 ≡ 𝐺𝜆 = (𝑥2 − 1)1/2−𝜆 𝑑

𝑑𝑥
(𝑥2 − 1)𝜆+1/2 𝑑

𝑑𝑥
, 𝑥 ∈ (1,∞), 𝜆 ∈

(︂
0,

1
2

)︂
.

Оператор обобщенного сдвига, ассоциированный с оператором 𝐺, имеет вид [4]

𝐴𝜆
ch 𝑡𝑓(ch 𝑥) =

Γ(𝜆 + 1/2)
Γ(𝜆)Γ(1/2)

∫︁ 𝜋

0

𝑓(ch 𝑥 ch 𝑡− sh 𝑥 sh 𝑡 cos 𝜙)(sin 𝜙)2𝜆−1 𝑑𝜙.
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Этот оператор обладает свойствами аналогичными свойствам ООС из работ Ле-
витана [6] и [7].

Обозначим 𝐿𝑝,𝜆(R+, 𝐺) ≡ 𝐿𝑝,𝜆(R+, sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥), 1 6 𝑝 6 ∞, пространство измери-
мых функций на R+ = [0,∞) с конечной нормой

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆(R+,𝐺) =
(︂∫︁ ∞

0

|𝑓(ch 𝑥)|𝑝 sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑝

, 1 6 𝑝 < ∞,

‖𝑓‖𝐿∞,𝜆(R+,𝐺) = ‖𝑓‖𝐿∞(R+) = ess sup
𝑥∈R+

|𝑓(ch 𝑥)|.

А через 𝑊𝐿𝑝,𝜆(R+) обозначим слабое 𝐿𝑝,𝜆(R+) пространство локально интегрируе-
мых функций 𝑓(ch 𝑥), 𝑥 ∈ R+, с конечной нормой

‖𝑓‖𝑊𝐿𝑝,𝜆(R+,𝐺) = sup
𝑟>0

𝑟|{𝑥 ∈ R+ : |𝑓(ch 𝑥)| > 𝑟}|1/𝑝
𝜆

= sup
𝑟>0

𝑟

(︂∫︁
{𝑥∈R+:|𝑓(ch 𝑥)|>𝑟}

sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑝

, 1 6 𝑝 < ∞.

Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(R+, 𝐺), 1 6 𝑝 < ∞. Тогда для любого 𝑡 ∈ R+ справедливо нера-
венство (см. [4; § 1, лемма 2])

‖𝐴𝜆
ch 𝑡𝑓‖𝐿𝑝,𝜆(R+,𝐺) 6 ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆(R+,𝐺). (1.1)

Замечание 1. Оператор обобщенного сдвига 𝐴𝜆
ch 𝑡 на полупрямой с весом sh2𝜆 𝑥,

0 < 𝜆 < 1/2, является частным случаем операторов обобщенного сдвига на полупря-
мой с весом sh2𝛼+1 𝑥 ch2𝛽+1 𝑥, 𝛼 > 𝛽 > −1/2, построенных в [8], где для них также
доказано неравенство (1.1).

В дальнейшем символ 𝐴 . 𝐵 будет означать, что существует постоянная 𝑐 такая,
что 0 < 𝐴 6 𝑐𝐵, причем 𝑐 может зависеть от некоторых несущественных параметров.
Если 𝐴 . 𝐵 и 𝐵 . 𝐴, то пишем 𝐴 ≈ 𝐵.

Максимальный оператор, порожденный 𝐺, имеет вид [9]

𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥) = sup
𝑟>0

1
|𝐻(0, 𝑟)|𝜆

∫︁ 𝑟

0

𝐴𝜆
ch 𝑡|𝑓(ch 𝑥)| sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡,

где

|𝐻(0, 𝑟)|𝜆 =
∫︁ 𝑟

0

sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡,

причeм (см. [9; § 1, лемма 1.1])

|𝐻(0, 𝑟)|𝜆 ≈

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︂

sh
𝑟

2

)︂2𝜆+1

, 0 < 𝑟 < 2,(︂
ch

𝑟

2

)︂4𝜆

, 2 6 𝑟 < ∞,

и поскольку sh 𝑥 6 ch 𝑥 6 2 sh𝑥 при 𝑥 > 1, то

|𝐻(0, 𝑟)|𝜆 ≈

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︂

sh
𝑟

2

)︂2𝜆+1

, 0 < 𝑟 < 2,(︂
sh

𝑟

2

)︂4𝜆

, 2 6 𝑟 < ∞.

(1.2)
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Для максимальной функции, порожденной оператором 𝐺, справедлива следую-
щая теорема [9; § 2, теорема 2.2].

Теорема 1. (a) Если 𝑓 ∈ 𝐿1,𝜆(R+, 𝐺), то для любого 𝛼 > 0 и 0 < 𝜆 < 1/2 спра-
ведливо неравенство

|{𝑥 : 𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥) > 𝛼}|𝜆 6
𝑐𝜆

𝛼
‖𝑓‖𝐿1,𝜆(R+,𝐺),

где 𝑐𝜆 > 0 и зависит только от 𝜆.
(b) Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(R+, 𝐺), 1 < 𝑝 6 ∞, то

𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥) ∈ 𝐿𝑝,𝜆(R+, 𝐺) и ‖𝑀𝐺𝑓‖𝐿𝑝,𝜆(R+,𝐺) 6 𝑐𝑝,𝜆‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆(R+,𝐺),

где 𝑐𝑝,𝜆 > 0 и зависит от 𝑝 и 𝜆.

Рассмотрим потенциал Гегенбауэра [9]

𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch 𝑥) =

1
Γ(𝛼/2)

∫︁ ∞

0

(︂∫︁ ∞

0

𝑟𝛼/2−1ℎ𝑟(ch 𝑡) 𝑑𝑟

)︂
𝐴𝜆

ch 𝑡𝑓(ch 𝑥) sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡,

где

ℎ𝑟(ch 𝑡) =
∫︁ ∞

1

𝑒−𝛾(𝛾+2𝜆)𝑟𝑃𝜆
𝛾 (ch 𝑡)(𝛾2 − 1)𝜆−1/2 𝑑𝛾, 0 < 𝛼 < 2𝜆 + 1, (1.3)

а

𝑃𝜆
𝛾 (ch 𝑡) =

Γ(𝛾 + 2𝜆) cos 𝜋𝜆

Γ(𝜆)Γ(𝜆 + 1)
(2 ch 𝑡)−𝛾−2𝜆

2𝐹1

(︂
𝛾

2
+ 𝜆,

𝛾

2
+ 𝜆 +

1
2

, 𝛾 + 𝜆 + 1, (ch 𝑡)−2

)︂
есть функция Гегенбауэра (см. [9; (2.3)]).

В [9; § 4] показано, что при 𝛼 > 2𝜆 + 1 для 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(R+, 𝐺) 𝐼𝛼
𝐺𝑓 не существует.

Имеет место следующая теорема типа Харди–Литтлвуда–Соболева для потенци-
ала Гегенбауэра 𝐼𝛼

𝐺𝑓 , см. [9; § 4, теорема 4.1].

Теорема 2. Пусть 0 < 𝜆 < 1/2, 1 − 2𝜆 < 𝛼 < 1 + 2𝜆, 1 6 𝑝 < (2𝜆 + 1)/𝛼 и
1/𝑝− 1/𝑞 = 𝛼/(2𝜆 + 1)

(a) Если 1 < 𝑝 < (2𝜆 + 1)/𝛼, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(R+, 𝐺), то 𝐼𝛼
𝐺𝑓 ∈ 𝐿𝑞,𝜆(R+, 𝐺) и

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆(R+,𝐺) . ‖𝑓‖𝐿𝑞,𝜆(R+,𝐺).

(b) Если 𝑓 ∈ 𝐿1,𝜆(R+, 𝐺), 1/𝑞 = 1− 𝛼/(2𝜆 + 1), то

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆(R+,𝐺) . ‖𝑓‖𝐿1,𝜆(R+,𝐺).

Этот результат уточняется и дополняется следующим образом.

Теорема 3. Пусть 0 < 𝜆 < 1/2, 0 < 𝛼 < 2𝜆 + 1 и 1 6 𝑝 < (2𝜆 + 1)/𝛼.
(a) Если 1 < 𝑝 < (2𝜆 + 1)/𝛼, то условие

1
𝑝
− 1

𝑞
=

𝛼

2𝜆 + 1

является необходимым и достаточным для ограниченности 𝐼𝛼
𝐺 из 𝐿𝑝,𝜆(R+, 𝐺)

в 𝐿𝑞,𝜆(R+, 𝐺).
(b) Если 𝑝 = 1, то условие

1− 1
𝑞

=
𝛼

2𝜆 + 1
является необходимым и достаточным для ограниченности 𝐼𝛼

𝐺 из 𝐿1,𝜆(R+, 𝐺)
в 𝑊𝐿𝑞,𝜆(R+).
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2. Доказательство теоремы 3. (a) Достаточность. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(R+, 𝐺).
Тогда из (1.3) имеем

𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch 𝑥) =

(︂∫︁ 𝑟

0

+
∫︁ ∞

𝑟

)︂(︂∫︁ ∞

0

𝑟𝛼/2−1ℎ𝑟(ch 𝑡) 𝑑𝑟

)︂
𝐴𝜆

ch 𝑡𝑓(ch 𝑥) sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡

= 𝐴1(𝑥, 𝑟) + 𝐴2(𝑥, 𝑟). (2.1)

Рассмотрим 𝐴1(𝑥, 𝑟). Пусть 0 < 𝑟 < 2. Тогда имеем (см. [9; следствие 3.1])

|𝐴1(𝑥, 𝑟)| 6
∫︁ 𝑟

0

𝐴𝜆
ch 𝑡|𝑓(ch 𝑥)|(sh 𝑡)2𝜆(sh 𝑡)𝛼−2𝜆−1 𝑑𝑡

6
∞∑︁

𝑘=0

∫︁ 𝑟/2𝑘

𝑟/2𝑘+1

𝐴𝜆
ch 𝑡|𝑓(ch 𝑥)| sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡

(sh 𝑡)2𝜆+1−𝛼

6
∞∑︁

𝑘=0

(︂
sh

𝑟

2𝑘+1

)︂𝛼(︂
sh

𝑟

2𝑘+1

)︂−2𝜆−1 ∫︁ 𝑟/2𝑘

0

𝐴ch 𝑡|𝑓(ch 𝑥)| sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡

. 𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥)
∞∑︁

𝑘=0

(︂
1

2𝑘+1
sh 𝑟

)︂𝛼

. (sh 𝑟)𝛼𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥)
∞∑︁

𝑘=0

1
2(𝑘+1)𝛼

. (sh 𝑟)𝛼𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥), (2.2)

так как sh(𝑡/𝑎) 6 (1/𝑎) sh 𝑡 при 𝑎 > 1.
Теперь пусть 2 6 𝑟 < ∞ и 0 < 𝛼 < 4𝜆. Тогда (см. в [9; док-во следствия 3.1])

|𝐴1(𝑥, 𝑟)| 6
∫︁ 𝑟

0

𝐴𝜆
ch 𝑡|𝑓(ch 𝑥)| sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡

(ch 𝑡)2𝜆+1−𝛼
6

∫︁ 𝑟

0

𝐴𝜆
ch 𝑡|𝑓(ch 𝑥)| sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡

(ch 𝑡)4𝜆−𝛼

6
∫︁ 𝑟

0

𝐴𝜆
ch 𝑡|𝑓(ch 𝑥)| sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡

(sh 𝑡)4𝜆−𝛼
6

∞∑︁
𝑘=0

∫︁ 𝑟/2𝑘

𝑟/2𝑘+1

𝐴𝜆
ch 𝑡|𝑓(ch 𝑥)| sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡

(sh 𝑡)4𝜆−𝛼

6
∞∑︁

𝑘=0

(︂
sh

𝑟

2𝑘+1

)︂𝛼(︂
sh

𝑟

2𝑘+1

)︂−4𝜆 ∫︁ 𝑟/2𝑘

0

𝐴𝜆
ch 𝑡|𝑓(ch 𝑥)| sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡

. 𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥)
∞∑︁

𝑘=0

(︂
sh

𝑟

2𝑘+1

)︂𝛼

. (sh 𝑟)𝛼𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥), 0 < 𝛼 < 4𝜆. (2.3)

Теперь, пусть 4𝜆 6 𝛼 < 2𝜆 + 1. Из доказательства следствия 3.1 из [9] следует,
что

∫︀∞
0

𝑟𝛼/2−1ℎ𝑟𝑓(ch 𝑟) 𝑑𝑟 . 1. Тогда из (1.3) имеем

|𝐴1(𝑥, 𝑟)| .
∫︁ 𝑟

0

𝐴𝜆
ch 𝑡|𝑓(ch 𝑥)| sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡 =

(sh 𝑟/2)4𝜆

(sh 𝑟/2)4𝜆

∫︁ 𝑟

0

𝐴𝜆
ch 𝑡|𝑓(ch 𝑥)| sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡

.

(︂
sh

𝑟

2

)︂4𝜆

𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥) 6 (sh 𝑟)𝛼𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥), 4𝜆 6 𝛼 < 2𝜆 + 1. (2.4)

Таким образом, из (2.2)–(2.4) следует, что при любом 0 < 𝑟 < ∞ и 0 < 𝛼 < 2𝜆 + 1
имеет место оценка (2.2).
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Рассмотрим 𝐴2(𝑥, 𝑟). Из (1.3) по неравенству Гёльдера имеем

|𝐴2(𝑥, 𝑟)| 6
(︂∫︁ ∞

𝑟

|𝐴𝜆
ch 𝑡𝑓(ch 𝑥)|𝑝 sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡

)︂1/𝑝(︂∫︁ ∞

𝑟

(sh 𝑡)(𝛼−2𝜆−1)𝑞 sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡

)︂1/𝑞

6 ‖𝐴𝜆
ch 𝑡𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

(︂∫︁ ∞

𝑟/2

(sh 𝑡)(𝛼−2𝜆−1)𝑞+2𝜆 ch 𝑡 𝑑𝑡

)︂1/𝑞

6 ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

(︂
(sh 𝑟)(𝛼−2𝜆−1)𝑞+2𝜆+1

(2𝜆 + 1− 𝛼)𝑞 − 2𝜆− 1

)︂1/𝑞

. (sh 𝑟)𝛼−2𝜆−1+(2𝜆+1)/𝑞‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆
= (sh 𝑟)𝛼−2𝜆−1+(2𝜆+1)(1/𝑝−𝛼/(2𝜆+1))‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

= (sh 𝑟)(2𝜆+1)(1/𝑝−1)‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆
= (sh 𝑟)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

. (2.5)

Из (2.2) и (2.5) имеем

|𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch 𝑥)| . (sh 𝑟)𝛼𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥) + (sh 𝑟)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

. (2.6)

Минимум правой части (2.6) достигается при

sh 𝑟 =
(︂

2𝜆 + 1
𝛼𝑞

·
‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥)

)︂𝑝/(2𝜆+1)

.

Тогда из (2.6) имеем

|𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch 𝑥)| .

(︂ ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥)

)︂𝛼𝑝/(2𝜆+1)

𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥) +
(︂ ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥)

)︂−𝑝/𝑞

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

= (𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥))𝑝/𝑞‖𝑓‖1−𝑝/𝑞
𝐿𝑝,𝜆

,

так как из условия 1/𝑝− 1/𝑞 = 𝛼/(2𝜆 + 1) следует 1− 𝑝/𝑞 = 𝛼𝑝/(2𝜆 + 1).
Отсюда имеем∫︁ ∞

0

|𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch 𝑡)|𝑞 sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡 6 ‖𝑀𝐺𝑓‖𝑝

𝐿𝑝,𝜆
· ‖𝑓‖𝑞−𝑝

𝐿𝑝,𝜆
6 ‖𝑓‖𝑝

𝐿𝑝,𝜆
‖𝑓‖𝑞−𝑝

𝐿𝑝,𝜆
= ‖𝑓‖𝑞

𝐿𝑝,𝜆
,

откуда следует, что
‖𝐼𝛼

𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆
. ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

,

т.е., отображение 𝑓 → 𝐼𝛼
𝐺 является отображением сильного типа (𝑝, 𝑞).

(b) Достаточность. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿1,𝜆(R+, 𝐺). Из (2.1) имеем

|{𝑥 ∈ R+ : |𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch 𝑥)| > 2𝛽}|𝜆

6 |{𝑥 ∈ R+ : |𝐴1(𝑥, 𝑟)| > 𝛽}|𝜆 + |{𝑥 ∈ R+ : |𝐴2(𝑥, 𝑟)| > 𝛽}|𝜆.

Из неравенства (2.2) и теоремы 2 получаем, что

𝛽|{𝑥 ∈ R+ : |𝐴1(𝑥, 𝑟)| > 𝛽}|𝜆

= 𝛽

∫︁
{𝑥∈R+:|𝐴1(𝑥,𝑟)|>𝛽}

sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥 6 𝛽

∫︁
{𝑥∈R+:𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥)>𝛽/𝑐𝜆(sh 𝑟)𝛼}

sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

= 𝛽

⃒⃒⃒⃒{︂
𝑥 ∈ R+ : 𝑀𝐺𝑓(ch 𝑥) >

𝛽

𝑐𝜆(sh 𝑟)𝛼

}︂⃒⃒⃒⃒
𝜆

. 𝛽
(sh 𝑟)𝛼

𝛽

∫︁ ∞

0

|𝑓(ch 𝑥)| sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥 = (sh 𝑟)𝛼‖𝑓‖𝐿1,𝜆
,
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а также

|𝐴2(𝑥, 𝑟)| 6
∫︁ ∞

𝑟

|𝐴𝜆
ch 𝑡𝑓(ch 𝑥)|(sh 𝑡)𝛼−2𝜆−1 sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡

6 (sh 𝑟)𝛼−2𝜆−1

∫︁ ∞

𝑟

|𝐴𝜆
ch 𝑡𝑓(ch 𝑥)| sh2𝜆 𝑡 𝑑𝑡 6 (sh 𝑟)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝑓‖𝐿1,𝜆

.

Положив (sh 𝑟)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝑓‖𝐿1,𝜆
= 𝛽, мы получим |𝐴2(𝑥, 𝑟)| 6 𝛽 и, следовательно,

|{𝑥 ∈ R+ : |𝐴2(𝑥, 𝑟)| > 𝛽}|𝜆 = 0.

Наконец, имеем

|{𝑥 ∈ R+ : |𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch 𝑥)| > 2𝛽}|𝜆

.
1
𝛽

(sh 𝑟)𝛼‖𝑓‖𝐿1,𝜆
. (sh 𝑟)𝛼+(2𝜆+1)/𝑞 = (sh 𝑟)2𝜆+1 =

(︂
1
𝛽
‖𝑓‖𝐿1,𝜆

)︂𝑞

.

Отсюда следует, что

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

. ‖𝑓‖𝐿1,𝜆
.

Таким образом, отображение 𝑓 → 𝐼𝛼
𝐺𝑓 является отображениям слабого типа (1, 𝑞).

(a) Необходимость. Пусть 1 < 𝑝 < (2𝜆+1)/𝛼, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(R+) и 𝐼𝛼
𝐺 ограниченно дей-

ствует из 𝐿𝑝,𝜆(R+) в 𝐿𝑞,𝜆(R+), т.е.

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆

. ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆
. (2.7)

В дальнейшем функцию 𝑓 предполагаем положительной и монотонно возраста-
ющей. Функцию растяжения 𝑓𝑡(ch 𝑥) определим следующим образом:{︃

𝑓(ch(th 𝑡)𝑥) 6 𝑓𝑡(ch 𝑥) 6 𝑓(ch(cth 𝑡)𝑥), 0 < 𝑡 < 1,

𝑓(ch(th 𝑡)𝑥) 6 𝑓𝑡(ch 𝑥) 6 𝑓(ch(sh 𝑡)𝑥), 1 6 𝑡 < ∞.
(2.8)

Из (2.8) при 0 < 𝑡 < 1 имеем

‖𝑓𝑡‖𝐿𝑝,𝜆
=

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓𝑡(ch 𝑥)|𝑝 sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑝

6

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓(ch(cth 𝑡)𝑥)|𝑝 sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑝

[(cth 𝑡)𝑥=𝑢, 𝑑𝑥=(th 𝑡) 𝑑𝑢]
= (th 𝑡)1/𝑝

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓(ch 𝑢)|𝑝 sh2𝜆(th 𝑡)𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑝

6 (th 𝑡)(2𝜆+1)/𝑝

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓(ch 𝑢)|𝑝 sh2𝜆 𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑝

= (th 𝑡)(2𝜆+1)/𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆
=

(︂
sh 𝑡

ch 𝑡

)︂(2𝜆+1)/𝑝

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

.
1

(ch 𝑡)(2𝜆+1)/𝑝−𝛼
‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

6 (sh 𝑡)𝛼−(2𝜆+1)/𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆
. (2.9)
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С другой стороны,

‖𝑓𝑡‖𝐿𝑝,𝜆
=

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓𝑡(ch 𝑥)|𝑝 sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑝

>

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓(ch(th 𝑡)𝑥)|𝑝 sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑝

[(th 𝑡)𝑥=𝑢, 𝑑𝑥=(cth 𝑡) 𝑑𝑢]
= (cth 𝑡)1/𝑝

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓(ch 𝑢)|𝑝 sh2𝜆(cth 𝑡)𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑝

> (cth 𝑡)(2𝜆+1)/𝑝

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓(ch 𝑢)|𝑝 sh2𝜆 𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑝

= (cth 𝑡)(2𝜆+1)/𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

> (cth 𝑡)(2𝜆+1)/𝑝−𝛼‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆
> (sh 𝑡)𝛼−(2𝜆+1)/𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

. (2.10)

Пусть, теперь 1 6 𝑡 < ∞. Тогда из (2.8) имеем

‖𝑓𝑡‖𝐿𝑝,𝜆
=

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓𝑡(ch 𝑥)|𝑝 sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑝

>

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓(ch(th 𝑡)𝑥)|𝑝 sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑝

[(th 𝑡)𝑥=𝑢, 𝑑𝑥=(cth 𝑡) 𝑑𝑢]
= (cth 𝑡)1/𝑝

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓(ch 𝑢)|𝑝 sh2𝜆(cth 𝑡)𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑝

> (cth 𝑡)(2𝜆+1)/𝑝

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓(ch 𝑢)|𝑝 sh2𝜆 𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑝

> (cth 𝑡)(2𝜆+1)/𝑝−𝛼‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆
> (sh 𝑡)𝛼−(2𝜆+1)/𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

. (2.11)

С другой стороны,

‖𝑓𝑡‖𝐿𝑝,𝜆
6

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓(ch(sh 𝑡)𝑥)|𝑝 sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑝

[(sh 𝑡)𝑥=𝑢, 𝑑𝑥=𝑑𝑢/sh 𝑡]
= (sh 𝑡)−1/𝑝

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓(ch 𝑢)|𝑝 sh2𝜆 𝑢

sh 𝑡
𝑑𝑢

)︂1/𝑝

6 (sh 𝑡)−(2𝜆+1)/𝑝

(︂∫︁ ∞

0

|𝑓(ch 𝑢)|𝑝 sh2𝜆 𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑝

6 (sh 𝑡)𝛼−(2𝜆+1)/𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆
. (2.12)

Объединяя (2.9)–(2.12), получаем, что

‖𝑓𝑡‖𝐿𝑝,𝜆
≈ (sh 𝑡)𝛼−(2𝜆+1)/𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

, 0 < 𝑡 < ∞. (2.13)

Далее, из (1.3) при 0 < 𝑡 < 1 и из (2.8) имеем

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓𝑡‖𝐿𝑞,𝜆

=
(︂∫︁ ∞

0

|𝐼𝛼
𝐺𝑓𝑡(ch 𝑥)|𝑞 sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑞

6

(︂∫︁ ∞

0

|𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch(cth 𝑡)𝑥)|𝑞 sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑞

[(cth 𝑡)𝑥=𝑢, 𝑥=(th 𝑡) 𝑑𝑢]
= (th 𝑡)1/𝑞

(︂∫︁ ∞

0

|𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch 𝑢)|𝑞 sh2𝜆(th 𝑡)𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑞

6 (th 𝑡)(2𝜆+1)/𝑞

(︂∫︁ ∞

0

|𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch 𝑢)|𝑞 sh2𝜆 𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑞

= (th 𝑡)(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆

6

(︂
ch 𝑡

sh 𝑡

)︂(2𝜆+1)/𝑞

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆

. (sh 𝑡)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆

. (2.14)
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С другой стороны,

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓𝑡‖𝐿𝑞,𝜆

>

(︂∫︁ ∞

0

|𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch(th 𝑡)𝑥)|𝑞 sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑞

[(th 𝑡)𝑥=𝑢, 𝑑𝑥=(cth 𝑡) 𝑑𝑢]

> (cth 𝑡)1/𝑞

(︂∫︁ ∞

0

|𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch 𝑢)|𝑞 sh2𝜆(cth 𝑡)𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑞

> (cth 𝑡)(2𝜆+1)/𝑞

(︂∫︁ ∞

0

|𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch 𝑢)|𝑞 sh2𝜆 𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑞

=
(︂

ch 𝑡

sh 𝑡

)︂(2𝜆+1)/𝑞

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆

> (sh 𝑡)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆

. (2.15)

Теперь, пусть 1 6 𝑡 < ∞. Тогда из (2.8) имеем

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓𝑡‖𝐿𝑞,𝜆

>

(︂∫︁ ∞

0

|𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch(th 𝑡)𝑥)|𝑞 sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑞

[(th 𝑡)𝑥=𝑢, 𝑑𝑥=(cth 𝑡) 𝑑𝑢]
= (cth 𝑡)1/𝑞

(︂∫︁ ∞

0

|𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch 𝑢)|𝑞 sh2𝜆(cth 𝑡)𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑞

> (cth 𝑡)(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆

> (sh 𝑡)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆

. (2.16)

С другой стороны,

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓𝑡‖𝐿𝑞,𝜆

6

(︂∫︁ ∞

0

|𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch(sh 𝑡)𝑥)|𝑞 sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑞

[(sh 𝑡)𝑥=𝑢, 𝑑𝑥=𝑑𝑢/sh 𝑡]
= (sh 𝑡)−1/𝑞

(︂∫︁ ∞

0

|𝐼𝛼
𝐺𝑓(ch 𝑢)|𝑞 sh2𝜆 𝑢

sh 𝑡
𝑑𝑢

)︂1/𝑞

6 (sh 𝑡)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆

. (2.17)

Объединяя (2.14)–(2.17), получаем, что

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓𝑡‖𝐿𝑞,𝜆

≈ (sh 𝑡)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆

, 0 < 𝑡 < ∞. (2.18)

Учитывая неравенство (2.7), а также (2.18) и (2.13), получим

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆

≈ (sh 𝑡)(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓𝑡‖𝐿𝑞,𝜆

. (sh 𝑡)(2𝜆+1)/𝑞‖𝑓𝑡‖𝐿𝑝,𝜆

. (sh 𝑡)𝛼−(2𝜆+1)/𝑝+(2𝜆+1)/𝑞‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆
= (sh 𝑡)𝛼+(2𝜆+1)(1/𝑞−1/𝑝)‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆

.

Если 1/𝑝− 1/𝑞 < 𝛼/(2𝜆 + 1), то при 𝑡 → 0 имеем

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆

= 0 для всех 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(R+, 𝐺).

Если 1/𝑝− 1/𝑞 > 𝛼/(2𝜆 + 1), то при 𝑡 →∞ имеем

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝐿𝑞,𝜆

= 0 для всех 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(R+, 𝐺),

что невозможно.
Следовательно,

1
𝑝
− 1

𝑞
=

𝛼

2𝜆 + 1
.
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(b) Необходимость. Предварительно найдем оценки для ‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

. Из (2.8) при
0 < 𝑡 < 1 имеем

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓𝑡‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

> sup
𝑟>0

𝑟

(︂∫︁
{𝑥∈R+:|𝐼𝛼

𝐺𝑓(ch(th 𝑡)𝑥)|>𝑟}
sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑞

[(th 𝑡)𝑥=𝑢, 𝑑𝑥=(cth 𝑡) 𝑑𝑢]
= sup

𝑟>0
𝑟(cth 𝑡)1/𝑞

(︂∫︁
{𝑢∈R+:|𝐼𝛼

𝐺𝑓(ch 𝑢)|>𝑟}
sh2𝜆(cth 𝑡)𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑞

> sup
𝑟>0

(cth 𝑡)(2𝜆+1)/𝑞

(︂∫︁
{𝑢∈R+:|𝐼𝛼

𝐺𝑓(ch 𝑢)|>𝑟}
sh2𝜆 𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑞

= (th 𝑡)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

> (sh 𝑡)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

. (2.19)

С другой стороны, из (2.8) имеем

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓𝑡‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

6 sup
𝑟>0

𝑟

(︂∫︁
{𝑥∈R+:|𝐼𝛼

𝐺𝑓(ch(cth 𝑡)𝑥)|>𝑟}
sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑞

[(cth 𝑡)𝑥=𝑢, 𝑑𝑥=(th 𝑡) 𝑑𝑢]
= (th 𝑡)1/𝑞 sup

𝑟>0
𝑟

(︂∫︁
{𝑢∈R+:|𝐼𝛼

𝐺𝑓(ch 𝑢)|>𝑟}
sh2𝜆(th 𝑡)𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑞

6 (th 𝑡)(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

=
(︂

sh 𝑡

ch 𝑡

)︂(2𝜆+1)/𝑞

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

.
1

(ch 𝑡)(2𝜆+1)/𝑞
‖𝐼𝛼

𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆
6 (sh 𝑡)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼

𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆
. (2.20)

Рассмотрим случай, когда 1 6 𝑡 < ∞. Из (2.8) имеем

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓𝑡‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

> sup
𝑟>0

𝑟

(︂∫︁
{𝑥∈R+:|𝐼𝛼

𝐺𝑓(ch(th 𝑡)𝑥)|>𝑟}
sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑞

[(th 𝑡)𝑥=𝑢, 𝑑𝑥=(cth 𝑡) 𝑑𝑢]
= (cth 𝑡)1/𝑞 sup

𝑟>0
𝑟

(︂ ∫︁
{𝑢∈R+:|𝐼𝛼

𝐺𝑓(ch 𝑢)|>𝑟}
sh2𝜆(cth 𝑡)𝑢 𝑑𝑢

)︂1/𝑞

> (cth 𝑡)(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

> (sh 𝑡)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

. (2.21)

С другой стороны,

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓𝑡‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

6 sup
𝑟>0

𝑟

(︂∫︁
{𝑥∈R+:|𝐼𝛼

𝐺𝑓(ch(sh 𝑡)𝑥)|>𝑟}
sh2𝜆 𝑥 𝑑𝑥

)︂1/𝑞

[(sh 𝑡)𝑥=𝑢, 𝑑𝑥=𝑑𝑢/sh 𝑡]
= (sh 𝑡)−1/𝑞 sup

𝑟>0
𝑟

(︂∫︁
{𝑢∈R+:|𝐼𝛼

𝐺𝑓(ch 𝑢)|>𝑟}
sh2𝜆

(︂
𝑢

sh 𝑡

)︂
𝑑𝑢

)︂1/𝑞

6 (sh 𝑡)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

. (2.22)

Из (2.19)–(2.22) имеем при 0 < 𝑡 < ∞

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓𝑡‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

≈ (sh 𝑡)−(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

. (2.23)
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Пусть 𝐼𝛼
𝐺 ограниченно действует из 𝐿1,𝜆(R+) в 𝑊𝐿𝑞,𝜆(R+), т.е.

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

. ‖𝑓‖𝐿1,𝜆
.

Тогда из (2.13)–(2.23) имеем

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

≈ (sh 𝑡)(2𝜆+1)/𝑞‖𝐼𝛼
𝐺𝑓𝑡‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

. (sh 𝑡)(2𝜆+1)/𝑞‖𝑓𝑡‖𝐿1,𝜆
. (sh 𝑡)(2𝜆+1)/𝑞(sh 𝑡)𝛼−2𝜆−1‖𝑓‖𝐿1,𝜆

= (sh 𝑡)𝛼−(2𝜆+1)(1−1/𝑞)‖𝑓‖𝐿1,𝜆
. (2.24)

Если 1− 1/𝑞 < 𝛼/(2𝜆 + 1), то при 𝑡 → 0

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

= 0 для всех 𝑓 ∈ 𝐿1,𝜆(R+, 𝐺).

Если 1− 1/𝑞 > 𝛼/(2𝜆 + 1), то при 𝑡 →∞

‖𝐼𝛼
𝐺𝑓‖𝑊𝐿𝑞,𝜆

= 0 для всех 𝑓 ∈ 𝐿1,𝜆(R+, 𝐺),

что невозможно.
Следовательно,

1− 1
𝑞

=
𝛼

2𝜆 + 1
.

Авторы благодарны рецензенту за полезные советы и ценные замечания.
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