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Исследованы вопросы существования решения задачи оптимального управления для
широкого класса уравнений с запаздыванием, не разрешимых относительно произ-
водной по времени. Множество допустимых управлений предполагается выпуклым
и замкнутым в пространстве функций управления, минимизируемый функционал
является квадратическим. При условии сильной относительной p-радиальности па-
ры операторов в уравнении доказаны теоремы об однозначной разрешимости задачи
оптимального управления для случая абстрактного оператора запаздывания и для
случая, когда этот оператор имеет интегральный вид. Полученные общие результа-
ты использованы при исследовании задачи оптимального управления для системы
гравитационно-гироскопических волн, возмущённой интегральным оператором за-
паздывания.
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вырожденное эволюционное уравнение, уравнение с запаздыванием, существование и единствен-
ность решения.

Введение

При моделировании различных процессов нередко наблюдается эффект после-
действия. Заметим, что в таких случаях игнорирование даже самого малого про-
межутка запаздывания приводит к неверным, абсурдным результатам. Математи-
ческие модели, описывающие такие процессы, представимы с помощью дифферен-
циальных уравнений с запаздыванием. Задачи управления для соответствующих
систем уже более полувека исследуются многими авторами (см. [1–4] и др.).

Для эффективного управления реальными системами нередко приходится рас-
сматривать процессы, состояние в которых описывается некорректными задачами
для систем дифференциальных уравнений в частных производных — задачи управ-
ления для таких систем исследовались в работах Ж.-Л. Лионса [5], А. В. Фурси-
кова [6]. Различные задачи управления для систем, описываемых некорректными
начально-краевыми задачами для уравнений и систем уравнений, не разрешимых
относительно старшей производной по времени, называемых также вырожденными
эволюционными уравнениями, изучены в работах [7–13].

В данной работе исследуются вопросы разрешимости задач оптимального
управления для одного класса систем, описываемых вырожденными эволюционны-
ми уравнениями с запаздыванием. Для этого использована теория вырожденных
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полугрупп операторов, развитая в работах В. Е. Федорова [14–16], в частности, ре-
зультаты В. Е. Федорова и Е. А. Омельченко [17–19] о разрешимости вырожденных
эволюционных уравнений с запаздыванием.

Пусть U ,X ,Y — банаховы пространства, операторы L : X → Y , Φ :
C([−r, 0];X )→ Y , N : U → Y линейны и непрерывны, kerL 6= {0}, M : DM → Y —
линейный замкнутый плотно определённый в X оператор. Исследуется задача оп-
тимального управления

Lẋ(t) = Mx(t) + Φxt +Nu, t ∈ [0, T ], (1)

Px(t) = h(t), t ∈ [−r, 0], (2)

u ∈ U∂, (3)

J(x, u) = ‖x‖2
L2(0,T ;DM ) + ‖x‖2

W 1
2 (0,T ;X ) + ‖u‖2

L2(0,T ;U) → inf, (4)

где функция xt : [−r, 0]→ X строится по функции x : [−r, T ]→ X по правилу

xt(s) = x(t+ s), s ∈ [−r, 0], t ∈ [0, T ]. (5)

P — проектор на фазовое пространство уравнения Lẋ(t) = Mx(t) вдоль его под-
пространства вырождения (подробнее он будет описан ниже), множество U∂ —
замкнутое выпуклое подмножество пространства управлений L2(0, T ;U), J(x, u) —
функционал качества.

В первом параграфе данной работы приведены необходимые для дальнейших
рассмотрений сведения. Во втором параграфе доказана однозначная разрешимость
задачи (1)–(4) с сильно (L, p)-радиальным оператором M [14–16] и c абстрактным
оператором запаздывания Φ. В третьем параграфе рассмотрен частный случай
оператора Φ в интегральном виде. В последнем параграфе полученные в работе
абстрактные результаты проиллюстрированы на примере системы гравитационно-
гироскопических волн, возмущённой интегральным оператором запаздывания, для
которой доказана разрешимость начально-краевой задачи и задачи управления.

1. Предварительные сведения
1.1. Однозначная разрешимость вырожденного уравнения

с запаздыванием

В этом параграфе приведены вспомогательные понятия и связанные с ними
факты, которые доказаны в [15; 16].

Пусть X ,Y — банаховы пространства. Через L(X ;Y) обозначим множество всех
линейных непрерывных операторов из X в Y , а через Cl(X ;Y) — множество всех
линейных замкнутых плотно определённых в X операторов, действующих в про-
странство Y . При X = Y сократим эти обозначения до L(X ) и Cl(X ) соответственно.

Введём также обозначения ρL(M) := {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(Y ;X )}, RL
µ(M) :=

(µL−M)−1L, LLµ(M) := L(µL−M)−1.
Пусть L ∈ L(X ;Y), M ∈ Cl(X ;Y), p ∈ N0 := N ∪ {0}. Оператор M называется

сильно (L, p)-радиальным, если
(i) ∃a ∈ R ∀µ > a µ ∈ ρL(M);
(ii) ∃K > 0 ∀µ > a,

max{‖(RL
µ(M))p+1‖L(X ), ‖(LLµ(M))p+1‖L(Y)} ≤

K

(µ− a)p+1
;
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(iii) существует плотный в Y линеал
◦
Y такой, что

‖M(µL−M)−1
(
LLµ(M)

)p+1
y‖Y ≤

const(y)

(µ− a)p+2
∀y ∈

◦
Y

при любых µ > a;
(iv) для всех µ > a

‖
(
RL
µ(M)

)p+1
(µL−M)−1‖L(Y;X ) ≤

K

(µ− a)p+2
.

Замечание 1. В [14–16] использовалось несколько более сложное, но эквивалент-
ное данному определение сильно (L, p)-радиального оператора M (см. по этому
поводу [20]).

Обозначим через X 0 (Y0) ядро ker(RL
µ(M))p+1

(
ker(LLµ(M))p+1

)
, а через X 1

(Y1) — замыкание линеала im(RL
µ(M))p+1

(
im(LLµ(M))p+1

)
в норме пространства X

(Y). Через Mk (Lk) будем обозначать сужение оператора M (L) на DMk
= X k ∩DM

(X k), k = 0, 1.

Теорема 1. [14–16]. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален. Тогда
(i) X = X 0 ⊕X 1, Y = Y0 ⊕ Y1;
(ii) Lk ∈ L(X k;Yk), Mk ∈ Cl(X k;Yk), k = 0, 1;
(iii) существуют операторы M−1

0 ∈ L(Y0;X 0) и L−1
1 ∈ L(Y1;X 1);

(iv) оператор H = M−1
0 L0 ∈ L(X 0) нильпотентен степени не больше p ∈ N0.

Замечание 2. Оператор P := s- lim
µ→+∞

(µRL
µ(M))p+1 является проектором вдоль X 0

на X 1, а Q := s- lim
µ→+∞

(µLLµ(M))p+1 — проектор вдоль Y0 на Y1.

Пусть L ∈ L(X ;Y), kerL 6= {0}, оператор M ∈ Cl(X ;Y) сильно (L, p)-радиален,
r > 0, Φ ∈ L(C([−r, 0];X );Y). Рассмотрим задачу

Lẋ(t) = Mx(t) + Φxt + f(t), t ∈ [0, T ]. (6)

Px(t) = h(t), t ∈ [−r, 0], (7)

где h : [−r, 0] → X 1, функция xt : [−r, 0] → X строится по функции x :
[−r, T ] → X согласно правилу (5). При этом будет предполагаться выполнение
условия C([−r, 0];X 0) ⊂ kerΦ, т. е. Φxt = ΦPxt.

Решением задачи (6), (7) будем называть функцию x : [−r, T ]→ X , для которой
x ∈ C([0, T ];DM) ∩ C1([0, T ];X ), Px ∈ C([−r, T ];X 1), x(t) ∈ X 1 при t ∈ [−r, 0),
удовлетворяющую уравнению (6) и условию (7).

Теорема 2. [18]. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, оператор Φ ∈
L(C([−r, 0];X );Y), f ∈ Cp+1([0, T ];Y), r > 0, C([−r, 0];X 0) ⊂ kerΦ,

h ∈ Cp+1([−r, 0];X ), h(k)(0) ∈ DM ,

h(k+1)(0) = L−1
1 M1h

(k)(0) + L−1
1 QΦh(k), k = 0, 1, . . . , p.

Кроме того, пусть при p > 0 L−1
1 (Qf)(m)(0) ∈ DM , m = 0, 1, . . . , p− 1, и существу-

ет такое q ∈ Cp+1([−r, 0];X 1), что q(m)(0) = L−1
1 (Qf)(m)(0), m = 0, 1, . . . , p + 1,

(Qf)(m+1)(0)−M1L
−1
1 (Qf)(m)(0) = QΦq(m), m = 0, 1, . . . , p− 1. Тогда задача (6), (7)

имеет единственное решение.
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Рассмотрим задачу (7) для уравнения (6) с конкретным интегральным опера-
тором Φ:

Lẋ(t) = Mx(t) +

0∫
−r

K(s)x(t+ s)ds+ f(t), t ∈ [0, T ], (8)

где оператор-функция K : [−r, 0]→ L(X ;Y) не является тождественно нулевой.

Теорема 3. [19]. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, f ∈ Cp+1([0, T ];Y),
h ∈ C([−r, 0];X 1), h(0) ∈ DM1, K ∈ Cp+1([−r, 0];L(X ;Y)), K(n)(−r) = K(n)(0) = 0
при n = 0, 1, . . . , p, X 0 ⊂ kerK(s) при s ∈ [−r, 0]. Тогда существует единственное
решение задачи (7), (8).

1.2. Абстрактная задача управления

Приведём теорему о разрешимости абстрактной задачи оптимального
управления, полное доказательство которой можно найти в монографии
А. В. Фурсикова [6].

Пусть Y, V — линейные нормированные пространства, Y1, U — рефлексивные
банаховы пространства, причём Y1 непрерывно вложено в Y. Рассмотрим следую-
щую абстрактную линейную задачу управления:

L(y, u) + F0 = 0, (9)

u ∈ U∂, (10)

J(y, u)→ inf . (11)

Здесь U∂ — замкнутое выпуклое подмножество пространства U, функционал стои-
мости J(y, u) — выпуклый, полунепрерывный снизу и ограниченый снизу на Y×U∂,
а также коэрцитивный на пространстве Y1 × U∂, т. е. для любого R > 0 множество
{(y, u) ∈ W : J(y, u) ≤ R} ограничено в Y1 × U. Кроме того, предполагается, что
линейный оператор L : Y1 × U→ V непрерывен, F0 ∈ V — заданный вектор.

Множеством W допустимых пар (y, u) задачи (9)–(11) называется множество
пар (y, u) ∈ Y1×U, удовлетворяющих соотношениям (9), (10), для которых J(y, u) <
∞. Решением задачи (9)–(11) называется пара (ŷ, û) ∈ W, на которой достигается
минимум функционала J : J(ŷ, û) = inf

(y,u)∈W
J(y, u).

Теорема 4. [6]. Пусть множество W допустимых пар непусто. Тогда задача
(9)–(11) имеет решение (ŷ, û) ∈ Y1 × U. Если функционал J строго выпуклый, то
это решение единственно.

2. Задача оптимального управления
для системы с запаздыванием
Пусть U ,X ,Y — банаховы пространства, L ∈ L(X ,Y), kerL 6= ∅, оператор M ∈

Cl(X ;Y) сильно (L, p)-радиален при p ∈ N0, Φ ∈ L(C([−r, 0];X );Y), N ∈ L(U ;Y).
Рассмотрим задачу оптимального управления

Lẋ(t) = Mx(t) + Φxt +Nu(t) + f(t), t ∈ [0, T ], (12)

Px(t) = h(t), t ∈ [−r, 0], (13)

u ∈ U∂, (14)
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J(x, u) = ‖x‖2
L2(0,T ;DM ) + ‖x‖2

W 1
2 (0,T ;X ) + ‖u‖2

L2(0,T ;U) → inf, (15)

где P — проектор вдоль X 0 на X 1, h : [−r, 0] → X 1, U∂ — замкнутое выпуклое
подмножество пространства L2(0, T ;U), J(x, u) — функционал стоимости.

Введём в рассмотрение пространство

Z = {z ∈ L2(−r, T ;X ) ∩ L2(0, T ;DM) ∩W 1
2 (0, T ;X ) : Lż −Mz − Φzt ∈ L2(0, T ;Y)}

с нормой

‖z‖2
Z = ‖z‖2

L2(−r,T ;X ) + ‖z‖2
L2(0,T ;DM ) + ‖z‖2

W 1
2 (0,T ;X ) + ‖Lż −Mz − Φzt‖2

L2(0,T ;Y).

Лемма 1. Пространство Z полно.

Доказательство. Выберем фундаментальную в Z последовательность {zn}. Тогда
при n,m→∞ стремится к нулю выражение

‖zn − zm‖2
Z = ‖zn − zm‖2

L2(−r,T ;X ) + ‖zn − zm‖2
L2(0,T ;DM ) + ‖zn − zm‖2

W 1
2 (0,T ;X )+

+‖L(żn − żm)−M(zn − zm)− Φ(znt − zmt)‖2
L2(0,T ;Y).

Отсюда имеем ‖zn−zm‖L2(−r,T ;X ) → 0, ‖zn−zm‖2
L2(0,T ;DM ) → 0 и ‖zn−zm‖W 1

2 (0,T ;X ) → 0
при n,m → ∞. В силу полноты соответствующих пространств существует такой
элемент z ∈ L2(−r, T ;X ) ∩ L2(0, T ;DM) ∩W 1

2 (0, T ;X ), что

‖zn − z‖2
L2(−r,T ;X ) + ‖zn − z‖2

L2(0,T ;DM ) + ‖zn − z‖2
W 1

2 (0,T ;X ) → 0

при n → ∞. Отсюда следует, что при всех t ∈ [0, T ] ‖znt − zt‖L2(−r,0;X ) → 0 при
n→∞. Здесь zt есть функция, построенная по правилу (5) по функции z.

Аналогично рассуждая, можно утверждать о существовании функции y =
lim
n→∞

(Lżn − Mzn − Φznt) в пространстве L2(0, T ;Y). Из доказанного выше следу-
ет, что Lżn → Lż и Φznt → Φzt при n → 0 в L2(0, T ;Y). Поэтому при n → ∞
справедлива сходимость Mzn → Lż − Φzt − y в L2(0, T ;Y). Учитывая замкнутость
оператораM , получим, что для почти всех t ∈ (0, T ) z(t) ∈ DM иMz = Lż−Φzt−y
в L2(0, T ;Y). Отсюда Lż −Mz − Φzt = y в L2(0, T ;Y), что и требовалось.

Лемма 2. Оператор γ0 : Z → L2(−r, 0;X ), действующий по правилу (γ0x)(·) :=
x0(·), где x0 = xt|t=0, непрерывен.

Доказательство. Понятно, что ‖γ0x‖L2(−r,0;X ) = ‖x0‖L2(−r,0;X ) ≤ ‖x‖L2(−r,T ;X ) ≤
‖x‖Z , откуда следует непрерывность оператора γ0.

Множеством W допустимых пар (x, u) задачи (12)–(15) назовём множество пар
(x, u) ∈ Z × L2(0, T ;U), удовлетворяющих соотношениям (12)–(14). Решением за-
дачи (12)–(15) называется пара (x̂, û) ∈W, на которой достигается минимум функ-
ционала (15): J(x̂, û) = inf

(x,u)∈W
J(x, u).

Функционал J(x, u) будем называть коэрцитивным в пространстве Z ×
L2(0, T ;U), если для любого R > 0 множество {(x, u) ∈ W : J(x, u) ≤ R} огра-
ничено в пространстве Z × L2(0, T ;U).

Теорема 5. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, Φ ∈ L(C([−r, 0];X );Y),
имеет место вложение C([−r, 0];X 0) ⊂ kerΦ, f ∈ Cp+1([0, T ];Y), h ∈
Cp+1([−r, 0];X ), h(k)(0) ∈ DM , h

(k+1)(0) = L−1
1 M1h

(k)(0) + L−1
1 QΦh(k), k = 0, 1, . . . , p,
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U∂ является замкнутым выпуклым подмножеством пространства L2(0, T ;U),
U∂ ∩ C1([0, T ];U) 6= ∅. Кроме того, пусть при p > 0 для некоторого u ∈ U∂ ∩
C1([0, T ];U) L−1

1 (Q(f + Nu))(m)(0) ∈ DM , m = 0, 1, . . . , p − 1, и существует та-
кое q ∈ Cp+1([−r, 0];X 1), что q(m)(0) = L−1

1 (Q(f + Nu))(m)(0), m = 0, 1, . . . , p + 1,
(Q(f +Nu))(m+1)(0)−M1L

−1
1 (Q(f +Nu))(m)(0) = QΦq(m), m = 0, 1, . . . , p− 1. Тогда

существует единственное решение (x̂, û) ∈ Z × L2(0, T ;U) задачи (12)–(15).

Доказательство. Для доказательства воспользуемся теоремой 4. Положим U =
L2(0, T ;U), V = L2(0, T ;Y)×L2(−r, 0;X ), Y1 = Z, Y = L2(−r, T ;X )∩L2(0, T ;DM)∩
W 1

2 (0, T ;X ). Существующее по теореме 2 решение задачи (12), (13) лежит в
L2(−r, T ;X ) ∩ L2(0, T ;DM) ∩W 1

2 (0, T ;X ) и поэтому W непусто.
Отображение L : Z × L2(0, T ;U) → L2(0, T ;Y) × L2(−r, 0;X ) задаёт систему

управления в виде (9) с вектором F0 = {−f,−h} ∈ V. Имеем

‖(Lẋ−Mx− Φxt −Nu, γ0x)‖2
L2(0,T ;Y)×L2(−r,0;X ) =

= ‖Lẋ−Mx− Φxt −Nu‖2
L2(0,T ;Y) + ‖γ0x‖2

L2(−r,0;X ) ≤

≤ 2‖Lẋ−Mx−Φxt‖2
L2(0,T ;Y) + 2‖Nu‖2

L2(0,T ;Y) + ‖x‖2
L2(−r,T ;X ) ≤ 3‖x‖2

Z +C1‖u‖2
L2(0,T ;U).

Таким образом, доказана непрерывность L.
Докажем коэрцитивность функционала (15). Имеем в силу равенства (12)

‖x‖2
Z + ‖u‖2

L2(0,T ;U) = ‖x‖2
L2(−r,T ;X ) + ‖x‖2

L2(0,T ;DM ) + ‖x‖2
W 1

2 (0,T ;X )+

+‖Lẋ−Mx− Φxt‖2
L2(0,T ;Y) + ‖u‖2

L2(0,T ;U) ≤ 2‖x‖2
L2(0,T ;DM )+

+‖h‖2
L2(−r,0;X ) + ‖x‖2

W 1
2 (0,T ;X ) + 2‖Nu‖2

L2(0,T ;Y) + 2‖f‖2
L2(0,T ;Y) + ‖u‖2

L2(0,T ;U) ≤

≤ 2‖x‖2
L2(0,T ;DM ) +‖x‖2

W 1
2 (0,T ;X ) +C2‖u‖2

L2(0,T ;U) +C3 ≤ C4J(x, u)+C5 ≤ C4R+C5 = C6.

По теореме 4 отсюда следует существование оптимального управления. Так как
функционал J представляет собой квадрат нормы в гильбертовом пространстве Y,
он является строго выпуклым. Поэтому оптимальное управление единственно.

Замечание 3. Если U∂ имеет внутреннюю точку, то оно содержит элемент из
C1([0, T ];U) в силу плотности этого пространства в L2(0, T ;U).

3. Случай интегрального оператора запаздывания
Пусть выполняются предположения предыдущего параграфа, а оператор за-

паздывания Φ имеет вид интегрального оператора с нетривиальным интегральным
ядром K : [−r, 0]→ L(X ;Y). Рассмотрим задачу управления

Lẋ(t) = Mx(t) +

0∫
−r

K(s)x(t+ s)ds+Nu(t), t ∈ [0, T ], (16)

Px(t) = h(t), t ∈ [−r, 0], (17)

u ∈ U∂, (18)

J(x, u) = ‖x‖2
L2(0,T ;DM ) + ‖x‖2

W 1
2 (0,T ;X ) + ‖u‖2

L2(0,T ;U) → inf, (19)

где h : [−r, 0] → X 1, P — проектор вдоль X 0 на X 1, U∂ — замкнутое выпуклое
подмножество пространства L2(0, T ;U), J(x, u) — функционал стоимости.
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В данном случае будем использовать банахово пространство

Z = {z ∈ L2(−r, T ;X ) ∩ L2(0, T ;DM) ∩W 1
2 (0, T ;X ) :

Lż(·)−Mz(·)−
0∫

−r

K(s)z(·+ s)ds ∈ L2(0, T ;Y)},

являющееся частным случаем аналогичного пространства, использованного в
предыдущем параграфе.

Теорема 6. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, f ∈ Cp+1([0, T ];Y), h ∈
C([−r, 0];X 1), h(0) ∈ DM1, K ∈ Cp+1([−r, 0];L(X ;Y)), K(n)(−r) = K(n)(0) = 0 при
n = 0, 1, . . . , p, X 0 ⊂ kerK(s) при s ∈ [−r, 0], U∂ — замкнутое выпуклое подмно-
жество пространства L2(0, T ;U), U∂ ∩ C1([0, T ];U) 6= ∅. Тогда существует един-
ственное решение (x̂, û) ∈ Z × L2(0, T ;U) задачи (16)–(19).

Доказательство. Пространства Y, Y1, V, U выберем, как при доказательстве
теоремы 5, с учётом изменения в определении пространства Z. Для доказатель-
ства данной теоремы достаточно показать выполнение условий теоремы 4. Со-
гласно теореме 3 существует решение задачи (16), (17) при некоторой функции
u0 ∈ U∂ ∩ C1([0, T ];U). Это решение лежит в Z, поэтому выполняется условие
нетривиальности множества допустимых пар. Остальные рассуждения повторяют
соответствующую часть доказательства теоремы 5.

4. Задача управления для системы
гравитационно-гироскопических волн с запаздыванием
Пусть Ω ⊂ R3 — ограниченная область с гладкой границей ∂Ω. Рассмот-

рим возмущённую интегральным оператором запаздывания систему уравнений
гравитационно-гироскопических волн [21]

∂v

∂t
− [v, ω] + ρ−1

0 r + gρ−1
0 e3ρ1 +

0∫
−τ

K(s)v(x, t+ s)ds = f 1, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (20)

∂ρ1

∂t
− 2βρ0v3 = f 2, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (21)

∇ · v = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (22)

снабжённую начальными условиями

v(x, t) = h1(x, t), (x, t) ∈ Ω× [−τ, 0], (23)

ρ1(x, t) = h2(x, t), (x, t) ∈ Ω× [−τ, 0], (24)

и краевым условием
〈v, n〉R3 = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ]. (25)

Вектор-функции скорости жидкости v = (v1, v2, v3), градиента динамического дав-
ления r = (r1, r2, r3) = (px1 , px2 , px3) и вызванного движением жидкости изменения
плотности ρ1 неизвестны. Заданы векторы e3 = (0, 0, 1), ω = ωe3 = (0, 0, ω), где ω —
удвоенная угловая скорость, g — ускорение свободного падения, а также единичный
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вектор внешней нормали n = (n1, n2, n3) к границе ∂Ω области Ω, β > 0. Заданная
функция ρ0 ∈ C(Ω) такова, что ρ−1

0 ∈ C(Ω).
Пусть L2 = (L2(Ω))3, Hσ — замыкание линеала L = {v ∈ (C∞0 (Ω))3 : ∇ · v = 0}

по ноpме L2, Hπ — его оpтогональное дополнение в L2, Σ : L2 → Hσ, Π = I − Σ —
соответствующие оpтопpоектоpы.

Определим оператор B ∈ L(Hσ;L2) по правилу Bz = [z, ω], где [·, ·] — векторное
произведение в R3; P3 ∈ L(L2;L2(Ω)) — проектор на ось Ox3: P3(z1, z2, z3) = z3;
E3 ∈ L(L2(Ω);L2) — оператор умножения скалярной функции на вектор e3: E3z =
(0, 0, z). Будут использоваться также операторы из L2 в L2 умножения вектор-
функции на заданную непрерывную на Ω функцию, например, ρ0 или ρ−1

0 , которые
будут обозначаться символами самих функций.

Уравнение несжимаемости (22) и краевое условие (25) заменим уравнением

Πv(·, t) = 0, t ≥ 0, (26)

(см. [22] по этому поводу). Оно означает, что скорость v заведомо ищется в про-
странстве Hσ. Поскольку градиент динамического давления r ∈ Hπ, возьмём

X = Y = L2 × L2(Ω) = Hσ ×Hπ × L2(Ω), (27)

L =

 I O O
O O O
O O I

 , M =

 ΣB O −gΣE3ρ
−1
0

ΠB −ρ−1
0 −gΠE3ρ

−1
0

2βρ0P3 O O

 ∈ L(X ;Y). (28)

Лемма 3. Пусть пространства и операторы заданы формулами (27), (28). Тогда
оператор M сильно (L, 0)-радиален, проекторы имеют вид

P =

 I O O
ρ0ΠB O −gρ0ΠE3ρ

−1
0

O O I

 , Q =

 I O O
O O O
O O I

 . (29)

Доказательство. Имеем

µL−M =

 µ− ΣB O gΣE3ρ
−1
0

−ΠB ρ−1
0 gΠE3ρ

−1
0

−2βρ0P3 O µ

 ,

(µL−M)−1 =

 D−1
µ O − g

µ
D−1
µ ΣE3ρ

−1
0

ρ0Π
(
B − 2βg

µ
E3P3

)
D−1
µ ρ0 A23

2β
µ
ρ0P3D

−1
µ O 1

µ
− 2βg

µ2
ρ0P3D

−1
µ ΣE3ρ

−1
0

 ,

где

A23 =
g

µ
ρ0Π

(
2βg

µ
E3P3D

−1
µ Σ−BD−1

µ Σ− 1

)
E3ρ

−1
0 , Dµ = µ− ΣB +

2βg

µ
ΣE3P3.

Оператор D−1
µ ∈ L(Hσ) существует при |µ| > max{1, |ω| + 2βg}, поскольку

‖ΣB‖L(Hσ) = |ω|, ‖ΣE3P3‖L(Hσ) = 1. Все остальные операторы в полученном вы-
ражении для (µL −M)−1 ограничены. Поэтому оператор M (L, σ)-ограничен [16].
Так как L(I − P ) = O, то L0 = O, поэтому оператор M (L, 0)-ограничен [16], а
значит, сильно (L, 0)-радиалeн [16]. При этом

RL
µ(M) =

 D−1
µ O − g

µ
D−1
µ ΣE3ρ

−1
0

ρ0Π
(
B − 2βg

µ
E3P3

)
D−1
µ O A23

2β
µ
ρ0P3D

−1
µ O 1

µ
− 2βg

µ2
ρ0P3D

−1
µ ΣE3ρ

−1
0

 ,
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LLµ(M) =

 D−1
µ O − g

µ
D−1
µ ΣE3ρ

−1
0

O O O
2β
µ
ρ0P3D

−1
µ O 1

µ
− 2βg

µ2
ρ0P3D

−1
µ ΣE3ρ

−1
0

 .

Поскольку µD−1
µ = I + µ−1ΣB + µ−2((ΣB)2 − 2βgΣE3P3) + . . . (соответствующий

ряд сходится по операторной норме), то, используя замечание 2, получим равенства
(29).

Замечание 4. Из вида проектора P следует, что X 1 изоморфно подпространству
Hσ × {0} × L2(Ω), X 0 = {0} ×Hπ × {0}.

Теорема 7. Пусть f 1 ∈ C1([0, T ];L2), f 2 ∈ C1([0, T ];L2(Ω)), h1 ∈ C([−τ, 0];Hσ),
h2 ∈ C([−τ, 0];L2(Ω)), K ∈ C1([−τ, 0];R), K(−τ) = K(0) = 0. Тогда существует
единственное решение v ∈ C([−τ, T ];Hσ) ∩ C1([0, T ];Hσ), r ∈ C1([0, T ];Hπ), ρ1 ∈
C([−τ, T ];L2(Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)) задачи (20), (21), (23), (24), (26).

Доказательство. Согласно лемме 3 оператор M сильно (L, 0)-радиален. С учётом
вида уравнений (20), (21) в качестве интегрального ядра в операторе запаздывания
имеем оператор-функцию

K(s) =

 K(s) 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Благодаря тому, что подпространство X 0 имеет вид {0} × Hπ × {0} и kerK(s) =
{0} × Hπ × L2(Ω), вложение X 0 ⊂ kerK(s) очевидно. Поскольку M ∈ L(X ;Y), то
DM = X и условие h(0) ∈ DM выполняется. По теореме 3 получим требуемое.

Положим U = Y = L2 × L2(Ω) и рассмотрим задачу управления

∂v

∂t
− [v, ω] + ρ−1

0 r + gρ−1
0 e3ρ1 +

0∫
−τ

K(s)v(x, t+ s)ds = u, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (30)

∂ρ1

∂t
− 2βρ0v3 = w, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (31)

∇ · v = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (32)

с начальными условиями (23), (24) и краевым условием (25). Множество допусти-
мых управлений U∂ задано как множество вектор-функций u = (u,w), удовлетво-
ряющих неравенству

‖u‖2
L2(0,T ;L2) + ‖w‖2

L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ R2, (33)

функционал качества имеет вид

J(z) = ‖z− zd‖2
W 1

2 (0,T ;Hσ×Hπ×L2(Ω)) + ‖u− ud‖2
L2(0,T ;L2×L2(Ω)) → inf . (34)

Здесь z = (v, r, ρ1) — неизвестная вектор-функция, u = (u,w) — вектор-функция
управления, zd = (vd, rd, ρ1d), ud = (ud, wd) — заданные функции.

Пространство Z в данном случае имеет вид

Z =
{
z = (v, r, ρ1) : v ∈ L2(−τ, T ;Hσ) ∩W 1

2 (0, T ;Hσ), r ∈ W 1
2 (0, T ;Hπ),
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ρ1 ∈ L2(−τ, T ;L2(Ω)) ∩W 1
2 (0, T ;L2(Ω)) :

∂v

∂t
− [v, ω] + ρ−1

0 r + gρ−1
0 e3ρ1 +

0∫
−τ

K(s)v(x, t+ s)ds ∈ L2(0, T ;L2),

∂ρ1

∂t
− 2βρ0v3 ∈ L2(0, T ;L2(Ω))

}
.

Теорема 8. Пусть h1 ∈ C([−τ, 0];Hσ), h2 ∈ C([−τ, 0];L2(Ω)), K ∈ C1([−τ, 0];R),
K(−τ) = K(0) = 0. Тогда существует единственное решение (v̂, r̂, ρ̂1, û, ŵ) ∈ Z ×
L2(0, T ;L2 × L2(Ω)) задачи (23)–(25), (30)–(34).

Доказательство. Возьмём u = 0 ∈ U∂ и по теореме 7 получим нетривиальность
множества допустимых пар. По теореме 6 получим требуемое.
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OPTIMAL CONTROL PROBLEMS FOR A CLASS
OF DEGENERATE EVOLUTION EQUATIONS WITH DELAY
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The existence of a solution to an optimal control problem for a wide class of equations
with delay not solvable with respect to the time derivative is investigated. The set of
admissible controls is assumed to be convex and closed in the space of control functions,
the minimized functional is quadratic. Under the condition of strong relative p-radiality
of the pair of operators in the equation, the theorems on the unique solvability of the
optimal control problem for the case of an abstract delay operator and for the case when
this operator has an integral form are proved. The obtained general results are used in
the study of the optimal control problem for the system of gravitational-gyroscopic waves
perturbed by an integral delay operator.

Keywords: optimal control, system with distributed parameters, degenerate evolution equation,
equation with delay, existence and uniqueness of a solution.
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