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Глава 1 

ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКИ ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

§ 0. Введение 

Пусть дана эргодическая цепь Маркова L со значениями 
в множестве V. Это значит, в частности, что для любого на­
чального состояния при t—>-оц имеет место сходимость к един­
ственному стационарному распределению на фазовом про­
странстве ЭТОЙ цепи. Если мы возьмем теперь счетное ЧИСЛО 
независимых экземпляров Lx цепи L, занумерованных точка­
ми х решетки Z)v, т. е, для каждой точки х задана начальная 
случайная величина |0(x) со значениями в U, то развитие про­
цесса происходит в каждой точке х независимо. Это определяет 
довольно простой марковский процесс со значениями в .Uzy , 
который также обладает свойством сходимости к единственно­
му стационарному распределению для любого начального со­
стояния. Далее мы рассматриваем' слабые возмущения процес­
са, сохраняющие равноправность точек (трансляционная ин­
вариантность), но вводящие зависимость между процессами в 
разных точках. Мы доказываем теорему устойчивости: сходи­
мость к единственному стационарному распределению для 
начальных условий, моменты которых не слишком растут при 
||x|j->-{infty}. В действительности мы в некоторых предположениях 
относительно цепи L получаем существенно больше: экспонен­
циальную сходимость и явный ряд для стационарного распре­
деления. 

Эта задача имеет определенную историю. Для конечного U 
первые результаты о сходимости были одновременно получены 
в работах |[2], [4], используя метод Добрушина [10]. Новый 
метод был предложен в £5]. В рамках современной идеологии 
теории кластерных разложений это было сделано в [27], [25]. 
Если U бесконечно, то возникают существенные технические 
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трудности. Однако случай, когда L удовлетворяет условию 
Деблина, прост. Для компактного U и некомпактного U в 
условиях Деблина это было сделано в [38], [Щ соответственно. 
Условие Деблина означает, что в цепи L имеет место 

|р«—я|<Се-°- , (D) 
где pt — распределение в момент t,% — стационарное распреде­
ление, а константы С > 0 и а > 0 не зависят от начального 
распределения. . . . ; • . . . . 

Классическим, примером, где не выполнено: • (D), является 
случайное блуждение на полупрямой (тра'нсляционно-инва-
риантное с ограниченными скачками). Э нем константа С за­
висит от того, в какой точке мы находились в начальный мо­
мент. Этот пример происходит..из •простейшей системы массо­
вого обслуживания. Множество других систем с этим же свой­
ством дают случайные блуждания в Z+1* со свойством, макси­
мально возможной однородности [24].'' ' 

ДЛЯ наших цепей мы должны не просто постулировать 
оценки (D) с константой С>0 , : зависящей от начального рас­
пределения, но иметь конструктивный прием получения .-.та-
йой оценки, который''в дальнейшем' должен быть обобщен на. 
класс процессов с взаимодействием. Наиболее универсальным 
таким приемом является использование' функций Ляпунова 
[31], [24]. И мы постулируем, что для нашей цепи такая функ­
ция построена. Укажем, что другой подход-—использование 
.Мажорант —развивался в.[20]. 
!";Мы рассматриваем два существенно, технически ."различных' 
случая: ' ' " ' ... ''. 
"- ; 1) счетные цепи L с дискретным временем в общем случае, 
задавая функции Ляпунова •' аксиоматически; ' случай*- йёпре--
рывного времени вносит, конечно, ряд модификаций (см. [14]), 
мы его опускаем в нашем обзоре; 
-' 2) системы стохастических уравнений Ито с полиномиаль­
ным ростом коэффициентов сноса. Особенность этого случая 
состоит в том, что мы исследуем сходимость конечномерных 
плотностей, и нужны довольно тонкие оценки •плотностей в 
конечномерном случае. • 

' Техника довольно громоздка, но общая схема доказательств 
проста. Мы получаем формальные ряды интегрированием урав­
нений Колмогорова. Эти ряды являются аналогами кластер­
ных разложений для данного случая. Коэффициенты этих ря­
дов нумеруются диаграммами. Ненулевой вклад дают лишь 
«связные» диаграммы, число которых оценивается A™, гдеп — 
число ребер диаграммы. Факт связности здесь чрезвычайно 
прост и не требует- никакой техники семиинвариантов. Для 
диаграммы мы получаем оценки типа у*-(Ав)п, 0 < 7 < 1 , где t— 
«высота» диаграммы, е —параметр' взаимодействия, что дает 
сходимость нужного нам ряда. Основные трудности возникают 
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при получении указанной оценки вклада диаграммы. Эти оцен­
ки получаются из оценок одномерной плотности, ее производ­
ных и оценок типа (D) с указанием зависимости константы С 
от точек и, v в переходной плотности p(t,u,v). Оценку типа 
(D) мы используем для длинных ребер диаграммы. 

Случай ограниченных коэффициентов сноса в уравнениях 
Ито был рассмотрен в [26]. Здесь мы подробно рассматриваем 
случай их полиномиального роста. 

Отметим еще раз, что мы рассматриваем здесь случай ма­
лого возмущения независимых процессов. Другой случай — ма­
лые возмущения гауссовских (линейных) систем. Чисто гаус-
совские системы рассматривались в [12], [15], [16], [30], [34]. 
Малые возмущения гауссовских систем Ито возникают, напри­
мер, в так называемом методе стохастического квантования 
[35]. Однако до последнего времени все строгие результаты для 
метода стохастического квантования были получены в конеч­
ном объеме пространства. Доказательство экспоненциальной 
сходимости соответствующих систем см. в [35fj. Там же по­
строена теория уравнения Ито в грассмановом случае и дока­
зана экспоненциальная сходимость. Возмущения гауссовых си­
стем особо интересны, т. к. позволяют сделать предельный пе­
реход от решетки к непрерывному пространству. 

Кроме метода стохастического квантования, в последнее 
время такие процессы рассматриваются в модельных задачах 
магнитной гидродинамики ([21], [15]) и в сетях связи ([20], 
[И]) . 

Теоремы существования и единственности бесконечномерных 
уравнений Ито см. в [9], [21], |[28], (33]. • 

Надо сказать о результате Т. В. Гири [8] относительно 
сходимости к равновесию для систем в бесконечном объеме. 
Его отличие от нашего случая состоит в использовании свой­
ства монотонности. Остальные результаты относятся к конеч­
ному объему. Результат Гири, по-видимому, связан с теми до­
казательствами сходимости общих процессов с локальным вза­
имодействием [36], которые основаны на некоторых свойствах 
монотонности (см. также 137,]), но из которых нельзя извлечь 
даже экспоненциальной скорости сходимости. 

Для чтения статьи достаточно базовых понятий из теории 
цепей Маркова. 

§ 1. Формулировка основных результатов 

1. Локально взаимодействующие цепи Маркова со счетным 
множеством состояний и дискретным временем. Здесь U счет­
но; пусть p(u,v), и, v&U — вероятность перехода в счетной це­
пи Маркова L за один шаг из и в и. 

Относительно цепи Маркова L предполагаются условия, 
6—2527 81 



обеспечивающие ее эргодичность и достаточно быструю сходи­
мость к стационарному распределению [24]: 

L — неприводима и непериодична; (A0) 
для цепи L построена функция Ляпунова (А-) 

f: £/{to}R+ такая, что 
а) ряд 2/ ехр{—-bf}, где суммирование проводится по всем 

значениям функции /, сходится при любом 6>0, и ДЛЯ любого 
r6R+ множество {u&U\f(u)^.r} конечно; 

б) р(и, v)¥=0 ТОЛЬКО в том случае, если 
| / («)-f( t , ) |<M 

ДЛЯ всех u,v&U, где М — некоторая положительная константа; 
в) для всех u&U\U0 

2 -.*."»(й,-)/(гО--/(и)<-^ 
vQU 

где множество U0czU конечно, б>0 — фиксировано, k — огра­
ниченная функция на U со значениями 1,2,3,.. . , pm(u,v) — 
вероятность перехода цепи L из и в v за k шагов; и, vGU. 

Многочисленные примеры таких цепей, например, в [24]. 
Рассмотрим на U дискретную топологию и на UzV топологию 

тихоновского произведения. Пусть &—наименьшая а-алгебра бо-
релевских подмножеств UzV в этой топологии. 

Определим марковский процесс Ъ{ = (^(г), z&v), t&+, со зна­
чениями в (UzV, Щ, задавая: 

1. распределение случайных величин £,0(;Z), ZQZV, на ('U--v, &), 
т. е. начальное распределение; 

2. переходные вероятности, определенные так, что для каж­
дого т > 0 при любых фиксированных значениях {gt(2)GU. 
zeZv} случайные величины !*+1(.г), z6Zv, условно независимы 
для разных г и 

P{tw(z)=H\h} = P(h(z),tt)+BC(lt(z+Q), и), (1,1.1) 
где множество QcZv , | Q | < » , фиксировано, 0.3Q; 

z + Q = {z+l\№}, 
tt(z + Q) = (lt(j$, xez + Q); 

egR—константа взаимодействия, функция c:RW'+1-.-R удов­
летворяет условиям: 

{0<p(a0,-o) + ec{ttQ,v)<l (А2) 
для всех v£U, UQGUW И | е |<е ' , %'— некоторая положительная 
константа; 

2иеСгс(и<-, и);=0 (Аз) 
для любых UQGUW. 
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Условия A2 и A3 ЯВЛЯЮТСЯ необходимыми и достаточными 
для того, чтобы (1.1.1) было распределением Вероятностей на U 
при любых (g.(z)eU. zeZv), | e | < e ' . 

Таким образом процесс g.= (|.(.г), z6Zv), t6Z+, является 
«малым возмущением» набора независимых экземпляров счет­
ной цепи Маркова L, занумерованных точками решетки Zv. 
ДЛЯ функции с дополнительно предполагается: 

|c(uQ,w)|{le}pw(«0, и) .• (А4). 
для всех иб/7, UQGUW, И некоторого т > 0 . ' 

Т е о р е м а 1.1.1. Пусть выполнены условия А0—A4, и пусть 
совместное распределение случайных величин |o(z)> z—v,-
удовлетворяет условию 

jW'{exp'U|j/(E0(3;))jJ<Cg-' (A5,> 
для любых rCs*l, попарно различных Z\,.. ., znGZv, где 
ао> Go>0 — некоторые константы. 

Тогда существует такое е 0 >0, что при всех | е | < Е 0 , для 
любых попарно различных zu ..., zh£Zv, k^l, существуют 

lim P{lt{zi)=uu ...,lt(Zk) = uk} = PK z\ui,..,,uu) 
/-+CO 

и задают предельное стационарное распределение. Более того,, 
эти пределы являются аналитическими функциями по е в об­
ласти ,|е| <е 0 , и для любого tGZ+. 

|-P{^(-"l)-=Ml7 • ...S((2ft)----«*}.— P~"-'"**(Ui, • . . , И й ) } | < 

для некоторых констант a i = a i ( a 0 ) > 0 , Ci — C\'(ao,C0)>p при 
всех 6 > 1 , z i , . . . , z-.ezv, zi^Zj при l{le}£<j{le}&. 

2. Диффузионные процессы с локальным взаимодействием. 
Пусть (Q, F , Р) —некоторое вероятностное пространство с 
пОТОКОМ (Fi)i>0. 

Рассмотрим бесконечномерный диффузионный процесс 
|.— (g.(z),zeZv)6RzV на (Q, F , Р), определенный системой 
стохастических дифференциальных уравнений 

+ a(lt(z))dwt(z) (1-1.2) 
где wt(z), t^O, zGZv— стандартные винеровские процессы, со­
гласованные с F t и независимые для разных z6Zv„ Q = 
={/i = 0, lz,..., IN} — подмножество Zv; с начальным условием 

Eo---4-(4(z).zez»), ' (1-1-2') 
согласованным с F0{cdot} 

Условие (Bi): функция Р{и) как при u > w o > 0 , так и при 
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— w > « 0 > 0 ограничена сверху и снизу многочленами нечетной 
степени п ^ 1 с положительными коэффициентами при старшем 
члене, и Р(«) имеет непрерывные производные до третьего по­
рядка включительно, причем для любого а > 0 

Hm \Pf"(a)\e-a!l*=Q. (1.1.3) 
|И | - ) -О0 

Отметим, что условие (Bi) обеспечивает эргодичность каж­
дого процесса %t(z), z6Zv, при s=-=0. 

Условие (Вг): 
N 

b(uu...,uN)\<sB^i\Ui\n-& 

; = i 

для некоторых 5 , 6 > 0 (без ограничения общности можно счи­
тать, что 0 < б < 1 ) , и функция Ь имеет непрерывные частные 
производные до третьего порядка включительно, причем для 
любого а > 0 

lim шах 
||«|]->-о l<l,J,k<N 

с^С», «л.-) 
duidujdiik 

-аПиП'-О. (\ЛЛ) 

Условие (Вз): функция о отделена от нуля и от бесконеч­
ности, т. е. 

O<ci-<0(w)<c2<°o, «6R, 
для некоторых c2^=ci>0 и бесконечно дифференцируема. 

Условие (В4): функция а'(и)^Р(ъ) dv равномерно ограничена 

no«6R,H Р' (и)— • ") < —Аи?п, | .а |> а1, для некоторых .А, Й 1 > 0 . 
а- {и) 

Условие (В5): для каждого zGZv случайные величины ц(г) 
ограничены, т. е. 

Ti(z)6j— C;C] ,C>0,zeZ v . 
Одним из возможных способов определения процесса 

(1.1.2), (1.1.2') является рассмотрение конечномерного урезания 
ltA процесса (1.1.2) с нулевыми граничными условиями, т. е. 
систему (1.1.2) мы рассматриваем лишь для z6AcrZv(|A| <оо) 
и полагаем g((z)=0, z<$A. (Существование и единственность 
решения такой системы доказаны, например, в [21]). Далее 
можно доказать, что %t

A сходится при всех t в смысле конеч­
номерных распределений при AfZv. 

Фактически из наших рассуждений будет следовать суще­
ствование процесса (1.1.2). 

Т е о р е м а 1.1.2. Пусть выполнены условия (B1) — (В5). 
Тогда для каждого конечного XczZv и t>0 существует плот-
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ность распределения 
pr\{t, vx), -oxeR1*1. 

вектора (.-4(z),zeX), где | г — процесс, определенный в (1.1.2), 
(1.1.2/), причем существует такое ео>,0, что при всех |е|<во. 
при t-*-oo плотность p^it.Vx) экспоненциально сходится к не­
которой плотности p{vx) независимо от начального распределе­
ния Т|: 

\Pn(t,'Ox)-p(vx)\<e^e-yt 

при t^to, t0, 9—9(C),y>0— некоторые постоянные. 
Более того, при | в | < е 0 функция p{vx) аналитически зави­

сит от в. 
Сформулируем еще две теоремы, дополняющие результат 

теоремы 1.1.2. 
Теорема 1.1.3. В условиях теоремы 1.1.2 при п—1 можно 

положить в условии (В2) 6=0, и результат останется справед­
ливым. 

Теорема 1.1.4 ([26]). Пусть для функций Р, Ъ из уравне­
ния (1.1.2) выполнены условия: найдутся такие Со, В, ио>0, 
что 

Р(ц)<—С0, и>и0, 
Р(и)>С0, и<-и0; \Р(и)\, \b(u) |{le}B, uGR, «GR-", 

и выполнены условия (В3) — (В5), (1.1.3) и (1.1.4). Тогда все 
утверждения теоремы 1.1.2 справедливы. 

Глава 2 

КЛАСТЕРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ 

§ 1. Диаграммы и кластеры 
Определим понятие диаграммы в двух случаях по-разному. 

Диаграмма есть пара из множества точек и множества отрез­
ков. 

Пусть Щ\,2,...}, и пусть A—{(z.{cdot},s.), t= l , . . . . . k) для неко­
торого k>l —подмножество ZVX{1> 2 , . . . , t—1}. Точками диа­
граммы Di(£, A) будут точки множества 

D,(A)-4U{2+Q}x{T~1}| (г,т)М}. 
Пусть t>0, и пусть A={(Zi,Si),i=l,...,k} для некоторого 

£>1, z(GZv, i= \,..., k, 0 = s w < - i i < . . . < s i < - o - - - - 1 . Точками 
диаграммы D2(t,A) будут точки множества 

D2(A)=={(zi,si_1), {г<+д}Х{5<}, -=1 к). 
При этом элементы множества А будем называть главны­

ми точками диаграммы. 
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Отрезком диаграммы D. {t, А), £б{1, 2}, является любое мно­
жество 

/(|g,t,T /)'.-={|8}X(t',T /], 0 ' < t < t ' . < t , 
'содержащее хотя бы. одну точку диаграммы D{(t,А), и такое, 
что , \ ' 

I (г, т, т') П {Dt (А) и {Zv X {0, *}}}=-{(«, t), (z, %')}, 
причем (z,x')$A, если i~\. 

Точки (г, т) и (2,т') будем называть, соответственно, НИЖ­
НИМ и верхним концами отрезка.. Главным отрезком назовем 
отрезок диаграммы, нижний конец которого является главной 
точкой (см. рис.). 

S f1 

SK-1 

PI 
•ft O С --(N 

• 5 , 

I 

• u O -
® -

Z1 z 

точка диаграммы 
гладная точка диаграммы 

. гл г 
\ - отрезок 
£ - иаВный. отрезок 

Определим понятие кластера. Пусть X — произвольное ко­
нечное подмножество Zv, k^l, t>0, — произвольно фиксиро­
ваны. 

(X t) -кластером в ZVXR+ мощности k назовем любое мно­
жество точек 

{(z.,Si), t = l , . ; . ,k),z.GZv, t>Si>0, i - 1 , . . . , k, 
такое, что , 

1) zieX для всех индексов l{le}t-0, если , 
Si=max{su.,.,sk}; 

•• 2) 2; 6 U {zt + Q) и X для остальных индексов l < i < k. 
J:sj>si , . . . , ' • ' 

§ 2. Кластерное разложение 
В этом параграфе, используя диаграммную технику, мы 

преобразуем рядк для конечномерных распределений в наших 
случаях. 

1. Цепи Маркова с дискретным временем. Пусть %t — про­
цесс, определенный в гл. 1, § 1, п. 1. 

Определение. Пусть (x, t)GZVXZ+- Конусом с вершиной 
й точке (х, t) назовем множество Л(д;, £) —ZVXZ+, определя-
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емое индуктивно так: 
л(#,0)=.{(л:,0)}, 

A(x, t + 1)-=U A(j- + y,f)U{(.M + l)}. 
yQQ 

Пусть A0(x, *)=A(x, t)\(Z'X{0}). 
Для каждого Xc:Zv, |X| <{infty}, *6Z+, «*-==(«.-, *6X)6[/IX| no 

формуле полной вероятности из (1.1.1) получаем: 
p{it(x)^ux> xeX}—24n(p(4_1'^)+e^(«^Q>^))|x 

XPMy)°=uJ>,(y,0)G\jA(x,t)U (2.2.1) 
I XGX J . 

где 2 ' — сумма по всем конфигурациям: 
« 

Й = | й - 7 |(у , r)e U Л.(х, t)Y такое, что и , — и * , х£Х; 
1". *е* I 

И-произведение по всем точкам (J/, ?)€ 1J Л(л:, i ) . 
xQX 

Раскроем в (2.2.1) скобки. Тогда p{it(X)=ux, .xeX}-=2'2 e'A| Г П J (и»"1--4) 
Ш . * ) б А « А 

X 

X П ' с(«£& 4)1 Р Г.;0(у)—иу°, (у, 0)6 U Л(дг, t)l, (2.2.2) 
{y,i)QA J \ xex J 

где S ~ сумма по всем подмножествам А с и Л,-(л, t) ; 
• • А • . ' - " g X 

А= U A 0 (x , f ) \A 
Рассмотрим для каждого A9 и Ло (л:, t) величины 

JCQX 

К A (UX, * ) = _ ' Г П р{4~\ 4)] \ П С (Uj+J,, ify) 
• ЛУ,1)ЬА J 1^-х)ел 

xPJio(j/)-=a,°. (у.о)еил(х,*)] 

X 

>fg0((/)-«/, (^0)euA(x,t)i. 
I ^e* J 

Учитывая условие (А3) на функцию с (Гл. 1, § 1, п. 1) и 
воспользовавшись определением кластера, нетрудно понять, что 

КА(ИХ, ^ = 0 

для всех Mx6U '*V'e—H множество Аф0 не является (X, t)-
кластером. Следовательно, 

Р {It 0*) = 4-, JC6X}- . 2 е ' Л 1 / ^ («--• 0 + ^ 0 (Ях. 0 . (2.2.3) 
Л - (Х'.О-кластер 
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P {So *•*)-= «A x X), 
где 

/Си(ax, 0 = 2 Г П..»<->(я*-, Их)" 

и для каждого (Л', ^-кластера А величины К A (fix, t) на языке 
диаграмм выражаются так: 

КА (их, 0 = 2 [IF (с (ul+l
Q, ul)p{x'-x)(ul, $'))] X 

X[ny-'-*)(aJ, иЛ]^^о(^) = Иу°. (y,0)eG(A)U{^X{0}}}, (2.2.3'} 
где П1 — произведение по всем главным отрезкам 1(у,%,%') 
диаграммы Di(^A); 

П2 — произведение по всем остальным отрезкам 1(у,х,х') 
диаграммы такое, что (г/, т') 6.Di (j4) 

2—сумма по всем конфигурациям 
и 

«-=(4eU|(y,t)eD1(A)u{Xx{0}}uG({cdot}A), я„ -и у , уех], 
G[A)—проекция множества Di(A) на слой ZvX{0}: 

С (A) ={(у, 0) | Ят>0 : ,Q/, т) GD, (A)}. 
2. Диффузионные процессы с локальным взаимодействием. 

Получим разложение в ряд плотности конечномерного распре­
деления для этого случая. 

Пусть XdAC.Zv пооизвольио фиксированы, |Л [<-о . Из 
теоремы Гирсанова [22] следует, что процесс (if (г), z&) 
(процесс | f определен в гл. 1, § 1 п. 2) обладает плотностью),, 
— обозначим ее через pA(t, vx), которая удовлетворяет прямому 
уравнению Колмогорова: 

- е 2 J 6/x»{,+Q)4A)^^(^+Q)P(--^xU{-+Q})]X 
z£X Rl{-+C?}\x| • \ 

XdV{*+Q}\x, (2.2.4) 

где 6(t)K) —6-функция на RK, 1TcZv, | F | < o o . 
Обозначим далее через Я- и Н\ операторы, действующие на 

|' Y | — частичные плотности p^(t, vy), —-КсЛ—произвольно, сле­
дующим образом: 

HoPA(t,vy)=-2{zrl-p(Vz)PAV>Vr)l + 



(2.2.5) 
+ т ^ И^) РЛ (-У "-М]} 

HtPA (t > "г) — - 2 S б (*{*+<?}\л) X 

Х - — - { 6 ( - j - + Q ) p ( t , "хи{г+(Э})}de{{cdot}-+<?j4x. 

Тогда уравнение (2.2.4) можно переписать так: 

jjp^t, vx)=*{H0 + Mftpit, vx). (2.2.6) 
Обозначим через е^-', t > 0 , полугруппу операторов, связанную 

С «невозмущенным» процессом if (т. е. в (2.2.4)6=0). Тогда 
решение уравнения (2.2.4), обозначим его через pK(t,vx) ПРИ 

е=0 , можно представить в виде: 
РА(^ъх)^е^рА(0,ъх) 

либо 

p§(tt vx)= jj p0
Aj.t, «x, vx)tp^{0, ux)dux, (2.2.7> 

R.--I 

где p^(t, «^.t-j-)-фундаментальное решение уравнения (2.2.4)> 
при 8=0, т. е. плотность переходной вероятности «невозмущен-
ного» процесса (it(z), zQX). 

Ясно, что для всех Л, А'^Х, |Л| , | Л ' | < оо, 
PA(t^x)=pA'(t,vx). 

Поэтому далее мы будем использовать обозначение p0(t, vx) (и 
po{t, Ux,vx)) Для ПЛОТНОСТИ (переходной плотности) процесса 
(|4(z),zGX) прие-0. 

Уравнение (2.2.4) при е^О эквивалентно уравнению 
t 

p*(t, т>х)*=ен^рАф, vx)-\-s jj e"-.--->//V-(s, vx)ds. (2.2.8) 
о 

Очевидно, что решение уравнения (2.2.8) можно представить 
в виде 

PA(t,vx)=e"°'p*(0,vx)+ 
оо t sx 'sk-i 

+ 2 е * $ I • • - \ ея-(---')ям-("--')... 
* - = • 0 0 О 

. ..Hteff'SkPA(0, Vx) ds, (2.2.9) 
если последний ряд сходится при всех f>Q, vx&HIXI. 
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Далее мы докажем равномерную сходимость ряда (2.2.9J 
по Л, что позволит перейти к пределу при AfZ*. Иными сло­
вами, мы построим процесс | t , определив все его конечномер« 
ные распределения. 

Центральным пунктом доказательства равномерной сходи." 
мости является кластерное разложение. 

В этом случае удобнее воспользоваться следующим поня­
тием кластера в ZV v 

Пусть X — некоторое конечное подмножество Zv, fe^l. Ha-
.зовем X-кластером в Zv мощности k любое упорядоченное мно­
жество точек из Zv z= (21,. . . , 2h) такое, что 

1) 2,61; 

2) .e(6U {Zj + Q}l)X. ' ' v 
Ясно, что если г—-X-кластер в Zv мощности k, то для про» 

извольного s='(su ... ,sh), t > S ! > . . . >s f e >0 множество 
{г, s) ={(zu Si), i~\,..., k) является '(X, ^-кластером в 
Z"XR+ мощности k. Обратное утверждение также верно. 

Теперь, используя представление (2.2.7), как и в предыду.., 
щем случае, ряд (2.2.9) МОЖНО переписать на языке диаграмм 
так: 

СО 

pA( t ,^)=Mp0( t ,TfX ,^+2s^ipo(- : .%)- <2-2.-°) 

здесь для каждого k > 1 

<&PO(*,VX)- 2 $ $ • • . 5 $ • ••$(• П б (^ ) )х 
г-Х-кластер ft J g £ g [<у./).(у1-,).3 J 
МОЩНОСТИ A gA(-)\A .. 

X |П1 6 (ui+Q) —ypo (s;_1 - Sj, u[, *4_!)} {П2/?0 (s, r- .s> u}
y, ul

y)} X 

x ( П pu{t,uf\vy)\P^{du\tUux}^)nzd^ 
\y§X\A(z) J 

rqeдля каждого: z • , . . . . 

A(2)=U {z;+Q}; ч л - ( ч г . 26Л) 

«5-—«»,, f/6X; 
и для всех s= (si, ... , sh), t=s0>Si> ...'>sh>.sft+i=-0, 

(Z, s7 = {(Z.,S.;);.. i-1,...,&}, 
• ""IIi — произведение по всем главным отрезкам I(y,sjtSj-i) 
диаграммы D2(̂  (z, s)); • • ' ' _ • • 
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П2 — произведение no всем остальным отрезкам 1{у, sj, si) 
таким, что (у, si)eD2(z,'s){}{XXty, 

Пз — произведение по всем точкам (у, s3) диаграммы. 
(При выводе этого.ряда мы воспользовались тем фактом, что 

§ ^ А ( и ^ ) й = 0 , «6R, t>0. ) 
ж 

Таким образом, из приведенных (формальных) разложе­
ний ясно, что для дальнейшего изучения взаимодействующих 
процессов g. необходимо рассмотреть свойства «невозмущен-
яых» процессов. Невозмущенным (одномерным) процессам и 
яоевящена следующая глава. 

Глава 3 

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ СХОДИМОСТЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
НЕВОЗМУЩЕННЫХ ПРОЦЕССОВ 

§ 1. Экспоненциальная СХОДИМОСТЬ 
переходных вероятностей цепи Маркова 

с дискретным временем 

Рассмотрим счетную цепь Маркова L — {4t}tQz+, определенную 
в главе 1, § 1, п. 1. i 

У т в е р ж д е н и е 3.1.1. Для любого h > 0 можно указать 
.такие Pi>0 и di>0, что для любого tGZ+ 

Р {ч~<Ш0, ^eZ+1 0 <т < * | tio — aXd-ieVW-P.', 
где f, U0 — из условия (Ai). 

У т в е р ж д е н и е 3.1.2. Существуют такие постоянные 
•'-?• Рг. d2>0, что для любого U&U, t6Z+ при t>q~lf{u) 

|-•')(«, Ио)—я0(и0)|<й2е-Р-', 
где и-GUo и {зго.(«)., uW} — стационарные вероятности для це­
пи L. 

бба эти утверждения доказаны в [24]. 
3 а м ечание 3.1.1. Заметим, что в условии (А,) в) без 

•ограничения общности можно считать, что |Uo|-~- и Uo—{Uo}. 
Действительно, цепь Маркова L неприводима и непериодич­

на, значит существуют-no'GZ+ и i6~>0. такие, что для любого 
ubUQ 

./*<«•>. (и, .аь)>б0>0. 
Поэтому, если для функции f множество U0czU состоит бо­

лее чем из одной точки, можем рассмотреть другую функцию 

. . . f i :C-R+ - . . . 
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положив 
fi("o)=f(Wo), 

/ 1 ( и ) - / ( й ) + - ^ + б 1 + / ( й 0 ) , щфт&, 
где 6j>0 и M>0— константа из условия Ai6), а также вме­
сто функции k — функцию k\ : U-*-Z+, 

*'(B) = W «6Uo-
Тогда для дообого u^U, афщ 

2/-(Й1(и))("> ^ / ( - э ) - / ( а ) < - б ' , fi'>0. 

При этом в условии ограниченности «скачков» (A.6)) из­
менится лишь константа М. 

Отметим, что утверждение 3.1.2 эквивалентно следующему 
утверждению. 

У тверж дение ЗЛ.2'. Для любого А>О можно указать-
такие р2>0 и d2">0, что для любого UQU И tQZ+ 

|/?(')(«, «о)—no(«o)|<d;exp{h/(M)-p;t}. 
Рассмотрим теперь важные следствия из этих утверждений. 
Утверждение ЗЛ.З. Для любого h > 0 можно указать-

такие константы р3>0 и d3>0, что для любого u£U и любого 
набора tj, tj&+, J —0, ..., N, 0 < ^ 0 < t o < . • • <tN<t'N имеет 
место неравенство 

Р{^фщ, tj<t<t'}, j = 0 , ...,N, t€.Z+\i\0 = u}< 

<d^+ 1exp А / ( а ) - р 8 2 ( - / - ' / ) • • 
I . /=1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При N=0 это утверждение легко сле­
дует в силу замечания 3,1.1 из утверждения 3.1.1, поскольку 

Р{Ц%ФЩ, * = to» ••••» 'oho — И}< 
<Р{ч\г=£=Щ, т = 1, . . . , io|T) —й} + 

- 0 - 1 

+ ^Р(,1){и, щ) Р %фщ, ' - - ( + 1> ...,tohT—"o}< 

/.--1 

< 2 r f i e p { - P i ( < i - t - 1 ) + A / ( a i ) ) } + rf1exp{-P,.fo+A/(a)}-

Аналогично для Л/=-/га + 1, /n6Z+: 
•Р{%^%> * - t j , •••> ')> У—О- . . . , / n + l|T]0.-u}< 
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<Р{т\хфиа, i = tp . . . , t ) , / = 0, . . . , m—1, 
t = tm, . . . , С+1 |~ 0 = й} + 

+ ^ P{riT~Ma, T —ty, . . . . i), y' — O, . . . , от |т]0 — Й } Х 
t=t' 4-1 m 

XP{Tlt=?--% -J-=-t4-l, . . . , tm+l|T|< —«0>. 
Из последнего неравенства индукцией по m получим ут­

верждение 3.1.3. 
Утверждение доказано. 
Из этого утверждения в силу условия ограниченности скач­

ков цепи L (условие (Ai6)) вытекают также следующие два 
утверждения. 

У т в е р ж д е н и е 3.1.4. Для любого h > 0 можно указать та­
кие «4, h', P4>0, что для любого t£Z+ и любого иШ 

{sum} /><•> («, v)eh'f(v) <die,lf^ 
vQCf 

a 

где E«>(". o)=P{T)t¥=u0)T— 1 , . . . , t— l,T]t=-{cdot}-,|tio="}. 
У т в е р ж д е н и е 3.1.5. Существуют такие h s > 0 и a s>0 , 

что 
2 Я 0(И) е Л Л " ; > <^5-

Докажем последнее (здесь) утверждение относительно це­
пи L. 

У т в е р ж д е н и е 3.1.6. Для любого /1>0 можно указать 
-такие Л6, d6l fo>0, что для любого uHU, Ш+ 

2|Р('Ч«- ^-Лf lИl e f t , / ( 0 ) <-^ (" ) . 
.••g.У 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим 
t 

pU)(u,v)^Fu\u, 0 + 2 .Р(,Ч". "о)^С^г>(Щ*"0) 
1=1 

и 
t 

-toH — 2 n o ( W ) F ( 0 ( « ^ ) + 2 ITo(KoiF ( '^ )(«o-^)-
uQU T - l 
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Тогда 

| p.')(«, i))-n0(t))|<E('V,"«)+ 2 M-OF^V- ^)+ 

+ {sum}|P(t)(--^)-"o("o)l^('""T)K^)-
•v=i 

В силу утверждения 3.1.4 ДЛЯ любого h>,0 найдутся такие 
h ' ,p 4 ,d4>0, что 

2 | /? ( 'Ч"> a)--Я0('O)|eh'''<">.< 

< d ^ a •-.-<• -|- ' 2 я0 (и') eft/< *' >-fc- + 

+ 2 I J-*("°(a' "о ) -ЛоЫ |е*««->-Р-«-—-•>. 

Используя теперь утверждение 3.1.5 и 3.1.2, получаем ут­
верждение 3.1.6. 

Утверждение доказано. 

§ 2. Экспоненциальная сходимость 
плотностей одномерного диффузионного процесса 

В этом параграфе мы будем изучать процесс, заданный: 
уравнением 

dh=-P(tt)dt+o(b)dwu / > 0 , (3.2.1) 
!o=w<-R, (3.2.1') 

где Р, а — функции из (1.1.2). 
1. Оценка плотности. Обозначим через ft процесс, заданный. 

уравнением 
dlt^a^dWf, t>u, (3.2.2) 

1о = И. (3.2.2') 
Из теоремы Гирсанова [22] следует, что процессы |* и §. об­

ладают плотностями переходных вероятностей (обозначим их 
соответственно через p(t,u,v) и pitu/v), и, D-3R, £>0) , при­
чем 

p ( t ,« , v)= 

—p^^^^fexpff^^^-ir—s—^ 
о 

для всех ^>0, и, i>6R 
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Лемма 3.2Л. Существуют такие а, а, р, р., р2>>;0, что 

>Х Кт^е-Ф^-»™* 
Vt 

е~0~п+\ t>a-c--D, 
(3.2.4) 

<Эи 
•p(t,u,v) <а 

n e P l ^ ' - i i i 7- - -P .^C" )+^)^ 

X g-pU"+'_j_g-<cctt-re, j« < — ( л - 1 ) ; (3.2.5) 

где 
V 

В (v) = —---—- J P («). d,tt, t > 0, a, weR. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя формулу Ито, преобра­
зуем правую часть выражения (3.2.3): 

ХМ ехр 

p(t, и, v)=p(t, и, -jJe-'CWX") х 

- $ 2 P ( U 
о 

._ dwa+\g(&a)ds' \t=v , (3.2.6) 

где 
ц 

P(«) = Jp(«)d«, 

g (а)=== _ _ L ___!>L + ± Р^_2Р (и) JZ^L -
6 w . 2, о-(a) 2 w о (a) 

_ / a ' (a) y 
-2^Н«2(")(-^г)-

Найдем оценки для p"(f, и, v) и математического ожидания 
в (3.2.6). C помощью случайной замены меры (см., например, 
16]) процесс |t можем представить так: 

|,=-и+даф_1, (3.2.7) 

Г 

где ф-1—обратная функция к Ф* = \ о (u+ nt}s)~2 ds. 
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Отсюда легко понять, что найдутся такие а', а">0, что 
еаЧ _ ( « — ) - , а . 

p{t,u,v)<y=-e * (3.2.8) 

для всех *>0, и, ueR:. 
Учитывая ограничения на функцию <т(.В3, В4)'. нетрудно вы* 

вести: 
t . .-- . t 

Mi exp 
С a' Qs) С 

- - - \ 2 P ( U - - = — d ^ + \ g ( U 

<eP<U|expjj2g(yd.s 

d.s 

\ l / 2 

• = • • » < 

£ « - - (3.2.9) 

для некоторой |S'>0. 
Пусть далее |n|^w0i ио>0 — произвольно фиксировано. 

Рассмотрим последнее математическое ожидание в (3.2.9|i 

М ехр $2g(L)rfs !<--'->< 

<\тахехр 2f g(«+y)ds + 

+ /» (* -* Ли-.»-») \P(dx), (3.2.10) 

где m=maxg(«); 

P(dx)=P{ max |да _i l e d ^ l ^ -i=v —и}; 
О<Ф71<ФГ

1ЛФ~1(Л_1)
 Ф* Ф ' 

M'- I = -Din{«,")}, и, *>eR. 
Используя известную формулу плотности распределения 

max ws (си., например, [19]), легко вывести оценку для P(dx): 
(2x-\v-u\y а, ~ - — — а.у 

О - ц ) ' 
P(dx)<^-e ' ut(2x-\v-u\)e~r~aidx, 

если t <«-('•--). и 

x>\v — u\, 
P(dx)=0, x<\v-u\, 

(3.2.11) 

P{dx)<-^-Vte - a ,X 

96 



_ C U - \g\)*al < V - ( P - и ) ) ' д 

X | Y £ -7= (2JC-|J/ |)? - ^ L dytfx, (3.2.12)' 

^ и ,,fJf,'M~("_1)' где a3, a4>0 — некоторые" постоянные, t==; 

Пусть i<H-("-i>, _1_ | й |> |и —и|. Подставляя (3.2.11) в 
(3.2-10), находим 

М expjj 2g(ls)ds f( = J < 
I " . / 3 2< max g(u+y) 

< \ е w<x P(dx) + 
\v-a\ 

^ (2x-\v-u\)' a ( - • - » ) - ,Д 

+ J ^2"«—--е ' .(2JC —|т>-.й|)в-. ' 'dx. (3.2.13) 

Поскольку £(ц)<—Ди2"+Л2 для некоторых Д,Л2>0> не" 
равенство (3.2.13) можно продолжить так, что 

М' expj2g(i)rfs 
{ о 

Е * - - < 

- <2П • > - - - ) - ( l « | - | - " - - " D * . , ч-гп i f—«j- „ 414—1-~"\r „ 
<e-«A.(-j-«) -н .м. + ^-— -« . - - г * ( 3 _ 2 Д 4 ) 

где й-> О-некоторая постоянная. Учитывая, что | г » - и | < 
<-------- и <<и-(«-1), из (3.3.14), (3.3.9), (3.3.8) и (3.3.6) нахо-

-

дим: 

p( i ,«, г>)< 

< a 6 ^ e ' i - T - - a " - b f l ^ ) - B < " > ( e - " i n - f е-р""+1} (3.2.15) 

для некоторых ав, а, р, р " > 0 . 
Если же |и-1) | > - | « | и t<urln-lK то требуемая оценка 

(3.2.4) для плотности p(t, и, v) вытекает сразу из (3.2.6), (3.2.8) 
и (3.2.9). 

Чтобы получить оценку (3.2.4) в случае O r ' " - 1 1 , надо под­
ставить в (3.2.10) оценку (3.2.12). 

Случай |u[{le}u0тривиален. 
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Аналогично доказывается утверждение (3.2.5) леммы, если 
учесть все ограничения на функцию а. 

Лемма доказана. 
2. Экспоненциальность сходимость. 
Теорема 3.2.1. Пусть ^ — решение уравнения (3.2.1)., 

(З.г.Г), p(t,u,v)—плотность переходной вероятности процес­
са It. 

Тогда для каждого t0>0 найдутся такие Г, у>0, что для 
всех iC f̂t, £'>0, и, v, 0.-GR 
p(t+t',u,w)—p(t, v, «i)|<re-Y'gs<»)max{e-B-u>,e-B(->}(3.2.16) 

jj \p\t-\-t', и, x)—p(t, v, x)\dx< /3217у 

<Гг^ев(1»1)тах(гя(-1, е--".»)}, 

) |Р(^+-'> "> x)—p(t, v, x ) |dx< 
x<-\w\ (3.2.18) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Идея здесь та же, что и в доказа­
тельстве теоремы 2 из [26]. 

Зафиксируем произвольно tu D>0 и введем в рассмотрение 
процесс (Ы-0.-.-Ы-0) н а R2> t~0, ii, 2t i , . . . , заданный плотно--
стями вероятностей переходов за время ii из точки (и, v) a 
точку («',!)'): 

p(tx\ и, чз] и', у') —Р(̂ 1> и, u')bu-v>, 
если u—v; 

p(tv и, *>;«', г>')=- [p(ti, и, а')— 
—5С(и, V, и', u')][p(iv v, v')— 

— х(и> v,V, v')] l_x\uv) +х(Ц> "о; и', ч»')--»'»'. 
если иф-он (и, v)e[~D; Dp; 

p(ix\ и, v; a', v')=p(tv a, a')p(t{, v, -v'), 
если и-7--v и (и, v)i[—D, D]2, где 

%(и, v; и', v') = min{p(tv и, a'), p(tu <a, и')}, 

Х(а, *»)--= ^ х(«» ~; "'> «')d"'> 

6ui>—б -функция на R, если одна из переменных (и или и) 
фиксирована. 

Отметим некоторые свойства процесса (£1,(0. Ы-0): 
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-) у/Ч-; и, в; u',vf)dv'=p(t,u,u'), J-(*; я, «; a', v')du'^ 

—p(t, в, г»'). < = *i. 2t!, . . . ; 
2) если (и, ^)e[-D, D]2, то Р {6, ( t+M-Mt+tOKl! СО, 1г(0)=-

- (и , « ) } - Jp(<j, и, -г»; я', я') da '> J эс(«. "*. •«'. " 0 d " ' > 0 -
R R 

Л е м м а 3.2.2. Величину D > 0 в определении процесса 
.(•si(О, 12(0) можно выбрать так, что 
-°{6i(t), I-COW-D, /)]-, *=-*1, 2t„ . . . , * - * „ l i t ^ o U , 

|b(OI>V / |l1(0) = «, Ы0)—"}< 
< Ae~«' m a x ^ " 1 8 5 1 ^ 5 , e*l-**4bv}) } X (3.2.19> 

Xmax{e-fl(">, е--9-»} 
для некоторых A. a > 0 , te{tb 2tb ...} всех и, o6R, U, V>0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть t=ktu для некоторого й>Г 
Пусть D==[[—D; D], D2-=[—D;D]2, D — произвольно фиксиро­
вано. Очевидна следующая оценка: 

- ° - P { ( № ) . &2(*))№ t----^ (А—l)f„ |S,(*)|>C/, 
U2(O|>^l(Ei(0), 12(0))—(и, и)}< 

* —, _ _ (3.2.20) 
< 2 _ 2 ( P i (-0+{cdot}-°2 (•*)), • 

ftt-[i]—'(*.) 
где для каждого k0 

2 —сумма по всем наборам 
•-4*0, 

^(k0) ={.?,, . . . , sko}g{ti, . . „AM 
таким, что 2t,'<s. < s 2 < . . . <ska<(k — 1)^; 
py(s) = P{^( t )«A t6s(k0); 6,^)6.0-, t6{2.-!, . . . , ( й - 1 ) М \ 5 ; 

(Ы*), Ы-))№ ^=-i. .•.-(/%-i)-1; \b(t)\>u, 
I 1я(*)[>^ KSi (0), l2(0))-(", *)}• 

Пусть я-т--а. Представим Pj{s) в виде 
P,»(i)«- jj$ Piiu и, «; я1, я 2 ) - 0 ^ ti\ tfi)du4ti\ (3.2.21 > 

где обозначили 
P'j$, u\ и-)----Р{|Дт)'<Ш, xes- БД-ОбО, 
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"-6(2*1, . . . , ( k - i ) - 1 } \ s ; (^ ( t ) , .|2(t))€D2,t---=2^, ...,t-t{\ 
\Ш1>и>\}г(*)\>У\(1ЛЬ), ШЪЫЧ1* " % . 7 — 1 , 2. 

Представим Р)(s, u\ и2) в виде суммы:' 
P'j(s, ul\ a-)=P{^(t)6£), ltes, i7(t)6l), 

ида......, (k -1) /1}\i; iT(г)ф,. (11 (т), ь(t))eb-, 
t—2*., . . . . ( A - l ) / , , M t ^ U , l:62(0(>^'KEi(-i), -92(A)) — 

-(и1, u2)}+p{i/(t)(ED> *es, i/(t)eD- te{2t1, ... t(*-ij/,}\lJ 
. №!(*),.i2(t))*5a,'te{2<1, ,....*---A); (3-2-22) 

Ж1<Г<(йт-1)<1:'б--(Г)еД, & ( t ) № , <>Г; 
U1(OI>Uv|l2(0|>V|(i1(A), ЕгЙ))"^1 . *-2)}- j — 1 , 2 . 

Отсюда, учитывая определение процесса (£.(0> ЫО), П0" 
Лучаем: . . ' • : . 

P'j(s, и1, и - ) < т т ( Р { Ы т ) Ш , tei , 

lijV^Vjlljit^ui}., P{tj(x)m t = 2.1, ..., (ft-l)..„ 
ls7(OI>-/rlMi)-="r))+' (3-2-23) 

^ ( t ) ^ , Т<*<(А—1)*а. \1Тт>Ут\1т(^) = и7}, 
где для удобства обозначений положили VX = U, V2=V, /=-=' 
_ / - • • / '= 2 ' 
" 1 2 , j — 1 . 

Рассмотрим теперь 

= $ • • • $ J / К ' . . и'. "-)./>(*i. -12. *>3)--- (3.2.24) 
c - cA-i |o*|>V-

. . .p(ix , •z,*~V vh)dvk.;.dt)2, 
Где _ ' ' 

R \ _ , если t1/6s> 
JR, ^i$s; i-==1,.:.;, k - l . 

Подставляя в (3.2,24) оценку (3.2.4), находим, что 
Я{БДг)«5, t6i, |S /(t) |>V-y | i /(<,)--« /}< : • • ' ' 

<*» ( А е " ^ ) * max { / ( Ч И^->> е ^ \ (3.2.25; 
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где А, <з">0—некоторые константы, поскольку А0>Г-|-1. 
Выберем D так, чтобы выполнялось 

— a'D"+1+lnA1+-p1t1<--a (3.2.26) 
для некоторой : a>ln 2, 

Теперь из (3.2.25) получаем 
Р{1]^)Ф^^ЛЫт>^1\1){^) = п1}< • : 

< ЖГ^ щах {/<Ч еВ^}е-в«\ (3.2.27) 
Заметим, что из (3.2.24) — (3.2.26) вытекают также следующие 

неравенства при V->0: 

Р $,.(х)ф, t6s. lj(t)>V} | %j(ti)=ui}<Ae~*<"ев^~~в(и 1 
(3.2.28) 

Р&(х)ф, tes, tj(t) < -Vj\lj(itl)^ui}<Ae~a{:e4'Vi)~Biu \ 
С помощью (3.2.27) из (3.2.23-) йаходим 

— t 
_ а Г / • , B(vi) в(-уА* 

\ max <r 
.2 

.5(u7> 

PUS.M1 , и-)<Ле •' /minmaxte v -".e V "}+. 

+exp{max(B(U), B(-^U))}exp{max(S(\/), 5(-V))}] max 

для некоторой A2>'0'i откуда 

P'Al, u\ и2)<Л3е_О^тах{ев(тахМ), eB{-m^u-v}))maxe-B(ai) 

для некоторой А 3>0. 
Подставив последнюю оценку в (3.2.21), получаем: 

Pj (I) < AfTk max {eB^{u,v})>eB(~mM^v}) j m a x (e-i»(«) е-выу 
C использованием последней оценки из (3.2.20), находим: 

р < ( * + ^ 2 f t 2 max P7(s)<A6-a 'maxe s ( ± m s x { t M / } )X 
* 

- Хп1ах{е-В(а),е-В(^} 

для некоторых A, а > 0 /т. к. k== —- a > l n 2 j , что и доказывает 
утверждение леммы яри и-?--г). Доказательство в случае и.—ъ 
тривиально следует из рассуждений при ифъ. 

Лемма дойазаиа. 
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Лемма 3.2.3. Пусть % — момент первого попадания процесса 
<ii(t). М*)) на множество d•={(«, •o)6R2|w—v}. Тогда найдутся 
такие ч', Г '>0 , что 
iP^>A|Si(OI>- , |£2(0 |>^ | (g , (0) ,E 2 (0)) -=(«,e)}<r 'e-v ' 'x 

Xmax{e-fl("),e-B(I,)}max{e
s(max{:/'l/}),e

fl(-max1't/'^}, (3.2.28) 
и, w&R, UV>0, 

в частности, 
p { ^ > t , |1 (t)>£/ |(i,(0), i2(0))=(«,«)}< 

•< r ' ^ v V^ , max{e - e C t t ) , e - f l ( , ' ) } , ' 
P'{b>t, 11 ( 0 < —-j* Itti (0), E2(0))-(«, v)}< 

(3.2.28') 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть t—mti для некоторого trC^X. 
Положим 

,p(t; Uo,v0;u,v\ Г , , . . . , Г,,) s= 

0 , #={cdot} t i , 

J[P(tutti-x^i-vUh'Oi) 
.t=i 

m—l 

J y=i 

где Аб{1,...,те}; 0 < Т 1 < Г 2 < . . . <Tk<t\ um^u, vm=v\ 
_f (R- \D- ) \d , если it^{Tl,...,rk}, 

'~{Z)-\d, ecmiitle{Tl,...,Tity, 
m 

p(t; щ, v0; и, ъ)=з^ {sum} ~(t; и-, «0; и, о; Т1, . . . , Tk), 
ft-l 0<Г,<.. .<Гй« 

~>(t, ио, v0vG, Tx,...,Tk) = 

= J p(*; и-, г»0; и. *>; Т1. . . •- Tk)dudv, GCR2, 
0\-i 

m 
p(t; Щ, v0; 0)=^ {sum} p(t; щ, vD; G, Tv . . . , Tk) = 

А=.10<Г,<...<7,
Д« 

= \j p(tf; «„, •»<•; u,,v)dudv. 

Покажем, что для всех (щ, v0)£D2 

, p(t;«b,o0; D- )<r 1 e - v ' ' 
для некоторых Ги ух > 0 -
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В силу лемму 3.2.2 и определения процесса (|1 (t), .52(0) Для 
любых U, V>0 и (it, v)$D2 имеет место оценка: 

P{(li{v),hWD*, < j < T < ( « - l ) < „ | £!(*)!> .-Л 
l l 2 ( O | > ^ i ( 0 ) , i 2 ( 0 ) ) - 4 " . '-•)K 

<Ле-«<max{еs(m-x{г/'^/}), ей(-таЧс/^})}гаах{е--?(.-), e--><«0}. (3,2.30.) 
Пусть (и, i))6-52. Тогда из (3.2.30) и свойств процесса 

11 (О, £а (-•)) выводим: 
-°{(6i(t), Ь С - » ^ - , t1<t<( /«—1)t1 , |E1(t) |>i7, 

|E2(0|>v | (g1(o),g2(o))=( !« , 'a)}< 
< J J _ p(t1, и, ->; И1, --)P{(£,(t)f Ы*))Ф2, 

2 t 1 <t< ( O T -1 ) t 1 ) |Si(0l>'- j . l52(OI>-/|(Ei(<i),ga(<i))----
. ^(w1, o-)}da-d«-<.Ae-«('-->) max{<?B(maxF'v}), e

B ( - m a x F^})} X 

Xmax{e-B<a),e-B<°>}... (3.2.30') 
Из свойств процесса (11(i), h(t)) следует, что ••,.--

oo 

{sum} p(kt1; «о, t)0; Г)-, k i i ) < 1 - 8 

ДЛЯ некоторого 0 < е < 1 , причем из (3,2.30) и (3.2.30') следует 
существование таких г > 1, 0 < 81 < 1, что 

00 

2 z*p{ktx\ Щ, vQ; D2, ktiXl-г, (3.2.31) 

для всех («о, г)0)6/32. 
Используя (3.2.31), получаем: 

00 k ОО 

yizkp{ktv «.-.и-; -b2\d)-={sum}2 2 ••• •*-

[ IT zmip{mitu «/_,,'i»M; иг, о£; /»^i)rfe,rf--,|< 
, (-O-VO 

{le}.2 {sum} • • • 2 $ П •s-m'?(|Mi"- «1.4, f/-i*, и/, t»*; 
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mttl)duid'vi<^l 2 •••• 2 ^ ( J 4 - 8 ! ) * 
ft-l m , - l «А- ! - - ! (^i^, , )* -» 

A-.it 

П x l l zmip{m,itx\ Й М , •.",_!;. az, -a,; miti)duid'vl. 

' Проделав аналогичную выкладку еще (и —I) раз, находим 
СО 00 

2 г*р («,; и0, i>0; D-)< 2 0-е,)* < °°. " 
*=1 , -%=i 

что и доказывает оценку (3.2.29). 
Рассмотрим теперь J 
Р{^>% U1(t)|>U, |12(^)|>./|(11(0),?2(0)) — (и.'У)}-= 

= \ \ р (t; и, v; х, у) dxdy. 
\x\>U\y\>V 

Пусть t-=Wi (для некоторого /^1)-—момент последнего по­
падания процесса (Si(О; ЫО) в D2 в моменты времени 
0,^,...,т^---<. Тогда, из (3.2.29) — (3.2.30') следует:, 

Р'{ь>*, \Ш\>и, |ь(-:)|>^|(|1(он2(о))=(и, •--)}< 
<Ае-«'тах{ев(тах{и'у}\ еД(-Ш"Р>/})}шах{в--»(»), e~B^} + 

m - l 

+ .2 JS Р.(т;и,г1;и',г)')-4-5-а('-'с»Х 

Xmax{eB(ma!1F^}), e*(~meM^}>}max{e---».">, <•-*<»>}<' 
<Т'е-У max {.5S(raax{"*», еЧ~™Чи*Щ 

для некоторых Г', ч '>0, и всех (и, vfcD*. 
Пусть теперь xx=lxtx—-момент первого попадания процесса 

(li(*)> h(t)) из (и, •ojeR2 в D2. Из последней выкладки и (3.2.30); 
(3.2.30') вытекает: 

P{l>t, \Ш\>и, | Ы01>ИK£i(0).la(0))-=(«,")}< 

< ^ Jj p(tiu,v;x,y)dxdy<Ae-^i-it)max{e-Bw,e-B^)}x 
[x\>U\y\>V 

X m a x ^ W ' 1 ' ) ) , ев(-тю1и>уЩ + 
m-i . 

+ 2 ^a''e-a,tl-T)ax{6-5(-), e--5(")}r'e-v'('--')maxee(:tralax-£/,v'» 
/ i - i 

для всех (и, tOeR2. 
Отсюда и следует утверждение (3.2.28). 
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Аналогично доказывается утверждение (3.2.28'). 
Лемма доказана. 
Теперь на основании лемм 3.2.2 и 3.2.3 проведем доказа­

тельство теоремы. 
Пусть t==k11 для некоторого k > I и пусть t 1 < t < 2 t 1 . 

Заметим, что из свойств процесса (|1 (t), |2(^)) вытекает: 
| p ( i , и, w)—-p(t, v,w)\ = 

= \ р(t; a, v; w, w') dtso' —- V р (t; и, v; w', w) dW 
| R R 

< \ p(/,«, t»; -re1, да') йда' + \/?(.-.; и, о; я»', w)dw' 

< 

R R 
Следовательно, в силу леммы 3.2.3 

\ \p[t,u,x)—p(t,v,x)\dx< \ \ |/7(i; и, v, w', w)dw'-
.->|<в| . JcVy>\w\ 

<2Ге-^сЙ<и>тах{е-в<~>, е-ж»)}. 
Далее для 0<t<2<1 

\ |p(^ + T, гг, x) —p(i, ••-), Jc)|d.x:< 
. -c>NI 

< \ <\jp(r,tt,y)\p(t,y, x)—py,v,x)\dydx< 
X>\w\ R 

<r'e-v'e-9(!»i)exp(max{—5(«),,-5(^)}) (3.2.32), 
i 

для некоторой Г ' > 0 , что следует из предыдущей выкладки и 
оценки (3.2.4). 

Пусть V > 2i1. Положим Т = [ — ] + 1. Тогда из (3.2.32) 

\ \p(t^-t', и, х)—-p(t, v, x)\dx< х> 
Т 

< 
x>\w 

[ ^i\p(t + kKr,u,x)~p(t + (k-\)t-!r,v,x) d.*< 

<Д1е-^ ' , eBW>max{e-Blu), e~BW>} (3.2.32'), 

для некоторой Aj > 0. 
Таким образом оценка (3.2.17) доказана. В точности так 

же получаем оценку (3.2.18). 
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Пусть (*0>0 произвольно фиксировано. При t>tu, f > 0 i 
имеем: 

< 

| р (t -f t', и, w)—p {t, v, w) I < 

§ | p ( t - H ' — | , и, x ) - p ( t - | , v, -*)|p(y> * , ^ d * . 

Отсюда с учетом оценок (3.2.17), (3.2.18') и леммы 3.2.1 и сле­
дует неравенство (3.2.16). 

Теорема доказана. 
3. Некоторые свойства плотности. Как следствие теоремы 

3.2.1 получим некоторые оценки для переходной плотности. 
Л е м м а 3.2.4. Для каждого t0>0 найдутся такие A, a, q>0, 

что 

— p( i , a, v) \<Ae-ateBW~B^~«u , 

p{t,u, v)<Ae * 

(3.2.33) 

(3.2.34) 
для всех t^t0, и, o6R. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем произвольно to>>0. Рас­
смотрим при t^ to 

±p(t, и, в ) = ^ {j p ( | , и, и') [p(t-Y> "'- v)-p(t, 0, -о)] da'. 

Ясно, что мы можем перейти к дифференцированию справа 
• под знаком интеграла. Тогда, применяя оценки (3.2.5) и 
1(3.2.16), из неравенства 

± p(t, и, ^'|<$1^/>(т- «• а')\\р{*~Т> *'• °)-Р("-°- *) da ' 

выводим (3.2.33). 
Оценка (3.2.34) следует из леммы 3.2.1 и теоремы 3.2.1,-ес­

ли рассмотреть неравенство 

p(t, и, v)<p(~, и, •»)+ p(t,u,v) — pfy,u, я) 

при ^5-f0 
Лемма доказана. 
Л е м м а 3.2.5. Для каждого ^ > Р найдутся такие 

А,а>0, что 

i\jp(t,a,v)\v\n-le-B^'>dv<Ae-B^\ (3.2.35) 
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^|~-p(i,w,t))| |-3|n-6e-B(^da<Ae-B-")-«' (3.2.36) 

при всех t ^ o , и, t»6R. 
Д о к а з а т е л ь с т в о очевидным образом следует из лем­

мы 3.2.4. 
Доказательство закончено. 

Глава 4 
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ СХОДИМОСТЬ 
КОНЕЧНОМЕРНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

В этой главе мы докажем сходимость кластерных разложе­
ний конечномерных распределений процессов "• — (|г(;г), z6Zv,), 
построенных во второй главе, с помощью оценок для каждого 
независимого (при е —0) процесса |t(z),' 26ZV, выведенных в 
третьей главе. 

§ 1. Локально взаимодействующие процессы 
1. Кластерные оценки. • Пусть X={xi,.. . , х„} —конечное 

подмножество Zv. Определим для любой ограниченной функ­
ции g : t/m{to}R величины 

KA(g,X,t)=Mg(ux)KA(ux,t), t>0, (4.1.1) 
где A—(X, t)-кластер и величины KA(UXJ) определены в 
(2.2.3'). 

Тогда из (2.2.3) получаем 
• Nt 

Mg(it(x), xeX)=2e* 2 *A(g,x,t), (4.1.2) 
й—0 А—(-¥, О-кластер 

мощности к 

-V*=-| U A0(x,t) 
\XQX 

Положим далее 
( 2 KA(g,X,t), 0<k<Nt, 

W l i J . Л> l)— \ мощности ft 
Ю, k>Nt. 

Рассмотрим для каждого А>0 функцию 

. gh:UlX[-*R.v, gh{uv . . . ,«„) - e x p j h {sum}/ (Щ)\, 

где f — функция Ляпунова для цепи L из условия (Ai). 
107 



I 

Лемма 4.1.1. Существуют такие постоянные h, cu Ъи 
к.>0, что для каждого конечного XczZ\ каждого k^\ и лю­
бых t, VGZ+ 

\Ch(gh,X,t)\<c\x\b*, (4.1.3) 
\Ck(g,X,t)\<b\q\X[\g\ea, (4.1.3') 

|Cft(g-,A:,0-CA(g,.X.:> + :</)|<*?c1
1

Jf|e-",'leleo, (4.1.4) 
g—произвольная ограниченная функция, 

g:Ulxi{to}R, |g|oo= sup Igfa, ..,.,Щх\)\. 
"u..- ." |X| 

Для доказательства леммы 4.1.1 нужна 
Лемма 4.1.2. Существуют такие h, c2, b2, кг>0, что для 

каждого конечного XczZv, любых t,t'GZ+, любого (X, ^-класте­
ра A мощности k 

D |/СА (£*.*. Щ<с\х%ыр{->.^{х> -х)}, \K*ig,X,t)\< 
< 4Х| Щ&\<* ехр { - «2--1 (?' -1)}; 

2) \KAr(g, X, t + t')-KA(g, X, t ) | < C f J ^ / g U x 
Xexp{—v.0(x' — t)}, g: U-Xi {to} R—произвольная ограниченная 
функция, 

S1 —сумма по всем главным отрезкам 1(у,х,х') диаграммы; 
Dv(t,A), 

At. = {(z,x+t')\(z,x)eA}. 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 4.1.2 опирается на следующие 

две леммы. 
Лемма 4.1.3. Существуют такие h3, к3> bs, qs>£>, что. для 

всех «,-,б[/1с-, t>qsf(uo), t£Z+, выполнены неравенства: 

2 1 2 c(UQ,u)p^)(jt,v) 

и 

е1»/(»),< Ьф-'л'*, 

где / : U{to}R+ — функция Ляпунова для цепи L , .из условия 
(Ai), л0 — стационарное распределение вероятностей для це­
пи L. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Эти неравенства очевидным образом 
следуют из утверждения 3.1.6, поскольку в силу условия (А4) 

2 c(UQ,u)pl')(u,v) < 2 Р{х)(щ,ц)\р^(а,'и)— n0(v)\. 

Доказательство закончено. '. • ." ' .> 
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; Лемма 4.1.4. Обозначим цепь L через {T].i}.--,o. Тогда для 
любого h>0 и любого -7>1 можно указать такие %$, Ь5>0, 
что для любого «б[/, для любого набора ts, t/£Z+, / = 0 , . . . , N, 
N6Z+, 0{le}t0{le}̂ o'{le} - • • {le}£iv{le}-i\/, имеет место неравенство 

Р{/(r\t])> Я'1 (t)~tj), j=0. ...,.V|%=-«}< 

< 65-ехр J A/ (a) —«5.2 (*; -*/)}• 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Эта оценка следует из утверждения 

ЗЛ.З в силу ограниченности скачков цепи (условие А.б)). 
Доказательство закончено. 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 4Л.2. Зафиксируем произ­

вольно t6Z+; X{subset}Zv, |X|<oo, A— (X, if)-кластер мощности 
| A | < o o . 

Пусть стб{0.1}'Л|. Определим на множестве конфигураций 
• uB^{;u(z,x)eU\(z,x)eB}, где В.2А (А), 
конфигурацию uB(<y) = {a(z, t)6U |(z,t)e.5}, и q*f (t?-l)<x'— 
—•t, если а (у, t-) = 0, q^f (ux

y-l)>x'— t, -годи a(y,t)==1, для 
всех главных отрезков / (у, t,-г') диаграммы Ц (f, A)}, где q3— 
Константа из леммы 4.1.3. 
,, , Для каждого в6{0?1}1А| и для любой ограниченной функций 
g.Ulxl_=*R ПОЛОЖИМ" 

**(** . О - ' _ ' fa/2 c(it£Q,a)p«-^(u,^ 

X f№p(-'~- )(^, ир] P {g0 (у)=йо, (j/f o)eG (А) и {А' Х {0}}}, (4.1.5) 
где Л (A)-= Д (A) U G(-4) U{X X{0}}, П1, П2--произведения, опре-: 
деленные в (2.2.3'). 

Тогда для любой ограниченной функции g:U-x|{to}R 
KA(g,X,t)= 2 K°A(g,X,t). (4.1.6) 

eelo.ili^i 
Из (4.1.5) следует, что при любом фиксированном об{0,1}|А| 

\K°A(g,x,t)\<, 2 lff(^. *ex)|x 
"Л(А)(-'> 

1' x jn i 2 с("^.'")р(х'-т)(«.иЛ 1{П-Р<- ' - -Ч^<)}Х 

x/-{io(y)== '̂(J/.o)6G(-/i)u{^x{O}}}. (4.1.7) 
Рассмотрим произведение П1 в (4.1.7). Каждый множитель 

здесь соответствует некоторому главному отрезку I{y,%,V) 
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диаграммы D- (t. Л) и, если <т(*/.г) — 1, для его оценки мы 
воспользуемся оценкой 

2 с («о, «)/><->(Й1 -"• <р('+-)(аь. *>') (4.1.8) 

для всех WQ-SU"-1, обС/, tSZl+, которая следует из условия (А4), а 
затем —леммой 4.1A, положив q—qz и выбрав h > 0 так, что 
h<a 0 , h<h3 (-7з. h3 — константы из леммы 4Л.З, ао — констан­
та из условия (A5)). В результате получаем: 

\KaA(g,X,t)\<Cm sup sup \g(ux)\e *eX X 

x / - * sup ( 2 2c(«r1.")p(T'"x)(«.'») ^(-))\x 

X {U!'bbe-^X'-^} M exp ( 2 h f (h (i/))|. 
l(ff.O) 

(4.1.9) 

где sup берется по всем /-6/(U) , x6X; /(^—множество зна-
fX'x£x 

чений функции / ; П'—• произведение по всем гларным отрезкам 
1(у, х, х') диаграммы Dx (t, А) таким, что a (//,-.)=• 0; П—про­
изведение по всем остальным главным отрезкам диаграммы; 
2 —сумма по всем (t/, 0)6G(A)U{#X{0}}; h = mm{h, K5q}; 

b5, «6—постоянные из леммы 4.1.4; С >0~-некоторая константа» 
Далее для оценки множителей П' в (4.1.9) воспользуемся лем­

мой 4.1.3. В силу условия (А5) тогда из (4.1.9) получаем: 
\K%g, X, f)|<c;i^21/e||glcoexP{-x2.S1('-,-t)} Для некоторых 
c'v -'г' >!г> 0, не зависящих от ае{0, 1}|А|. 

Из последней оценки в силу (4.1.6) следует первое утверж­
дение леммы. Докажем второе. 

Рассмотрим при произвольно фиксированном /'6Z:+ 

I KAV (g, x , t+г)- к A (g, x,t) | < 2 1 g i« (n(1) 2 ° («;+<?. «)x 

xp^(u, ui) i}{n<-y*'-> («S. Olin-V'Hrf, ^ ) -
-ПУ' '+*> ( и ; , , И £) |Р{^) — и°. (j/,O)6Q(A)U{AX{0}}}, (4.1.10) 
где ПП) — произведение по всем главным отрезкам 1{у,х,х') 
диаграммы Di(t,A); 

П<2) — произведение по всем остальным отрезкам / (у, т, т') 
диаграммы Di(tA) таким, что 

(i/,T')6Di(A)u{XX{0}; 
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П(3) — произведение по всем точкам (у,х) таким, что либо/ 
-г (£Л 0, т) — отрезок диаграммы Di(t A), либо 

(y,t)6{(^0|(x,0)6{XX{0}}\G(A)}. 
Очевидна следующая оценка: 

(I/.t) 

ХП'{уху.(у',х')Ф{ул) тах pis)(ul;ul'), 
sQ{t'+l',x'} 

где {sum} —-сумма по всем точкам (у, х), по которым берется про-

изведение П(3), П' — произведение по тем же точкам, что и про­
изведение П(3), но без точки (у, х). 

Рассуждая далее так же, как и при доказательстве перво­
го утверждения леммы и учитывая, что число точек, по кото­
рым берется произведение П(3), не превосходит величины 

I Q I - H I + IXI, 
для любого i*GZ+ получим: 

\KAt.(g, X, i + f')-KA (g, X, t)\<c¥%Me-^x'-x)-™^, 
где Tmm=min{T>0| существует отрезок 1{у,0,х) диаграммы,, 
А (-\ А)} '> й2, Ъ% С2>0 — некоторые постоянные. 

Для завершения доказательства достаточно заметить, что> 
2 - (х'—х) +xmm>t- | А | — 1. 

Лемма 4.1.2 доказана. 
Из результатов ||[25] нетрудно вывести, что число (X, t) — 

кластеров мощности k^l при любом X{subset}Zv, |X|<{infty},*>0 не 
превосходит величины 

jilJ-1-HQi-*,' (4.1Л1) 
где ц,>0 — некоторая постоянная. 

В силу (4.1.11), неравенства (4.1.3) — (4.1.4) следуют на 
леммы 4.1.2. 

Лемма доказана. 
2. Предельный переход при t-*-oo. Докажем теперь, исполь­

зуя. кластерное разложение и кластерные оценки, теорему 1.1.1. 
Предварительно докажем следующие два утверждения. 
У т в е р ж д е н и е 4.1Л. Существуют такие еь h > 0 , что для 

всех | е | < e i , для любого конечного X{subset}Zv 

MexP<U{sum}/(.S,(x)))<C |X| (4.1.И) 
\ XQX J 
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при всех teZ+, где С>0 — некоторая постоянная, /-—функция 
Ляпунова из условия (Ai). 

Доказательство . Представим Мехр|А 2 /( i ((x)) | 
; \ *£X: j 

(формально) в виде ряда (4Л.2). 
Тогда в силу неравенств (4.1.3), (4.1.10), если 0<e i<&r ' , 

ряд сходится абсолютно и равномерно по />0 . Отсюда и сле­
дует оценка (4.1.11). ., 

Утверждение доказано. 
Утвержден ие 4.1.2. Пусть |е| <«ь Тогда существует та­

кая последовательность tmGZ+) m6Z+, что 
£m{to}oo при rn{to}oo, \ 

и для любого конечного Xc:Zv, любой ограниченной функции 
g: t/i-Y'{to}R 

Mgfaix), xeX)-+Mg(t„(x), xex), 
m-*-<x> 

Где £»—(S-oOz), 2.6ZV) — некоторое случайное поле со значениями 
в UzV и для некоторого h>0 

Mexp (А 2 / ( £ „ ( * ) ) ! ^ i * 1 . . 
I XGX • У 

• Д о к а з а т е л ь с т в о , Для доказательства достаточно за­
метить, что для каждого X{subset}Zv, |X|<oo, функция 

ехр (А 2 / («*)1» ихеи, хех, 
\ *ех I 

компактна при h>0, поскольку компактна (в силу условия-
(Aia)) функция f:U-+-9>+. Затем, используя утверждение 
4.1.1, надо воспользоваться критерием слабой компактности 
[3]. 

Утверждение доказано. 
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.1.1. В силу (4.1.2) при 

е|<.-'Г1 {Ь\— константа из леммы (4.1.1)) 
оо 

Mg-(^H-x6X)=2eA .2 KA(g,X,t) (4.I.12) 
ft=0 A~(X,t ,-кластер 

мощности ft 

для каждого конечного X6ZV, t&Lv, для любой ограниченной 
функции g:Um-+R. 

В-силу леммы 4.1.1 при fe|<br* ряд (4.1.12) сходится абсо­
лютно и равномерно по tgZ+. 
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Следовательно, в формуле 
со 

Urn Nigibix), x6X)=-lim 2 e~{sum}̂ (ff, X, t) 
.*->оо t-*-oo A=0 

справа можем перейти к пределу по t{to}{infty} почленно для каж­
дого k~^\ и получить 

.MgfteoC*). .x6X)----umMg (!,(.*), xeX)= 
t-b-OQ 

ОО 

= 2e f t l im 2 KA(g,X,t). (4.1.14) 
ft=0 '"*"OD А-(ЛГ.О-кластер 

Для каждого k^O предел справа существует в силу эргодич­
ности L, и ряд в (4.1.14) сходится абсолютно при |е|<&1 -1. 
Следовательно, существует и предел слева. 

Легко видеть, что вероятностная мера на (VzV , В), соответ­
ствующая случайному полю £„,-= (|„(2), z6Zv), является ста­
ционарной для процесса %t=• (lt(z), z6Zv). Отсюда следует пер­
вое утверждение теоремы 1.1.1. 

Аналитичность конечномерных распределений !«, при |е|<&Г 
сразу следует из абсолютной сходимости ряда (4.1.14) при всех 
| е| <<->Г"\ всех конечных XcZv и любой ограниченной функции 
g:U]X]->R. 

Пусть | s | < 6Г1- Для оценки скорости сходимости рассмотрим 
\Mg(lt{x),-xeX) — Mg{tt+r{x),xbX)\< 

< 2 i e i * i c * - - X ' 0 - c * (.?.•*, *+*')!+ 
ft.=0 

+ 2 | e |* |C*te .X . * ) i . (4.1.15) 
*>Nt 

где t, t'e-$4.. X—конечное подмножество 'Zv, g:U'x'{to}R — ограни­
ченная функция, —произвольны. 

В силу леммы 4.1.1. первая сумма в (4.1.15) справа не пре­
восходит величины 

а вторая—величины 

*>Nt 
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Отсюда, поскольку Nt~\ U Л0(х> t ) |> t— - 1, вытекает: ,при 
JCQX 

\г\<ЬТ1 

I Mg&, (x), xtX)-Mg(lt+r {х), хеХ) | < Cme-Ut | g | „ , 

где «—minj«i, ln.--——i, С >0—некоторая постоянная. 
Отсюда очевидным образом следует утверждение теоремы 

1.1.1 об экспоненциальной скорости сходимости конечномерных 
распределений, 

Теорема доказана. 

§ 2. Системы стохастических уравнений 

1. Существование плотности. Прежде всего докажем спра­
ведливость разложения (2.2.10). 

Л е м м а 4.2.1. Ряд (2.2.10) сходится при всех t > 0 , X{subset}Zv, 
|X| <оо равномерно по AcZv, vx&Rw, начальному распределе­
нию т]л,.если т)А-[— С; С] |А|. 

, Существует такое e i>0, что при всех | e | < e i сходимость 
также равномерна по ЩТ, оо) для любого фиксированного 
Г > 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем произвольно t > 0 . Оце­
ним k-я (£>1) член ряда (2.2.10). Воспользовавшись условием 
на функцию Ъ 

N 

2 
г = 1 

Ь{щ, ...,uN)\<B^i\ai\n-B, (я„ ...,ttN)mN, 

находим 

ф^о(^^)К1^|~ 2 
г—Х-кластер 'LQQ OO O R 

- J 
X n, 

R 
д 

П Циб X 

i=l,...,k 
- k 

(!/,Sj-)QA{z)\A 
ni< + / i M 
*=1 

X 

x in3d^] JM*. < + 1 . «y) 

T-Vo (•?/--*.*.«/. «У.1Х 

• ° 4 A W ) ^ - » - - ^ - | . П 
,yEX-A(z) 

_ k 
где Л(.г)= U {^+Q} и П.,, П2, П3—произведения, определенные 
в (2.2.10). 

Положим далее а=..(сц,... ,ал+1)-{0, 1}"+1. Пусть if0>0— 
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произвольно фиксировано. Определим множества ; 
Ua = {s = (S], . . .,sft):t-s.s0>.s1> .. . >Su>Sft+i=0, 

si_i — st<t0, если а. = 0, 
Si-i — Si>t0, если a—l,i—0, . . . , k+1} . 

Обозначим через Ф следующую функцию 

q(t,z,t,a, vx) = j* | П у . . 

• X {n2p0 (s/~ S ;, а', «#№-<# x 

XJ П _ pQ(t,uk+\vy)\PnA(duW)\dsk...dsx, (4.2.2) 

где i-=(/i, .. .,tk) и для каждого г/ •оу-=и0; IT,— произведение_по 
всем главным отрезкам 1{у, ss, s^-) диаграммы £)2(ti(2, s))\ 
ГГ2-—произведение̂ по всем остальным отрезкам I(y,Sj,Si) диаг­
раммы Д-(*>(--> s)) таким, что 

(.у.. si)e A «•«.•-")) и {-VX'{<}}; 
1Гз—произведение по всем точкам (у, s,) диаграммы D2(t,(z, s)) 

Используя лемму 3,2.4, находим при а —(1, . . . , 1 ) 

q>(t,z,l,a,vx)<C't \ М П p0(t, %, ву) (4.2.3) 
r j t j - " -— _-
[ 2 J ' »бЛ(г,7) 

для некоторой С, = С1(С)>0, где Л(г, /)-=Х\{2;г, г£-+--•£* 
i----l,k). 

Из леммы 3.2.4 следует также, чтр при *>Т , Т>0 — произ­
вольно фиксировано, 

cp(t,i, T,a,vx)<dC2m (4.2.3' 
для некоторых С2=С2{С), С' = С'(С)>0, если а — (1, . . .,1). 

Наибольшую сложность представляет оценка ср, если z , = . . . ) 
. . . =zk, 7-= (0, . . . , 0), a = (0,-..., 0). В этом случае, учитывая 
лемму 3.2.1, имеем 

cp(t,5, a, T, vx)< 
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<d и, 
/V-nft 

a K 

1 -V-f-—-.-,--5(V + B(»*) 
e " - • ' 

X 

/ s * 

,,j'i/»-e 

П p0(t,Uy,Vy) X 

ii ».'-n2 П-££г*>{-%&гь-'Ь»—>\*> X 

XP{duA)duk ...dulds, 
для некоторой С з - С з ( С ) > 0 ; ds = dsk ... ds^. 

Отсюда, используя очевидную оценку 

\п-б „-таи™ _-- Л~ 2 2п 

для всех «6R> 0 < t < t 0 , где А>0-постоянная, получаем: 
t J S - i f J 

if(t,z,l,aivx)'kCt^... J П (.?/_, — st) 
o o L*=i 

i"1 

in dsk •• 

(4.2.4) 

для некоторой С4----С4(С)>0. 
С помощью формулы Дирихле 

J J • * ' * Г(р 1 +. . . + р- + 1 ) ' 

Jfi+...-|-jr„<l 

Pi>0, t - - l , . . . , . " , n > l , r(p)-гамма-функция, из (4.2A) 
находим: 

• , fin 
cp(*, г, i, a, *>X)<C5 F - r - M A ( / , i\XS{,ky -XM,A}) 

L2n J1 

для некоторой C5-=-C5(C)>0. • ' • • • • ' 
Аналогично рассуждая в остальных случаях, из (4.2.2) и 

(4.2.1).выводим . . 

\ФАРО(*, <Jx)|<|e.8j* ^ 2 Ф(*.г.-С«. *»х)< 
г-Х-кластер /, о 

. <\гВ |* С6 | — - | + ——-jma_x.Mp0(^, Ч ^ ^ ^ щ , 

для некоторой Сб==Сб(С)>0. 



Отсюда в силу леммы 3.2.1 и следует первое утверждение 
леммы. Второе утверждение доказывается аналогично, если 
использовать оценки типа (4.2.3'). 

Лемма доказана. 
Следовательно, плотность pA{t, vx) действительно предста-

вима в виде ряда (2.2.10) ДЛЯ всех t>0, XczAc^Z4, |Л |<оо , 
uA'6Rlxl. 

Теорема 4.2.1. Существует 
p (*>%)— Um PA(t>vx) 

для каждого XcZv, | X | < оо, uxcR | X | , t > 0 . 
Доказательство . В силу леммы 4.2Л в формуле 

о о • 

lim pA (t, vx)= lim {sum} в*ФлМ'- %) 
л -t zv л t zv ft=o 

можем перейти, к пределу почленно: 
СО 

lim р* (t, vx)=Mp0(t, Пх, «х) + 2 eMIm ФлРоС М - (4.---6) 
, A + Zv S=l A»ZV 

Положим 
A0(£,X)=_ U U {Zf\-Q}, k > L 

г—Х-кластер мощности k • , = ' 

Тогда из (2,2.10) следует, что 

Ф1роЛ(^-х) = Фл„(А,А:)РоЛЧ^^)' * > - • (4'2'7) 
для всех Л>Ло(й, X), что влечет существование пределов спра­
ва в (4.2.6) для каждого к^\ и, следовательно, предела слева. 

Теорема доказана. 
Таким образом мы получили систему согласованных конеч­

номерных распределений процесса | ( , удовлетворяющего урав­
нению (1.1.2), (1:1.2'), т. е. фактически построили процесс Ь-

Следствие 4.2.1. Пусть X c Z \ |X |<oo . Для каждого 
<>0, «j-eR1*1 плотность процесса (lt(x), xQX), If—из уравне­
ния (1.1.2).с начальным условием ' |. — ть чб[—C,Cf можно 
выразить в виде ряда: 

оо ' Si 

p(i,-Jx) = Mp 0 ( t ,n z . 'y x , ) + 2 8 A _ {sum} ' S i ' " 
' • " ' г—x-кластер О О 

в zv мощности ft 

. . . \ 4t{s,z,k,vx)ds, (4.2.8) 
, 0 

где *lx=(Ti(2), zeX), 
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Wt(s, z, £, •их)~\..ЛЫ1Ь {UI+Q)~JP0{SJ_X-SJ,UI,UI ' ) } X 
R R 0WV } 

X {H2p0(..-s,, и/„, tiy)} | JJ_ p0(t, 4+\ vy)\ X 

II! — произведение no всем главным отрезкам f(y,Sj, Sj_i) диаграм­
мы A ( i , (2, s)); П2—произведение no всем остальным отрезкам 
J (У, sh St) таким, что 

(y,Si)eD2(t(z,s~)jij{xx{t}}; 
Из»-произведение по всем точкам (у, Sj) диаграммы D2(t,(.z,l)y, 

Л(г)=и {2;+<2}. г-=1 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Формула (4.2.8) следует из (4.2.7) 

и (2.2.10). 
Доказательство закончено. 
2. Доказательство теоремы 1.1.2. Пусть 0 < ^ . " , ^'>0, 

XaV, |X| <oo, произвольно фиксированы. Обозначим через 
pit(t, vx) и p^'(t, vx) плотности процессов, заданных системой 
(1.1.2) с начальными распределениями т] и т]' соответственно. 
(Считаем, что т) и т]' удовлетворяют условию теоремы). 

Из формулы (4.2.8) следует 

P4{i+t'>Vx)-Prl'(t>vx) = M(Po(t+t,>nx,vx)-p0{t,ir]'x,vx))-{-

+ 2 е * .2 J У<- \ b+r(s,ztk,vx),ds— 
ft=l г—Х-кластер \ 0 0 0 

—]... \ %(s, z, k, vx)ds \. (4.2.9) 
Обозначим через а, и а2 следующие функции: 

0 ° R R l
ROUA(J)l 

XpQ[i + t',Uxs*fty vXsMl))Pr{duX[JA(i))^,,. 

~-\Po(i — Si,u' _, ul -)pn(t,a' -, »„. ,.-.)X 
и(*иЛ(*)1 
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Х р / > „ (•-?!—-.sy, и», и')} {П-д, (s — Sb, и>, #<)} X 
X{n4rfa^}rfs*...ei5i, • (4.2.10) 

k 
где для каждого s, 2:^(2)=-. и {Zt + Q}; П1—произведение по 
всем главным отрезкам I (y,t — Sj,t—sj+l) диаграммы.; 
Dz(t,{{Zi, г\— Si), i -=1 , k}); П2—произведение по всем отрезкам 
{y)X[t — sbt — Sj] тъкяи, что (у, t — S])eD2({(Zi, t — St), i — 1,ki})U 
\J{XXt}\ П3—произведение по всем остальным отрезкам 
I(y,t — sj,t — Si), j>\, диаграммы £>2(i, {(г,, t— st), i = 1 , k}) 
таким, что их верхний конец либо является точкой диаграммы, 
либо принадлежит множеству {XXt}; П4—произведение «о всем 
точкам (y,t — s-) той же диаграммы, включая точки {у, t — sx), 
yQh(z). 

a2(k,z,t,t',vx)= \ \ . . . \ ^+r({cdot}s.i, k, vx)d~s. 
t 0 0 

Сделав в (4.2.9) справа преобразование s,{to}t —-S-, i — l,k, 
нетрудно получить 

+ 2 8 * S (01 (k, i, t, *',%)+a2(k, *, t,t',-ox)). (4.2.11) 
ft=1 *•=(-/. ««)-

—Х-кластер. 
Оценим сверху \ a1 | и | cr21. 
Преобразуем а1: ' 

a,(fc,2,t, t ' , ^ ) - = ^ . . . ^ 5...^[Po-('+^--'{cdot}Si,-lA<-i)Ux'' 
o o о я / ? • • • • • 

й1(Г)их) - Л (< - *i • \ ( № "VcDUx)! Л (5 l ' "ХЧЛ(Т)' ^ \ M ~ l ) X: 

х {и1-» («ta)-щ-'А (*>- */й'. 4 «it1)} Р л <s* -s;> «l- " ^ х 

: X {^Pc{sj-st, $;$)) p d « / } lH^xvAii^-4} rf?- .A4 '-*12* 
• Заметим, ЧТО для каждых t>0 , z6Zv, t>zeR найдется такое 
значение ю„(/, у2)е[—-С, С], зависящее ОТ распределения ц„ что 

'Mp0(t,n\z,vz) = p0(t, (0^,-0,), vz). 
Воспользовавшись этим замечанием и оценкой (3.2.34), из 
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(4.2.12) выводим: 

|ff.(A,z,M',%)KE"2 _ 2 S $••• 
а . •=(• . , lk) U-R 

X J I " maxip^t + t'-s^cbAt+t'-s^ul),^), 
z£{A{z)\Jx}\{y} 

• '•' p o ^ - V c o ; ^ - ^ , ^ , ^ ) ) } ^ ^ ' ' ' ^ ^ ^ ^ 

X f П (^(--иФ-Л^!—s-™.a',^) | X ' (4.2.13) 

Х{П1 \~fPo(sj-sm, «/,«№) ' |}{njp0(?1-* / f в<,аДОх 

x{njd«#J П dtt4d.F, 
• |*ел(->и-" • J 

где для каждых (/6{z;, /() i = 1, . . . , k}, s 
д 

•^-r, если ^=-=«1, 
, ,— * 

[E, если (/-т-г,; 
индекс т таков, что множество {г/}Х[0. t —.sm] является главным 
отрезком диаграммы Di(t,{zi, t — si), i = 1, А}) и 

(У. «»)€{(--». t — Sj). (2/, t-~s^, i=-17T}; 
1Г —произведение по всем главным отрезкам I (у, t — Sj, t — st) 
диаграммы D2{t, {(z,, t—Si), i=T7k}); П* — произведение по 
всем остальным отрезкам I (у, t—st, t — Sj) диаграммы таким, 
что i > l и 1 

(У, t-sj)e{(lt, t — st), (zt, t-st), i - l , . . . ,£}U{#Xt}; 
IF —произведение по всем точкам (у, t — Sj), / > 1 , диаграммы 
таким, что (у, t — Sj)e{(li, t — st)t (zt, t — Si), i = 1, k}; a = 
= («•,, . . . , aA+1)6{0, 1}*+J и U-— множества, определенные выше. 

Обозначив для каждых а, / через o-^ik, z, t, t', vx) соот­
ветствующий член суммы в (4.2.13), получим 

|a,(k, z, t, t', 'Ox)\<Bk^a-Jik,z, t, t', vx). (4.2.14) 
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Воспользовавшись далее леммами 3.2.1 и 3.2.5, оценкой 
(3.2.16) (СМ. также вывод оценки' (4.2.4)), нетрудно получить 

Г к 

(4.2.15> + 2 S 
o:a,-l.i-/jr 

e-4t-*i) 
г ft 

Б EF(Si-sM) ds\, 

где 
„ i + 

E(t)=- * 2n- 0 < t < t 0 . 
le-v-c, t > < o ; 

A1=A1(C), A2==A2(C)>0 — некоторые постоянные. 
„Рассмотрим каждую сумму в (4.2.15) справа отдельно: 

_2 [ UF(Sl-sH1)\ds^ 

— „ „ ~v 2 -/Г У 
< ' 

гдеС/ 

•'*-0 1~t0<Xi+...+Xk<t 
t j < ( o . ' = - i i . - .,./; 
-C-Xo.-t—y-t-l....-А 

А! 

d t , 

Используя "формулу Дирихле, из последней оценки выводим: 

_2 S 
о: о i=0 £/-

Г * 
П-'(*1—-1*0 

J--.1 
ds < е-v ^ ev ' ' .-+ 1>C^ X 

У-0 

X И tJ+l+...+xk<i 
*l>U,l=]+1 ft В] 

y=o [.-y(i- 6_M 
2/i 

для некоторых .А3, .A.i>.> 
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Отсюда получаем 

2 \ \llP(st^sM)\ds<e-y*Al(miti{h^}) *X 
•5:а,-0 tT- L*-l J 

для некоторых A5> A6>0. 
Аналогичными рассуждениями находим оценку для второй 

суммы в (4.2.15): 
Г к 

e-4(i-si) 

(в . . . . . .аА)£{0 .1}я(У(1,а.,. . . ,о.А+ . , 
nE(5 

U = i 
- S w ) 

<е 2 A*, 

ds< 

(4.2.17) 

для некоторой A7>0, 
Таким образом, из (4.2.14) — (4,2.17) находим: 

|a1(k, г, t, *', •vx)\<B\Af\e~^\ 
где В\ = В^(С) > 0 — некоторая постоянная. 

Найдем оценку для |02|. 
Так же, как и в предыдущем случае, из результатов § 2 

главы 3 выводим: 

(4.2.18) 

. + * ' .г» 
ff2 (k,z,i, t',/ax)|<5M^l4 J J. . . 

t о 

-T nF(^-^+ i ) 
i = l 

ds, (4.2.19) 

где A8=As(C) > 0 — некоторая постоянная. 
Найдем оценку последнего интеграла. Выделим в области 

интегрирования множество: 

U=--{.s--=^s,, . . . , sk)-s1— s2<i0, . . ,,Sk<tQ, Si>t, 

t + t'>S,...>.Sft>0} 

и обозначим 

Ux={s:sx>t, i + t ' > s l > . . . > s f t > 0 } \ U . . ,; 
Й2-



Тогда 

ilF({cdot}5i--S;+i) ds< 
j = 1 

г ft 
< $ П.-(.5г,--5г+1) dS+S I I F ( ^ - S i + 1 ) 

U Li--—1 J £/, L.-.--1 

Рассмотрим последние два интеграла отдельно: 

ds. (4.2,.20) 

j}n-F(s<-s i r b1)dS i<Kt -»dtj<(2/i*0-")*. (4.2.21) 
и ы\ 

Заметим, что если£<.—, то £ / = 0 , поскольку 

В интеграле 
(S1 — .S2)-f- . . . -\-Sk^Si>t. 

С А 

сделав необходимую замену переменных, легко получить: 

• V l ' J T,+ ...+T-._,<-?, 
). 

t,>0.(=l,.ft--l 

. . . F ( t M ) 6 

ft-1 

г=1 d t j С?5[. (4.2.22) 

Для выражения в фигурных скобках мы уже нашли оценку 
(см. (4.2.15) — (4.2.17)). Поэтому из (4.2.22) получаем: 

.-И' v -4-. ^UFiSt-s^dstKA* jj e 2 J'dSl<Au
9e 2 , (4.2.23) 

t/,.1---! 

где A9>0— некоторая постоянная 
Объединяя (4.2.23) и (4.2.21), из (4.2.10) и (4.2.19) 

выводим: 
«••У 
2га |о2(й',^^^,г»х)|<Дх1-5*(в 2 +g,(£) V " ) . (4.2.24J 
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<AI*1 

где -б2=В2(С) > 0 — некоторая постоянная, 

Таким образом, подставляя в (4.2.11) оценки (4.2.24),, 
(4.2.18), а также используя теорему 3.2.1, получаем: 

| М (* + *'. '-'х) — /V (t, ч>х) | < 
' со V_ jM_ I 

e-v + 2|8|*5*(e 2 +h2ngt(k))\ 
ft-1 J 

для некоторых Лз-=Л3(С), б 3 — 5 3 ( С ) > 0. Отсюда ясно, что,. 
б 

выбрав е ' > 0 достаточно малым (е'53 < 1 ; е'Вз^о*2" < - ) , при 
всех ' | е |<е ' будем иметь: 

\Pn{t + tf, vjd-pviit-oxWKtiWe-y* 

для некоторых 6 = 8 ( С ) , y > 0 , не зависящих от распределений 
т|, т/ и множества X. 

Из этой оценки и последнего утверждения леммы 4.2.1 й-
следует утверждение теоремы. 

Теорема доказана. 
3. Доказательство теоремы 1.1.3. Предыдущее доказатель­

ство теоремы 1.1.2 полностью проходит, если везде считать 
б==0, п--=1, и вместо оценок (1.2.4) и (4.2.5) использовать сле­
дующую лемму. 

Л е м м а . Для любых a, 6o>0, w, y6R k^l справедлива 
оценка 

•г-1--/.1.1<во»'-0.... |А 

Ut\e "2U=~T * | a-1 e
HsrSi+i)Ul 

/ a - ! ,>J i> . . .>J" J | > .J J M . 1 E0^ K * — S , i = l 
X 

_ -(J i-J i+.) 
X f dUids, < С* e a u ' 

Si — Sl+l 

для некоторой С = С (б0) > 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим _через / (и, s) _подынтег~ 

ральную функцию в выражении слева, и=(и1, . . . ,«*) , s = (sx,... 
. . . » Sft). 
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Определим множества U-, а-=-(а,,..., ай)б{0,1}*: 
U5•={(«, s)=(uv ...,uk,sv ...,Sk)'-t^ss0>s{> . . . 

. • • > .5 , й >5й + 1=0 , 

Sh— sM<b0, i=0 , ...,k\ 

1иг—«ш 1> --> e-—* а; = 1, i-=l, . . . , k} . 
"Ясно, что 

5 ... J J / (й , s)dadi<{sum} jj / ( и , s)rf«tfs. 
о Л" а У-а 

Зафиксируем произвольно «6{0> 1}* и разобьем вектор а на 
серии из нулей и единиц: 

(О, . . . , 0 , 1, . . . , 1 , 0, . . . , 0 , 1, . . . , 1 . О, . . . ) . 
г, г.-ь/i •"« it-.--/» 

Теперь, используя оценку 

2 (и,—и,.,\* (T-l-n)' ' 

\и, Si Sl+i 
e H't-i+i) < Д - — — — — — -

M I - S I + I 

для некоторой Д > 0 в случае аг=--1, в интеграле 

^ / (и, s) duds. 

произведем интегрирование по всем иу, / > 1 . таким, что а} — \. 
В результате получим оценку 

[f(u,s)duds<A^... I $ . . . $ - - = - - X 
у - -

О .9.—S .+j<UO: 

i._2 ~2(-z--s / + 1) 

П(1«1 + <) S /-s /+1 
L/=i 

O R J? 

(ц -в . ) ' 
"2(«—«0 

X 

(-.f,-l-- ' i l+y1) t i 

4(- s i i- l- s--+yi) 

V-i--
X 

•1—- '*1+л 
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( " • - " • • и ) - 1 

е -(-r-/+i) 
X 

где интегрирование ведется по всем и( таким, что ее—О, 
A2>0 — некоторая постоянная. Отсюда нетрудно получить, что 

./ II duAds", 

_ ' -А-i j 
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для некоторых Лз>0, A4==A4(6) >0. 
Используя последнюю выкладку, находим, что 

J . . . J J / (и, . s ) d « d 5 < _ C , i A | j r ( | « r n + (А-я)!), 
<>s,>-..>^>0_R-- '=0 

где Си —TRF-nT' о г к у д а и следует утверждение леммы. 
Лемма доказана. 
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