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В работе рассматриваются случайные операторы, возникающие
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. Показывается, что с вероятностью единица

эти операторы являются интегральными операторами и исследуют-
ся свойства их ядер.
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1. Введение. Пусть ξx(t), t ⩾ 0, x ∈ R, — решение стохастического
дифференциального уравнения

dξx(t) = b(ξx(t))b
′(ξx(t)) dt+ b(ξx(t)) dw(t), ξx(0) = x, (1)

где w(t), t ⩾ 0, — стандартный винеровский процесс.
Относительно функции b(x) будем предполагать выполнение следую-

щих условий:
1) функция b непрерывна и ограничена вместе со своими двумя пер-

выми производными;
2) θ0 = infx∈Rb(x) > 0;
3) существует b0 > 0 такое, что limx→±∞ b(x) = b0;
4) limx→±∞ b′(x) = limx→±∞ b′′(x) = 0;
5)

∫
R x2 · |b(x)− b0| dx < ∞ и

∫
R x2 · |b′(x)| dx < ∞.

Заметим, что изменяя масштаб времени, мы всегда можем добиться
того, чтобы b0 равнялось единице, что и будем предполагать в дальней-
шем.
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В наших построениях процесс w(t) определен на вероятностном про-
странстве (Ω,F ,P), на котором мы фиксируем фильтрацию {F⩽t}, где
F⩽t — σ-алгебра, порожденная процессом w, до момента времени t. Усло-
вия, наложенные на функцию b(x) заведомо гарантируют нам существо-
вание сильного решения уравнения (1).

Семейство процессов ξx(t), x ∈ R, является однородным марковским
семейством и соответственно порождает полугруппу сжимающих опера-
торов

P t : C(R) → C(R),

где C(R) — пространство непрерывных ограниченных функций на R
с равномерной нормой, а оператор P t определяется формулой

P tf(x) = Ef(ξx(t)). (2)

Далее, пусть f ∈ C(R). Определим функцию u(t, x), полагая

u(t, x) = Ef(ξx(t)). (3)

Известно (см., например, [3, гл. VIII]), что функция u(t, x) удовлетво-
ряет уравнению

∂u

∂t
=

1

2

∂

∂x

(
b2(x)

∂u

∂x

)
(4)

и начальному условию

u(0, x) = lim
t↓0

u(t, x) = f(x).

Заметим, что это уравнение (4) относится к так называемым обрат-
ным уравнениям Колмогорова, впервые появившимся в его работе “Об
аналитических методах в теории вероятностей” [9].

Если же мы возьмем в качестве начальной функции в (3) произволь-
ную функцию f ∈ L2(R), то у функции u(t, x) может потеряться непре-
рывность по t в нуле, и в этом случае удобнее, во-первых, говорить не
о классическом, а о слабом (обобщенном) решении (см., например, [6,
гл. III]) уравнения (4), а, во-вторых, полугруппу P t : L2(R) → L2(R)
определять как

P tf(x) = (L2) lim
M→∞

EπMf(ξx(t)), (5)

где πM −−−−→
M→∞

I — семейство проекторов в L2, сильно сходящееся к тож-

дественному оператору и такое, что для любого M > 0 πM (L2(R)) ⊂
C(R). Нетрудно понять, что это определение не зависит от выбора се-
мейства проекторов.

Там, где это не вызывает недоразумений, правую часть (5) мы будем
записывать как Ef(ξx(t)).
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В этом случае удобнее говорить не в терминах уравнений, а в терми-
нах функций от операторов. А именно, рассмотрим самосопряженный
оператор A, определенный на множестве D(A) = W 2

2 (R) и действующий
на функцию f ∈ D(A) как

Af(x) = −1

2

d

dx

(
b2(x)

df

dx

)
. (6)

Уравнение (4) означает, что справедливо операторное равенство

P t = e−tA, (7)

что, в свою очередь, означает, что (5) можно рассматривать как вероят-
ностное представление экспоненты оператора A. В настоящей работе мы
построим случайные процессы, дающие возможность строить аналогич-
ное вероятностное представление, но не для экспоненты, а для резоль-
венты оператора A.

Поясним основные идеи предлагаемого подхода. Прежде всего заме-
тим, что резольвента (A− λI)−1 есть преобразование Лапласа по t опе-
раторнозначной функции e−tA. В частности, отсюда следует, что для
любого λ такого, что Reλ < 0, и любой f ∈ L2(R) выполнены равенства

(A− λI)−1f =

∫ ∞

0
eλτP τf dτ =

∫ ∞

0
eλτe−τAf dτ. (8)

Учитывая (5), мы можем рассматривать правую часть последнего ра-
венства как среднее значение случайного оператора Rλ, где

Rλ : f 7→
∫ ∞

0
eλτf(ξx(τ)) dτ.

В настоящей работе мы, в частности, покажем, что с вероятностью
единица оператор Rλ является интегральным оператором в L2 и иссле-
дуем свойства его ядра. Кроме того, мы построим аналогичное семей-
ство случайных интегральных операторов также и для случая Reλ ⩾ 0.
А именно, будет построено семейство случайных интегральных операто-
ров

Rt
λ : L2(R) → L2(R),

где λ ∈ C, а параметр t ∈ [0,∞] при Reλ < 0 и t ∈ [0,∞) при Reλ ⩾ 0,
вида

Rt
λf(x) =

∫
R
rλ(t, x, y)f(y) dy,

обладающее следующими свойствами:
1) для любых λ ∈ C, t ∈ [0,∞) с вероятностью единица Rt

λ есть огра-
ниченный оператор в L2(R);
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2) если Reλ ⩽ 0, то

Rt
λf(x) =

∫ t

0
eλτf(ξx(τ)) dτ (9)

(при Reλ < 0 формула (9) справедлива также и для t = ∞);
3) для любых λ, t, x с вероятностью единица функция rλ(t, x, · ) при-

надлежит соболевскому классу Wα
2 для любого α ∈ [0, 1/2);

4) при λ = 0 величина rλ(t, x, y) совпадает с локальным временем
процесса ξx( · ) в точке y до момента времени t;

5) если Reλ < 0, то для любого f ∈ L2(R) выполнено равенство

E

∫
R
rλ(∞, · , y)f(y) dy = (A− λI)−1f ; (10)

6) если Reλ ⩾ 0 и λ /∈ σ(A) (здесь и далее через σ(A) обозначается
спектр оператора A), то для любого f ∈ L2(R) выполнено равенство

lim
t→∞

E

∫
R
rλ(t, · , y)f(y) dy = (A− λI)−1f ; (11)

7) если λ ∈ σ(A), то (11) выполнено для любого f ∈ D(A− λI)−1.
Для случая, когда b(x) ≡ 1, что соответствует тому, что ξx(t) =

x − w(t), а A = −(1/2)(d2/dx2), аналогичный результат был получен
в работах авторов [4], [5] с использованием методов Фурье-анализа. Ис-
пользование преобразования Фурье в данном случае совершенно есте-
ственно. Как хорошо известно, в силу спектральной теоремы, всякий са-
мосопряженный оператор унитарно эквивалентен оператору умножения
на независимую переменную в некотором функциональном пространстве
(т.е. аналогу оператора, задаваемого диагональной матрицей). Для диф-
ференциальных операторов с постоянными коэффициентами преобра-
зование Фурье осуществляет унитарную эквивалентность исследуемого
оператора оператору умножения на некоторую функцию (в частности,
для оператора −(d2/dx2), заданного на W 2

2 (R), — на квадрат новой неза-
висимой переменной) в пространстве L2(R) — т.е., по существу дела,
оператор Фурье осуществляет диагонализацию дифференциального опе-
ратора с постоянными коэффициентами что, в свою очередь, позволяет
эффективно строить функции от этого оператора.

Для оператора A, задаваемого (6), оператор Фурье уже не является
диагонализующим, поэтому первым шагом является исследование ядра
диагонализующего унитарного оператора, существование которого га-
рантирует нам спектральная теорема. Аналогично тому, как для эр-
митовых матриц матрица диагонализующего оператора “собирается” из
нормированных собственных векторов, в непрерывном случае ядро диа-
гонализующего унитарного оператора строится по собственным функци-
ям непрерывного спектра оператора A. Соответственно нам потребуется
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ряд утверждений о свойствах собственных функций непрерывного спек-
тра. Доказательству этих утверждений посвящен раздел 2. Далее, в раз-
деле 3, мы перейдем непосредственно к построению случайных операто-
ров и исследованию их свойств, а в разделе 4 построим вероятностное
представление резольвенты оператора A.

2. Собственные функции непрерывного спектра оператора A.
Пусть функция b(x) удовлетворяет условиям 1)–5) с константой b0=1.
Рассмотрим оператор (6), заданный на области определения W 2

2 (R). Из-
вестно (см., например, [7, гл. VII, § 24, теорема 5]), что оператор A явля-
ется самосопряженным положительным оператором, а его спектр σ(A)
является непрерывным двукратным и совпадает с [0,∞).

Пусть φ(x, k) — собственные функции непрерывного спектра операто-
ра A. Эти функции являются при каждом k ∈ R решениями уравнения

Aφ(x, k) =
k2

2
φ(x, k) (12)

и нормированы на δ-функцию, т.е. в смысле обобщенных функций
(см. [2]) ∫

φ(x, k)φ(x, k′) dx = δ(k − k′) (13)

и ∫
φ(x, k)φ(x′, k) dk = δ(x− x′). (14)

Строго говоря, выбор семейства φ(x, k) осуществляется не единствен-
ным способом. Мы осуществим указанный выбор таким образом, чтобы
семейство φ(x, k) допускало аналитическое продолжение по k в верхнюю
полуплоскость и было таково, что при Im k > 0 функция φ(x, k) → 0 экс-
поненциально быстро при x → +∞ (относительно возможности такого
выбора, см. [8, § XI.6] и далее).

Функцииφ(x, k) задают ядро унитарного оператораΨ: L2(R)→L2(R),
сплетающего оператор A и оператор умножения на k2/2. А именно,
введем унитарный оператор

Ψ: f(x) 7→ (L2) lim
M→∞

∫ M

−M
f(x)φ(x, k) dx = (Ψf)(k), (15)

Ψ−1 : g(k) 7→ (L2) lim
M→∞

∫ M

−M
g(k)φ(x, k) dk = (Ψ−1g)(x). (16)

Оператор Ψ сплетает оператор A и оператор умножения на k2/2, что
означает, что равенство Af = h эквивалентно равенству

k2

2
(Ψf)(k) = (Ψh)(k).
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Сплетающий оператор позволяет эффективно строить функции
от оператора, в том смысле, что для всякой борелевской функции F
равенство F (A)f = h эквивалентно равенству F (k2/2)(Ψf)(k) = (Ψh)(k)
и соответственно

D(F (A)) =

{
f ∈ L2(R) : F

(
k2

2

)
(Ψf)(k) ∈ L2(R)

}
. (17)

В рамках настоящей работы для каждой f ∈ L2(R) функцию (Ψf)(k)
будем называть k-представлением функции f , а саму функцию f(x) бу-
дем называть ее x-представлением. Таким образом, каждый элемент
L2(R) мы можем рассматривать как в x-представлении, так и в k-пред-
ставлении.

В случае, когда b(x) ≡ 1 (т.е. A = −(1/2)(d2/dx2z)) унитарный опера-
тор Ψ есть просто преобразование Фурье, в этом случае

φ(x, k) =
1√
2π

eikx.

Нам понадобится ряд свойств функций φ(x, k).
Отметим прежде всего, что для любых t ⩾ 0, k, x ∈ R в силу (7) и (12)

мы имеем
Eφ(ξx(t), k) = e−k2t/2φ(x, k). (18)

Прочие необходимые для наших целей свойства функций φ(x, k) мы
сформулируем в виде следующих лемм.

Лемма 1. Существует константа L > 0 такая, что для любых
x ∈ R и k ∈ R справедливо неравенство

|φ(x, k)| ⩽ L.

Доказательство. Вместо оператора A нам будет удобно рассматри-
вать оператор A1 = 2A, соответственно мы имеем A1φ(x, k) = k2φ(x, k).

Определим функции H(x), φ0(x, k), полагая

H(x) =

∫ x

0

dy

b(y)
, φ0(x, k) =

eikH(x)√
b(x)

.

Заметим, что H(x) ∼ x при x → ±∞, а величины |φ0(x, k)| ограничены
сверху константой.

Далее, непосредственным вычислением показывается, что функции
φ0(x, k) нормированы на дельта-функцию (в смысле (13), (14)) и удовле-
творяют уравнению

A1φ0(x, k) + ρ(x)φ0(x, k) = k2φ0(x, k),
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где
ρ(x) =

1

2

(
(b′(x))2 + 2b′′(x)b(x)

)
.

Это, в свою очередь, означает, что функция φ0(x, k) является ядром
оператора, сплетающего оператор A1+ρ(x) и оператор умножения на k2.

Теперь для нахождения ядра φ(x, k) используем методы теории рас-
сеяния. А именно, составим уравнение Липпмана–Швингера [8, § XI.6],
которое для пары операторов A1 + ρ(x) и A1 имеет вид

φ(x, k) = φ0(x, k) +
1

2ik

∫ ∞

−∞
eik|H(x)−H(y)| 1√

b(x)

1√
b(y)

ρ(y)φ(y, k) dy.

(19)
Для фиксированного k обозначим через Tk оператор

Tk : h 7→
∫ ∞

−∞
eik|H(x)−H(y)| 1√

b(x)

1√
b(y)

ρ(y)h(y) dy.

Как легко видеть, справедлива оценка

∥Tk∥L∞→L∞ ⩽
∥ρ∥L1

θ0
.

Из последнего неравенства вытекает, что в области Im k ⩾ 0 при |k| >
∥ρ∥L1/(2θ0) ряд

∞∑
n=0

1

(2ik)n
Tn
k φ0

сходится в L∞(R) к решению уравнения (19), и его сумма аналитична
по k.

В области |k| ⩽ ∥ρ∥L1/(2θ0) данное утверждение доказывается анало-
гичными рассуждениями, в которых уравнение Липпмана–Швингера пи-
шется для другой пары операторов, а именно, для пары −(1/2)(d2/dx2)
и A. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Функции φ(x, k) не обращаются в нуль в области Im k > 0.
Доказательство. Пусть Im k > 0, соответственно k2 /∈ [0,∞). Как уже

было отмечено, функция φ(x, k) экспоненциально убывает при x→+∞.
Допустим противное, пусть для некоторого числа a выполнено равен-

ство φ(a, k) = 0. Рассмотрим оператор A+ в пространстве L2[a,+∞),
определенный на множестве D(A+) = {f ∈ W 2

2 ([a,∞)), f(a) = 0} и дей-
ствующий на функцию f ∈ D(A) по тому же правилу, что и A:

A+f = −1

2

d

dx

(
b2(x)

df

dx

)
.

Если φ(a, k) = 0, то φ( · , k) ∈ D(A+) и

A+φ(x, k) =
k2

2
φ(x, k),
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что означает, что φ( · , k) является собственной функцией оператора A+,
отвечающей собственному значению k2/2. Но A+ — самосопряженный
неотрицательный оператор и, тем самым, не может иметь спектра вне
[0,∞). Лемма 2 доказана.

Следующая лемма показывает, что классическое утверждение о связи
гладкости исходной функции и наличия моментов у ее преобразования
Фурье остается справедливым и для унитарного оператора Ψ.

Лемма 3. Пусть функция g для некоторого α ∈ (0, 1/2) удовлетво-
ряет условию ∫

R
(1 + |k|2α)|g(k)|2 dk < ∞.

Тогда Ψ−1g ∈ Wα
2 (R).

Доказательство. Рассмотрим оператор A0, действующий по прави-
лу A0u = −u′′ на области определения D(A0) = W 2

2 (R). Отметим, что
формы, соответствующие (см. [1]) операторам A и A0, заданы на одной
и той же области определения (W 1

2 (R)) и эквивалентны (тем самым, су-
ществуют положительные константы c1, c2 такие, что c1A0<A<c2A0).
Из этого и [1, гл. 10, § 4, теорема 2] немедленно следует, что для любого
θ ∈ (0, 1) выполнены соотношения

cθ1Aθ
0 < Aθ < cθ2Aθ

0,

откуда, в частности, следует, что область определения формы, соответ-
ствующей Aθ, совпадает с W θ

2 — областью определения, соответствую-
щей Aθ

0. Лемма 3 доказана.
3. Построение ядер случайных операторов Rt

λ. В этом разделе
для каждого λ = a + bi ∈ C мы определим случайный оператор Rt

λ

таким образом, чтобы выполнялось (9), и найдем его ядро rλ(t, x, y).
Пусть сначала a = Reλ ⩽ 0. В этом случае, как и выше, положим

Rt
λf(x) =

∫ t

0
f(ξx(τ))e

λτ dτ. (20)

Правая часть (20) корректно определена для всех непрерывных ог-
раниченных f , далее мы покажем, что с вероятностью единица опера-
тор Rt

λ продолжается до ограниченного оператора в L2(R), и найдем его
ядро.

Первым шагом мы получим формальное выражение для ядра Rt
λ, а

потом покажем, что с вероятностью единица Rt
λ является интегральным

оператором, а полученное формальное выражение определяет его ядро.
Пользуясь тождеством

f(x) =

∫
R
f(y)δ(x− y) dy, (21)
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получим (здесь и далее через δ обозначается δ-функция Дирака)∫ t

0
f(ξx(τ))e

λτ dτ =

∫
R
f(y)

∫ t

0
δ(ξx(τ)− y)eλτ dτ dy.

Последняя формула показывает, что ядро rλ(t, x, y) оператора Rt
λ, ес-

ли оно существует, должно иметь вид

rλ(t, x, y) =

∫ t

0
δ(ξx(τ)− y)eλτ dτ. (22)

Трудность состоит в том, что формулой (22) ядро rλ(t, x, y) определе-
но только как обобщенная функция. Чтобы преодолеть эту трудность,
ниже мы рассмотрим функцию rλ(t, x, · ) (при фиксированном x) в k-
представлении и покажем, что ее k-представление (Ψrλ)(t, x, k) с веро-
ятностью единица принадлежит L2(R), что показывает, что rλ(t, x, · )
также принадлежит L2(R) (напомним, что Ψ — унитарный оператор
в L2(R)) и, в частности, определена как функция, а не как обобщенная
функция.

Итак, вычислимΨ-преобразование функции rλ(t, x, y) по переменной y.
В силу (14) имеем

δ(ξx(τ)− y) = δ(y − ξx(τ)) =

∫
R
φ(y, k)φ(ξx(τ), k) dk. (23)

Подставляя (23) в (22), получаем

rλ(t, x, y) =

∫
R
φ(y, k)

∫ t

0
φ(ξx(τ), k)e

λτ dτ dk

= Ψ−1

[∫ t

0
φ(ξx(τ), · )eλτ dτ

]
(y). (24)

Из (24) немедленно вытекает, что

(Ψrλ)(t, x, k) =

∫ t

0
φ(ξx(τ), k)e

λτ dτ. (25)

Заметим еще, что в силу (22) выполнено равенство rλ = rλ и, значит,

(Ψrλ)(t, x, k) =

∫ t

0
φ(ξx(τ), k)e

λτ dτ

и соответственно

(Ψrλ)(t, x, k) =

∫ t

0
φ(ξx(τ), k)e

λτ dτ. (26)
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Итак, при a = Reλ ⩽ 0 мы определяем (Ψrλ)(t, x, k) формулой (25),
или, что эквивалентно, формулой (26). Пока это только формальные
определения, но далее (теорема 1) мы придадим этим формулам точный
смысл.

Отметим также, что функция hλ(t, x, k) = (Ψrλ)(t, x, k) дает нам (так-
же пока формальное) выражение для ядра оператора Rt

λΨ
−1.

Действительно, пусть f ∈ L2(R), а g = Ψf . Тогда

[(Rt
λΨ

−1)g](x) = Rt
λf(x) =

∫
dy

∫
dk g(k)φ(y, k)rλ(t, x, y)

=

∫
g(k)

∫
φ(y, k)rλ(t, x, y) dy dk

=

∫
g(k)

∫
φ(y, k) rλ(t, x, y) dy dk

=

∫
g(k)(Ψrλ)(t, x, k) dk =

∫
g(k)hλ(t, x, k) dk.

Пусть теперь a = Reλ > 0. Важно отметить, что в этом случае вы-
ражение (8) теряет смысл, что означает, что в данном случае в преоб-
разовании Лапласа надо выбирать другой контур интегрирования. Но
буквально сделать это невозможно, для этого в (20) пришлось бы строить
аналитическое продолжение ξx(τ) по переменной τ , что затруднительно.
Поэтому при определении (Ψrλ)(t, x, k) мы будем пользоваться другими
соображениями.

В данном случае нам будет удобнее сразу определить функцию Ψrλ.
При |k| >

√
2a снова определим Ψrλ формулой (26) (или, что то же

самое, определим Ψrλ формулой (25)).
При |k| <

√
2a по определению положим

hλ(t, x, k) = (Ψrλ)(t, x, k) = − φ(x, k)

φ(0, i|k|)

∫ t

0
φ(ξ0(τ), i|k|)e−λτ dτ. (27)

Из леммы 2 следует, что при всех рассматриваемых k знаменатель
в (27) не обращается в нуль.

Далее, при |k| =
√
2a и b = Imλ > 0 положим

hλ(t, x, k) = (Ψrλ)(t, x, k) = i
φ(x, k)

φ(0, eiπ/4|k|)

∫ t

0
φ(ξ0(τ), e

iπ/4|k|)eiλτ dτ.

(28)
При |k| =

√
2a и b = Imλ < 0 положим

hλ(t, x, k)= (Ψrλ)(t, x, k)= − i
φ(x, k)

φ(0, e−iπ/4|k|)

∫ t

0
φ(ξ0(τ), e

−iπ/4|k|)e−iλτ dτ.

(29)
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Придадим теперь введенным выше формальным вычислениям стро-
гий смысл. Для этого введем сначала пространство Hα, состоящее из
L2(R)-значных случайных величин f(x) = f(x, ω) с нормой

∥f∥2α = E

∫
R
(1 + |k|2α)|(Ψf)(k)|2 dk, (30)

где, как и выше, (Ψf)(k) — это Ψ-преобразование f .
Замечание. Из леммы 3 вытекает, что если f ∈ Hα, то с вероятностью

единица f ∈ Wα
2 (R).

Следующие две теоремы показывают, что для всех λ, t с вероятностью
единица оператор Rt

λ является ограниченным интегральным оператором
в L2(R), а формулы (26), (27) определяют его ядро.

Теорема 1. 1. Для любого α ∈ [0, 1/2) равномерно по x ∈ R суще-
ствует предел

rλ(t, x, · ) = (Hα) lim
M→∞

rλ(t, x, · ,M),

где функция rλ(t, x, y,M) определяется своим Ψ-преобразованием (по
переменной y) как

(Ψrλ)(t, x, k,M) = 1[−M,M ](k)hλ(t, x, k).

2. Если a = Reλ < 0, то для любого α ∈ [0, 1/2) равномерно по x ∈ R
существует предел

rλ(∞, x, · ) = (Hα) lim
t→∞

rλ(t, x, · ).

Доказательство. Отметим прежде всего, что из лемм 1 и 2 следует,
что для любых фиксированных M , t, x случайная функция rλ(t, x, · ,M)
принадлежит Hα.

Пусть теперь Mn ↑ ∞ — произвольная возрастающая последователь-
ность. Покажем, что последовательность rλ(t, x, y,Mn) равномерно по
x ∈ R фундаментальна в Hα.

При m > n имеем

∥rλ(t, x, y,Mm)− rλ(t, x, y,Mn)∥2α

= E

∫
|k|∈[Mn,Mm]

(1 + |k|2α)|(Ψrλ)(k)|2 dk. (31)

Так как Mn → ∞, то, не умаляя общности, можно считать, что в (31)
выполнены неравенства |k| ⩾ Mn >

√
2|a|, т.е. в силу (25)

(Ψrλ)(t, x, k) =

∫ t

0
φ(ξx(τ), k)e

λτ dτ.
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Подставляя последнюю формулу в правую часть (31), получаем

∥rλ(t, x, y,Mm)− rλ(t, x, y,Mn)∥2α

= E

∫
|k|∈[Mn,Mm]

(1 + |k|2α)
∣∣∣∣∫ t

0
φ(ξx(τ), k)e

λτ dτ

∣∣∣∣2 dk
= 2ReE

∫
|k|∈[Mn,Mm]

(1 + |k|2α)
∫ t

0
dτ1

×
∫ τ1

0
dτ2 e

λτ1eλτ2 · φ(ξx(τ1), k)φ(ξx(τ2), k) dk. (32)

На последнем шаге мы воспользовались легко проверяемой формулой.
А именно, для каждой функции f ∈ L1[0, t] справедливо соотношение∣∣∣∣∫ t

0
f(τ) dτ

∣∣∣∣2 = 2

∫
0<τ2<τ1<t

Re[f(τ2)f(τ1)] dτ1 dτ2.

Оценим отдельно при τ1 > τ2 величину E
[
φ(ξx(τ1), k)φ(ξx(τ2), k)

]
.

Используя свойства условных математических ожиданий, (18) и лем-
му 1, имеем

E
[
φ(ξx(τ1), k)φ(ξx(τ2), k)

]
= E

[
φ(ξx(τ2), k) ·E

(
φ(ξx(τ1), k)

∣∣ F⩽τ2

)]
= E

[
φ(ξx(τ2), k) ·E

(
φ(ξy(τ1 − τ2), k)

)∣∣
y=ξx(τ2,k)

]
= Eφ(ξx(τ2), k)φ(ξx(τ2), k)e

−k2(τ1−τ2)/2

= e−k2(τ1−τ2)/2E|φ(ξx(τ2), k)|2 ⩽ L2e−k2(τ1−τ2)/2.

Подставляя полученную оценку в правую часть (32), получаем

∥rλ(t, x, y,Mm)− rλ(t, x, y,Mn)∥2α

⩽ 2L2Re

∫
|k|∈[Mn,Mm]

(1 + |k|2α)
∫ t

0
eλτ1 dτ1

∫ τ1

0
eλτ2e−k2(τ1−τ2)/2 dτ2 dk

= 2L2Re

∫
|k|∈[Mn,Mm]

(1 + |k|2α)
∫ t

0
eλτ1e−k2τ1/2 dτ1

∫ τ1

0
eλτ2ek

2τ2/2 dτ2 dk

= 2L2Re

∫
|k|∈[Mn,Mm]

1 + |k|2α

λ+ k2/2

∫ t

0

(
e2Reλ·τ1 − e(λ−k2/2)τ1

)
dτ1 dk. (33)

Рассмотрим теперь отдельно случаи Reλ ̸= 0 и Reλ = 0. Пусть сна-
чала Reλ ̸= 0. Тогда правая часть (33) равна

2L2Re

∫
|k|∈[Mn,Mm]

1+ |k|2α

λ+k2/2

(
1

2Reλ

(
e2Reλ·t−1

)
− 1

λ−k2/2

(
e(λ−k2/2)t−1

))
dk.
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Последнее выражение с некоторой константой C = C(λ) > 0 может
быть оценено сверху величиной

C
(
e2Reλ·t + 1

) ∫
|k|∈[Mn,Mm]

1 + |k|2α

k2
dk −−−−−→

m,n→∞
0, (34)

причем при Reλ < 0 сходимость в (34) равномерна по t ⩾ 0. Из этого,
в частности, следует второе утверждение теоремы 1.

Рассмотрим теперь случай Reλ = 0. В этом случае правая часть (33)
равна

2Re

∫
|k|∈[Mn,Mm]

1 + |k|2α

λ+ k2/2

∫ t

0

(
1− e(λ−k2/2)τ1

)
dτ1 dk

= 2Re

∫
|k|∈[Mn,Mm]

1 + |k|2α

λ+ k2/2

(
t− 1

λ− k2/2

(
e(λ−k2/2)t − 1

))
dk

⩽ C(t+ 1)

∫
|k|∈[Mn,Mm]

1 + |k|2α

k2
dk

для некоторой константы C = C(λ). Для завершения доказательства
остается заметить, что последнее выражение стремится к нулю при
m,n → ∞.

Из теоремы 1 и леммы 3 следует, что для любых фиксированных t, x
с вероятностью 1

rλ(t, x, · ) ∈ Wα
2 (R). (35)

Таким образом, для каждого λ ∈ C на L2(R) определен случайный
интегральный оператор Rt

λ формулой

Rt
λf(x) =

∫
R
rλ(t, x, y)f(y) dy, (36)

при этом t ∈ [0,∞] при Reλ < 0 и t ∈ [0,∞) при Reλ ⩾ 0.
Отметим также, что из (20) и (36) вытекает, что при λ = 0 функция

rλ(t, x, y) совпадает с локальным временем процесса ξx( · ) в точке y до
момента времени t.

Теорема 2. Для любого фиксированного 0 ⩽ t < ∞ с вероятностью
единица оператор Rt

λ является ограниченным оператором в L2(R).
Доказательство. Пусть f ∈ L2(R) и g = Ψf . Имеем

Rt
λf(x) = (Rt

λΨ
−1g)(x) =

∫
R
rλ(t, x, y)(Ψ

−1g)(y) dy

= ⟨Ψ−1g, rλ(t, x, · )⟩L2 = ⟨g,Ψrλ(t, x, · )⟩L2 =

∫
R
g(k)Ψrλ(t, x, k) dk.

(37)
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Последняя формула показывает, что оператор Rt
λΨ

−1 есть интеграль-
ный оператор с ядром

h(t, x, k) = Ψrλ(t, x, k). (38)

Для каждого λ ∈ C разложим L2(R) в ортогональную сумму двух
подпространств:

L2(R) = L0 ⊕ L1. (39)

При a = Reλ ⩽ 0 положим

L0 = {0}, L1 = L2(R),

а при a > 0 положим

L0 = {f ∈ L2(R) : suppΨf ⊂ [−
√
2a,

√
2a ]},

L1 = {f ∈ L2(R) : suppΨf ∩ (−
√
2a,

√
2a) = ∅}.

Для доказательства теоремы нам достаточно показать, что ограни-
ченными с вероятностью 1 являются сужения оператора Rt

λ на L0 и L1.
При этом подпространство L0 нетривиально только в случае a > 0.

В силу (27), (38) оператор Rt
λΨ

−1 на произвольную функцию g с но-
сителем в интервале [−

√
2a,

√
2a ] действует как

Rt
λΨ

−1g(x) =

∫ √
2a

−
√
2a

g(k)Ψrλ(t, x, k) dk

= −
∫ √

2a

−
√
2a

g(k)
φ(x, k)

φ(0, i|k|)

∫ t

0
φ(ξ0(τ), i|k|)e−λτ dτ dk.

Последняя формула показывает, что сужение оператора ΨRt
λΨ

−1 на
множество функций с носителем в интервале [−

√
2a,

√
2a ] есть оператор

умножения на случайную ограниченную функцию

−1

φ(0, i|k|)

∫ t

0
φ(ξ0(τ), i|k|)e−λτ dτ. (40)

В силу унитарности Ψ отсюда вытекает ограниченность сужения опе-
ратора Rt

λ на L0.
Пусть теперь f ∈ L1. В этом случае в силу (25) мы имеем

(Rt
λf)(x) =

∫ t

0
f(ξx(τ))e

λτ dτ. (41)
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Хорошо известно (см. [3, гл. 2, § 8]), что с вероятностью единица функ-
ция ξx(t) дифференцируема по переменной x для всех t, причем ее произ-
водная η(t, x) = d

dxξx(t) удовлетворяет линейному стохастическому диф-
ференциальному уравнению

dη(t, x) =
(
b(ξx(t))b

′′(ξx(t)) + (b′(ξx(t)))
2
)
η(t, x) dt+ b′(ξx(t))η(t, x) dw(t)

(42)
и начальному условию η(0, x) = 1.

Решая последнее уравнение, получаем

η(t, x) = exp

(∫ t

0

[
b(ξx(τ))b

′′(ξx(τ)) +
1

2
(b′(ξx(τ)))

2

]
dτ

+

∫ t

0
b′(ξx(τ)) dw(τ)

)
. (43)

Следующим шагом покажем, что существует константа β > 0 такая,
что

sup
x∈R, 0⩽s⩽t

(η(s, x))−1 ⩽ eβt. (44)

Из условий, наложенных на функцию b(x), следует, что для этого до-
статочно доказать равномерную ограниченность по s ∈ [0, t], x ∈ R ве-
личины

∣∣∫ s
0 b′(ξx(τ)) dw(τ)

∣∣.
Используя (1) и формулу Ито, получаем∫ s

0
b′(ξx(τ)) dw(τ) =

∫ s

0

b′(ξx(τ))

b(ξx(τ))
dξx(τ)−

∫ s

0
(b′(ξx(τ)))

2 dτ

= ln b(ξx(s))− ln b(x)− 1

2

∫ s

0

(
b(ξx(τ))b

′′(ξx(τ)) + (b′(ξx(τ)))
2
)
dτ.

Подставляя последнее выражение в (43), получаем

(η(s, x))−1 =
b(x)

b(ξx(s))
exp

(
−1

2

∫ s

0
b(ξx(τ))b

′′(ξx(τ)) dτ

)
.

Из последней формулы немедленно следует (44) с

β =
1

2
∥bb′′∥∞ ln

(
∥b∥∞
θ0

)
.

Теперь, используя (41), получаем

∥Rt
λf∥2 ⩽

∫ t

0
eaτ∥f(ξ·(τ))∥2 dτ.

Оценим теперь равномерно по τ ∈ [0, t] величину ∥f(ξ·(τ))∥2.
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Имеем

∥f(ξ·(τ))∥22 =
∫
R
|f(ξx(τ))|2 dx =

∫
R
|f(y)|2(η(τ, y))−1 dy ⩽ ∥f∥22 eβτ .

Таким образом, мы получили

∥Rt
λf∥2 ⩽

∫ t

0
e(a+β/2)τ dτ ∥f∥2.

Из последней формулы, в частности, следует, что в случае a+β/2< 0
утверждение теоремы остается справедливым также и для t = +∞. Тео-
рема 2 доказана.

Следующая теорема показывает, что оператор Rt
λ также является

непрерывным оператором из L2(R) в L2(Ω×R).
Теорема 3. Существует константа C > 0 такая, что для любого

f ∈ L2(R) выполнено
E∥Rt

λf∥22 ⩽ C∥f∥22. (45)

Доказательство. Как и в предыдущем случае, достаточно доказать
утверждение теоремы отдельно для подпространств L0 и L1. Для f ∈ L0

утверждение теоремы следует из (40) и леммы 2.
Пусть теперь f ∈ L1. В силу (41), имеем

E∥Rt
λf∥22 = E

∫
R
dx |Rt

λf(x)|2 = E

∫
R
dx

∣∣∣∣∫ t

0
f(ξx(τ))e

λτ dτ

∣∣∣∣2
= 2Re

∫
R
dx

∫ t

0
dτ1

∫ τ1

0
dτ2 e

λτ1eλτ2Ef(ξx(τ1))f(ξx(τ2)). (46)

Как и выше, через P t : L2(R) → L2(R) обозначим полугруппу (5). Так
как в k-представлении эта полугруппа действует как оператор умноже-
ния на e−k2t/2, то для любого t справедлива оценка операторной нормы
в L2(R)

∥P t∥L2→L2 ⩽ 1. (47)

Покажем теперь, что такая же оценка

∥P t∥L1→L1 ⩽ 1 (48)

справедлива и для операторной нормы в L1(R).
Действительно,

∥P tf∥1 =
∫
R
|Ef(ξx(t))| dx ⩽

∫
R
E|f(ξx(t))| dx

=

∫
R
|f(y)|

∫
R
p(t, x, y) dx dy =

∫
R
|f(y)| dy = ∥f∥1.
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В последней формуле p(t, x, y) — переходная плотность марковского
семейства ξx(t), а равенство

∫
R p(t, x, y) dx = 1 вытекает из самосопря-

женности соответствующего генератора.
Далее, для τ1 > τ2 имеем

Ef(ξx(τ1))f(ξx(τ2)) = E
[
f(ξx(τ2))E

(
f(ξx(τ1))

∣∣ F⩽τ2

)]
= Ef(ξx(τ2))(P

τ1−τ2f)(ξx(τ2)) = P τ2
(
fP τ1−τ2f

)
(x).
(49)

Подставляя (49) в (46) и используя (47) и (48), получаем

E

∫
R
dx |Rt

λf(x)|2 ⩽ 2

∫ t

0
dτ1

∫ τ1

0
dτ2 e

a(τ1+τ2)

∫
R
dx

∣∣P τ2
(
fP τ1−τ2f

)
(x)

∣∣
⩽ C∥P τ2

(
fP τ1−τ2f

)
∥1 ⩽ C∥f(P τ1−τ2f)∥1 ⩽ C∥f∥2 · ∥P τ1−τ2f∥2 ⩽ C∥f∥22.

Ясно, что в случае a < 0 константу C в последней оценке можно
выбрать не зависящей от t, что означает справедливость оценки также и
при t = ∞. Утверждение теоремы, таким образом, полностью доказано.

4. Интегральное представление резольвенты. Пусть, как и вы-
ше, A — самосопряженный оператор в L2(R), заданный на области опре-
деления

D(A) = W 2
2 (R) = {f ∈ L2(R) : k2(Ψf)(k) ∈ L2(R)}

и действующий на этой области определения по правилу

Af(x) = −1

2

d

dx

(
b2(x)

df

dx

)
.

Как уже было отмечено,

σ(A) = σac(A) = [0,∞),

причем в силу (17), для λ ∈ σ(A) область определения оператора
(A− λI)−1 имеет вид

D(A− λI)−1 =

{
f ∈ L2(R) :

(Ψf)(k)

k2/2− λ
∈ L2(R)

}
. (50)

Теорема 4. 1. Пусть Reλ < 0. Тогда для любого f ∈ L2(R) справед-
ливо

E

∫
R
rλ(∞, x, y)f(y) dy = (A− λI)−1f(x).

2. Пусть Reλ ⩾ 0 и λ /∈ σ(A). Тогда для любого f ∈ L2(R) справед-
ливо

(L2) lim
t→∞

E

∫
R
rλ(t, x, y)f(y) dy = (A− λI)−1f(x). (51)

3. Пусть λ ∈ σ(A). Тогда для любого f ∈ D(A − λI)−1 справедливо
соотношение (51).
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Доказательство. Пусть сначала Reλ < 0 и f ∈ L2(R). Пусть g = Ψf .
Тогда, пользуясь (26) и (38), получаем∫

R
rλ(∞, x, y)f(y) dy = (R∞

λ f)(x) = ((R∞
λ Ψ−1)g)(x)

=

∫ ∞

0
eλτ dτ

∫
R
φ(ξx(τ), k)g(k) dk. (52)

Возьмем математическое ожидание от левой и правой частей (52). Ис-
пользуя (18), получим

E

∫
R
rλ(∞, x, y)f(y) dy =

∫ ∞

0
eλτ dτ

∫
R
Eφ(ξx(τ), k)g(k) dk

=

∫ ∞

0
eλτ dτ

∫
R
e−k2τ/2φ(x, k)g(k) dk

=

∫
R
φ(x, k)

g(k)

k2/2− λ
dk = (A− λI)−1f(x). (53)

Пусть теперь Reλ ⩾ 0, λ /∈ σ(A) и f ∈ L2(R). Как и выше, предста-
вим f в виде суммы f = f0 + f1, f0 ∈ L0, f1 ∈ L1. В силу линейности по
f левой и правой частей (51) достаточно доказать (51) отдельно для f0
и f1. Докажем сначала для f1.

Пусть g1 = Ψf1. Как и выше, имеем∫
R
rλ(t, x, y)f1(y) dy = (Rt

λf1)(x) = ((Rt
λΨ

−1)g1)(x)

=

∫ t

0
eλτ dτ

∫
R
φ(ξx(τ), k)g1(k) dk. (54)

Возьмем математическое ожидание от левой и правой частей (54). По-
лучим

E

∫
R
rλ(t, x, y)f1(y) dy =

∫ t

0
eλτ dτ

∫
R
Eφ(ξx(τ), k)g1(k) dk

=

∫ t

0
eλτ dτ

∫
R
e−k2τ/2φ(x, k)g1(k) dk

=

∫
R
φ(x, k)g1(k)

(1− e(λ−k2/2)t)

k2/2− λ
dk. (55)

Так как λ /∈ σ(A), то величина −λ + k2/2 отделена от нуля, и при
всех k справедлива оценка∣∣∣∣ 1

k2/2− λ

∣∣∣∣ ⩽ 1

|Imλ|
. (56)
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Применяя теорему Лебега о мажорируемой сходимости, получаем, что
для любого f1 ∈ L1 при t → ∞ семейство функций

g1(k)
1

k2/2− λ

(
1− e(λ−k2/2)t

)
сходится в L2(R) к функции g1(k)/(k

2/2− λ).
Таким образом, мы получили

lim
t→∞

E

∫
R
rλ(t, x, y)f1(y) dy =

∫
R
φ(x, k)

g1(k)

k2/2− λ
dk. (57)

Докажем равенство (57) для произвольного f0 ∈ L0. Пусть g0 = Ψf0.
В этом случае в силу (27)∫

R
rλ(t, x, y)f0(y) dy = (Rt

λf0)(x) = ((Rt
λΨ

−1)g0)(x)

= −
∫ t

0
e−λτ dτ

∫ √
2a

−
√
2a

φ(x, k)

φ(0, i|k|)
φ(ξ0(τ), i|k|)g0(k) dk.

(58)

Возьмем математическое ожидание от левой и правой частей (58). По-
лучим

E

∫ √
2a

−
√
2a

rλ(t, x, y)f0(y) dy = E((Rt
λΨ

−1)g0)(x)

= −
∫ t

0
e−λτ dτ

∫ √
2a

−
√
2a

φ(x, k)

φ(0, i|k|)
Eφ(ξ0(τ), i|k|)g0(k) dk

= −
∫ t

0
e−λτ dτ

∫ √
2a

−
√
2a

ek
2τ/2φ(x, k)g0(k) dk

= −
∫ √

2a

−
√
2a

φ(x, k)g0(k)

∫ t

0
e−λτek

2τ/2 dτ dk

=

∫ √
2a

−
√
2a

φ(x, k)
g0(k)

k2/2− λ

(
1− e(k

2/2−λ)t
)
dk.

Снова используя (56) и теорему Лебега о мажорируемой сходимости,
получаем, что при t → ∞ последнее выражение стремится к величине∫ √

2a

−
√
2a

φ(x, k)
g0(k)

k2/2− λ
dk.

Таким образом, второе утверждение теоремы 4 полностью доказано.
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Докажем теперь утверждение 3. Итак, пусть λ ∈ σ(A) и, значит, мы
не можем пользоваться оценкой (56). Пусть

f ∈ D(A− λI)−1.

В силу (50) это означает, что функция g(k)/(k2/2 − λ) принадлежит
L2(R). Соответственно функции

g0(k)

k2/2− λ
и

g1(k)

k2/2− λ
(59)

также принадлежат L2(R).
Опять, применяя теорему Лебега о мажорируемой сходимости и (59),

получаем, что семейство функций

E((Rt
λΨ

−1)g0)(x) =

∫ √
2a

−
√
2a

φ(x, k)
g0(k)

k2/2− λ

(
1− e(k

2/2−λ)t
)
dk

сходится при t → ∞ в L2(R) к функции∫ √
2a

−
√
2a

φ(x, k)
g0(k)

k2/2− λ
dk,

а семейство функций E((Rt
λΨ

−1)g1)(x) сходится при t → ∞ в L2(R)
к функции ∫

R
φ(x, k)

g1(k)

k2/2− λ
dk,

что завершает доказательство теоремы.
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9. A. Kolmogoroff, “Über die analytischen Methoden in der Wahrscheinlich-
keitsrechnung”, Math. Ann., 104:1 (1931), 415–458; англ. пер.: A. N. Kol-
mogorov, “On analytical methods in probability theory”, Selected works of
A. N. Kolmogorov, v. II, Math. Appl. (Soviet Ser.), 26, Kluwer Acad. Publ.,
Dordrecht, 1992, 62–108.

Поступила в редакцию
5.II.2022

Исправленный вариант
11.II.2023

http://mi.mathnet.ru/rus/aa1850
http://mi.mathnet.ru/rus/aa1850
https://zbmath.org/?q=an:0269.35029
https://zbmath.org/?q=an:0269.35029
https://zbmath.org/?q=an:0164.13002
https://zbmath.org/?q=an:0164.13002
https://zbmath.org/?q=an:0164.13002
https://zbmath.org/?q=an:0193.04101
https://zbmath.org/?q=an:0193.04101
https://zbmath.org/?q=an:0219.34001|0227.34020
https://zbmath.org/?q=an:0219.34001|0227.34020
https://zbmath.org/?q=an:0219.34001|0227.34020
https://zbmath.org/?q=an:0517.47006
https://zbmath.org/?q=an:0517.47006
https://zbmath.org/?q=an:0405.47007
https://zbmath.org/?q=an:0405.47007
https://zbmath.org/?q=an:0405.47007
https://doi.org/10.1007/BF01457949
https://doi.org/10.1007/BF01457949
https://zbmath.org/?q=an:0743.60005
https://zbmath.org/?q=an:0743.60005
https://zbmath.org/?q=an:0743.60005
https://zbmath.org/?q=an:0743.60005

	1 Введение
	2 Собственные функции непрерывного спектра оператора $\mathcal{A}$
	3 Построение ядер случайных операторов $\mathcal{R}_\lambda^t$
	4 Интегральное представление резольвенты
	Список литературы

