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РЕШЕНИЕ СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ОПЕРАТОРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

МЕТОДОМ МОМЕНТОВ 

Данное сообщение является продолжением работы [1]. Здесь приводится 
обоснование метода моментов для сингулярных интегральных уравнений (с. и. у.) 
в случае, когда коэффициенты уравнений являются оператор-функциями, удов­
летворяющими условию Гель дера на единичной окружности Г0. Всюду в даль­
нейшем будем придерживаться результатов и обозначений из [1], [2]. 

1. Вычислительная схема .метода моментов. В банаховом пространстве 
®р(го) рассмотрим с. и. у. 

(/+71(С))(Р?)(С) + (/+Г2(С))(0<р)(С)=/(С) (С£Г0), (1) 
где/—единичный оператор, 7\ (С) и Г2 (С)—оператор-функции со значениями 
в//а(у), /(С) £93я(Г0) и ср (С)—неизвестная вектор-функция из $Ва(Г0) (0<р<а<1). 
Приближенное решение уравнения (1) будем искать в виде 

?„(<:)= I **с*. (2) 

где ak (k = — n, «)—неизвестные векторы бесконечномерного банахова про­
странства 33. Согласно методу моментов коэффициенты ak (k = — п, п) найдем 
из следующей системы линейных операторных уравнений 

• п - 1 

2 Aj_k v.k + 2 Bj_kak = fj (j = - n, n), (3) 
ft=0 - ft=—л f. . 

где {A.j}™^, {Bj}™^ и {fjiZoo — коэффициенты Фурье соответственно оператор-
функций I + Tl (С), / + T2 (С) и вектор-функции / (С). 

Теорема . Пусть оператор-функции 7\(С) и Т2 (С) принадлежат / / (т) 
и при каждом С £ Г0 операторы А (С) = / + TL(V) и В (С) = / + Т2 (С) обратимы. 
Если выполняются следующие условия: 1) левые частные индексы оператор-
функции Л (С) равны нулю; 2) правые частные индексы оператор-функций 
В (С) и В~1 (С) А (С) равны нулю, то при п таких, что выполняется неравен­
ство [Xj / / - o t ln 4«< q < 1, система уравнений (3) имеет единственное решение як 
(k=~n, n), а вектор-функции (2) сходятся при /г-^оо «о норме простран­
ства ЭЗр (Го) (0 < Р < а) # решению <р(С) уравнения (1) со скоростью 

II? - ?»|1э < (1*2 + з̂1п3 я) ^~ а # (?; *)• (4) 

2. Вспомогательные предложения. Прежде чем доказать теорему уста­
новим несколько вспомогательных лемм. 

Лемма 1. Пусть 7\(С)£//Я(т) и при каждом С£Г0 оператор / + Г (С) 
обратим. Если левые и правые частные индексы оператор-функции 1+ Г (С) 
равны нулю, то при п таких, что \хА п?~а1п п < qx < 1, операторы SnQ (/+ Г) QSn 
обратимы в Sn% (Г0) (= Х„) и || [5Я Q(I+T) QS^1 \\x < [*6 In n \ 

Доказательство этой леммы аналогично доказательству теоремы 1 из [1]. 

* В Хп введена та же норма, что и в 535р (Г0). 
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Лемма 2. Пусть КГ (С) и КГ (С)—оператор-функции из ИГ <j), a AT (С) 
гг AV~ (С)—оператор-функции из ИГ (?)• £Ьг# лри каждом ££Г0 оператор' 
функции I + /G* (С), /+"/С2

±(С) обратимы и (/+ /СЛ(С))"-1 — /([Я.* (?), /«о 
л/щ я. таких, кто 

Р 6 Й М 1 П Я < ? 2 < 1, (5) 

оператор Ln = 5Я {[(/ + A"i+)P+ (/+ /СГ) Q] [Я(/+/СГ) + Q (/ + V ) ] } 5„ о^а-
тгш в Хп и 

\ип
1\\Хп<Ъ\п2п. (6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко проверить, что /.„ = 5„ [Я (/ + /м+ ) Я + 
,-f- Q (/+ Л7~) Q] 5Я . Из условий леммы следует, что левые и правые частные 
индексы оператор-функций / + ATi±(C), / + -АГг* (С) равны нулю. Тогда в силу 
теоремы 1 из [1] и леммы 1, операторы SnP(I + КГ) PSn, SnP(f + КГ)LSn, 
SnQ U + КГ) QS„ и SnQ (/ + КГ ) QSn , начиная с п таких, что выполняется (5), 
обратимы в Л^,'причем все нормы обратных операторов ограничены- числом 
\j<&lnn. Далее, учитывая соотношения PQ = QP = 0, ImP + Im Q =̂= Ъ?(Г0) и то, 
что операторы Sn и Р, а также Sn и Q перестановочны, заключаем, что, начиная 
с п таких, что выполняется (5), операторы Rln=Sn \Р{1 + КГ) Р + Q(l + КГ)0] S„ 
и R2n = Sn [P (/ + КГ )P+Q(/ + I<2+ ) Q] Sn обратимы в X„ , причем 

Rut = (5„ P (/ + /Ci+ ) AS,,)"1 + (5„Q (/ + КГ) Q5„)-J, 

R2»=^(SnP(/ + Kr)PSn)-1 + (SnQ(r+K2+).QSa)-1 

я \\RYn \\x <2-[А81ПЯ, Ц/&,1 L <2-[x8h)«. 
n в 

Следовательно, оператор 1„ при п таких, что выполняется неравенство (5), 
обратим в Хп и выполняется неравенство (6). Лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть С(С)£#в(т), а ф (С) £ Я*,, (Г0) (0 < р < а), тогда (QCP)^(Q 
и (PCQH(C)633«( ro) и H(QCPt, а ) < р 9 Я ( ф ; р), Я (PCQ^; а ) < jx9 Я (ф; р). 

Доказательство этой леммы проводится так же, как и доказательство лем­
мы 2.1 из [3] (см. также лемму 1 из [4]). 

3. Обоснование метода моментов. Перейдем к доказательству теоремы 
из п. 1. Пусть Л (С) = (/ + 77 (С)) (/ + 77 (С)) и В (С) = (/ + ТГ (С)) (/ + П (С))-
соответственно левая и правая вполне правильные факторизации оператор-
функций Л (С) и 5(C). Тогда, как легко проверить, (М =) АР + BQ = L + G, 
где /. = [(/ + П)Я+(/+77) Q] [Р(/+ 77 )+Q•(/+ 7?)], О = (/+ 77) Q (/4-77)Р+ 
+ (/ + 7г )Р(1+ 77 )Q. Отметим, что в силу [5] оператор L обратим в 93р(Г0), 
причем (L~~l <|0 (С) £ 23а (Г0) для любой вектор-функции ф,(С)£ЗЗя(Г0). В силу 
леммы 2 при «таких, что выполняется неравенство (5), оператор SnLSn обра­
тим в Хп и 

J(S„Z.<vr\ <!л101п2я. . ..(7) 
я 

Далее, для любой вектор-функции <ЬЯ (С) (; A"n, как легко проверить, спра­
ведливо равенство SnMS^n=(SnLSn) [(I+L'1 0) + Lin]% , где Lln = [(S^SJ-1 5 Я -
— 5nZ._1]C?5„. Оценим нормы т\п = \Llntyn\x в силу неравенств' (7), а также 
2 и 3 п. 3° из [1]: 

>% < |110 In2 л • || ЗД;„ - SnLSRlrxQ^a \х = {i10 In2 л • || SnL (Рп + Qn) L~x G*?n \\x < 
п п 

< р.,! яр-а In4 пН(L~XQ%; а) < ^ « э " а In4 лЯ (0^„ ; а). 
2* Математика Н-452 

file:////RYn
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В силу леммы 3 Н (Gtyn ; а) < p13H(tyn ; р). Следовательно, TJ„ < ц и ti? " ln 4 « |^„L . 
Отсюда, в силу того, что оператор I+L О обратим ([5]) в Зу(Г0), следует 
(см. [6], с. 157), что при л таких, что 

11 1 4 л р " в 1п 4 я<^з<1. (8) 
оператор Z2„ = (/ + L~lG) + Lln обратим в Хп, причем 

\L^\Xn<Xh5\I+L-lQ%. (9) 

Тогда, начиная с п. таких, что выполняются неравенства (5) и (8), оператор 
SnMSn обратим в Хп, причем в силу (7) и (9) 

\(S„MS„)-llx <ы^2п. (10) 
п 

Тем самым уравнение SnMSnyn = Snf, а следовательно, и система (3) имеют 
при п таких, что д = m a x j ^ ; д2; д3) < 1, единственное решение, соответ­
ственно <?п и a.k (k = — п, п). 

Пусть теперь ср (t)—единственное решение (см. [5]) уравнения (1), 
a tn (С) ( £ Х„)—полиномиальная вектор-функция, для которой max || ср (С)—/л (С) | |»= 

сег0 -° 
= inf max || ср (С) — /„ (С)Цд>. Повторяя соответствующие рассуждения из ра-
бот [7]—[9], можно показать, что 

b~in\\?<?i7^aH(T,a). (11) 
Далее, легко проверить, что SnMSn(yn —t°n) = SnM(<? — fn). Поэтому в силу 
неравенств (10), неравенства Зп.3°из [1] и(П') имеем|ср„—/°|?<[А18/г|3"'г1п3/гЯ(ср;а). 
Но тогда из неравенства || ср — ср„ ||р < | ср — f°n \\? + | срл — t°„ ||p следует неравенство (4). 
Теорема доказана. 
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