
Можно считать, таким образом, что при увеличении Т^ за пределы исследо­
ванного численно интервала в первую очередь будет изменяться только скважность 
процесса — вспышки будут разделены все возрастающими интервалами времени 
At « Тх. 
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© Академик АН УССР В.П. ШЕСТОПАЛОВ 

МОРСОВСКИЕ КРИТИЧЕСКИЕ ТОЧКИ ДИСПЕРСИОННЫХ УРАВНЕНИЙ 

Целью данной статьи является анализ дисперсионных уравнений (ДУ) вблизи 
морсовской критической точки междутиповых плазменных и штарковских колеба­
ний в полупроводниках со сверхрешеткой, а также доказательство существования 
морсовских точек в ДУ для открытых резонаторов (ОР) с материальными включе­
ниями и объяснение возникновения междутиповых колебаний за счет вариации ди­
электрической проницаемости среды. Кроме того, здесь обсуждается на примере от­
крытых волноводных резонаторов (ОВР) проблема классификации колебаний 
с учетом междутиповых ситуаций. 

1. Покажем, что в полупроводниках со сверхрешеткой существуют между­
типовые плазменные и штарковские колебания: их возникновение связано с морсов-
скими критическими точками ДУ. 

Из уравнений Максвелла для потенциальных колебаний сверхрешетки и за­
висимости всех переменных как é1*- ~~ wf> в классическом приближении (А > 
> 7Ш, h v, где А — ширина минизрны СР, £2= eE0d/h — штарковская частота, 
Е0 — приложенное вдоль оси СР постоянное электрическое поле) и высокочастот­
ном случае (Çl2/cov > 1 и и/и><1, где v — частота релаксации) получаем ДУ, 
описывающие потенциальные колебания в сверхрешетке [1] , 

(1) 1 + ~Ч 
kL / е0 

cool ,-:"• , kl 47ГОоП2со 
( a > 2 ^ î î 2 ) + / - f - = 0 , 

kl e0 

где k(kx, ky,kz); £2 ~ k\ + ky" — волновой вектор, со0 — плазменная час юта, 
в которую входит эффективная масса, связанная с движением электрона поперек 
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осиСР; е 0 - диэлектрическая проницаемость полупроводника; 

р2 e2mA2d / Y-ndh2 \ \ 

d — период СР; е, m — заряд и масса электрона. Запишем (1) в безразмерной фор­
ме, для чего введем 

.z = w \ / ё 7 / ^ 0 , w = Çly/7^/oj0, a2 -kl/kl, j32 = 4 т r 0 ^ 2 \ / i 7 / w o • 
Teпepь вместо (1) имеем 

(2) [z2(l + a 2 ) - l ] ( z 2 -w2)+iu2ß2z = 0. 

Как видно из (2) , при а = 0 оно редуцируется к двум независимым уравне­
ниям z2 — 1 = 0 и z2 — w2 = О, описывающим соответственно плазменные и штар-
ковские потенциальные колебания. Тогда а2 < 1 играет роль параметра связи этих 
колебаний. Таким образом, при w = 1 (£2 = Wo/Ve^o) и а2 Ф 0 в СР возникают 
связанные (междутиповые) плазменно-штарковские потенциальные колебания, 
одно из которых является неустойчивым. 

Представим принципиально новый подход в исследовании ДУ (2) (позво­
ляющий, в частности, дать строгую теорию междутипового плазменно-штарковско-
го эффекта), основанный на использовании теории критических точек комплексно-
аналитических функций многих переменных [2]. Его идея состоит в том, что левая 
часть (2) рассматривается как комплексно-аналитическая функция z, w, a, ß и 
исследуется ее поведение в окрестности критических точек. 

Рассмотрим семейство функций двух переменных z и w, зависящих от двух 
параметров а и ß; определяется левой частью (2) : 

(3) F ( z , w ) = [ z 2 ( l + a 2 ) - l ] ( z 2 -w2) + ia2ß2z. 

Видно, что ff (z , w) — комплексно-аналитическая функция с областью определения 
С2 = С X С и областью значений в С. Заметим, что "физическая область" изменения 
переменной w — действительная ось; однако мы рассматриваем w к а к комплекс­
ную величину, т.е. делаем аналитическое продолжение из "физической области" 
изменения w в С. Известно [ 2 ] , что критические точки ( z 0 , w 0 ) функции ff{z, w) 

Ъ& MF 
определяются как решения системы уравнений = 0 и = 0, из которых 

dz 9w 
для физически интересных приложений находим 

(4) z0
± = ± ( l + a 2 ) - 1 / 2 ; w 0

± = ( l + a 2 ) - 1 [ l ± / a 2 | 3 2 ( l + a 2 ' ) 1 / 2 ] . 

Таким образом, ДУ (2) имеет четыре критические точки (ZQ, WQ), (ZQ, — и>о), 
( Z o , Wo"), (ZÖ, - W o ) . 

Вторые частные производные ff(z,w) в точках ( Z Q , ± W Ö ) таковы, что 
d2F d2f d2f 

5 т — =£0 и #"(z0 , ±w0) Ф 0. Следовательно, эти точки — не-
az dw bzbw 
вырожденные морсовские критические точки. Поэтому в малой окрестности этих 
точек ДУ (2) [3, 4] редуцируется к квадратному уравнению относительно z . Для 
критической точки (ZQ,WQ) при а 2 < 1 оно имеет вид 
(5) m2 /32z0

+ + (4 - f . a 2 /3 2 /zo)(z _ z0
+)2 + 4z0

+w0
+(l + a 2 ) ( z - z0

+)(w - w0
+) = 0. 
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Из (5) находим два корня: 
« 2 о 2 \ - 1 

(6) z±=z;+ И - i — — ) |2z0
+wo(l+a2)(w-wo+) ± 

± 4zJ2 w? (1 + a2)(w - w0
+)2 - m 2 02 z0

+ U 
1/2 

2z0 

Анализируя (6) , можно показать, что один из корней имеет Imz~ > 0 (Imz+ < 0), 
т.е. ему отвечают неустойчивые колебания сверхрешетки. При этом максимальное 
(минимальное) значение Imz"(Imz+) как функции w достигается при w = Revvo-
Если перейти к размерным величинам, то это условие запишется в виде 

1 \i/2 
1 + ( 1 + - a 4 j 3 4 ( l + a 2 ) 

1/2 

• * v ^ ~ 2 

Таким образом, в окрестности морсовской критической точки (zô\ WQ) существует 
ровно два решения ДУ (2). При этом одному из них соответствует неустойчивое 
потенциальное колебание сверхрешетки. Максимальное значение инкремента коле­
бания достигается при w = Re WQ . 

Из (6) также следует, что в окрестности Rewo графики функций Rez*(w) 
аналогичны графику Вина [3, 4] для частот связи линейных колебаний системы 
с двумя степенями свободы. Анализ этих графиков показывает, что при w > 
-^Rewo частотам Rez+ и Rez"' отвечают плазменные и штарковские колебания. 
Причем штарковские колебания являются неустойчивыми. При w ->• RewJ инкре­
мент нарастания штарковского колебания увеличивается, а инкремент затухания 
плазменного колебания уменьшается, и при w = Rewo достигается экстремальное 
значение соответствующих инкрементов. Дальнейшее увеличение w > Rewo приво­
дит к раскачке колебаний с частотой, близкой к плазменной, и затуханию колеба­
ний с частотой, близкой к штарковскои. Другими словами, при переходе через 
точку ReWo колебания обмениваются типами, а в малой окрестности ReWg сущест­
вуют междутиповые плазменно-штарковские колебания. 

2. Рассмотрим задачу о возникновении междутиповых колебаний в ОР с раз­
личными материальными включениями. Как известно [3, 4 ] , аналогичная проблема 
изучена для свободного ОР и показано, что в конфокальном случае малые изме­
нения геометрии ОР приводят к резкому всплеску добротности междутиповых 
колебаний. Этот эффект обусловлен существованием морсовской точки ДУ свобод­
ного ОР. 

Если в ОР расположена двухслойная среда с е t = 1 и е2
 = f .то малое изме­

нение б существенно меняет зависимость собственной частоты (а — радиус зерка­
ла ОР; к = со/с ; со — частота; с — скорость света в свободном пространстве) от е 
и приводит к междутиповой связи собственных симметричных колебаний # 0 3 £ 
£ # 4 i . Для 0,75 < е < 1,75 и 1 < е < 1,8 (конфокальная геометрия ОР) колеба­
ния, возбуждаемые плоской волной на соответствующих резонансных частотах, 
имеют структуру электромагнитных полей, отвечающих как Н03-, так и #4i-коле­
баниями. Междутиповые #оз- и #41-колебания образуют типичные график Вина. 

Интересной особенностью исследуемого ОР является существование в нем 
таких несимметричных Н02- и Нгх-колебаний, для которых спектральные кривые, 
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соответствующие собственным частотам, графиков Вина не образуют и междути­
повых колебаний при этом не происходит. 

Кроме того, для междутиповых колебаний при Я4 i -+Н0 3 добротность резко 
возрастает, а при Я 0 3 "* Я41 падает. Для Я 0 2 - и Я21-колебаний добротность толь­
ко растет. 

Все эти и другие, не приведенные здесь данные получены в результате вычис­
лений на ЭВМ строгих ДУ исследуемого ОР. 

Проведем анализ этих же колебаний ОР с помощью морсовских критических 
точек. Согласно [5, 6 ] , ДУ для этой структуры имеет вид det {/ —А(к,е,...)\ =0, 
гц,еА(к, 6 , . . . ) — ядерная, конечно-мероморфная оператор-функция. Пусть §-{к, е) = 
= det\I - А (к, е) \ : Л0 X С1 -> С1, где Л0 - "физический" лист римановой Л по­
верхности аналитического продолжения уравнений Гельмгольца в свободном прост­
ранстве (решение спектральной задачи связано с нахождением i E Л) ; С 1 - комп-

о . 
лексная плоскость; С — проколотая комплексная плоскость. 

Критическая морсовская точка определяется из решения функциональных 
уравнений вида 

Ък 0, 
Эе 

( 9 2 F Ъ2§ d2f\ 

к , ' \ дк2 Эе2 ~ ЪкЪе ! 
Ф 0. 

При этом различаются два случая: морсовская точка невырождена при ^(к0,е0) Ф 
Ф0 и вырождена при $:(ко,е0)=0. 

В первом случае, т.е. при наличии Н03 •? Я4 i междутиповых колебаний, 
морсовская точка имеет следующие значения: (ка)0 = 10,0238 - / • 0,0126 и е0 = 
= 1,3877 + / • 0,0493. Для этой точки &(к0, е0) ФО, т.е. морсовская точка невырож­
дена и для нее известным способом [3, 4] можно построить график Вина. 

Во втором случае несимметричных Я0 2- и Я21-колебаний морсовская точка 
будет при (faz)o = 6,7013 - / -0,001; е0 = 1,15989-/ • 0,00024 и f (k0, е0) • = 0, 
т.е. она вырождена. Раскладывая &(к, е) в окрестности вырожденной морсовской 
точки (к0, е0) с точностью до кубически малых членов (к - k0)n(e - e 0 ) m , 
где и + m = 3, получаем 

а(к -к0)2 + 2ß(k - к0)(е - е„) + у(е - е0)2 = 0, 
где 

а = 28,1859-г- 11,1805, /3 = 29 ,8670- / - 11,8721, 7 = 26 ,6460- / - 10,8052. 

Из ЭТОГО уравнения находим, что к — к0 = —а"1 [ß - (ß2 — ay)V2](e — е 0 ) . Вид­
но, ЧТО в окрестности морсовской точки прямые линии аппроксимируют спектраль­
ные кривые, полученные вычислениями на ЭВМ точного ДУ для ОР. 

Таким образом, проведенный анализ показывает, что впервые удалось дока­
зать, что возникновение междутиповых колебаний в ОР можно организовать за 
счет изменения характеристик среды, частично заполняющей объем резонатора 
(простое-описание этого процесса производится с помощью невырожденной крити­
ческой морсовской точки ДУ). Кроме того, также впервые изучены колебания ОР 
вблизи вырожденной морсовской точки ДУ. 

3. Существование морсовских точек в ДУ приводит к принципиальному из­
менению установившейся классификации электромагнитных колебаний ОР. Для их 
однозначного определения в произвольных точках спектра воспользуемся фурье-
анализом соответствующей краевой задачи и представлениями о междутиповых 
колебаниях. 

Предлагаемый способ классификации колебаний проведем на примере ОВР, 
образованного скачкообразным расширением круглого металлического волновода 
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Rexr Рис. 1. Дисперсионные кривые открытого вол-
новодного резонатора с о , - 0,5, б2 = 0,8 

радиусом от в^Ь до 6(0] < 1) и коак­
сиальным стержнем радиуса в2Ь (02 < 1, 
01 Фв2). Длину ОВР обозначим L. Под­
водящие круглый и коаксиальные волно­
воды бесконечны вдоль оси ОВР (рис. 1). 

Рассматриваем ^-поляризованные 
(Ег,Е2,НфФ0) аксиально-симметричные 
колебания ОВР, считая известными к,-, i = 
= 1 ,2 , . . . , — собственные значения спектг 
рального параметра задачи и соответст­
вующие им амплитуды поля [7]. Введем 
эталонный закрытый цилиндрический ре­
зонатор длиной L и радиусом Ъ. Тогда 
Ну =u(r, z) — компоненту собственных 

колебаний ОВР — можно разложить в ряд Фурье по известной системе unq (г, z) орто-
нормированных функций Н^ -компонент собственных колебаний закрытого цилинд­
рического резонатора. Коэффициенты Фурье разложения u(r, z) по базису ищ (г, z) 
определяются выражением 

R L 
fnq = (U,Unq) = / $u(rz)unq(rz)rdrdz 

0 0 

и могут быть просто вычислены. 
Собственное аксиально симметричное Е-поляризованное колебание ОВР будет 

^-орт' т и п о м> если коэффициент fpm по модулю строго больше всех остальных 
элементов матрицы коэффициентов Фурье {/„<?!, т.е. | f рт\ > | fm | при пФр 
или q Ф т, р, п = 1 ,2 , . . . , m, q = 0 , 1 , 2 , . . . Если несколько несовпадающих коэф­
фициентов fnq равны по модулю между собой и превосходят по модулю все осталь­
ные, например, | fpm\ = \fsk\>\fn,q\ при пФр или qФm,k, s ,р,п= 1,2,..., 
т, к, q =0,1,2,..., то это (Е0рт + E0sk) - междутиповые колебания. 

Междутиповые колебания для ОВР при определенных L = Lq проявляются 
также и в некоторой окрестности L, т.е. \ L - LQ \ < е (е — мало). В качестве 
границ области существования междутиповых колебаний можно рассматривать, 
например, те значения L, при которых для собственного колебания, отвечающего 
к,- (L ) , выполняется условие 

2\fpm -fskldfpml + \fsk\r1 <ô> 

где|/р 
т\ ~ max \jnq 

\,\f> m, к, q = 0, 1,2, skl- max \fnq\,p,s,n=l,2, 
n Ф р,т Ф q 

aö < 1/e (е=2,178,либо б = 0,5 или близкое по порядку фиксированное число). 
Рассмотрим теперь конкретные примеры классификации собственных коле­

баний ОВР. С этой целью воспользуемся дисперсионными кривыми, полученными 
из ДУ исследуемого ОВР. На рис. 1 приведены изменения Кек,-, / = 1, 2, . . . , в за­
висимости от L. 

В точке А ( « А , ^ А ) спектральной кривой коэффициенты Фурье для ОВР 
с L = 0,5, к = 0,9372 - г • 0,0477 определяются следующим образом: | / 2 0 I = 
= 0,8547; I / i i | = 0,2008; \f2i\'= 0,0512; I / 3 1 Г = 0,0499. Максимальное зна­
чение у Д о - Следовательно, собстаенное значение в точке À имеет ̂ о2 о -тип. Можно 
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проверить, что пространственное распределение Щ, в объеме ОВР для к = кд и i = 
= L х соответствует структуре Е02 о -колебания эталонного закрытого цилиндричес­
кого резонатора. 

В точке В(к в , 1 в ) для ОВР cZ,B = 1,12, к = 1,3194 - i • 0,0361 получаем 
| / 2 2 I = 0,5726, I / i s I = 0,2489, | / 3 1 | = 0,2180, | / 2 0 I = 0,1151. Максимальное 
значение у /22 • Поэтому собственное колебание ОВР в точке В — Е022-тип. 

Детальный анализ поведения f13, / i 4 , / i 5 ; / 2 2 , / 2 3 , / 2 4 ; / з о , / 3 1 , /32 
вдоль дисперсионной кривой J рис. 1 в зависимости от Z, для ОВР и сравнение этих 
данных со свойствами морсовских точек позволяют провести следующую класси­
фикацию: для L G (0,8-0,82) - Е022-тш1 колебания; для L G (0,82-0,9) -
~ (^0 2 2 + Еогг) — междутиповое колебание с морсовской точкой при/, = 0,85; 
для / , G (0,9-1,4) - Е0 3 1 -тип колебания; для/ , G (1,4-1,45) - (#031 +£"014); 
(i?oi4 + £озо) — междутиповые колебания с морсовскими точками при L = 1,415, 
L = 1,435; для i G (1,455-1,861) -Е030-тп колебания. 

Автор выражает благодарность A.B. Бровенко, П.Н. Мележику, А.Е. Поедин-
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