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У Д К 330.115 

ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ ЭКОНОМИКИ 
С ИСТОЩАЮЩИМИСЯ ПРИРОДНЫМИ РЕСУРСАМИ 

Б. С . ЛУНЭДСОВ 

(Москва) 

Рассматривается двухотраслевая модель экономики. Истощение при­
родных ресурсов учитывается за счет уменьшения эффективности рабо­
ты соответствующей отрасли с ростом уровня добытого ресурса. С ис­
пользованием предположения об оптимальном взаимодействии отраслей 
определяется распределение трудовых ресурсов и основных фондов по 
отраслям, что позволяет получить агрегированное описание модели. При 
некоторых упрощающих предположениях исследовано асимптотическое 
поведение динамической модели при различных гипотезах об истощении 
природных ресурсов. 

1. Введение 

П р и построении и исследовании экономических моделей обычно в я в ­
ной или неявной форме предполагается , что природные ресурсы неогра­
ниченны и условия их добычи неизменны. Такое предположение при все 
возрастающей интенсивности добычи ресурсов представляется недоста­
точно реалистичным. В последнее время появился ряд работ, в которых 
учитывается влияние истощения природных ресурсов. Так , истощение 
природных ресурсов учитывается в [1—4] . 

В данной работе рассматривается двухотраслевая модель экономики, 
близкая к моделям, используемым в [ 1 , 2 ] . Добыча ресурсов выделена 
в самостоятельную отрасль, при этом эффективность ее работы зависит от 
количества выработанного ресурса. 

С использованием предположения об оптимальном взаимодействии 
отраслей определяется распределение трудовых ресурсов и основных 
фондов по отраслям, что позволяет получить зависимость национального 
дохода от суммарных основных фондов и трудовых ресурсов и от коли­
чества выработанного ресурса. Тем самым имеем описание двухотрасле-
вой модели в форме одноотраслевой. 

Затем строится динамическая модель экономики, у ч и т ы в а ю щ а я дина­
мику развития факторов, определяющих национальный доход, и при 
некоторых упрощающих предположениях исследуется ее асимптотическое 
поведение при постоянной норме накопления и при различных гипотезах 
об истощении природных ресурсов. 

2. Описание статической модели 

Рассматривается модель экономики, состоящая из двух отраслей: 
ресурсной и перерабатывающей. Предполагается следующая схема взаи­
модействия отраслей. В ресурсной отрасли происходит добыча ресурса, 
часть которого поступает в перерабатывающую отрасль . Перерабатываю­
щ а я отрасль, используя поступающий ресурс, осуществляет выпуск ко ­
нечного продукта . 
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Б у д е м предполагать, что при основных фондах Ki и трудовых ресур­
сах Li, используемых в перерабатывающей отрасли, возможен выпуск 
конечного продукта 

(1) Y=F,{KuLut), 

но для этого необходимы поставки ресурса в количестве 

(2) г , - / . ( * ) Г, 

где k(t) — норма потребления ресурса, которая изменяется в силу научно-
технического прогресса. 

О производственной функции Fl (К, L, t) будем предполагать, что она 
обладает следующими свойствами: 

1) (О, L, ( £ , £ , * ) = ( ) , 

dF, dFi 
2) i > 0 , ^ r - i > 0 , 

дК dL 

d2F, d%F, • dzFi n I d2Ft \ 2 d2Fi d 2 F t 

т. е. Ft (К, L, t) — неотрицательная , монотонно возрастающая и в ы п у к л а я 
по К и L функция . 

Рассмотрим ресурсную отрасль. В зависимости от используемых 
основных фондов К2 и трудовых ресурсов L 2 в ресурсной отрасли может 
быть произведен объем работ 

W=F2(K2,L2,t), 

где F2 — производственная функция , обладающая теми же свойствами, 
что и Fim 

При таком объеме работ в зависимости от количества у ж е добытого 
ресурса R добывается 

W Fz(Kt,L2,t) 
(6) 

< р ( Д ) Ф ( Д ) 

где ф(Д) — объем работ, необходимый для добычи единицы ресурса. 
Поясним физический смысл (3). Предполагается , что при одном и 

том ж е объеме работ, определяемом основными фондами К2 и трудовыми 
ресурсами L 2 , с ростом уровня у ж е добытого ресурса R поток добывае­
мого ресурса уменьшается , что и учитывается с помощью возрастающей 
положительной функции ф ( Д ) . Заметим, что аналогичные зависимости 
используются в [ 1 , 2 ] . 

Добываемый ресурс потребляется ресурсной и перерабатывающей 
отраслями, т. е. 

(4) г = Г ! + г 2 . 

П р и этом будем предполагать, что потребление в ресурсной отрасли 
определяется производимым объемом работ 

(5) r i - r ( t ) W - T ( 0 ^ « ( i f * . ^ . 0 , 

где t(t) — норма потребления, и з м е н я ю щ а я с я в силу научно-технического 
прогресса. 

При такой схеме взаимодействия отраслей без учета амортизации 
национальный доход равен конечному выпуску перерабатывающей от­
расли. 

Учтем ограничения на трудовые ресурсы и основные фонды. Пусть 
L(t) и K(t) — трудовые ресурсы и основные фонды экономики в момент 
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времени t. Предполагая их полное использование, получаем 

(6) * 4 ( * ) + £ , ( * ) 

(7) L,{t)+L2(t)=L(t). 

Ф у н к ц и и К(£), y(t) и ф ( й ) в дальнейшем предполагаются известны­
ми. Тогда система (1) —(7) в к а ж д ы й момент времени при соответствую­
щ и х значениях Ж, L и R определяет возможные выпуски отраслей. Неод­
нозначность выпусков определяется неоднозначностью распределения 
основных фондов и трудовых ресурсов по отраслям. 

Предполагая , что распределение по отраслям осуществляется не про­
извольным, а в некотором смысле оптимальным образом, рассмотрим воп­
рос определения оптимального распределения. Заметим, что предположе­
ние об оптимальности распределения позволяет получить описание 
двухотраслевюй модели в форме одноотраслевой. 

( 8 ) 

3. Распределение трудовых ресурсов и основных фондов 

Из балансового уравнения (4) следует, что 

\ ф ( Д ) / 

У р а в н е н и я (6) — (8) определяют область допустимых распределений 
трудовых ресурсов и основных фондов. 

Б у д е м предполагать , 4то в к а ж д ы й момент времени t при соответст­
вующих значениях К, L и R распределение основных фондов и трудовых 
ресурсов выбирается так, чтобы национальный доход был максимальным. 

Тогда распределение Ки Lu К2, L2 является решением задачи макси­
мизации (1) при условиях (6) —(8). 

Рассмотрим эту задачу. Исключив К2 и L2 из системы ограничений, 
получаем 

(9) k.(t)Ft (Ки Li, t) - (-1— -tit)) F2 (K-K,, L-Lu i) = 0 . 

П р и сделанных выше предположениях о ф у н к ц и я х Ft (Ки Lu t) и 
F2 (Kz, Lz, t) в силу теоремы о неявной функции данное уравнение разре ­
шимо относительно Ки т. е. существует однозначная ф у н к ц и я 

(10) Я , = Ф ( £ , , # , £ , # , г), 
о б р а щ а ю щ а я (9) в тождество. П р и этом 

dF, . / 1 

( И ) 
ЭФ 

dF* п or, i l \ ob\ 

дК2 -J 
Ке=К-К, 
L«2—L—Li 

Подставив (10) в (1), находим 

Y=Fi (Ф (L 1 ? К, Ц R, t), Lt, t). 

Максимизируя национальный доход по Lu получаем д л я оптимального 
значения LC уравнение 

(42) 1£L.J±.+ ' * L -
9Kt dLt dL, 

решение которого 

(13) L^W(K,L,R,t) 

0, 
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лежит внутри [О, L ] , поскольку Y обращается в нуль к а к при Li=0, так 
и при Li=L. Единственность решения следует из отрицательности второй 
производной. 

Подставив (13) в (10), получаем оптимальное значение 

(14) Ki*=Q(K,L,R,t). 

Отметим следующее свойство оптимального распределения. Из ( И ) 
и (12) следует 

(15) 

dF, (Ki,Lltt) 

dL, 

dF,(K„L„t) 

дК, 

dF2(K2,L2,t) 

dL2 

dF2(K2,L2,t) 1 

L 2 = L - L * 

т. е. при оптимальном распределении предельные нормы замещения 
в обеих отраслях одинаковы. 

Используя это свойство, можно найти оптимальное распределение, 
рассматривая уравнения (9), (15) как систему уравнений относительно 
Ки Li. 

Подставив (13), (14) в (1), получим производственную функцию 

Y=F(K, L, Д , t ) , 
связывающую национальный доход с суммарными основными фондами и 
трудовыми ресурсами и с количеством у ж е добытого ресурса. Тем самым 
получаем описание двухотраслевой модели в форме одноотраслевой. 
Используя формулы дифференцирования неявной функции, можно пока­
зать, что при сделанных предположениях о свойствах Fi (KULU t) и 
F2(K2, Lz, t) ф у н к ц и я F(K, L, /?, t) обладает теми ж е свойствами, т. е. 
F (К, L, R, t) — неотрицательная , монотонно возрастающая и выпуклая по 
К и L функция . 

П р и м е р . Пусть F i и F2 — производственные функции типа Кобба — Дугласа, 
с экзогенным научно-техническим прогрессом 

Fi=AKi*Li~*fi{t), 

F2=*BRJ>Lt~*h(t). 
Тогда уравнения (9), (15) принимают вид 

X(t)Afi(t) = £ ( 7 ( 0 \ / а ( t ) 

1 - a Ki l - £ K-Ki 

(L-Li)*-t 

Li P L-Li 

Отметим, что последнее уравнение определяет связь между фондовооруженностямж 
при оптимальном распределении трудовых ресурсов и основных фондов. 

Из полученной системы уравнений следует, что оптимальное значение L i * явля­
ется решением уравнения 

L - L i 

Li 

а оптимальное значение K i * - решением уравнения 

K-Ki 

где 
a(l-P) 

Ki 
[ c o £ + ( l - a > ) X i ] P - e h(R, t) = 0, 

fr(l-a) 
h{R,t)--

ДЩ[1 - т г ( ' )ф(Д )1 



В частном случае при a = g получаем 

h(R,t) h(fl,t) 
Li*= L, К,* =— К 

l+h(R, t) l+h{Ryt) 

и, следовательно, 1 . 1 

L2* = L. K.2* = K. 
1 + M # , t) l+h(R, t) 

Для национального дохода имеем выражение 

h(R, t) 
Y = AK*V-*h(t)———, 

l+h(R, t) 

которое может быть представлено в виде 

Afi(t)q>(R) 
Y = AK«Li-«fi(t)~ 1 — г , 

Bh(t) 
где г—интенсивность добычи ресурсов. 

4. Динамическая модель и предельные темпы роста 

Дополним описание модели уравнениями, учитывающими динамиче­
ские процессы развития основных факторов, определяющих националь­
ный доход. 

Поскольку г есть поток добываемых ресурсов, то Й=г и, используя 
у р а в н е н и я (1) — ( 5 ) , получаем 

A=Ht)[l-4(t)cp(R)]-lY. 

Пусть it —доля накопления (доля национального дохода, в ы д е л я е м а я 
на капитальные в л о ж е н и я ) . Тогда без учета амортизации R=uY. 

О количестве трудовых ресурсов будем предполагать , что это извест­
н а я ф у н к ц и я времени. 

Тогда у р а в н е н и я динамической модели имеют вид 

Y=F(K,L,R,t), 

( 1 6 ) Й= К ) Г , Д ( 0 ) = Д о , 
1 - Т ( 0 Ф . № ) 

R=uY, K(0)=KQl 

где X(t), 4 (t), L(t), ф (R ) — известные функции . 
Проведем анализ этих уравнений при следующих у п р о щ а ю щ и х пред­

положениях : 
а) функции Fi и F2 — функции Кобба — Дугласа с учетом научно-тех­

нического прогресса и с а=Р, 
б) темпы роста научно-технического прогресса и роста трудовых ре­

сурсов постоянны 

Ш=е^\ Ш=е">\ L(t)=L0en\ 

в) нормы потребления ресурса и нормы накопления постоянны 

г) ф у н к ц и я ф ( Д ) такова, что ф ( Л ) при 
Пусть 4f>0. Тогда с ростом R найдется такое Л , что ф ( Д ) = 1 / ^ . ' П р и 

достижении такого уровня добытого ресурса все основные фонды и тру­
довые ресурсы используются в ресурсной отрасли, весь добываемый 
ресурс потребляется самой ресурсной отраслью, национальный доход 
равен нулю. Т а к и м образом, при *у>0 либо будет достигнут такой уро­
вень добытого ресурса, при котором модель не сможет функционировать , 
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л и б о этого не произойдет в конечный момент времени, но тогда нацио­
нальный доход Y(t)-+Q при t-+<*> и интегральный национальный доход 
ограничен 

t 

§Y(x)d%<kR. 
О ~ 

Исследуем теперь асимптотическое поведение системы при у=0 при 
различных предположениях о виде функции ф ( Д ) . 

Случай А. ф ( Д ) =aRa ( « > 0 , а > 0 ) . 
В этом случае система уравнений (16) принимает вид 

t_a , BR~a 

Y=AL0 Кае»*-
BR-a+kaAebt' 

(17) 
R=uY, К{0)=К0, Д = Я Г , Д ( 0 ) = Д 0 , 

где ^i=ViH-(1—а)п, б— v 1 — v 2 . 
Пусть начальные условия таковы, что XKQ=uR0. Тогда из данной си­

с т е м ы получаем, что темп роста национального дохода 

(18) 

где 

t /а 1 \ Y i |ы 1 \ 

В(К^)=Ви0а-хХ~'-аК-0е-ь\ 

< 1 9 ) ^ ( A U „ 0 ( J ^ 
4 • dt \ YI \ а б / Л 6 g(K,t)/\ Yl 

Из последнего уравнения в силу положительности функции g (Я", t) 
следует , что K(t)/Y(t) заключено между решениями дифференциальных 
уравнений 

z^uoL—- + -^~ ) — ^ - ( г г а + б ^ О , 
\ а б / б 

Интегрируя эти уравнения и переходя к пределу при t-*-<*>, находим 

1 - a 1 - a + a i [ 1—a 1—a-t-o i 
_ ; , — < h m 

V i + ( 1 — a ) n v 2 + ( l — < z ) n \ t^oo 

[ 1—a 1—a+a i 
— — — ; — I. 

v i + ( l — a ) n v 2 + ( l — a ) 72 1 

У ч и т ы в а я , что K=uY, получаем 

Y(t) 

[ V i + ( 1 — a ) n v 2 + ( l — a ) n i i t 
. _ , <^ i i m —-

, 1—a 1—a+a J г+ж К 

[ V i + ( 1 — a ) n • V j + ( l - a ) n i 

1—a ' 1—a+a J ' : m a x 

что позволяет оценить логарифмическую производную функции 

г г ! + ( 1 - а ) г г v 2 + ( l - a ) r c i . 
- a m a x — . — — - — — — - - ( v 4 - v 2 ) < 

L 1—а 1—а+а J 
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t-yoo at r . .Vi+(l—а)д v2+(l—a)n i l - « ; l - « + a J ~ ( V l - V 2 ) -

И з полученной оценки следует, что ф у н к ц и я g(K(t), t) обладает с л е ­
д у ю щ и м и свойствами. 

Vi v2-on 
Ь с л и > - — , то 

1—a 1—a+a 

\im-^-hxg{K{t),t)>-o V i + ( 1 ~ g ) * . - ( v A - v > ) > Q -
i -^oo a£ 1—a 

и, следовательно, l im g(K(t), t)=o° П р и 
vi v 2 - a w 

Если < ,то 
1—a 1 - a + a 

l im — l n g ( g ( t ) , * ) < - a . V i + , ( 1 " " g > n - ( v ^ v 2 ) < 0 
/ - > o o dt 1—a 

и, следовательно, l im g(K(t), t) = 0 при 
Полученные свойства ф ун кц и и g(K(t),t) позволяют уточнить а с и м п ­

тотическое поведение фондоотдачи Y{t)IK{t), а именно: 

l i m = -

V i + ( 1 — a ) n Vi v2—on 
-, е с л и — — < • 

u(l—a+a) 1—a 1—a+a 

v 2 + ( l - - a ) 7 z Vi v 2—on 
-, если > • 

u(l—a) 1—a 1 — a + a 

Тогда из уравнения (19) получаем, что предельный темп роста н а ц и о ­
нального дохода 8*==lim0(£) при £-*•«>: 

V i + ( 1 — а ) п Vi V2—072 
если — < • 1—a 1—a 1—a+a 

v 2 + ( l — а ) тг v A v 2—on 
—, если > . 

1—a+a 1—a 1—a+a 

Осталось рассмотреть случай Vi ( 1 — a + a ) = v 2 ( 1 — a ) . 
В этом случае из (18) следует 

Y(t) vi-v2 

l im — — = . 

^ o o K{t) ив 

Тогда из (19) в силу ограниченности ф у н к ц и и [i+g{K, t)]~l имеем» 

V i + ( 1 — a ) 72 V 2 + ( l — a ) 72 6 * = 
1—a 1 — a + a 

Т а к и м образом, при предположениях а) —г) при степенной ф у н к ц и и 
Ф (R) предельный темп роста национального дохода 

/ V i + ( 1 — а ) тг v 2 + ( l — а ) т 2 \ 
0 ~ m i n - ; — j 

1—a 1 — a + a / 

Отметим следующие следствия. 
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Пусть 8L* — предельный темп роста национального дохода на д у ш у на-
d 

селения , т. е. 8 L * = l i m — In Y(t)/K(t) при Тогда 

\ 1—a 1—a+a/ 
Представляет т а к ж е интерес асимптотическое поведение агрегирован­

ной производственной функции . Из полученных свойств функции g(K(t), 
t) следует, что выражение для национального дохода представимо в виде 

Vi v2-^on 
F ^ H ^ L ' - V ^ l + S i C O ] при т — 

1—a 1—a+a 

ш 
В „ , . , Vi v2—атг 

Yit) = —^KaLi-aR-aev*t[l+B2(t)] при : — , 
%а 1 - a 1 - a + a 

где Si(t) и s 2 (£) таковы, что l i m e t ( £ ) = l i m s 2 ( £ ) : = 0 при i-*- 0 0 . 
Слг/адй Б . ф (Д) = a e o i ? ( a > 0 , с > 0 ) . 
В этом случае при дополнительном предположении V i = v 2 = v уравне­

н и я модели принимают вид 

— = а a - -R+V, 7 ( 0 ) = У 0 , • 
7 К XaA+e-aR 

£ = Я 7 , Д(0 )==Д 0 , 

R=uY,K(0)=K0. 

И з данной системы следует 
t=oX^(R)Y2+\xY1 

г д е 
аки ЫА 

u(R-R0)+KK0 laA+Be~aR 

Поскольку i i m i | ) ( i ? ) = — 1 при то для любого 8 > 0 найдется Д е > 
> 0 , такое, что при R>Rt получим 

-GK(i+s)Y2+ixY<t<-Gl(l-E)Y2+iiY. 

Интегрируя это неравенство при t>Te, где Тг — время, при котором до­
стигается Д £ , и переходя к пределу при находим 

оХ{1+г) (-,„ о Л ( 1 - е ) 

В силу произвольности 8 следует 
l im Y(t)=\x/oX. 
f-> оо 

'Отсюда получаем для предельных темпов роста 
е*=о, в ^ = - л . 

Поступила в редакцию 
20 июля 1976 г. 
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ON ONE MODEL OF ECONOMY W I T H 
DEPLETING NATURAL RESOURCES 

B. S. LUNYAKOV 

A two-sector economy model is discussed. Depletion of na tu ra l resources is r ep re ­
sented as decreasing the efficiency of a sector. Assuming the assumptions on opt imal 
interact ion of sectors the allocation of labor resources and capital funds among t h e 
sectors is described, which leads to an aggregated description of the model. Wi th some 
simplifying assumptions asymptot ic behaviour of the dynamic model is studied for 
different k inds of the depletion. 


