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Разложѳніе тригонометричеекихъ и эллип-
тичеекихъ оункцій на чаетныя дроби и 

въ бѳзконечныя произведенія. 

M. А« Тихомандрицкаго. 

Разложеніе фунщій на частныя дроби или въ безконечныя про-
изведенія по теоремамъ Миттагъ-Леффлера и Вейерштрасса на практи­
ке встрѣчаетъ затрудненіе въ опредѣленіи цѣлой функдіи, которая 
представляется въ первомъ случаѣ придаточною, во второмъ внѣшнимъ 
множителемъ. Для функцій двоякоперіодическихъ это затрудненіе 
устраняется теоремою, что если двоякоперіодическая • функція не обра­
щается въ безконечность внутри своего параллелограмма періодовъ, то 
она есть постоянная; для функцій съ однимъ періодомъ такой теоре­
мы нѣтъ, и надобно поэтому опереться на что нибудь другое при вы­
полнена этого разложенія. Г. Букрѣевъ *) употребляетъ съ этою цѣлью 
методъ Еоши; но намъ кажется, что это можно сдѣлать на основаніи 
другихъ теоремъ, болѣе элементарныхъ. Разсмотрѣніе производныхъ 
значительно облегчаетъ эти изслѣдованія. Хотя главный предметъ этой 
статьи будутъ составлять эллиптическія функціи, но какъ двойные ря­
ды частныхъ дробей или двойныя произведенія, въ который разла­
гаются эти функціи, могутъ быть преобразованы въ простые ряды и 
произведенія при помощи аналогичныхъ разложеній тригонометриче­
екихъ функцій, то мы и начнемъ съ этихъ послѣднихъ наши разло-
женія; однако самого преобразованія мы не будемъ здѣсь дѣлать, такъ 
какъ это можно найти въ книгѣ: Biermann. Theorie der analytischen 
Functionen. Leipzig. 1887. S. 336 u. f. 

*) Б. Бущѣевъ. О разложеніи трансцеядентныхъ функцій на частныя дроби. Кіевъ, 
1887 года. 
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1. Функдія 

cosec2# = . о 
si tr# (1) 

комплексной перемѣнной $ = х-\-уі есть однозначная, конечная и не­
прерывная на всей плоскости, за исключеніемъ точекъ 

2 — Ы\ (2) 

гдѣ Тс цѣлое число, положительное, нуль или отрицательное—въ кото­
рыхъ она обращается въ о о 2 , и которыя потому суть ея полюсы, — и 
точки 

£ = ° ° , (3) 
которая для нея существенно-особенная, ибо въ ней она можетъ при­
нимать безчисленное множество значеній. Разсмотримъ поближе функ-
цію вблизи тѣхъ и другихъ. 

Если во (2) примемъ й = 0 , то будемъ имѣть точку 

* = 0; (4) 

вблизи ея функція будетъ разлагаться въ рядъ такого вида: 

1 1 
cosec^ = Ш20 0 Д я2 .. 2* 

1 2 ~4 

2 о 

- 2 

(5) 

отсюда получимъ: 

пред. rcosec8* — ~™ 
г=0 

(6) 

Но функція cosec% есть періодическая и періодъ ея есть % ; слѣдо-

0 ~\-Тся = £, • • ... (7) 

cosecV — cosec 2# ; . . . . . . . • . . (8) 

то будетъ 
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вычитая отсюда тождество: 

О ' — 7сл)* ' 

и полагая затѣмъ 5 = 0 , слѣдовательпо z — 1:ж, получимъ: 

(9) 

пред. cosec^ 
1 

(*' — far)2 
= пред. cosec 2? 2-1 = 2 = т . ( і о ) 

Переходя теперь къ точкѣ # — œ, мы, при помощи соотношеній ме­
жду показательными и тригонометрическими функціями, будемъ имѣть: 

cosec2^ = • 
1 

с Т 

К -У +У\ . . / -У , +У\ . Т 2 ' 

e —e )cosx-i-t\e -f-e ; S I Û # J 

модуль знаменателя этого выраженія равенъ 

(е — e J cos 2 ^ - \ - [е -f-e ) $in2x — 

— e - j - e — 2cos 2x ; 

(П) 

(12) 

съ увеличеніемъ x и до оо послѣдній членъ будетъ колебаться въ 
конечныхъ предѣлахъ — 2 и -f- 2 , тогда какъ изъ первыхъ двухъ, 
(смотря по знаку у), одинъ будетъ стремиться къ нулю, а другой ро­
ста до с о ; слѣдовательно вся сумма будетъ рости до с о , и потому 
модуль cosee 2£ будетъ стремиться къ нулю. Это же будетъ и при х 
конечномъ, а у = оэ. 

Наименьшее значеніе функціи 

<р(у): 

~ 2 у +2у 
e -f-e (13) 

будетъ при у= 0 , какъ извѣстно, и будетъ = 1 ; а потому і і р и : у - > 0 
будетъ 

9 > ( у ) > 1 ; . . . . . . . . . . . . - (14) 

слѣдовательно выраженіе ( 12) при у конечномъ и # = со будетъ ко­
нечно и отлично отъ нуля; а потому и модуль (cosec2#) будетъ ко­
нечная величина; если же у = 0 , то выраженіе (12) принимает* видъ: 

'2(1 — cos2fl0 = 2 2sin 2a?, (15) 
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а это будетъ обращаться въ с о 2 при х = Ъж, однако такъ, по (10), 
что будетъ 

пред. ( cosec%; — -,—----у] = 4~ > (17) 

какъ велико бы ни было цѣлое число |&|. 
2. Составимъ теперь выраженіе: 

^ ) = = c o s e c % - X ( F = b p ' ( 1 ) 

- с о 

гдѣ рядъ, какъ извѣстно, есть безусловно-сходящійся; это следова­
тельно будетъ аналитическая функція; она будетъ періодическая функ-
ція съ періодомъ ж, ибо первый членъ уже имѣетъ этотъ періодъ, а 
въ р я д е отъ измененія s на %-\-ж все члены подвинутся на одинъ 
рангъ влѣво, отъ чего сумма не изменится по безконечности ея предѣ-
ловъ. При z конечномъ и отличномъ отъ Іж, функція Д#) будетъ конечна 
и непрерывна; но тоже будетъ и при я = 1ж* Такъ какъ 

Я * + Ь0 = Д * ) , (2) 

то достаточно разсмотреть случай I = 0 . Въ этомъ случае представимъ 
функцію f(z) такимъ образомъ: 

/fe) = cosec3^ — - g - — Y V j , . . . . . . (3) 
— оо 

где значекъ у суммы напоминаетъ, что Ъ не должно уже полагать 
= 0 ; полагая здесь g = О, по (б) пред. §, получимъ: 

1
 + С 9 1 

m-T-LvL? (tì 

— оо 

что есть величина конечная, ибо сумма, сюда входящая, представляетъ 
безусловно сходящійся рядъ, какъ и сумма въ (3) . 

Если $ — х-\-уі) гдѣ у конеченъ, но не = = 0 , а я стремится к ъ о о , 
то cosec20 будетъ конечная величина, тогда какъ сумма въ (1) будетъ 
стремиться къ нулю, ибо каждый членъ ея отдѣльно стремится къ О2 ; если 
X и у оба стремятся къоо , то оба члена въ выраженіи (1) порознь стремят-

мод. c o s e < ^ = ^ ^ , (16) 

и следовательно 
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ся къ нулю, какъ относительно перваго мы видѣли въ пред. §, а от­
носительно второго прямо видно, ибо каждый членъ стремится къ О 2 . 
Если же = 0 , а х стремится къ о о ? то всё-таки выраженіе (1) 
будетъ стремиться къ конечной величинѣ на основаніи (17), ибо осталь­
ные члены дадутъ конечную сумму. Стало быть и тутъ постоянно без-
конечности второго члена нашего выраженія компенсируютъ безконеч-
ности первого. Слѣдовательно f(z) вездѣ конечна; но функція, вездѣ на 
всей неограниченой плоскости (я) однозначная, конечная и непрерывная, 
есть постоянная; следовательно: 

/W = C = / « » ; (5) 

но какъ при 0 = х-\~соі (х какое угодно), мы видѣли, f(z) = О, то 
О = 0 ; следовательно: 

fW = f(0) = 0 ; (6) 

отсюда во первыхъ: 

c o s e c % = X ( 7 = ^ ; • • ( 7 } 

— с о 
во вторыхъ: 

+ C O 

У Й Ѵ = Т » ( 8 ) 

Làk (к ж у 3 
— с о ИЛИ 

о о 

1 

1 Ь <9> 
равенство (7) представляетъ искомое разложеніе cosecV 

3. Оно безусловно-сходящееся, а потому можетъ быть интегрировано 
отъ #0 до 0 по пути непроходящему чрезъ s = Іж ; помножая на — d# 
ж интегрируя, получимъ, такъ какъ 

— cosec2*<fe = 7-т- — CötS# — c o t f f*o , ' • • • • (О 
sm 2# 

слѣдующее: 

c o t g , - c o t g ^ o = £ { - r ^ - - ^ b r } - • • • • .С 2) 
— CO 

И Л И 
+ 00 

—оо 

- + — 4 
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Но по извѣетнымъ правилами найдемъ: 

пред. (cotg^ M = 0 ; (4) 

слѣдовательно: въ (3) можно положить £ 0 = 0 , и мы получимъ 

z
 1 2* { 0 — Ъж 1 Тьж c o t g * = 4 - + У І т і ( s ) 

— С О 

Полагая въ (3) #о~4г> и — я вмѣсто я , получимъ: 

tgä=-^——+YA—-~—^+,07 * J . . ( 6 ) 

или, такъ какъ —£ пробѣгаетъ тѣже значенія, что и 4 - й : 

1 1 і Y j 1 1 ( 

или, подводя первыя два члена подъ знакъ 2 ? такъ какъ они отвѣ-
чаютъ предположение) Ъ = 0 , и отбрасывая поэтому значекъ ('): 

- f c o / . • \ 

t g Ä = = X ( ^ H - i )^ - , ~ ( 2 * + 1 ) 4 ] ( 8 ) 

4. Перенося членъ - ~ въ (5) пред. § налѣво, получимъ функцію 

+ С О / 

которая при 0 = 0 по доказанному въ томъ § обращается въ нуль, 
слѣдовательно конечна; и какъ во второй части рядъ безусловно-схо-
дящійся, то можно (1) интегрировать отъ 0 ; сдѣлавъ это, получимъ, 
такъ какъ: 



ибо I Іод* Sinz 
= log 

3=0 
: los 1 = 0 

я=0 
(з) 

слѣ дующее: 

-fco 
, sin# V ' 
log — = > J < 

0 LAI 
— co 

z 
Ісж ( 4 ) 

и переходя отъ log къ числу и умножая на в: 

-h со 

Ш0 -Щ-к 
— С О 

АТС 

(5) 

Помножая (8) пред. § на — d z и интегрируя отъ 0 , (такъ какъ обѣ 
части конечны для 0 = 0) и имѣя въ виду, что 

(такъ какъ log cos 0 = log 1 = 0), мы получимъ: 

(в) 

4-co I 

10gCOS£ = T̂ Jlogl 1 — 
-co 1 

( 7 ) 

и переходя отъ log къ числу: 

-f-co 

( 2 * + l ) v f 
( 3 ) 

5. Что касается до cosec^ и sec#, то разложеніе перваго легко получается 
ж 

изъ найденнаго, а второго найдется, перемѣняя въ первомъ в на — — z 
À 

Въ самомъ дѣлѣ, легко видѣть, что 

cosecs = — jcotg-j- 4- tg y j ; (1) 

вставляя сюда разложенія c o t g — и t g — по формуламъ (5) и (8) 

пред. §, будемъ имѣть: 
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+ « > [ о ÌÌ 

Z Ä ] * — ( 2 Ä + 1 ) * (2fc+l)» 

_ i _ +

+ V ( _ L _ + J L Ì +f! 1 + - M 
~ * Zfc|* — 2fcr ^ 2fo j Zg - (2Ä + I k ^ ( 2 Н - 1 Ц 

+ ° ° Г -I 

— C O l 

. • 7еж Ьж f ' 

- c o I 
итакъ 

4-co + 0 0 / 

L_j_V ( _ 1 ) * Г л _ + _ ± 
0 JLÀTC S — Ъж Ъж 

— со I 
Перемѣняя здѣсь я на я — , получимъ: 

+ С О / \ 

_ 8 е с й = — Ѵ + Y' (- if f \ — + г- ; . - ( 3 ) 

полагая здѣсь я = 0 , мы получимъ, умножая всё на — 1 : 

складывая это съ ( 3 ) , получимъ 

l - s e c * = — Ц _ + і _ + у (_ jf 
0 — -7Г V- g—(2Й+І)-Т (27с -ь і; 

; О) 

подводя всё направо подъ одну сумму, получимъ: 

і _ в е < * = " у I— \ , -I Г - Г І Г І " • • • ( ß ) 

откуда будемъ имѣть: 

sec* = 1 + Y (- f 1 H _l „ . . (7) 

что представляетъ разложеніе sec# по теоремѣ Миттагъ-Іеффлера. 

+ 0 0 ( 
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б. Переходимъ теперь къ эллиптическимъ функціямъ Вейерштрасса, 
и для облегченія пониманія дальнѣйшаго, напомнимъ ихъ опредѣле-
нія и нѣкоторыя свойства. 

Четная функція *ff(u), опредѣляемая дифференціальнымъ уравненіемъ 

ф '(и) = -Yé ф %и)-д2 ф {и)-дь 
(1) 

и условіемъ обращаться въ со при и = 0 , следовательно представля­
ющаяся обратною интегралу 

äs 

удовлетворяете уравненіямъ: 

^ ( W + 2co) = ^ ( W ) ; 

выражающимъ ея двоякую перюдичность. 
Здѣсь, обозначая чрезъ в\ , е2, е% корни полинома 

(2) 

(3) 

( 4 ) 

(5) £ = 4 s 8 — £ 2 S — 0 з . 

стоящаго подъ знакомъ радикала въ интегралѣ (2), величины со и © ' , 
а также 

со"^со~\-ю' . . . . . . . . . . . (б) 

опредѣляются интегралами: 

со 

оо (7) 
3 äs , 

Ti 

У* . 
при чемъ предполагается, что 

*(««)>,«(fis). • (8) 

обозначая знакомъ 31(e) вещественную часть е. Подобно равенствамъ 
( 4 ) имѣется равенство: 

. . . . . . ( 9 ) ф'(и + 2 а > ' ) - ф ( « ) , 
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которое однако въ силу (6) есть слѣдствіе (4), равно какъ и другое, 
болѣе общее: 

ф(и+2&)=ф(и), (10) 
гдѣ 

оо = meo + псо', ( I l ) 

при m и п цѣлыхъ числахъ, положительныхъ или отридательныхъ. 
Полагал въ (10) 

и = 0, 

согласно опредѣленію функціи , будемъ имѣть: 

f(2ë)=^(0)=oo. . . (12) 

Построивъ точки - f c o , — со ; также - j - со, — со', нроведемъ чрезъ 
первыя прлмыя, параллельный направленію со', чрезъ вторыя прямыя, 
параллельныя направленно со ; мы получимъ первый паралелограмъ пе-
ріодовъ функціи *ff(u): въ центрѣ его функція *$(и) обращается въ 
со 2 ; во всѣхъ же прочихъ точкахъ конечна, однозначна и непрерывна. 
Проведя прямыя, параллельныя сторонамъ этого перваго паралелограм-
ма въ такихъ же соответственно направленіяхъ и на такихъ же раз-
стояніяхъ одна отъ другой, мыразобьемъ всю плоскость (и) на равныя 
первому паралелограммы, въ которыхъ картина значеній функціи *ff(u) 
будетъ повторяться; въ частности, какъ то говоритъ (12), въ центрахъ 
ихъ функція *ff(u) будетъ = œ2. 

7. Вблизи значенія u = Q, функція *ff(u) разлагается въ такой рядъ: 

^ ( « ) = - ^ + « 2 » , (1) 

гдѣ ?(#) есть рядъ, расположенный по дѣлымъ положительнымъ сте­
пенямъ перемѣнной Изъ (1) имѣемъ: 

пред.к2^(4 = + 1. (2) 

пред. іф(и)- -Ц = 0 . . . . . . . . . . (3) 
I U )и=0 

Полагая въ (10) и-\-2со =ц' 1 получимъ: 

®(и')=^(и); . . . . . , (4) 

помножая это на (и — 2со)2 = и2, и полагая затѣмъ и = 0, слѣдова-
тельно и — 2со, по (2) будемъ имѣть: 
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пред.|(и'—2<3) a$>(«') = пред. ««$>(«) = + 1 ; . . . . ( 5 ) 

точно также, вычитая изъ (4) 

1 1 
(и — 2ё)2 ~~ и2 ' 

и полагая и == 0 , мы получимъ по (3): 

(6) 

8. Производный отъ ^> {и) будутъ имѣть тѣже періоды и тѣже без-
конечности, но только порядковъ на единицу увеличивающихся съ по-
рядкомъ производной. Дифференцируя (1) пред. §, будемъ имѣть: 

= - А + иЫи2), (1) 
Ъь 

гдѣ ^і(и2) обозначаете рядъ расположенный по положительнымъ сте­
пенямъ и2. Полагая здѣсь и —и—2ю, мы будемъ имѣть: 

^ Ѵ - 2 ю ) = у Ѵ) = - ^ J 2~ ) 3 + (м — 2ô»W — 2 Д ) , . (2) 

откуда получимъ: 

пред. (3) 

9. Напомнивъ это, составимъ выраженіе: 

• fco 

f W - V M + J ^ f ^ , а) 
— С О 

гдѣ 
w = 2mco -j~ 2nco' , . . . . . . . • • . ' ( 2 ) . 

при m ж n пробѣгающихъ независимо одно отъ другого весь рядъ цѣ-
лыхъ чиселъ отъ — с о до - | - с о . Двойной безконечный рядъ во второй 
части (1) есть безу слов но- сходя щійся рядъ {см. Jordan. Cours d'Analyse 
de l'Ecole polytechique T . I . § 177 и слѣд. p. 160. Paris Gauthier-Viliars. 
1882 г.}, и потому представляетъ однозначную; конечную и непрерыв­
ную функцію, которая только въ точкахъ 

.и = 2сЬ, 
12 
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обращается въ с о 3 ; но въ силу (3) § 10 функція f (и) не будетъ обра­
щаться въ безкопечность, какъ увидимъ далѣе. Функція f(u) имѣетъ 
тѣже періоды, какъ и функція ^ ( ¥ ) ; дѣйствительно *$'(гі) имѣетъ тѣ-
же періоды, и рядъ тоже, ибо, при перемѣнѣ и на и-\-2а>, m перехо-
дитъ въ m—1 , которое тіробѣгаетъ, при измѣненіи m отъ — с о до 
- [ - с о , тотъ же рядъ значевій, какъ и m ; точно также перемѣна и 
на uJ

r2co измѣняетъ п на n—1 съ такими же послѣдствіями: въ 
результатѣ является только передвиженіе всѣхъ членовъ ряда на одинъ 
рангъ по направленно къ — с о . Нтакъ функція f(u) удовлетворяетъ 
слѣдующимъ двумъ уравненілмъ: 

r ( t t + 2 œ ' ) = r(t0 Г ( 4 ) 

a слѣдовательно и болѣе общему, изъ нихъ выводимому: 

f(u + 2co)=f(ti) (5) 

Функція f(u) такимъ образомъ есть двояко-періодическая функція, ко­
торая внутри своего параллелограмма періодовъ нигдѣ не обращается въ 
безкопечность, какъ было уже замѣчено. На основании (5) достаточно 
ировѣрить это для перваго параллелограмма, для котораго представимъ 
её такъ: 

— ОО 

гдѣ знакъ (') у суммы показываете, что комбинадія (m = 0 ; n = 0) 
значеній m и п должна быть исключена изъ числа тѣхъ, на которыя 
распространяется 2 ; полагая теперь и — О, но (3) § (10) (для w = 0, 
п = 0), будемъ имѣть: 

и р е д . ( ^ = 0; (7) 
\ U /м=0 

въ суммѣ же 

— о о 

въ которую обратится сумма въ (6) при и = 0, всѣ члены по два со­
кратятся между собою, [именно членъ {m = / І , n — ѵ) съ членомъ 
(.т = — {1, п = — ѵ)]. Такимъ образомъ нолучаемъ: 

п р е д . / » ^ 0 = О 
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Нтакъ дѣйствительно въ точкахъ, въ которыхъ выраженіе (1) могло 
бы обращаться въ о о , оно имѣетъ конечную величину; слѣдовательно 
оно есть постоянное, и именно нуль по (9); т. е. 

- fco 

/ - < « > = г о о + х ; <^ь=°. • • • р« 
— со 

откуда находимъ: 

- f c o 

— с о 

Сумма второй части есть безусловно-сходящійся рядъ, обращающійся 
въ нуль при и = 0, равно какъ и лѣвая часть по (7) , а потому это ра­
венство можетъ быть интегрировано отъ и = О до и ; сдѣлавъ это, по­
лучимъ: 

4-со с 

о ( м ) _ * у 1 

^ и2 ' LjniM \ (и — го)2 г 

отсюда получается такое разложеніе функціи *ff(u) на частныя дроби, 
отвѣчающія ея безконечностямъ, разложеніе по теоремѣ Миттагъ-Леф-
флера: 

Н-со с \ 

^ м = Л + У [ 1 —К , ( і2 ) 
—co l ) 

гдѣ опять рядъ будетъ безуеловно-сходящійся. 
10. Нетрудно вывести двоякую періодичность функціи изъ это­

го ея разложенія. Перемѣняя и одинъ разъ на и-\-а>, другой на 
и — со , и вычитая послѣдній результата изъ перваго, будемъ имѣть: 

1 I ì 

u • 1
 J У ѵ (ад - j - ш j 2 (г* — со)2 j 

Jf j I ! 1 . • ' ( 1 > 

^ A*. [« - (w - © ) ? [« - («> + <*>)]* ' 
- с о l ' 

первый членъ получается изъ стоящаго подъ знакомъ суммы чрезъ по­
м о ж е т е m = 0 и п = 0; а потому внеся его подъ этотъ внакъ и от­
брасывая слѣдовательно значекъ ('), будемъ имѣть: 
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f i i l 

f 1 1 1 
Lnhn \[u—(2m—l)co—2W]2 [м- (2m+l ) co—2*W ] 2 J 

} • (2) 

ибо 2m + l получается изъ 2м — 1 чрезъ перемѣну m на m - f - l , 
слѣдователъно вторые члены, съ (—), будутъ не что иное, какъ пер­
вые, передвинутые на одинъ рангъ въ сторону къ' + с о . Итакъ 

+ ^ ( и —со) = 0 ; (3) 

отсюда, перемѣняя и на и ~ J - оо : 

$>(и + 2о)) (4) 

Точно также выведется равенство: 

^ ( и + 2ю') = .$Ки), (б) 
и слѣдовательно и 

такъ какъ 

и болѣе общее 

$ > ( U + 2 Û > " ) = $>(M), (6) 

$4w + 2d>)=$>(w) (7) 

11. Вычитая равенство (12) § 10 изъ. тождества 

с = с, 
получимъ 

-foo ( 

^ U2 1 Zjm,n КМ W)2 W2 

—со I 

- fco 
I I I I 

,r . • . (О 
такъ какъ рядъ направо есть безусловно-сходящійся, то его можно ин­
тегрировать, и какъ резидю каждаго члена = 0 , то путь интегриро­
ван ія подчиняется только одному условію—не проходить чрезъ точки: 

u = 2œ, . . . . . . . . . . (2) 

когда интегралъ теряетъ смыслъ. Мы, помноживъ обѣ части равенства 

на -^-äu, вроинтегрируемъ его отъ — и до -\-и по пути, подчинен-

-fco 
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ному только этому условно; чрезъ это получимъ функцію, которую оз­
начимъ чрезъ £(«) , разложенную на частныя дроби: 

U = 

= си-\ h -0-- У 1 2w| . 
го и-j- ьѵ w~ I ' 

. . . (S) 

это равенство содержитъ заразъ и опредѣленіе функціи Siti) иитегра-
ломъ, и ел разложеніе на частныя дроби, которое однако еще не окон­
чательное, на которомъ мы остановимся. Легко видѣть, что 

4 со 4со ( \ 
JLY' 2 - L 

2 ZJ>«,« |М—W ' u-\-iv W2^ 

L + f • « 1 I Г 1 

2 Lim,n j [M—w w w2 J W IV 

_ _ L y î i 1 I
 u

 1 [ 1 Y ! î L » J U = 

- С О l J - C O l J 

+ C O =y 
гдѣ мы раздѣлили сумму второй строки на двѣ въ третьей, ибо каж­
дая изъ нихъ есть безусловно-сходящаяся (Jordan, L с ) ; вторая же 
при этомъ оказалась равною первой, ибо выводится изъ нея чрезъ пе-
ремѣну m и п на — m и — п , но какъ первыя, такъ и вторыя про-
бѣгаютъ весь рядъ цѣлыхъ чиселъ отъ — с о до + со, вторыя только 
въ обратномъ порядкѣ, когда m и п иробѣгаютъ этотъ рядъ чиселъ. 
На основаніи этого (3) окончательно такъ перепишется: 

1 

= си-\ Ь 
4-со 
V 
LJni,n \и - 4 - 4 

гдѣ мы имѣемъ разложеніе функціи £(te) на частныя дроби, отвѣчающія 
ея безконечностлмъ по теоремѣ Миттагъ-Леффлеро. Опредѣленіѳ функ­
ция- $(и). опредѣленнымъ интеграломъ было найдено впервые нами; 
(Вейерщтрассъ её опредѣляетъ иначе); оно имѣетъ то достоинство, что 



изъ формы интеграла прямо видна нечетность фупкціи; ибо если въ. 
иредѣлахъ поставить — и вмѣсто и, то нижній станетъ верхнимъ, а 
верхній нижнимъ, слѣдовательно будетъ 

£(—м) = — £ Ы » (5) 

по извѣстному свойству онредѣденныхъ интеграловъ мѣнять знакъ отъ 
перестановки предѣловъ верхняго съ нижнимъ. Изъ этого оиредѣленія 
видна и однозначность функціи £ (•«) , ибо résidu функціи [с—г$*(м)]ра­
венъ нулю. Это-же явствуетъ и изъ разложенія функціи на частныя 
дроби. Относительно нечетности: если перемѣнимъ въ этомъ разложеніи 
m на — m , п на — n , то каждый членъ иерейдетъ въ другой, для ко­
тораго m и п, имѣютъ противоположные знаки, чѣмъ въ этомъ членѣ. 

Полагая здѣсь и = со, со', со" получимъ три формулы, которыд мож­
но обнять въ одной слѣдующей: 

du = 

если условиться, что 

A l ) 

(6) 

со : со 
(2) 

: СО 

( 1 ) 

c o ( 3 W , ì 
( П 

Эти величины ?f, ?/' суть модули періодичности (которая второ­

го рода) функціи £(и) : при измѣненіи и на w~)-2co ( l ) функція £(2*) 
JO • т. е. получаетъ конечное приращеніе 2^ 

£(tt + 2 © ( 0 ) = £ ( « ) + 2 9

w . (8) 

Это можно вывести изъ обоихъ опредѣленіи функдіи Ç(u), какъ съ 
помощію оиредѣленнаго интеграла, такъ и съ помощію разложенія ея 
на частныя дроби, какъ то мы покажемъ въ слѣдующихъ §§. 

12. Вычтя равенство (3) § 11 изъ тождества: 

-с = 0. 
получимъ: 

с—ф(и + ѵ)г—(е — ф(и — <о)) = 0; .(1> 

помножая это равенство на du и интегрируя отъ 0 по пути, непрохо­
дящему чрезъ полюсы функціи *$(и), т. е. точки 2оЪ, мы получимъ: 
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[с — $>(tt - f co)]du — [с — ф(и — О>)]ЙМ = 0 , . . . (2) 

или 

[ с - ^ ( « Щ г - [ с - ^ > ( в ) К » = 0 . . . . (3) 

Если положимъ: 

[ с — С = Д м ) , (4) 

какъ онредѣленіе функціи Z(u), то (3) можно такъ представить: 

Z{u + оэ) — Дсо) — Z(u — со) - f Z ( — со) = 0 , 

или 

Z ( M + . C O ) — Д М — Ш) = ДСО) — Д — С О ) . . . . . (о) 

Это равенство будетъ имѣть мѣсто при всякомъ С : но каково-бы ни 
было щ, всегда можно С выбрать такъ, что Z(u) обратится въ нашу 
нечетную функцію £(и). Дѣйствительно, тогда должно быть: 

или 

откуда 

или 

Д — « ) = — Д м ) , . (6) 

( с - (и)) du + С = - ( Г (с - Ши+С) ; . . . (7) 

С = ~Т(Т ( ^ - ^ д а ^ . . . (8) 

0 = Т ( ~ | " ( в - ) ? ( « ) Ѵ « + ( V " . . . (9) 

перемѣняя и на — и въ первомъ интегралѣ, мы получимъ: 

, (пи / » » 0 ) 1 Л + « о 

ö = x [ t c - ? ( " ) ] ^ - f [ c - ^ ( « ) ] * = f Ь-фЩи. (io) 

Внося это въ (4), будемъ имѣть: нечетная функція 
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(И) . 

—«о 

мѣняя въ первомъ интегралѣ w на — и , мы получимъ: нечетная 
функція 

- л — t t -, Л И } 

[ с - f f ( « № = £(«<), 

т. е. это и будетъ наша £(г*). Олѣдовательно и для £(и) будетъ имѣть 
мѣсто равенство (5); но какъ по нечетности этой функціи: 

£ ( - Û > ) = — £ ( Û > ) ( 1 3 ) 

и £(со) = 7]і то оно приметъ для нея такой видъ: 

+ — — а > ) = 2іу, . . . . ( 1 4 ) 

откуда, мѣняя на w + c o r 

^(W + 2CD) = £(W) + 2Ç. . . . . . . ( lo ) 

Точно также найдемъ и слѣдующія равенства: 

« « + 2 a > ' ) = 5 ( « ) + 2 ^ ; - (16) 

£ ( * + 2 a O * £ ( t O + 27*. . . . . . . . (17) 

Если въ (16) леремѣнить м на «- f -2eo , и принять во вниманіе, что 
сосо' = со\ то мы будемъ имѣть по (15): 

£(« + 2с»") = £ («0+27 + 2 ^ . . . . . . (18) 

сличая это съ ( 1 7 ) , въ виду однозначности функціи' £(и) находимъ 

Ѵ"=Ѵ+Ѵ- • . . . . . . . . . . . (19) 

13. Чтобы вывести тоже съ номощію разложенія на частныя дроби, 
перемѣнимъ <въ (4) § 12 и на и ± со ; получимъ: 



+V. 
zoo 

Zjm,n\U (?t?ZZI CO) ' l{; ' TV 
C O I 

I. t o 

полагая здѣсь м = 0 , получимъ по (0) § 12 : 

-fco 
:?; = ± ш ± — + У 1 f-

ю w zzi со го 

1 . со 
(2) 

вычитая это изъ предыдущего, будемъ имѣть: 

'5{и ± со) zz: 7] = -(-
1 1 

-fco 
1 

и ZZI со со 

1 
Ldmji U (tV ZZI CO) IV ZZI СО j ' 

(3) 

придавая и отнимая въ скоокахъ {} по œ y і м ы можемъ этому 

разложению дать такой видъ: 

1 1 ì 
£{и zzr со) zz: ?] = ш + JTZZZT; ^ ~тт- + 

-{-со r 

+ у 1 
wzn со со 

1 
or) w zz: со ' (г*; zz: со)2! } (4) 

+ 0 0 /• "1 

Zjm,« |(г(?ZZI СО)2 

—со I J 

гдѣ мы могли ОТДЕЛИТЬ послѣдніою сумму отъ первой, ибо обѣ безу-

словно-сходящіяся. Придавая и отнимая мы можемъ, внося членъ: 

1 1 » и 
ÙZÌZCO4" со ' со2 

подъ знакъ 2 ' и отбрасывая значекъ (') у 2 > т а к ъ к а г а этотъ членъ 
получается изъ общаго члена суммы, полагая т = 0, ѣ = 0, дать та­
кой видъ этому равенству: 
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С(и±со)ці?]= ni с 
-*-оо / 

і_„Ѵ L 
- О О I 

-fCO i-

V + 
(5) 

L J m , n [ i l — { l ü ^ l C O ) W -f- CO ( W Z - C 0 ) 2 \ 

Но полагая въ (12) § 10 u = ± со и имѣя въ виду (7) § 8, мы бу­
демъ имѣть: 

-fco 
со2 Zjm,n \{гѵЦг.со)2 

J j . (6) 

на основаніи этого (5) замѣнится такимъ: 

£(м ± со) zz: ?]= u(c — ел) + 
"fCO / ] 

i_y I 1 I ! I ц 
Z K « |м — ( w z p со) w z z : со ' ( ^ z z : со) 2] 

(7) 

Здѣсъ w? =р со = (2mzz: l)co -f- 2nco ; но какъ 2m + 1 пробѣгаетъ тотъ 
же рядъ нечетныхъ цѣлыхъ чиселъ отъ — с о до - р ° ° ? какъ и 2 т — 1 , 
то вторая часть можетъ быть написана съ однимъ какимъ нибудь зна­
комъ, напр. съ верхнимъ, и мы будемъ имѣть тогда: 

- f c o 

Ç[u±co)zç:7] = u(c — ei) + Yi f — [- — + — < 

гдѣ 
Wi=tv — co = (2m—1) со -f- 2nco • 

Изъ (8) слѣдуетъ, что 

(8) 

(9) 

(10) £(и + ео) — v = S(u — <»)•+?/, . . . . 

откуда легко получимъ: 

£(и + 2а>) = £(«) + 2>?. . . . . . . (11) 

Точь въ точь такимъ-же нутемъ прндемъ къ елѣдующимъ формулами: 

- f c o 

(12) 

гдѣ 
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: 2 meo + (2п — 1)со', 

+ С О 

b(u — со") ч=- Ѵ" — и(с — е2) + У 
W o 

и 

(18) 

•(14) 

гдѣ 

и ихъ слѣдствіямъ: 

Lùm,n [li ' 
- c o 

Î V 2 == (2m — 1 )co - f (2д — 1 )оУ , (15) 

£(« + 2©') = S(u) + 27/ , (16) 

£ ( г ; + 2 е о ' ' ) = Ш + - 2>/ (17) 

Равенства (12), (16) и (17), изъ которыхъ послѣднее есть слѣдствіе 
первыхъ двухъ, показываютъ измѣненіе £(и) при переходѣ и въ со-
отвѣтствеиную точку одного изъ сосѣднихъ параллелограмовъ періо-
довъ фуыкціи ff (и). Изъ (11) и (16) легко получается болѣе общая: 

г д ѣ 
ь(« 4-2<5) = £ ( « ) + 2 Ç ; (18) 

СО = -f- псо , . ( 1 9 ) 

Формулы (8), (12) и (14) даютъ разложеніе па частныя дроби по те-
оремѣ Миттагъ-Леффлера функцій, получающихся изъ £(м) чрезъ из-
мѣненіе а на одинъ изъ полуперіодовъ. 

14. Всѣ эти разложенія, сейчасъ упомянутая, равно какъ и разложе-
ніе функціи £(г*), [(4) § 11], суть без у с ло вно - сх одя щіяся, а потому мо­
гутъ быть интегрированы; это даетъ результаты фундаментальная зна-
ченія въ теоріи эллиптическихъ функцій. Начнемъ съ функціи £(ы). 
Помножая (4) § 12 на du и интегрируя отъ гі0 до и по пути, непре­
ходящему чрезъ полюсы £(и), получимъ новую функцію, которую оз­
начимъ чрезъ YQ{U) , и ея разложеніе въ рядъ: 

Ми) b(u)äu: 

= — с (и2 — щ2) - f log** — logwo + 

+ О 0 

ÀmJm,n 
- с о 

1 и* 
+ У jlogGi — w) + -^- + Y % 

(i) 
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или, придавая и отнимая log(— tv) въ скобкахъ {} : 

Г 1 
YQ(U) — S(u)du = --- с (и2 — и0

2) - f logM — logu0 + 
V Un « О 

+ 0 0 

— C O 

-fco 

W tv 2 tu-

y (iogfi-^)+^-f-4-^ 

(2) 

гдѣ мы могли выдѣлить въ особую сумму зависящее отъ щ на томъ 
основаніи, что обѣ суммы безусловно-еходящіяся. Дѣйствительно, по 
формулѣ Ma к лоре пя имѣемъ: 

log( 1 + x ) = x — — H- X* - y t p e ^ " ' • (3) 

перемѣняя ж на — х и перенося первыя два члена налѣво, будемъ 
имѣть: 

log(l— яО-f œ + — : ( 1 - й ) 2 

(4) 

V lb 
полагая здѣсь х = — , получимъ: 

гѵ 

1 / - и\ , , 1 w2 

log 1 J —~ ;-
0 1 w / 1 w 1 2 ад2 

(5) 

модуль этого выраженія будетъ: 

< мод. и 
У(2та+2па)2+(2тЬ+2пЪУ/ 1 _ 

1 

мод. и 
•;(б) 

Vi2ma+2may+{2fnb+2nb') 

(если со = а + ft}/^,. со' • = а' + 6 / ] / : = Т ) , или 

< 
[(2ша + 2na'f + (2mZ> + 2м& /)2] 

2 ' 

• ( 7 ) 

гдѣ L такая конечная величина, что 
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2 
a слѣдовательно и безусловную сходимость этого ряда.—На основаніи 
этого мы можемъ собрать въ одно цѣлое всѣ члены, содержание щ, 
и положи въ по придачѣ къ обѣймъ частямъ (2) по с и перенесеніи 
зависящаго отъ щ налѣво: 

+ 0 0 

C l = - f + С+ logt«, + Y log 1—^1+^ + 4 -
* Lim,n { \ IV J W 2 

+ C O 

Mo' 
(10) 

мы будемъ имѣть новую функцію* Y(u), отличающуюся на эту посто­
янную отъ YQ(U) , разложенную въ рядъ такимъ образомъ: 

Y(ii) = YQ(u) + Q = ~|~ и2 + c'+logu + 

(.11) 

Изъ обоихъ опредѣленій Y 0(«)> a слѣдовательно и вытекаетъ 
безчисленная многозначность этой функціи: такъ какъ резидю функціи 
£(и) есть 1, то Y(u) имѣетъ безчислецное множество значеній, разня­
щихся на 210X1, гдѣ h цѣлое число, положительное или отрицательное; 
это слѣдуетъ и изъ разложенія (11), ибо log# многозначная функція, 
безчисленное множество значеній которой для каждаго значенія аргу­
мента разнятся между собою на 2Ъжі- Эта функція логариѳмически 
обращается въ безкопечность въ точкахъ и — 2со. 

15. Если теперь мы возьмемъ обѣ части равенства (11) предыдуща-
го § показателемъ числа e (основания Неперовыхъ логариѳмовъ), то по­
лучимъ однозначную функцію, ибо 

2kizi , V 

e = 1, . . . . . . . . . . . .(О 

< L, (8) 
1 (мод, и) ѵ / 

что всегда будетъ возможно сдѣлать, такъ какъ лѣвая часть конечная 
для всякихъ цѣлыхъ значеній m и n, если только и не совпадаешь ни 
съ одною изъ точекъ 2 со, что мы и не можемъ предположить; а отсю­
да по Jordan (1. с.) выведемъ сходимость ряда модулей членовъ на­
шего ряда: 

- fco 

M ' - V ) + 1 + T S I < 9 > 

с о 
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и вездѣ конечную и непрерывную, которую означимъ чрезъ Ѳ(и) 5 раз­
ложенную на множители, отвѣчающіе ел нуллмъ: 

-со 
гдѣ 

гѵ = 2m<D-{-2nœ'. . * (3) 

Эта функціл нечетная, какъ то вытекаетъ изъ разложенія (2): пере-
мѣна и на —и измѣнитъ только знакъ одного множителя; остальные 
множители въ произведены нерейдутъ попарно одинъ въ другой: мно­
житель (т = fi, п = ѵ) перейдетъ въ множитель (т = — ^, и = — г>) 
и наоборотъ. Тоже самое можно вывести и изъ своиствъ функціи Г 0(м) , 
онредѣляемой интеграломъ (1) § 15. отъ которой Y(u) разнится на 
постоянную 6\[(11) предыдущаго §]. Построимъ эллипсъ, для котораго 
вершинами большой оси были-бы точки*—и и и который незаклю-
чалъ бы внутри себя никакого полюса, кромѣ одного и = 0 , который бу­
детъ центромъ этого эллипса (назовемъ его Е ) . Тогда интегралъ, взятый но 
эллипсу въ положительномъ направлении, отъ функціи £(м) будетъ = 2т\ 

£Шгі = 2лі, <4) 
(Я) 

ибо эллипсъ можетъ брть стянуть' въ одну точку—его центръ, не пе­
реходя чрезъ полюсы функціи £(w).— Интегралъ отъ —и до -\-и отъ 
этой функціи будетъ = = - f - и л и —жі, смотря потому, по, которой 
части эллипса будетъ идти ивтегрированіе, по той-ли, относительно ко­
торой центръ лежитъ слѣва, или по той, относительно которой онъ ле­
житъ справа. Дѣйствительыо, элементы интеграла 

въ каждыхъ двухъ точкахъ эллипса, симметричныхъ относительно его 
центра, равны, и потому интегралъ по правой сторонѣ 

p~\~U ré — U 

нп) S(u)du — \(n) £(u)âu, .... .,. . . . . . . . (5) 

— интегралу по лѣвой сторонѣ; а такъ какъ полный интегралъ, т. е. 
по всему элипсу, = 2жі, то половина его 

(п) £(u)äu = jzi- . . ( 6 ) ' 
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• О ) 

— и) — Го( + ц) = \ S(u)du — s S(ti)du = 

гЛІі s- -fit Г "И* 

— \ £(u)du — I £(u)du — — 1 £(ii)dii ; 
<j — и J г*і - —и 

а этотъ интегралъ будетъ = -f- жі или — жі, смотря петому, гдѣ ле­
житъ точка щ, налѣвой или на правой половинѣ элипса; слѣдовательно: 

Г 0 ( — и)=70(и) + яі (Ю) 

Если мы возьмемъ пути интегрированія отличные отъ описанныхъ, 
то получимъ для напіихъ интеграловъ другія значенія, отличающіяея 
отъ написанныхъ здѣсь на кратное 2жі ; слѣдовательно вообще будетъ: 

Г о ( - г О = Г о ( + ^ ) + ( 2 й = і = і Ы , . . . . . . ( И ) 

гдѣ уже пути интегрированія какіе угодно, только непроходлщіе че­
резъ полюсы функціи £(и). Отсюда, взявъ обѣ части (10) показателемъ 
числа e, получимъ: 

Г 0 ( - « ) = е Г о ( Ч ^ ) + ( 2 А я = 1 > г і = _ о Г о ( + « ) 5 _ ( 1 2 ) 

[такъ какъ 

/ ™ ' = - і ] , . аз) 
иди 

Ѳ(—гс) = —Ѳ(и), ( 1 4 ) 

Если интегрированіе идетъ въ отрицательномъ направлены, т. е. 
такъ что центръ справа, то будетъ: 

>-$-Н 

(л) S (и) dît = — жі, (7) 
— to 

какъ половина интеграла, который теперь =ч—2жі- Соедипимъ теперь 
точку и0 съ какой либо точкой щ нашего эллипса линіей, непроходя­
щей ни черезъ который изъ полюсовъ функціи £(w), и отъ этой точки 
пойдемъ уже по нашему эллипсу разъ къ одной, разъ къ другой его 
верпшнѣ: полученный значенія интеграловъ: 

f — U ,-ЛІ 

5(t()du и YQ(ii) = £(u)du, . . . (8) 
~ щ J Щ 

будутъ различаться лишь въ этихъ послѣднихъ частяхъ пути инте-
грированія, и мы будемъ имѣть: 
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что и доказываете нечетность функціи Ѳ(и). — Формула (2) даетъ бе­
зусловно-сходящееся разложеніе этой функціи на простые множители, 
отвѣчающіе ея корнямъ. Эта формула найдена Вейерштрассомъ для 
частного вида этихъ функцій, когда с —0 и с = О ; этотъ частный 
видъ Ѳ — функцій онъ обозначаетъ чрезъ (э (и), такъ что слѣд. 

и . 1 I I й 

Z7 "г о" 

гдѣ 

го = 2тсо -f- 2WG>' (16) 

Общая Ѳ(и) тогда такъ выразится чрезъ (5 (и) по (2) настоящаго §: 

(17) 

Отсюда можно выразить и (э(м) чрезъ Ѳ{и). 
16. Формулы (8). (12) и (14) § 13 можно обнять въ одной слѣ-. 

дующей: 

-fco 

au - ««) q= > / ° = « (о - о + V ( — — + - + Л І , 

гдѣ 

• . . (1) 

(2) 

когда будемъ принимать г = 1 , 2 , 3 , помня соглагненіе (7) § 13. 
Такъ какъ входящій сюда рядъ есть безусловно-сходящійся, и при 
и==0 обращается въ нуль, какъ и лѣвая часть, то можно интегриро­
вать равенство (1) отъ О до и, и мы тогда будемъ имѣть: 

£(и z±: conclu щ = ~- (с - e,) + 

- f O Q 

4 - V liogfi 

Ho 

, . 1 и2 

vOi I 1 w, ~^ 2 «; .2 

/•»7* /iM.-büjt') 

= Г ( м ± © М ) ~ Г ( ± с о м ) ; 

внося это въ предыдущее, будемъ имѣть: 

(3) 

(4) 



Y(u = t а ,») - У ( н - „(0) _ v % = j £ ( e _ ̂  + j 
+ C O f / X о Ì } . . . f5) 

- c o I 4 - I I 

Беря обѣ части равенства показателями числа e и обозначая шл­
ющуюся получиться налѣво функцію чрезъ Ѳ.(и): Ѳ'(0), мы получимъ 
такое равенство: 

— - - — - * 4 L 1 " • • ( f i ) 

- с о * у 

Ѳ'(0) ö ( z t ö ) w ) 

заключающее какъ опредѣленіе новой функціи (союзной съ главною 
Ѳ —- функціей), такъ и ея разложеніе на множители, отвѣчающіе ея 
нулямъ: 

и = 2тсо + 27гш / — co ( t ) (7) 

Отсюда между прочимъ получимъ: 

Ѳ (м- | -а> w ) ß Ѳ(и—cow)eT 

—- -— —- . . . . . . . ( o j 
Ѳ(ог ; ) Ѳ(— or ; ) 

откуда умножая на Ѳ(со{і)) и имѣя въ виду нечетность Ѳ(и), получимъ: 

Ѳ { и +<D< ѴчМ"= - Ѳ ( и - »(V*** , (9) 
откуда легко получимъ мѣняя и на w - f - : 

Ѳ(^ + 2 с о ( 0 ) = - / ^ . . . . , ѵ " ( 1 0 ) 

Эти уравненія, изъ которыхъ впрочемъ только два независимыхъ, 
именно: 

Ѳ(и + 2оо) = ~е2г^+иі)Ѳ(и); . . . . . . . (11) 

©(« + 2©' ) = — ^ w o e ( f i ) , ... . . . . . (12) 

имѣютъ фундаментальное значеніе въ теоріи Ѳ-функцій: они показы­
вают* какъ измѣняется ея значеніе при переходѣ въ соотвѣтственную 
точку того или другого изъ смежныхъ паралелограмовъ періодовъ 
функціи *$>(uh— Такъ какъ в (w) есть частный видъ Ѳ-функцій, то 

13 
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и она удовлетворяет* подобным* уравненіямъ. въ которыхъ однако 
7] и rf имѣютъ другія значенія, именно: 

такъ что 

(5(^ + 2co) = - ^ o W S ( W ) ; . . . . . . . (14) 

(Э(*, + 2 с о 0 = - / ^ (15) 

Вейерштрасеъ, разсматривая только эту функцію, обозначает* чрезъ у 
и г/, то что мы обозначаемъ чрезъ -/у0 и г/0. 

17. Эти уравненія можно обобщить. Перемѣняя въ (11) предыдуще­
го § и на и - f 2со, и повторяя эту операцію m—1 разъ, по перемно-
женіи иолученныхъ результатовъ и сокращены, получимъ: 

m 

2Y](wnH-]£(2fc-l)ü>) 

Ѳ(и + 2ямх>) = (— 1Г e 1 Ѳ(и) ; ( i ) 
но 

m 

Ѵ / а т і ч 1 + 2m— 1 9 

>(2fc — 1 J = 1 • m — ; (2) 
î 

^ потому (1) окончательно такъ напишется: 

Ѳ(« + 2т©) = ( - 1 ) Ѵ ^ ( ^ } в ( « ) ; ^ . . . . ..(3) 

точно также изъ (12) получимъ: 

в(и + 2ш')=(-1)%^'^ш,)в(н). (4) 

Если въ послѣднемъ равенствѣ иеремѣнить и на ?/ -f- 2mœ, то съ 
помощію (3) будемъ имѣть: 

Ѳ(и + 2mœ + 2юа>') = 1 
l . . . (5) 

или полагая 

. а = w o + nco', . (6) 

'Tj — m?] ж/, m 4- . . . . . . . . . (7) 
и 

a « ^ ' - » ' * » . . . / ( 8 ) 
короче: 

6 , ( « т 2 ш ) = ( — 1 ) ^ * р 1 ^ Ѳ(м,) (9) 
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Чтобы найти чему = со?/ — со'?], проинтегрируем* функдію £{и), ко­
торая внутри перваго паралелограмма періодовъ функціи *ff(u) обра­
щается въ безконечность, и при томъ перваго порядка, только въ его 
центрѣ (и = 0 ) , по периметру этого паралелограмма въ положитель­
ном* направленіи; тогда, такъ какъ этотъ путь можетъ быть стянутъ 
въ одну точку, именно центръ, не переходя черезъ полюсы функціи 
S(u), величина этого интеграла будетъ = 2лі ; но съ другой стороны 
его можно разбить на четыре части по сторонамъ этого паралелограм­
ма. Въ случаѣ, когда 

аргументъ со > аргумента со, (10) 

что можно выразить по Вейерштрассу и такъ: если вещественная часть 
со! 

отношенія — г : 
ОУІ 

' ^ )>о , (11) 
соъ ) 

мы будемъ имѣть по предыдущему такое равенство: 

I ь ( м ) Л + £(«)*« " И £(м)йм + $(u)äu=2xi, (12) 

ИЛИ 

p-fw р+ш' 

с о ' ) — [ Ä w - H » ) — . Ф - Ш ) ] * / — 2 ^ : , . (1.3) 

но по (10) § 13 имѣемъ: 

£ ( « . + <») — а>) ' = 2?/ ; . . . . . . . ( И ) 

точно также изъ (16) легко получимъ: 

£(«+•<»') — £(«*—,^) = 2 ^ ; . . , . . . . . . . (15) 

на основаній этого предыдущее такъ представится: 

— 2г/ du + 2?j\ du= 2ж/ . (16) 
• • J —Q) — Ü>' 

ИЛИ 
— 2*/. 2ш - j - 2цЛсо' = 2jn»; (17) 

откуда 

Ï](Ù' — t/'-œ — - ~ i - . . . . (18) 



Въ случаѣ 

1]<х>' — rfco = i t : — г, (20) 

гдѣ верхній знакъ берется въ случаѣ (11), нижній въ случаѣ (19). 
Отсюда 

2ty&' — ifœ) = ±3A, (21) 

и слѣдовательно 

É = e

w e ^ e w = - 1 , (22) 

a потому (9) принимаетъ окончательно такой видъ: 

Ѳ(и + 2&) = ( - 1 )™+-+™еЧ^) Ѳ ( и ) ( 2 3 ) 

Отсюда, полагая с = 0 и с' = 0 , получимъ соотвѣтствующую фор­

мулу для <5 (и) : 

<5(^ + 2 ä ) - ( - l ^ (24) 

гдѣ 
^ — Щь + Що (25) 

18. Союзный Ѳ.(и) суть тѣ функціи, чрезъ которыя вмѣстѣ съ ос­

новною Ѳ(и) выражаются функціи — еп какъ то было нами 

показано въ статьѣ нашей: TJeber das Umkehrproblem der elliptischen 
Integrale". 2. Note, помѣщенной въ XXV томѣ Mathematischer Annalen, 
или въ статьѣ: „Обращение эллиптическихъ интеграловъ",помѣщенной 
въ I I I книжкѣ Сообщеній и протоколовъ Математическаго Общества 

(при НМПЕРАТОРСКОМЪ Харъковскомъ университетѣ за 1 8 8 4 годъ. Тамъ 
жы получили такую формулу: 

принятый нами въ (12) порядокъ обхода сторонъ отвѣчалъ бы отри­

цательному направленію интегрированія; слѣдовательно вторая часть 

была бы == — 2жг, a слѣдовательно и въ (18) нужно было бы поста­

вить знакъ — предъ Итакъ вообяге 

< 0 , (19) 



помножая обѣ части этого равенства на и и полагая затѣмъ м = 0 , 
получимъ: 

г Ѳ(—€0«У) 
пред. и ]/^(гі) — e, (2) 

[ибо пред. — = Ѳ'(0), такъ какъ в ( 0 ) = 0 ] ; но 
V и /и=0 

пред. е, = пред. 

слѣдовательно 
Ѳ'(0) в 

: + (з) 

(4) 

внося это въ (1), получимъ: 

Ѵ 0 ' Ѳ(со(,))<9(М) 
(5) 

но по (6) § 16: 

Ѳ'(0)Ѳ(М-соѴ(,>м. 
Ѳ(а> и ) 

a потому окончательно: 

< ( ) " ' , ( 

«fj—e,-
4») 

Такъ какъ для функціи (5<Ѵ) по (14) § 16: 

пред. 

U / n=0 
= <5 '(о) — I , 

(7) 

( 8 ) 

то (6), оиредѣляющее въ этомъ случаѣ союзную Щи), принимаете 
болѣе простой видъ: 

± ( Э ( М ± Ш ( < ) ) 6 ^ , 

<Э(ш № ) 

формула же (7) сохраняет* свой видъ: 

О) 

Щи) 
<э(м) 

(Ю) 
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( , 6 ) 

откуда видно, что мы могли бы съ самаго начала принять с = О, (или 
лучше не вводить его) если только эту цѣль имѣть въ виду. 

19. Функція Ѳ.(г«) удовлетворяешь подобнымъ же функціональнымъ 
уравненіямъ, какъ и основная Ѳ(«)« Перемѣняя въ равенствѣ опре-
дѣляющемъ эту функцію (6) §'16' (или пред.): 

У ( 0 ) в ( ц ± с р ( 0 ) е

ц : ^ + . . . . . . .d ) 

м на м - j - 2 ю , мы будемъ имѣть: 

g,(«+gfi)"±e'(°)^±ff + 2 ш ) ^ w ^ ) . . , \ ; ( 2 ) 

0(CÖW) 

[Союзныя Qlu) получаются изъ Ѳ.(ц), полагая с = 0 и с = О , по­

добно тому, какъ и (э(м) изъ Ѳ(и). ] Изъ (2) § 15, видно, что 

©'(0) = / ; (11) 

если принять с' = 0 , то подобно (7) будетъ 

Ѳ(0) = 1 , (12) 

означая чрезъ Ѳ(и) фуніщію, получающуюся изъ Ѳ(и) чрезъ положе-
ніе с = О ; тогда (6) замѣнится такимъ: 

— равенство совершенно подобное (8), однако в(и) будетъ отличаться 

•~ги — 
отъ (э(м) множителемъ е" . — Очевидно, что между Ѳ(«) и Ѳ(и) и 
ихъ союзными, соотвѣтственно, будутъ имѣть мѣсто такія соотнопіенія: 

Ѳ(и) = / ѳ(и) = ѳ'(о) Щи) ; ( u ) 
Ѳ£и) = е*Щи) = &(0)Щи); . . . . . . . (15) 

если внести это въ (7), то множитель Ѳ'(0) сократится, и мы будемъ 
имѣть: 

Щи) 
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но неремѣняя въ (23) § 18 и на и + со{і), будемъ имѣть: 

Ѳ(и ± < a w - | _ 2 Ô > ) = ( — 1)"'+"+""' ^ + K , " 1 ) ^ 1 " ^ 1 » » ; 

внося это въ (2), получимъ: 

— гдѣ 

или по ( I ) : 

Но 

со = meo ~j~ псо' и // = - f " ? * • 

елѣдовательно 

если теперь і = 1 , то это приведется къ 

— Tjco') = + ц і ; 

если і = 2 , то къ такому: 

mirteo -f- со') — со(// 4- *?')) + -f-tt>') — + 4 f )) = 

= — ca?/) -j- n(?/co — 7j(o') = (m — n)(?/co — co'rj) = 

ж 
Ci 

если г = 3 , то оно приведется къ 

ш(т?о> — ш ? / ) = = + — г; . . • . . . . 

слѣдовательно въ первомъ случаѣ будетъ 

... ёг—ё ziinrJ ç 1)Н • 

во второмъ 
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&(0)e(cù(i)±u)e^(i)u 

.в(ю ( 0 ) 

откуда прямо видна четность этой функціи. Если здѣсь положимъ 
и = 0 , то получимъ: 

®/0) == Ѳ'(0) » • ' . • • • • « • • - - - (25) 

что полезно замѣтить. Отсюда слѣдуетъ по (12) § 18, что 

Ѳ . ( 0 ) = Ѳ'(0) = + 1 , (26) 

слѣдовательно (6) примемъ окончательно такой видъ: 

Ѳі(и + 2&) = е/і<и+ІЬ)Ѳ£и), (15) 

гдѣ с{ имѣетъ такіл значеніл для / = 1 . 2 , 3 : 

é l = ( _ l ) ^ H - i ) ; 6.2 _ ( _ ! ) - . , 3 = = : ( ^ i / - + ^ . . . . ( 1 6 ) 

Полагая въ ( ï ) м = + со 0 ) , получимъ: 

e . ( + 0 3 ( t ) ) = ^ 0 ; (17) 

дѣлая тоже въ (14), будемъ имѣть: 

в ^ о + ^ ) ^ ^ - » % ^ + a / ) = o , . . . . . (18) 

т. е. 

Ѳ.(2ш + ш { 0 ) = 0 : . . . . . . . . . . . (19) 

полагая здѣсь і = 1 , 2 , 3 , будемъ имѣть: 

Ѳг((2т — 1)со + 2жо') = 0 , (20) 

е я ( ( 2 й » — 1)© + ( 2 л — 1)а)') = 0 , (21) 

Ѳ3(2шю + ( 2 ю — 1)ю') = 0 , . . (22) 

тогда какъ изъ (23) § 17 слѣдуетъ, что 

Ѳ(2тсо -f- 2n€o' ) = 0 • . . . . . . . ' . . ( 2 3 ) 

Равенство (1) ; определяющее Ѳ.(и) можетъ быть еще такъ написапо: 

*з — e = ( — 1 ) ; (14) 

въ послѣднемъ 
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и въ частности [то (8) того же §]: 

20. Если въ общей формулѣ (15) предыдущего § принять со = (о(3) 

то получимъ: 

в Д И + 2 а > ( Л ) = ± е ^ ^ % Д м ) , ( 1 ) 

гдѣ нужно взять знакъ + или — , смотря потому будетъ-ли j не = і, 
или = г , ибо въ (4) предыдущего § множитель 

( ^ у н 4 - н + и ш _ ^ ^ 

когда одно изъ m и п равно нулю, а другое == 1 , или ни одно не 
равно нулю (случай і = 2 ) , а оба = 1 ; множитель же 

смотря потому будетъ-ли j = i или не —г* . Отсюда нолучаемъ на осно­
вания (7) § 17: 

] / ^ T ^ y ^ = ± ì / ? w - ^ M . . . . . . ( 4 ) 

гдѣ нужно взять -f-, когда j = і, и — , когда j не = і ; слѣдовательно 
функція 

УЩй^і* . . . . . . . . . . . ( 5 ) 

будемъ имѣть періодами 2со. и 4œ.. 

Итакъ эта функція [(5)] есть однозначная, непрерывная и конеч­
ная за исключеніемъ точекъ 

и = 2тсо -|- 2псо', . . . . . . . . . . (6) 

гдѣ она обращается въ œ 1 , двоякоперіодическая съ періодами 2со. и 
icoj, и нулями въ точкахъ 

w == т.-|~2шш + 2п<*>'. . . . . . . . . . (7) 

Будучи дробнаго характера, она должна допускать разложеніе на 
частныя дроби но теоремѣ Миттагъ-Леффлера, аналогическое разложе-
нію функціи g(u), ибо обращается въ о о 1 въ тѣхъ же точкахъ какъ и 
эта послѣдняя. Однако прямое построеніе этого разложенія предста-

ОД = <5'(0) = + 1 (27) 



— 202 — 

вляетъ затрудненіе, которое легко обходится, если етанемъ искать раз-
ложеніе на частныя дроби ея производной второго порядка, подобно 
тому, какъ (то) нами было сдѣлано, можно сказать, для функдіи 
£(и), [ибо 

(8) 

21. Чтобы имѣть дѣло съ хорошо опредѣленнымъ иредметомъ (pour 
fixer les idées), примемъ i—l; тогда наша функція будетъ 

/ fw-~« (О 

изъ (4) предыдущего § будетъ слѣдовать что 

~ъ =Y^W- 'e'i , (2) 

^^(и + 2^)^= — УЩ^^ , . . . . . . (3) 

т. е. что періодами ея будутъ 2со и ею'. Вообще будетъ: 

ущг^^щ^=(-1 r Y W ^ - ^ i , (*)' 

гдѣ Ф имѣетъ прежнее значеніе. Нулями этой, функціи будутъ 
значенія 

w = (2m-f- ï)co ~\~ 2псо', . . . . . . . . . (5) 

безконечностями [перваго порядка притомъ] 

и — 2mto -f- 2^со'. . . . . . . . . . . (6) 

Производный ея будутъ имѣть тѣже періоды и тѣже безконечности 
повышающихся на единицу порядковъ съ таковымъ же повышеніемъ 
порядка производной. Дифференцируя, будемъ имѣть: 
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1 е 3 Уф(и)-~ъ 

= {2ф(«) - <* - e 3 j l / ^ W ^ ; 

; ( 8 ) 

( y l̂«)-̂ ) = 2 '(«)+{'2 eä~̂ J( |/f"(м)̂ )' = 

=-з{2$>(«) - в, j ущ^2 Y^(H)-Z, , 

ибо ei -{- е 2 + е 3 = 0 . Итд. 

22. Мы имѣемъ вблизи и = О такого вида разложеніе по степенямъ 
« для функціи ^>(«) : 

№(«) = А+«3ч»(»3); *) (1) 

отсюда 

и слѣдовательно 

® («) — е, = - < т — «1 + « W ) , (2) 

1 + 4 - w 3 + « ^ i ( « a ; (з) 

дифференцируя это разъ, другой, третій, получимъ: 

(^yföR) , = - І + T + и (4) 

*) Гдѣ обозначаем рядъ, расположенный но возрастающимъ положительнымъ 
степенямъ z, какъ и раньше бнло уже. Подобное же значеніе имѣютъ дальше 5ß,, 

(9) 



( і / $ К и ) - е 8 ) = - ^ + Ы и і ) 

Изъ (3), (4) , (5) находимъ: 

пред. и]/*$>(гі)—ех 

пред. 

пред. 

«~0 
« * ( / ^ ( « ) - e i ) 

далѣе: 

пред.{(|/рР,)"-А[==0. 

Полагая въ (4) предыдущаго §: 

и ~f~ 2оо = и , . . 

будемъ имѣть: 

помножая на и.— 2со — и, и полагая и = 0 будемъ имѣть: 

пред. {(и — 2й) l / ^ C « ) - ^ } ^ o ô == (— 1Г пред- У І р М — f t 

т. е. по (7): 
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Далѣе по (14) для и очень малыхъ, слѣдовательно и очень близ­
кихъ къ 2с5 , будемъ имѣть изъ (3) , (4) и (5) вводя туда и — 2со 
вмѣсто и: 

\/W^y^ + у ( « ' - 2 ö ) + ( « ' - 2 W , ( ( « ' - 2 ö ) 8 ) } ; ( I 7 ) 

( У $ Ѵ ) - * , ) ' = ( - 0 " { - ( ^ ^ + | + («'-20)*р . ( («'-2й)8)}; (18) 

( т / ^ ^ З ^ - ^ ^ Г ^ - Н м ' - З о М м ' - З О ) » ) } ; . . . ( 1 9 ) 

отсюда получимъ перенося первые члены налѣво и полагая гі = 2©, что 

п р е д , | > / ^ ( , ? ) - е і - 4 ^ - ^ = 0 , ( 2 0 ) 

^ { ( v ^ ^ 0 ' + 7 ^ ^ L = i e - f ; - • • - ( 2 1 ) 

w l l ^ R - ^ ^ - O (22) 

2 3 . Составимъ теперь функцію: 

+°° 0 

—СО 

гдѣ по прежнему 

w = 2тсо -J- 2WG>' . . . . . . . . . . . (2) 

Входящая сюда сумма 

У ' ( - « " т - Ц і • • • • (а)' 
Zjm,n (W W ) 0 

- С О 

есть рядъ безусловно-сходящЩся [рядъ изъ модулей его членовъ тотъ 
же самый, какъ и для ряда, входящаго въ (1) § 11], а потому пред­
ставляетъ аналитическую функцію, которая есть двоякоперіодическая 
съ періодами 2со и 4со', ибо перемѣна и на и-\-2со переводитъ всѣ 
члены въ предшествующее съ ихъ знаками, a перемѣна и на и + 2о / 
переводимъ ихъ въ предшествующее, взятые съ противнымъ знакомъ; 
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такъ какъ и первый членъ въ (1) обладаетъ по предыдущему § тѣ-
ми же свойствами, то будетъ: 

Д м + 2а)) = Дм); (4) 

Дм + 2 < ° ' ) = — / W , (5) 

откуда слѣдуетъ, что f(u) имѣетъ періодами 2со и 4со\ Е я паралле-
лограмъ періодовъ будетъ состоять изъ двухъ параллелограмовъ пері-
одовъ функціи ^(и), рядомъ взятыхъ по направленію со , при чемъ 
во второмъ изъ нихъ по (о) значенія f(u) будутъ отличаться знакомъ 
отъ значеній въ соотвѣтственныхъ точкахъ перваго. Въ центрѣ пер­
ваго параллелограмма функціи *ф(и), т. е. въ точкѣ м = 0 , будетъ 

/ ( 0 ) = 0 ; ( 6 ) 

дѣйствительно, ( і ; можно такъ представить: 

««)= \(VW=ÏJ-Î hXj-Vbèsf. • • P . 

J - с о 

гдѣ значекъ (') указываетъ на то, что изъ суммы исключенъ членъ, 
для котораго т==0 и п — 0 заразъ; полагая въ (7) и = 0 , по (12) 
предыдущаго § будемъ имѣть: 

-beo 

/(о) = У ( - і Г ^ ; (8) 

въ этой суммѣ члены (ш == [і, п — ѵ) и (m = — // , n = — взаимно 
сокращаются, и мы получимъ (б). Итакъ f(u) есть однозначная, ко­
нечная и непрерывная двоякоперіодическая функція во всѣхъ точкахъ 
внутри своего параллелограмма періодовъ; но такая двоякоперіодиче­
ская функція есть постоянное О, которая по (6) равна нулю, Слѣдо-
вательно вмѣсто (1) мы теперь получаемъ такое: 

-fco 

откуда 
+00 

Перенося членъ (т = 0 , п — 0) налѣво, ща будемъ имѣть: 



~ o o 

гдѣ правая часть остается безусловно-сходящимся рядомъ и для и = 0 , 
но и лѣвая по (12) предыдущего § есть конечная величина, именно 0 ; 
а потому это равенство можно интегрировать отъ 0 , и мы получимъ, 
имѣя въ виду (11) предыдущего §, слѣдующее: 

-fco / I 
( YWïnh^ï+-V - -У (^ІГ\Г=^+Ц. . (12) 
У Ѵ * J 'ir 2 LJm,n \(ti — iv)2 w2\ 

Полученный здѣсь направо рядъ есть опять безусловно - схо дящійся, 
а потому можетъ быть опять интегрированъ и опять отъ 0 , (ибо по 
(11) предыдущего § лѣвая часть = 0 для м = 0 ) . Итакъ интегрируя, 
и замѣчая. что по (3) и (10) предыдущего § лѣвая часть обратится въ 
нуль для нижняго предѣла интеграла и = 0 , мы получимъ: 

-fco / \ 

- - - - § - « = = У ' ( - 1 ) " — + - + 4 -аз) 
—со I ) 

откуда найдемъ: 

-fco / \ 

ѴЩ^=%*+-+У ( - i n — + - + 4 ••• а*) 

Точно также получится: 

v ^ л 2 1 и LÀmtn' hi —m w tiri 

Для функдіи | / * $ ( ы ) — б 2 имѣемъ, такъ какъ со и ш' отвѣчаютъ зна-
ченіямъ А = 1 , и і = 3 , отличнымъ оба отъ 2, слѣдующіе два ра­
венства: 

Y^(M+2œT^ = —. ] / ^ Р ^ 2 ; . • .'. - (16) 

^ „ ^ ^ ^ ( 1 7 ) 

откуда получится и болѣе общее: 
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7-го іюня 1890 г. 

на основаніи этого тѣмъ же путемъ придемъ къ такому разложенію 
этой функціи на частныя дроби: 

l / ^ W z ^ = % « + 1 + Ì f + -4-4І (19) 
Y ^ 2 U jUm,n \и — W W tifi V 

-»oo l ) 
Послѣднія три разложенія заключаются всѣ въ слѣдующей формулѣ: 

- f О О с \ 

уш$і^=*и+і.+у' ( _ і ) х

 ( 2 0 ) 
ѵ u 7 2 ?І iL/mV |w — w w -*/;2J 

гдѣ Z = n, m-\-n, m, смотря потому, будетъ ли г = 1 , 2 , 3 . 
Такимъ же точно образомъ можно получить разложеніе на частныя 

дроби и функцій 

1 . , / . б (и) Ѳ(и) , ч 

/ — = s i n am (у бі — е% щ к) = — — = - ^ - т - т - , . . . (21) 
уеі — е2

 ѵ ѵ J (эв(и) Щи) 

cosam(]/ t f i — (22) 
v r J <Эг(и) Щи) 

гдѣ 

*» = ^ = ^ - f ( 2 4 ) 

ei — e 3 

что будетъ сдѣлано въ приготовляемой нами къ печати: „Теоріи эл-
липтическихъ функцій". 


