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Работа состоит из двух частей. В первой части (§ 1), 
некоторые результаты которой используются во второй 
части, вводится понятие обобщенного симметрического про­
странства, точнее обобщенной симметрической пары, на 
основе которой строится обобщенное симметрическое про­
странство. Оказывается, что все такие фактор пространств а 
редуктивны, что важно в приложениях к теории нормализо­
ванных связностей. Оказывается также, что частными слу­
чаями обобщенной симметрической пары (G, <р) (<р— эндомор­
физм группы G) являются симметрические пары (ер2 = Id) и 
пара, в которой группа G является полупрямым произведе­
нием стационарной группы соответствующего факторпро-
странства и некоторого нормального делителя группы G 
(в этом случае <р2 = ср). Для всякой пары (G, <р) опреде­
ляется отображение р, которое содержит значительную 
информацию о соответствующем факторпространстве. В пос--
леднем разделе § 1 строятся специальные симметрические 
пары в группе ОХб\ которые используются в § 2. 

В § 2 определяются нормализованные связности и изла­
гаются основные сведения из теории нормализованных 
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связностей. Связь теории нормализованных поверхностей 
А. П. Нордена (см., напр., [7]) с теорией нормализованных 
связностей указана в работах [1], [2] [3]. В конце парагра­
фа рассматривается пара сопряженных связностей, которая 
является примером нормализованной связности. Указываются 
некоторые обобщения этого понятия. Так как локальное 
изложение этой теории проведено в работе [4], то здесь 
проведено существенно глобальное изложение теории сопря­
женных связностей. 

§ 1. СИММЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 

1. Обобщенная симметрическая пара. Рассмотрим пару (О,©) 
где G—данная группа, a tp—-эндоморфизм (гомоморфизм в себя) 
группы G. Образ G1 — ср (G) группы G при эндоморфизме ср, 
очевидно есть подгруппа группы G. Ядро К гомоморфизма 
<Р есть нормальный делитель группы G и G- изоморфна 
факторгруппе GIK. Множество Нч всех неподвижных эле­
ментов эндоморфизма ср образует подгруппу группы G, 
ибо из tp(A)----h, <p(h-.)=-hi следует tp(h-1A1) = h-1h1. Важным 
частным случаем рассматриваемых пар является тот случай, 
когда ср—инволютивный автоморфизм группы G. В этом 
случае пара (G, ср) называется симметрической парой. Приме­
ры: 1) G = Еп—аддитивная группа векторов /г-мерного век­
торного пространства Еп. Эндоморфизм ср определим матри­
цей вида ср = L V где А—квадратная нильпотентная мат­
рица, для которой А"г = 0 (от—• минимальное из таких чисел), 
а В—квадратная невырожденная матрица. Тогда очевидно, 
что G39(G)3 ... ZDcp'"(G) = En-m, причем ограничение эндо­
морфизма ср на срда(<3) есть автоморфизм, который опреде­
ляется матрицей В и в последовательности G, f(G), cp2(G),... 
...,cpm(G) нет совпадающих членов; 2) G—мультипликативная 
группа комплексных ' чисел вида z = eia. Отображение 
ср фо) = е21а есть очевидно эндоморфизм группы G. Ядро 
этого эндоморфизма определяется из условия е2/а = 1 и 
состоит из двух элементов 1, еы. Этот пример показывает, 
что существуют эндоморфизмы группы G на себя, которые 
не являются автоморфизмами. Это связано с тем, что 
рассматриваемая группа неодносвязна и представляет из 
себя одномерный тор. 

Легко указать также примеры, когда имеются несколько 
эндоморфизмов данной группы G, которые порождают одну 
и ту же группу неподвижных элементов На. 

Переходя к общему рассмотрению, рассмотрим пару 
(G, ср) такую, что ограничение cpt эндоморфизма на под-
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группу Gi-=-f(G) есть автоморфизм этой подгруппы G1. 
В этом случае суперпозиция отображений <4> --= <рГ1о(Р также 
является эндоморфизмом группы G, но Ф обладает тем 
свойством, что i|i(G) —G1 и ограничение Ф1 эндоморфизма Ф 
на G1 есть тождественное преобразование G.. Тогда очевид­
но «у-1 (е) — Ф-1 (е) — К, где ..-С—-ядро эндоморфизма ср. Для 
каждого g.GGi имеет место: -].-1 (g-) есть класс смежности по 
подгруппе К и, так как Ф (g-) = g b то ^бФ-1 (£1). Следова­
тельно, всякий класс смежности по подгруппе К можно 
представить в виде gxK, где ty(giK) — gi. Таким образом, 
между элементами подгруппы G- = Ф (G) и классами смеж­
ности giK существует взаимно однозначное соответствие, 
которое устанавливается при помощи эндомЪрфизма ^ по 
принципу: giK<r-±gu где g\ = ty(giК). Поэтому Gj— LJn giK, 
причем различным элементам G1 соответствуют различные 
классы смежности по подгруппе К.. Следовательно, каждый 
элемент группы G можно представить в виде 

где gi6GXl k£K. Такое представление единственное, то есть 
по данному gGG найдется единственная пара элементов 
gfiGi, k£K такая, что g = g\-k. В самом деле, из g = gxk = 
= g\k' следует ф (g) = g- = g\ и тогда k =•=• к'. Отсюда 
можно заключить, что группа G есть полупрямое произведе­
ние подгруппы G- и нормального делителя К: G = G^K-
Обратно, если группа G представляет из себя полупрямое 
произведение G\*K своей подгруппы G1 и нормального де­
лителя К, то можно определить отображение Ф по принципу; 
если g = g\-k, то <\>(g) — gi. Тогда <[- оказывается гомомор­
физмом, ибо если g—gi-k, g' = g\k, то 

Ф (gg') = Ф [gig[ ((g'r1) kg\) k'\ = g1g; = Ф (g) • Ф (g'). 
Здесь мы воспользовались тем, что К — нормальный делитель 
группы G и поэтому из kGK следует g'~lkg[GJK. Кроме того, 
t(gi) — gi и Ф е с т ь тождественное преобразование на «pi. 

Из равенства Ф = <р—-оср следует, что <р — <р-°Ф. Здесь для 
конструирования <р рассматриваемого вида можно брать в ка­
честве -У1 любой автоморфизм группы Gi. Отметим, что ядро 
гомоморфизма Ф, полученного' для данного полупрямого про­
изведения, совпадает с нормальным делителем К и фактор 
пространство G/K изоморфно • G.. Группа //Ф неподвижных 
элементов эндоморфизма Ф очевидно совпадает с подгруппой 
G1. Собирая все, получим: Пусть (G, <р) — пара, состоящая из 
группы G и такого эндоморфизма ср группы G, что ограниче-
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иие tp1 эндоморфизма <р на подгруппу G1 -=cp(G) является авто­
морфизмом, то группа G является полупрямым произведением 
своей подгруппы G1 и ядра К; гомоморфизма ср. Йроме: того, 
всякий гомоморфизм рассматриваемого вида представим в в иде 
<р — Ъ°Ь гД е ф —эндоморфизм группы G-, определяющийся ра­
венством <[> (gik) = g-1, g= g-A6G = G1*/<, a cpi — произвольный 
автоморфизм группы G1. 

Рассмотрим теперь пару (G,<p) с произвольным эндомор­
физмом tp группы G. Ядро гомоморфизма <р как и ранее обо­
значим через К, а подгруппу неподвижных элементов эндо­
морфизма, ср через Я*. Пусть, далее, G' — ср-1 (Я*), то есть 
G' — {g'£G\f(g')&Hv}. Подмножество G' группы G является, 
как легко видеть, подгруппой. Очевидно также, что cp(G')--= 
= Я4"—С. Следовательно, можно рассматривать ограничение 
ср1 эндоморфизма ср на подгруппу (У. Отображение ср, будет, 
очевидно, эндоморфизмом группы G', для которого группа 
Я * будет подгруппой неподвижных элементов эндоморфизма 
<Р1. Поэтому группа G' будет полупрямым произведением 
подгруппы Я Ф и ядра гомоморфизма 9i. Таким образом, в дан­
ном случае группа G будет расширением полупрямого про­
изведения Q' = Я**Д", где К = 9"1 (е)' Совершенно ясно, что 
подгруппу Я Ф в этом рассуждении можно заменить любой 
подгруппой группы G, для которой ограничение срХ эндомор­
физма ср на эту подгруппу есть автоморфизм. • 

Выделим теперь пары (G, <р) специального, но достаточно 
"общего вида. Этот специальный случай выделим требования­
ми: 1) Имеется такое целое k > 0, что <pfi(G) = ? * + 1 ( G ) = Gi. 
Мы будем считать, что через к обозначено наименьшее чи­
сло, обладающее указанным свойством. 

Тогда 
G^<?(Gp . . .. =><p*(G) -= <pft+- (G) = Gb 

где всюду имеет место строгое включение; 2) Если ввести 
обозначение Zk = {g6G\yk(g) = е ) , то имеет место 

2 . —Z2— . . . — Z, = Zl+1 = Z 

для некоторого целого / > 0, причем считаем, что всюду 
строгое включение. 

Из первого предположения следует, что <р'г+г (G) =•= 
---.(p{cdot}'[(p«(G)]--=cp;(G1)= G1. Так как из <?k(g) = t. следует 
cp*+i (g) = е, то всегда Z1-.Z.-G. .,. -S.Z-,--. . . . . Поэтому пред­

положение '2) влечет следующее: не только из срг (g) =- е сле­
дует <р-+- (g) = е, но и из fl+l (g) •== е следует срг (g) --= е. Индук­
тивным рассуждением получаем Zl+p — Zt = Z для всякого 
целого р > 0. 
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Обозначим теперь через / = шах (д, л. Т о г д а в н а ш 
положениях v'(G)~Glt 2 , =-= Z = { g ^ G | i ^ ( g f J ^ где ^ _ 
любое целое положительное число. Обозначим, кроме того, 
V' через ф: ф — ?'. Тогда ф, также как и ?) является эндо­
морфизмом, но ф обладает дополнительными свойствами: 

1) y{G)= Gu 4* (Gi) = G1; 
_ 2) из Ф2 (g) -= е следует Ф(#) = е, то есть . множества 
Z1 = (gQG | ф2 (g) = е} и 2 2 = {g6G | ф (g) = е} совпадают. Рас­
смотрим теперь какой-либо элемент g6G. Тогда 4)(g) = g,eG, 
и так как ф--<G) = <.?!„ то найдется такое *6[ф2Р(О.) что 
Г W = ft == Ф (£)• Имеет место очевидное представление для 
элемента g£G в виде 

Б Я - - {g № (x)]-1} • ф W = а-<|> (х). 
Для элемента к = g [ф (д:)]-1 имеем '' . ' . 

Ф (а) — Ф [£ф (x)-1] = Ф fe) [ f (*)]-- = ф (g) [ф (£)].-- — е> 

то есть a6Z. Очевидно также, что p = y(x)GQ1. Таким обра­
зом, g = cc.|3, где a6Z, p€Gi. Покажем, что ZHG1 = е Для 
этого покажем сначала, что ограничение ф- эндбморфизма Ф 
на подгруппу Gi есть автоморфизм, то есть ядро гомомор­
физма ф1 сводится к единице е группы G. Таким образом, 
следует показать, что если £1601 и ф-(g-) = ф (g-J = .?, то и 
g1 = е. Для этого определим, как и ранее, д-бф-^), для ко­
торого ф-(д:) — е. Тогда из ф (£-) = £• следует f(x) = e, а по 
второму свойству гомоморфизма ф имеем также ф (я) = е, 
то есть fi'i-= ф(дс) = е. Это доказывает, что ф-—автоморфизм. 
Предположим теперь, что giGZnG1. Тогда из g£Z следует 
Ф (•§"!) = е> а по доказанному тогда из g1€G1 следует g 1 -=e. 
Следовательно, ZDC- = е. Отсюда следует, что группа G 
есть полупрямое произведение GX*Z своей подгруппы 01 и 
нормального делителя Z, являющегося ядром гомоморфизма 
ф. При этом ограничение эндоморфизма ф- на подгруппе G1 
есть автоморфизм. 

Отметим, что из того, что ограничение ф- эндоморфизма 
ф группы G на подгруппе G1 = ф (G) является автоморфиз­
мом, следует совпадение Z\ = {gGG\4> (g) = е) с Z'2 = 
— {g^G\f{g)= е). В самем деле, из ф2(g) = ф[ф(g)} = е -и 
g"i =- -Jjfg)€Gi следует: «|»(g-,)-—е. влечет g1 = e, ибо ф на G1 
есть автсморфиЕм. Поэтому из ф2 (g) = ф (g-1) = e следует 
ё\ = Ф (ё) — е» то есть Z\ совпадает с Z'r . 

Покажем теперь, что ограничение cpi эндоморфизма ',<р на 
подгруппе G] = cpft (G) = <p*+i (G) также является , автоморфиз­
мом. В самем деле, если' giCGi и <?(gi) = e, то ф(й,1) = 
— <р'(gi) == е, а тогда gj =-= е. 
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Следовательно, ядро гомоморфизма ср1 СВОДИТСЯ К единич­
ному элементу и <р1 — автоморфизм. Кроме того, очевидно, 
что из he//* =. {h6G|<p (h) =- h} следует ф (h) = tc- (h) — h6G-, 
то есть //*cG1. Поэтому ограничение эндоморфизма cp груп­
пы G на подгруппе G1 имеет ту же подгруппу неподвижных 
элементов, что и ср: ЯФ = Я*-. 

В результате имеем 
Т е о р е м а 1: Пусть (G, ср)— пара, состоящая из группы 

G и эндоморфизма ср группы G. Если найдутся такие целые 
k > 0 и / > 0 , . что 1) <p*(G).= cp*+1(G)=.Oi и 2) Zt =-= 
- {ffeOI?' (ff) - е} = Z[+x — {^%-+1 (г) — e) - Z, то; а) груп­
па G является полупрямым произведением своей подгруппы 
Gi и нормального делителя Z, то-есть G - Q\*Z, б) ограни­
чение <р1 эндоморфизма <р на подгруппу G-, есть автоморфизм 
группы G1, в) Я* = H^cGx. 

Из этой теоремы получаем некоторые следствия: 
С л ед с т в и е 1: Если (G, <р) такая пара, что ср-эндоморфизм 

группы G на себя, то-есть cp (G) ~ G, то ср является автомор­
физмом, если найдется такое целое / > 0, что Z- --= 
= teeG|.p-fe)= е) = Z r + I =-- {ff€G|T'+1 (g) == е}. 

В самом деле, в рассматриваемом случае ср (G) = G — 
= cp-(G). Отсюда теперь следует: 

С л е д с т в и е 2: Пусть (G, ср), такая пара, что ср—эндомор­
физм группы G на себя.. Тогда возможны два случая: 
a) Z1 -= {g"6G|cp (g) = е} = е и тогда ср — автоморфизм группы 
G или б) в последовательности Z1G.Z2— • • • cZ/.—-Vbi- . . . 
все время имеет место строгое включение. 

Отметим, что случай б) имеет место в приведенном выше 
примере 2), так как в этом примере G = {eia}, yk (ela) —еШа, 

Z1 = {1, еы), Z2 = {1, e , еы, е } и так далее. Однако 
следует заметить, что в случае периодического эндоморфиз­
ма, или в более общем случае, когда ср" — ср"-, условие б) не 
может выполняться, ибо в этом случае Zm =- Zn. 

Определение: Пару (G, ср), удовлетворяющую условиям 
теоремы 1, будем называть обобщенной симметрической па­
рой, если ограничение <р1 эндоморфизма ср на подгруппу 
9й(G) есть инволготивный автоморфлзм группы cpA (G). 

Пусть (G, ср)'—обобщенная симметрическая пара, то есть 
существует подгруппа Я группы G, для которой: 1) G — 
= Н*К, 2) Н^аН, 3) ограничение -ft эндоморфизма ср на Я 
является инволютивным автоморфизмом' группы 'Я. В этом 
случае очевидно Я*1 = Н^сН. Кроме того легко видеть, что 
однородное пространство F — GIH'* ред.уктивно, В самом 
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деле, полупрямое произведение редуктивно относительно 
разложения 

где Я и ./(—алгебры Ли подгрупп Я и К соответственно. 
Кроме того, в силу инволютивности ср- однородное прост­
ранство Fx = HIHV = Я///*» редуктивно относительно соот­
ветствующего разложения. Поэтому С/Яф редуктивно. 

Также легко доказывается, что если группа G является 
полупрямым произведением своей подгруппы Я и нормаль­
ного делителя Д, то пространство G/H будет симметричес­
ким пространством только тогда, когда алгебра Ли группы 
К будет коммутативной. 
2. Отображение р и его основные свойства. Для данной 
пары (G, <р), где ср - произвольный эндоморфизм группы G, 
определим отображение р : G {to} G равенством 

у — р (x) = jeep (л,-1), xQG. 
Рассмотрим основные свойства этого отображения: 

1) Между элементами множества p(G)" и левыми классами 
смежности факторпространства G/H" имеется взаимно одно­
значное соответствие, которое осуществляется отображени­
ем р : gH* ++ p (gHf) = у. 

В самом деле, так как в группе, соответствие р не взаим­
но однозначное, то определится множество р~г (у) для 
yQp(G). Полагая сначала у = е, для л:6р_1(е) имеем 
ху{х-1) — е, то есть у(х) — х и xGHv. Таким образом, 
ср-1 (е)-= Я*. Если же у фе и • лбр-1 (у), то для любого 
x'6p_I(t/) элемент А = г ' . " д а , то есть х'&хН*. В самом 
деле, из p(x)=p(x') следует p(h)-=x-1x'cp(.K;'-1)<p(x)---
= x-'x-p (x-1) <p (х) = е. Обратно, если х'ЪхН4, то легко ви­
деть, что p(x /)=p(x). Таким образом, р -1 {у) — лЯф, где 
У - р (*)• 

2) Ядро неэффективности iV группы преобразований G, 
действующей в пространстве G/Я4, совпадает с пересечени­
ем централизатора Z множества p(G) с подгруппой H*:N.= 
'----ZnH45. Оно также совпадает с множеством элементов 
/гбО, для которых равенство nxf(n~1) = x выполняется для 
любого xGp (G). В частности, пространство G/Hv будет одно­
родным пространством тогда и только тогда, когда 
Z Л Я* .•= е, и оно будет факторгруппой, если Я* с, .2, 

В самом деле, из пху (п.-1) — х при х — е следует «бЯ* 
и тогда пхп-1 = х для любого xGp(G), то есть nGZf\H'f. 
Полагая х = gcp (g"-1), p = gng-1, из nxn~l = х получим 
ср (р) •= р, то есть gng~IбЯtp и n£.g-lHtg при любом g€G. 
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Поэтому'.л .принадлежит ядру неэффективности Л/, то есть 
ZClH^aN. Обратное включение очевидно. 

3) Отображение р: G {to} G есть гомоморфизм группы G в 
группу p(G) тогда и только тогда, когда для любого y&G 
р(у) перестанозочно с любым элементом группы 9(G). 
Ядром гомоморфизма р является #*" и поэтому p(G) изо­
морфно GAP/*. 

Это свойство очевидно. 
4) Эндоморфизм ср есть инволютивный автоморфизм груп­

пы G тогда и только тогда, когда для любых xGG выполняет­
ся равенство 

... ? И * ) ] •=[?(*)]--. 
В самом деле, последнее равенство можно переписать в 

виде 
¥ [xv (х-1)! = «р (x) <р2 (x-1) — [х<? (х-1)]-1 = ср (х) х-1 

и оно эквивалентно равенству <p2(x) = х для любых x&G. Но 
в случае выполнения ЭТОГО равенства будем иметь GjDtp (G)n 
—ср2 (G) -=- G, ТО есть ряд G, <p (G), <p2(G)... СОСТОИТ ИЗ совпа­
дающих членоз. Также ряд Zt == {g6G | ср (g) — е) cZ2 = 
= {g@G\y2{g1~ e) = е—... состоит из совпадающих членов. 
Поэтому <р есть инволютивный автоморфизм. 

Замечание. Наряду с отображением р можно рассматри­
вать отображения р1: х {to} «р (x) x-1 — [р (x)l""1, hi: x {to} <p (x_1) x — 
— Pi (x~l), и h2:x {to} x~lf (x) — p (x_1). Все эти отображения 
позволяют координацию, имеющуюся в группе О, переносить 
в факторпространство G/H'f. Эту координацию в GIH* будем 
называть канонической. 

Инволютивиые автоморфизмы в прямом произведении 
групп. Пусть дана тройка (G, ср, •}•), где G —данная группа, 
а ср и ф—эндоморфизмы группы G. Образы группы G при этих 
эндоморфизмах обозначим через Gi и G-. Рассмотрим далее 
прямое произведение групп GiXG2, Тогда каждый элемент 
этого прямого произведения можно, представить в виде 
(cp(a),ij.(£)), a6G, 66G. Если элементы а и А фиксированы, то 
можно определить отображение -f группы G1XG2 в себя.ра­
венством 

1Ыа)Л(Ь)] = 1ч(Ь)^Ш- (1) 
Следует, однако, иметь в виду, что это отображение зависит 
от выбора элемента а из класса ср-1 (g^) — aKi и & из класса 
t _ 1 (£2) = ЬКъ, где -Ki и К2—ядра гомоморфизмов ср и -р соот­
ветственно. Для того чтобы. отображение f определялось 
однозначно на GiXG2 необходимо и достаточно, чтобы ре-

70 



зультат не зависел от выбора элементов.а и Ъ то есть чтобы 
выполнялось неравенство ' 

19(b), Ф («)] = [? (^2), Ф(^1)] 
при любых kfiKi и k£K2. Полученное равенство выполняется 
тогда и только тогда, когда ?(-5£2) = ср(б).ср(£2 = т(6) и 
Ф (aki) •-"- ф (а) ф (/-0 = t (а), то есть когда <р (fc) = е, <i> (£.) == е, 
но это означает, что K<fzKi и KxczK2, то есть #1 ^К2. Таким 
образом, отображение т будет однозначным на G1XG2 только 
тогда, когда группы G1 и G2 изоморфны. Обозначим через а 
изоморфное отображение группы Gx на G2, а через % и % 
изоморфное отображение группы G, на G/K и группы G2 на 
G/K соответственно. Очевидно, можно положить а = ф0--о.-р0.и 
для элементов G-. X G2 получим 

(ffi. g-2)=f«p (а), t (эд - [glt«(#;)l — tgb v ° ? o (.?;)]• 
Рассматривая, далее, только тот случай, когда отображе­

ние 7 является однозначным отображением, покажем, что 
отображение у есть ш-шолютивный автоморфизм группы 
G0 == Gi X G2. Гомоморфность -у следует из равенств: 

Т [fei. ffa)^;. «"a)] = Т [g-ig-;, g-2g-2J - т I? (act'), ф (66')] = 
— [ср (6У), <|> (аа')] = [ср (6), <|> (а)][ср (У), ф (а')] — 

^4(gug2)>l{g'l,g'2). 
To, что 7 есть отображение на группу GXXG2, очевидно. 
Ядро гомоморфизма определяется из равенства у (gu g2) = (е, ё), 
откуда а, 66/-С, где К — общее ядро гомоморфизмов -риф. 
Поэтому g-1 = «р (а) = е и g2 == ф (6) = <? и ядро гомоморфизма 7 
тривиально. Поэтому у есть автоморфизм, который очевидно 
инволютивеи. В результате определяется симметрическая 
пара (GiXG-л). 

Подгруппа Ну неподвижных элементов инволютивного 
автоморфизма у легко определяется и СОСТОИТ, очевидно, из 
элементов вида [(ср (а), ф (а)] 6G1X G2. Соответственно опреде­
лится симметрическое пространство GiXG2/Hy, которое мы 
-будем считать состоящим из левых классов смежности. 

Канонич еская координация в G1 X G2/#Y определится по 
общему правилу: если a = (g1,g2)(iGtX.G2, то 

.v=--aT(a-i) = [cp(a6-i),t(6a-1)]. 
TaKUM образом, элемент х, вводящий координацию в G1 X Q2IHy, 
определяется заданием того класса смежности факторгруп­
пы G/K, который содержит элемент ab^QG. 
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Как известно (см. [4]), действие группы G в пространстве 
F --= G/H4' можно записать в канонических координатах в сле­
дующей форме: если a&G, то x-= gf (g_1) _%ax<?(a-1). При 
этом группа G может быть представлением какой-либо дру­
гой группы б7, тоесть имеется гомоморфизм TJ группы G' .в 
группу G. Тогда можно считать, что в пространстве F дей­
ствует группа Q' по принципу: если a'&Gr, x&F, TO 

x'^-nia'g^yi-qia'g')-1). 
В нашем случае, когда F = G1 X G2/Hy, мы имеем как раз 
представление т- группы GXG в группу G0 = Gx X G2, где 
'1 (ё, -.?') == [<Р (g), Ф (.§"') 1. Преобразование G X G B F здесь может 
быть выражено формулой: если х = [<р {ab~l), <]>(•—-1)]> то 

*' = I? (agg' -1/ '-1), Ф (-bg'g-^-1)]. 
Ядру неэффективности N действия группы G в факторпро-
страистве принадлежат те элементы, для которых имеет 
место 

х' = (а, Ь) х = х, х = [ср (gg-1), ф (g'g-1)] (2) 
для любых g, g'6G. Полагая здесь g'g~{ — е получим 

1<р(а6-1),Ф(-«-1)]---(в.е). 
откуда ' ab~l&K, где К -—общее ядро гомоморфизмов ср и ср. 
Это также значит, что ср (а) •— ср (6) и ср (а) = 4 (b). Отсюда и 
из §{bg'g~la.-1) = [b(agg-lb-1)}-1 следует, что равенство (2) 
сводится к условиям ср {ag"a-1) = ср (g"), d» (ag"*--1) = il> (g"), 
тоесть к условиям ср (а) ср (g") ср (а-1) = ср (g"), <J. (а) ср (g") ср (а - 1) — 
= *(§•"), где g" == g'g~l — произвольный элемент группы G. 
Отсюда заключаем, что ср(а)6С1, где G1—центр группы cp(G), 
а <р (a)6C2, где С2 — центр группы ср (G). Таким образом, ядру 
неэффективности представления группы G X G в пространстве 
F — G0///Y принадлежат те и только те элементы группы 
G X G, которые определяют в <р (G) X ф (G) элементы вида 
[ср (а), ср(а)], где ср(а) и <1>(а) принадлежат центрам групп cp(G) 
и ty(G) соответственно. В случае, если ср и Ф—- автоморфизмы 
группы G, можно положить [<?(а), Ц> («)] -= [g, Ф0-?-1 (g)l и 

ядру неэффективности принадлежат те и только те 
элементы, для которых g и ср-ср-1 (g) одновременно 
принадлежат центру группы G. Следует иметь в виду, 
что при любом автоморфизме центр группы переходит в 
себя. Поэтому достаточно потребовать, чтобы элемент g при­
надлежал центру G. Если группа не имеет центра, то фак-
торпространство является однородным пространством. 
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Для нас особенно интересен тот случай, когда <р -и <|> 
являются автоморфизмами группы G. В этом случае группы 
—1 = "*' (—) и G2 = 4I(G) связаны изоморфным соответствием а. 
Отметим частные случаи: 1) f — тождественное преобразова­
ние. Тогда а=Ф, Т I--. ф (&)]•---[6, ф (а)], № = {(а,ф (а))}; 
2) ср и Ф — тождественные преобразования. B этом случае 
7 (а, Ь) = (Ь, а), Н^ — {(а, а)}, х •= (аб---, to--); 3) ср и ф — инво-
лютивные автоморфизмы, то есть <р = "•--, Ф == ф-1- -fi(a>-')== 

==[ср«1|)(6),<р»ф(а)]. 

§ 2. НОРМАЛИЗОВАННЫЕ СВЯЗНОСТИ 

Здесь будут рассмотрены вопросы, касающиеся основных 
понятий теории нормализованных связностей. Так как эти 
рассмотрения будут аналогичны тем, которые были проведе­
ны в работах [6J, [10], [11] и [9], то изложение будет крат­
ким и в нем будут использованы основные определения и 
теоремы, имеющиеся в указанных работах. 

1. Основные определения. Пусть Р (М, G, р) — главное 
расслоенное пространство, в котором задана инфинитезималь-
ная связность Г формой связности м. Мы введем следующие 
определения: если в Р группа G редуцирована к подгруппе 
Я, тоесть в Р задано подмногообразие Р'(М,Н,р'), являю­
щееся главным расслоенным пространством с структурной 
группой Я, то это подмногообразие будем называть норма­
лизующим подмногообразием, я ограничение <оя формы ш на 
Р' будем называть формой нормализованной связности. 
8 этом случае будем также говорить, что в Р' задана норма­
лизованная связность. Аналогичные определения будем при­
менять для случая, когда в Р задана нормализованная связ­
ность. Легко видеть, что, если в Р задана нормализованная 
связность, то в нормализующем подмногообразии опреде­
ляется нормализованная (из инфинитезимальной) связность, 
так как, если Р есть нормализующее подмногообразие в Рй\ 
а Р' — нормализующее подмногообразие в Р, то Р' будет 
нормализующим подмногообразием в Р0. Известно, что 
имеется взаимно однозначное соответствие между нормализу­
ющими подмногообразиями в Р (М, G, р) и секущими поверх­
ностями а:М~>Е, где Е (М, G/Я, G, р) — присоединенное к Р 
расслоенное пространство. Поэтому нормализующее подмно­
гообразие можно определять секущей поверхностью в Е 
(подгруппа Н должна быть определена). Эту секущую по­
верхность будем называть нормализатором или секущей нор­
мализующей поверхностью. 
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В случае, когда пространство QIH редуктивно, то есть 
когда для алгебры Ли G группы G имеет место разложение 

G = tf©/(, 
где Н — алгебра Ли группы Н, то для формы нормализован­
ной (из инфинитезимальной) связности будем иметь 

<вЯ = ш- + ш2, с^бЯ, ш2^К. (3) 

Легко показать, что форма <i>i определяет инфинитезималь-
ную связность в нормализующем подмногообразии Р'. 
В частности, нормализацию можно определять в главном рас­
слоенном пространстве, в котором задана связность Картана 
(ее можно рассматривать как частный случай нормализован­
ной связности). Также можно рассматривать редуктивную 
связность Картана и полуредуктавную связность Картана. 
Имеют место формулы для форм кривизны нормализованной 
связности, которые являются ограничениями на Р' форм кри­
визны инфинитезимальной связности. Отсюда определяются 
формы кривизны инфинитезимальной связности с формой шЬ 
определенной равенством (3). 

2. Локальное рассмотрение. Здесь мы будем предпола­
гать, что рассмотрение проводится в главном расслоенном 
пространстве, являющемся прямым произведением: Р = 
— MXG, где М — многообразие, a G — группа Ли. Так как 
любое главное расслоенное пространство по определению 
является «в малом» прямым произведением, то есть над до­
статочно малой координатной окрестностью U имеет место 
Р\и = U X О, то мы фактически переходим здесь к локальному 
рассмотрению. 

Сначала сделаем следующее замечание. Предположим, 
что дано множество М и группа G. Обозначим через GM мно­
жество отображений <р множества М в группу G (cp:M->G). 
В этом множестве естественно вводится структура группы 
по правилу: если xG/И, gdGM, h&GM, то есть g'-x-+g(x), h: 
x->h(x), то определяется композиция этих отображений h-g: 
x~> h(x)-g(x). Отображение x->e есть единица этой группы. 
Если P — MXG, то элементы GM есть секущие поверхности 
в главном расслоенном пространстве Р. Здесь М—диффе­
ренцируемое многообразие и следует ограничиться только 
дифференцируемыми отображениями M{to}G. Предположим 
теперь, что в группе выделена замкнутая подгруппа Ли Н. 
Тогда все отображения (дифференцируемые) многообразия М 
в Н образуют подгруппу Нм группы GM. Поэтому можно 
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определить факторпространство G /Н , которое состоит из 
классов смежности Hug, где g£GM, то есть g — секущая по­
верхность в P = MXG. Каждые два элемента данного клас­
са смежности отличаются тем, что они могут быть переведе­
ны один в другой левыми сдвигами в GM при помощи эле­
ментов ШНМ. Ясно отсюда, что элемент факторпростран-
•ства GMjHM есть множество секущих поверхностей нормали­
зующего подмногообразия Р' (М, Н, р'), которое можно так­
же рассматривать как прямое произведение Р'—МХН. 

Предположим теперь, что в Р = U X G задана инфините-
зимальная связность Г с формой связности ш(х, dx, g, dg). 
Тогда для каждой секущей поверхности g'-x~>g(x) можно 
определить значение формы связности 

ш (g) — ш [лг, d*, g (х), dg{x)] = dg{x) [ff(x)l*--+ 
+ ad[g(x)]n(x, dx), 

которое будет формой в окрестности U. 
При левых сдвигах в множестве S секущих поверхностей 

вида g {to} hg значение формы связности будет изменяться по 
закону 

u{hg)=;dh{x)[h{x)]-x+adlh(x)}u(g). (4) 
При этом, как легко подсчитать, имеет место u>[(hih)gj •-= 
— ш [h- (hg)]. Отметим, что для двух значений форм связно­
сти со (~) и с« (g'i), найдется секущая поверхность h:x->h(x) та­
кая, что g\=hg и тогда ш(ft)= ш(hg). 

Точно такое же рассмотрение можно провести для случая 
'нормализованных связностей. Следует лишь ограничить рас­
смотрение на классе смежности HMg, gGGM, то есть на нор­
мализующем подмногообразии Р' (М, Н, р'). Левые сдвиги 
здесь следует определять при помощи секущих поверхностей 
•в Р' или, что тоже самое, при помощи элементов Нм . 
В дальнейшем мы будем употреблять слово связность, понимая 
под этим более общий случай нормализованной связности. 

Предположим теперь, что в • главных расслоенных про­
странствах P—UXG и P'=U'XG (с одной и ТОЙ же струк­
турной группой G) заданы СВЯЗНОСТЬ Г в Р с формой связ­
ности to и' СВЯЗНОСТЬ Г' в Р' с формой связности со1. СВЯЗНО­
СТИ Г и Г' назовем эквивалентными, если существует такой 
диффеоморфизм / окрестности U на V, что имеются секу­
щие поверхности g в Р и ft в Pi,для которых 

Ш (g) — -ч Ы- (5) 
75 



где х'= f(x). Всякому диффеоморфизму /: U на U' соответ­
ствует отображение секущих поверхностей по принципу: каж­
дой секущей h':x'-+h'(x) в Р' соответствует секущая в-Р,. 
определяемая отображением h':x—>-h'[f(x)]. При этом 
диффеоморфизм можно считать отождествлением координат. 
Тогда х'—х, h (х) = h' (x). 

Так как из данной секущей поверхности левыми сдвигами 
может быть получена любая секущая поверхность, то усло­
вие (5) в силу (4) может быть записано в более употреби­
тельном виде 

<- (S) = ш1 W ) = dh' (х) \Ъ! (x)]-1+ ad \h' (х)\ щ [g' (x)], (6) 
где значения форм w(g) и «i (.§"') подсчитаны для произволь­
ных секущих поверхностей в Р и Р' соответственно, а 
h' (х) — подходящая секущая поверхность в Р'. Можно так­
же говорить о совпадении множеств всех значений форм 
связностей u)(g) и м. (.§•')> определенных для всех секущих 
поверхностей в Р и P'. 

Пусть для алгебры G структурной группы G главного 
расслоенного пространства P = UXG определено разложение 
G = H®K, относительно которого эта алгебра редуктивна. 
Тогда, если в Р задана связность Г с формой связности ш, 
то для любой нормализации к подгруппе Н определится ин-
финизимальная связность Г- с формой связности юь которая 
определится из равенства 

Ш я = Ш 1 + и ) 2 > - h ^ , Ш2^К, (7) 
где шн—форма нормализованной связности. Выясним, когда 
связность Г- не зависит от нормализации. Для этого рассмот­
рим какую-либо секущую поверхность g0 в Р и определим 
соответствующие нормализацию и форму инфипитезимальной 
связности ю-. Последнюю следует определить равенством 

со.= dhhrl-\- ad{h)ш1 (g0), 
где Щ1 (go) — составляющая по подпространству Н формы 
<u(g0). Для того, чтобы перейти к другой нормализации, нуж­
но перейти к другой секущей поверхности так, чтобы опре­
делить другой класс смежности в Gu/Hu, Для этого нужно 
совершить сдвиг в б" с помощью какой-либо секущей по­
верхности g, переводящей g0 в секущую поверхность из дан­
ного класса смежности. Тогда для соответствующей формы 
инфинитезималы-юй связности будем иметь 

а>;= dhh~l+ad(h)^ (gg0), (8) 
где 
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«i (gga) — [d^-1+ ad (g) щ (g0)]„+ [ad (g) ш2 (£-)]„. 

Здесь отмечено, что следует определить только составляю­
щую по подпространству _Я линейного пространства G—#©Л, 

Предположим теперь, что для каждого класса смежности 
Ои1Ни определится секущая поверхность g такая, что 

а) ad (g)«! (g0) = u>- (gQ) + «, где a€K, 
(9) 

б) dgg-- + ad(g).i)3e/C. 
Тогда очевидно 

0)1 = 0 3 1 , 

то есть изменение нормализации не изменяет индуцированную 
инфинитезимальную связность. Приведенные условия заведомо 
выполняются, если группа G представляет из себя прямое 
произведение: G = Н X К,- В самом деле, в этом случае 
<0 = о>1 + ш2, ш16Я, ш26/С и в качестве секущей поверхности 
можно взять секущую g:/7{to}/C. Но тогда ad(g)w1 = w1, а 
dgg-1 +ad(g)u.£K. 

При локальном рассмотрении часто необходимо ограничить 
рассмотрение на подмногообразии Мг базисного многообра­
зия М, и поэтому нормализацию следует определять заданием 
тройки (Ми Н, g(x)), где g (х) — секущая поверхность в Р, 
которая определяет нормализующее подмногообразие. При 
этом секущая g определяется с точностью до перехода к 
другой из данного класса смежности. Поэтому удобнее нор­
мализацию задавать тройкой (Мъ И, /), где / — секущая в 
присоединенном расслоенном пространстве Е{МЪ G/H, G, р). 
Вместо группы Н можно определять нормализацию к под­
группе, Н\, где НХ = НХК или, в более общем случае, под­
группа Н\ такова, что дальнейшая нормализация к подгруп­
пе И приводит к единственной связности, не зависящей от 
нормализации (от Нх к Я). 

Так как группа G-7 есть объединение классов смежности по 
подгруппе Ни, то множество значений форм всевозможных 
нормализованных связностей совпадает с множеством значений 
формы первоначальной связности. Таким образом, задание 
связности в Р эквивалентно заданию всех возможных норма­
лизованных связностей (к подгруппе Я). Однако положение 
изменяется, если нормализованная связность оказывается 
редуктивиой и рассматривается только та часть формы 
нормализованной связности, которая является формой инфи-
иитезималыюй связности и определяется из разложения 
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«я — «i + 9, щ£Н, G6/C, 
где G — H@K, ad(h)/(с/С. В этом случае, вообще говоря,, 
невозможно определение всех значений первоначальной связ­
ности по значениям форм о)1 инфинитезимальных связностейг 
возникающих в нормализующих подмногообразиях. Но можно 
указать частный случай, когда в некотором смысле это воз­
можно. Именно, предположим, что в P = VXG имеется 
такая секущая поверхность g0, что форма данной инфините-
зимальной связности принимает значения из алгебры Ли Н 
подгруппы Н группы G. Определяя для секущей поверхно­
сти go нормализованную связность, видим, что она будет в. 
данном случае инфинитезимальной связностью в нормализую­
щем подмногообразии Р'. Если форму инфинитезимальной 
связности в Р обозначить через ш, а значение формы норма­
лизованной связности Г1, определенной для g0) через mH(gQ)T 
то будем иметь 

ufI = m(hg0) = dhh-l + ad(li)[u(g0)], ШН, 
где по предположению w(g0)GH, а тогда и и*и£Н. Для того, 
чтобы получить любую другую нормализованную связность 
(к подгруппе Я), достаточно рассмотреть переход от данной 
секущей поверхности к любой другой секущей gx в Р, .что 
можно совершить.при помощи левых сдвигов в Gu. Значение 
любой другой формы нормализованной связности имеет вид 

Шя (§•-) = о? (g0g) = dhh~l + ad (h) [dgg~l + ad (g) шя]. 
Если переход от g0 к g1, то есть секущая поверхность g 
известна, и известно разложение G = Н®К, то 
dgg-1 + ad (g) u>H = [dgg-1 + ad (g) и>н\н + [dgg-1 + ad (g) шн]к 

где m1 - [dgg-1 + ad (g) WH]HGH, <->2 = \dgg~1 + ad (g) <oH]K = 
= GQK. Здесь составляющая и2 может быть определена, если 
известна форма шн, которая определяется заданием cu(g'o)-
Поэтому заданием инфинитезимальной связности Г" с формой 
связности ш! определяется любая нормализованная СВЯЗНОСТЬ, 
а тем самым и первоначальная инфинитезимальная СВЯЗНОСТЬ Г.. 
Отметим, что В приложениях часто имеется секущая g0 та­
кая, что М Ы — О. 

3. Пары сопряженных связностей. Здесь мы проведем 
существенно глобальное изложение. Локальное изложение 
этих вопросов смотрите в работе [4]. 

Будем употреблять следующую терминологию. Связность 
Г, заданную в главном расслоенном пространстве P(M,G0, p) 
при помощи формы связности (о, будем называть связностью 
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типа Я , если найдется такое нормализующее подмногообра­
зие Р' (М, Я , р'), что соответствующая нормализованная связ­
ность оказывается инфинитезимальной связностью в Р', 
то есть форма нормализованной связности о>я = <->|-р> принимает 
значения из алгебры Ли Я структурной группы Я главного 
расслоенного пространства Р'. Если кроме того в Р задано 
другое нормализующее подмногообразие Я- (М, Я1, рх), то 
соответствующую нормализованную связность будем также 
называть нормализованной связностью типа Я , если она полу­
чена нормализацией из инфинитезимальной связности типа Я . 
Рассмотрим сначала следующий общий случай.. Пусть 
Р (М, G-, р) — главное расслоенное пространство с структур­
ной группой G0. Предполагается, что в Я имеются нормали­
зующие подмногообразия РХ(М, Я-, рх) и Я2(/М, Я2 , р2) такие, 
что выполняются следующие свойства: 

1) имеется подгруппа Я 0 групп Я1 и Я 2 такая, что для 
алгебр Ли #1, Я2, Н0 групп Я1, #2 , Я 0 выполняется равен­
ство Я 0 = Е[1[]Щ; 

2) имеется нормализующее подмногообразие P 0 (M, Я 0 , р0) 
с структурной группой Я0 , для которого имеет место вклю­
чение P 0 cPiCP 2 ; 

3) факторпространство О0/Я- редуктивно относительно 
разложения 

G0 = H_X®K, 
где G- —алгебра Ли группы G0; 

4)"из шбЯ2 следует со ]Я16Я2, где через со|я обозначена 
проекция ш на подпространство Я- пространства G0. При вы­
полнении перечисленных условий нормализующие подмногооб­
разия Рх и Р2 будем называть Я0-связанными. 

Предположим теперь, что в главном расслоенном прост­
ранстве Р задана инфинитезимальная связность Г с формой 
связности и, ограничение которой на Я2 есть форма инфини­
тезимальной связности. В этом случае ограничение й> формы 
связности -и на Я1 определит нормализованную связность 
типа Я2 . Так как по условию факторпространство Од/Я- ре­
дуктивно, то _ 

Ш - = ШХ + 0 , 
"где Ш1 — форма инфинитезимальной связности в Я- (М, Я1, рх). 

В силу условия 4) будем иметь: так как w.p есть форма 
инфинитезимальной связности в Я2, то есть <а.р 6Я2, то и 
<о]|Р 6Я2. Следовательно, ограничение формы ш1 на Я0 прини­
мает значения одновременно из алгебры Ли Я- (по определе-
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нию) и из алгебры Ли Я2, так как P0dPiC\P2. Это ограниче­
ние, которое мы обозначим через ш°, принимает значения из 
Я 0 = НгГ\Н2 и является формой инфинитезимальной связности 
в~Р0(М, Н~0, р0). Поэтому инфинитезимальная связность, инду­
цируемая связностью Г и редуктивной структурой алгебры 
ЛИ G0 В главном расслоенном пространстве Рх (М, Я ь /?.), 
имеет тип Я0 , то-есть ограничение формы связности на Р0 
определяет инфшгитезимадц-гую связность в Р0. 

Поставленные выше условия 1) и 3) будут выполняться, 
если подгруппы Я ь Я 2 являются соответственно подгруппа­
ми ЯФ1, ЯФ ' неподвижных элементов ИНВОЛЮТИВНЫХ автомор­
физмов •".>!, <р2 группы G0, причем требуется, чтобы Я , — 
•—Я^ПЯ*2, Для того, чтобы удовлетворить требование 4), нуж­
ны дополнительные свойства этих подгрупп. В рассматривае­
мом случае условие принадлежности элемента алгебры Ли G0 

группы G0 подалгебре ЯФг подгруппы Я ' ' , как известно, [5], 
записывается в виде 

/а И = ш. 
где f2 — автоморфизм алгебры Ли группы G-, соответствую" 
щий автоморфизму ср2. Соответственно, разложение 

«> — у 1> + А И ] + у [-> — /i H l 

позволяет определить проекцию щ элемента со на подпрост­
ранство Яф ' : o>i •-=---[ш+ /1(ш)]. Поэтому условие 4) эквива­
лентно следующему: если /2(ш) = ш, то 

/а Ы = -J 1/а И + h°h H l = у lш + f 1 H l = °-i. 

Это условие заведомо выполняется, если /--/2 = f2ofu то есть 
если автоморфизмы /1 и /2 перестановочны. Но последнее 
условие будет заведомо выполняться, если автоморфизмы ср, 
и ср2 будут перестановочны. 

Для определения пары сопряженных связностей нужно рас­
смотреть тот случай, когда G0 = G X G, причем в G опреде­
лен инволютивный автоморфизм <р. В этом случаев G0 строят­
ся инволютивные автоморфизмы ф0 и ф, определяемые равен­
ствами: если (gi, g2)6F0, то 

% (ёь gi) = fe, Si) 
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Подгруппа Я ' есть диагональная подгруппа группы G0 = 
= GXG, а Яф состоит из элементов [#, <p-fe)]6G0. Подгруппу 
Я 0 определим как пересечение подгрупп ЯФо и Яф: Я — 
= Н TWV Подгруппа Я0 состоит очевидно из таких элемен­
тов (g, g) группы Я' \ для которых <р (g-) = g. Таким образом, 
Л0 есть подгруппа неподвижных элементов ограничения ин-
волютивного автоморфизма ф на подгруппе Яф° Легко про­
веряется, что автоморфизмы <|>0 и ф перестановочны и поэтому 
в рассматриваемом случае выполняется условие 4) Таким об­
разом, в рассматриваемом случае нормализующие подмногооб­
разия РХ(М, Hlt Pl) и Р2{М,Н2, р2) будут //„-связаны, если 
выполняется условие 2): имеется нормализующее подмногооб­
разие PQ(M, Я0, p0) с структурной группой Я0, для которого 
имеет место включение P0cPjnP2. Такие нормализующие под­
многообразия будем называть ср- связанными. 

Предположим теперь, что дано главное расслоенное мно­
гообразие Р(М, О0,р) с структурной группой G0 = GXG, в 
котором заданы ср - связанные нормализующие подмногооб­
разия Рх (М, Н\ рх) и Р2 (М, Я2, p2), Я2 — ЯФ°. Предположим 
далее, что в Р задана инфинитезимальная связность Г с фор­
мой связности ш, ограничение а которой на Р1 является ин-
фииитезщалы-юй связностью, то есть связность Г является 
•связностью типа Яф. Так как форма инфинитезимальной связ­
ности к принимает значения из алгебры Ли Яф структурной 
группы Яф, то эта форма имеет вид 

«— К, /К)). 
Здесь (0160-алгебра Ли группы G, a f—инволютивный авто­
морфизм алгебры Ли G группы. G, соответствующий автомор­
физму ср группы G. Аналогично, форма ш связности Г имеет 
вид ю ==(mi, «>-), где ш!, ui26G. Отсюда следует, что ограни­
чение формы Ш1 на Рх совпадает с щ, а ограничение формы 
о.2 на Рх совпадает с /(о>1). Нормализованная связность Г 
соответствующая нормализующему подмногообразию Р2(М] 
Ha. Ра) также имеет вид «о— К , ш2), где ш-—ограничения 
форм ю1 на подмногообразии Р2(М, Я-., p2). Форму ш0, пред­
ставляющую из себя пару форм ~шх и о>2, будем называть па­
рой сопряженных связиостей. Для того чтобы оправдать 
это название .«пары сопряженных связиостей», рассмотрим 
тот случай, когда главное расслоенное пространство Р2 
имеет нормализующие подмногообразия Р'2(.М, G, р2), 
6 Заказ 1859 8] 



Pl(M, G, р\) c одной и той же структурной группой G, для 
которых имеет место: ограничения формы ш0 на Р2 совпадают 
с шг. 

Так как формы шг принимают значения из алгебры Ли G 
группы G, то они определяют инфинитезимальные связности 
в соответствующих главных расслоенных пространствах Рь

2, 
Эту пару связностей и следует назвать парой сопряженных 
связностей, точнее парой связностей, сопряженных отно­
сительно данного инволютивного • автоморфизма <р группы G. 

Отметим теперь, что пара (GX6, ф) определяет фактор-
пространство GxG/H^, являющееся симметрическим про-
странством. Как и всякое симметрическое пространство оно 
будет редуктивным относительно разложения в алгебре Ли 
вида 

(U = — [Ш + Д (О))] + ---• [Ш — Д (0))], 

где со—элемент алгебры Ли группы GX6\ а Д—инволютив­
ный автоморфизм алгебры Ли группы GXG. 

Отметим теперь, что симметрическая пара (GxG, ф0), где 
Фо определяется равенством %(gi, g2) •= (g2, g\) и является 
инволютивным автоморфизмом группы GXG, определяет 
симметрическое пространство GXG/H2. Как всякое симметри­
ческое пространство, оно редуктивно относительно разложе­
ния, определяющегося для каждого со из алгебры Ли группы 
GXG равенством 

« = j f " > + f o ( u > ) l + - | - [ M - / o H l . (Ю) 
Здесь ш как элемент алгебры Ли группы GXG можно пред­
ставить в виде со — (Ш1, ш2), а /0—инволютивный автоморфизм 
алгебры Ли группы GXG, соответствующий Ф0, и имеет вид 
/о (Ш1- Ю2) — (Ш2> Ш1)- Поэтому разложение (10) можно записать 
в виде 

1 1 , л 1 - (СО- + Ш-), -j (СО- + C0-)J + | _ ((»!— Ш-), -j (<B2 —CB,)J, (l 1> 

с Г 1 1 1 
где форма со = -.--(со! + ш2), ---••(ш1+ ш2) принадлежит алгебре 
Ли / / 2 группы //•-• Если из—форма инфинитезимальной связ­
ности в .Р (М, GX<5, p)i то и для нее будет иметь место. 

с с разложение (11). При этом ограничение со формы со на Р2 бу­
дет инфинитезимальной связностью в Р2(М, H2, р2), а огра-
нйчение формы ш—ш на Р2 .будет тензорной величиной типа 
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ad(g0), g"06GXG. Если нормализующие подмногообразия Pi и 
Р2 ср-связаны, то по условию ограничение формы ш на P1 
имеет вид ш--= [шь / (ш1)]. 

Рассмотрим теперь ограничение ш формы ш на подмногооб-
с 

разии P0 (M, Я0, p0), которое, по предположению, является 
нормализующим подмногообразием одновременно и в P- и 
в P2. Так как РасРъ то 

щ = [ | (0)! + / ((Oi)), 4-КЧ-/ Ы)], 

и так как по доказанному ранее 

т К + /К>]ея<.\ 
где / определено ранее, то ш6#, где Я — алгебра Ли диаго-

с — 
иальной подгруппы группы № Х Я ' , Отсюда заключаем, что 
форма ш определяет инфинитезимальную связность в главном 

с 
с 

расслоенном пространстве Р0(М, Я, p0), а связность ш яв­
ляется инфинитезималы-юй связностью типа Я . Пару сопря­
женных связностей такого типа естественно назвать само­
сопряженной парой. 

Интересен тот случай, когда нормализованная связность 
представляет из себя сумму двух «независимых» связностей 
одного типа, формы которых будут ш-1 и ш2 соответственно 
(рассматривается только ограничение на Pi). Это значит, что 
имеются такие подпространства Р\{М, G, pt) главного рас­
слоенного пространства Pi (М, Я*, pi) и гомоморфизмы ср' и 
ср" пространства P в Р\ соответственно., согласованные с 
проекциями прямого произведения в сомножители, которое 
определяет гомоморфизм связности ш в связности ш-1 и - ш-
соответственно. При этом нужно еще потребовать, чтобы 
ограничение со на P1, то есть форма нормализованной связ­
ности, при указанных гомоморфизмах переходила в формы 
<ог. Когда расслоенное пространство есть прямое произведе­
ние, этот случай как раз имеет место. 

Для полноты изложения покажем, что при локальном из­
ложении данное нами определение пары сопряженных связ­
ностей по существу совпадает с данными нами в [4] опреде­
лением этого же : понятия пары сопряженных связностей. 
Напомним это определение: Пара инфинитезшальных связ­
ностей, определенных в. главном расслоенном пространстве 
Р' -= V%G называется парой сопряженных связностей отно-
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сительно инволютивного автоморфизма <р структурной группы 
G, если существует такая секущая поверхность в Р, что 
ш2 = f (а)1), где ш—-формы данных сопряженных связностей. 
Для сравнения с глобальным определением, заметим сначала, 
что пару связностей всегда МОЖНО представить как связность 
Г2, определенную формой (шЬ ш2) в главном расслоенном 
пространстве Р2 = МХН2 (Я2) как и ранее, диагональная 
подгруппа группы GXG). При этом следует иметь в виду, 
•что эта связность не будет инфинитезимальной, а нормализо­
ванной, полученной нормализацией из связности в Р •= 
= UX(GXG). В самом деле, пара ' (ш1, ш2) принадлежит ал­
гебре ЛИ группы GX^, но, вообще говоря, не принадлежит 
алгебре Ли группы Я 2 (последнее будет только в случае 
«2 — и>1, то есть в случае самосопряженных связностей). 
Заметим также, что в Р имеются нормализующие подмно­
гообразия PX = UXH^ и P 0 = UX-^0, где Я 0 = Я1ПЯ2 и 
P 0 = PinP2. Предположим теперь, что связность Г2 является 
парой сопряженных связностей в глобальном определении. 
Тогда эта связность может быть расширена до инфинитези­
мальной: связности в Р (что в локальном плане легко вы­
полнимо) и ограничение этой связности на Рг есть инфините-
зимальная связность. Поэтому ограничение формы связности 
(0)1, ш-) на Ри а, следовательно, и на Я0, имеет вид ((в1,/(ш1)). 
Беря, наконец, секущую поверхность в Р2 так, чтобы она 
была секущей поверхностью в РйсР2, мы для этой секущей 
поверхности будем иметь wg — f (--1). то есть пара связностей 
будет сопряженной в смысле приведенного выше локального 
определения. Заметим, что локальное определение не годится 
в глобальном случае потому, что в главном расслоенном 
пространстве нет глобальных секущих поверхностей (в об­
щем случае). 

3 а м е ч а и и е: Такое же рассмотрение можно провести 
для более общего случая. Предполагаем, как и ранее, что 
дано главное расслоенное пространство Р(М, GxG, p), в ко­
тором определена связность Г формой связности ш, которую 
можно представить в виде w = К , /(<-»2)], где f—автоморфизм 
алгебры Ли G группы G, соответствующий автоморфизму <р 
группы G. Предположим далее, что определено нормализую­
щее подмногообразие Я1 (М, Я*, p1), являющееся главным 
расслоенным пространством с структурной группой Я*. Так 
как GxGIH^—симметрическое пространство, а, следовательно, 
и редуктивное относительно разложения 

со = 1 [ш + Д (ш)] + 1 [ш - Д (о))], mGGXG, 
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где /1—автоморфизм алгебры Ли группы GXG, соответствующий 
автоморфизму t|), и определяется равенством 

Л К , / К ) ] = [--2. / Ы [ . 
Таким образом в подробной записи рассматриваемое разложе­
ние имеет вид 

+ j l K - ш2), /(«2 — °-i)l. 
где 

С Г 1 1 
Ш — [ у (Ш1 + <°2), у/(«1 + «-2) 

есть элемент алгебры Ли группы Я*. Если со—форма связ­
ности, то ее ограничение и>Я на Рг есть форма нормализо-

с 
с 

ванной связности, а форма ш, строящаяся по ш, принадлежит 
алгебре Ли группы Я1.' и определяет инфинитезимальную 
связность в главном расслоенном пространстве Р2 (М, Я1., р2). 
Эту связность будем называть средней связностью, построен-
ной по данному автоморфизму <р для связности Г, определен­
ной формой связности со. В частности, можно рассматривать 
диагональную подгруппу группы GXG, когда ср есть тожде­
ственный автоморфизм. Как и ранее, средняя связность мо­
жет оказаться суммой двух независимых одинаковых связ­
ностей в Р\(М, G, pt). 
4. Определение пары сопряженных связностей общего 
вида. Рассмотрим главное расслоенное пространство 
Р(М, 00, р), где G0—GXG, причем G = HxK. Предполо­
жим далее, что в подгруппе Я группы G задан инволютив-
иый автоморфизм ср, который может быть продолжен на инво-
лютивный автоморфизм группы G. 

Определим группу G2 как такую подгруппу группы G0, 
которая СОСТОИТ из элементов группы G0, представимых в 
виде 

gt = l(h, k), (<?(h), кг)]. 
Алгебра Ли этой подгруппы будет состоять из элементов 

u>i •---[а-+ Рь / Ы + Ы. 
где ацбЯ, р26Д, a / — автоморфизм алгебры Ли, соответствую­
щий автоморфизму ср. Группу 01 определим как диагональную 
подгруппу группы G0. Пусть далее задано такое нормализую­
щее подмногообразие Р3(М, Н0, р3), где Я0 = № Х ^ , что 
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Яз-Pin/-.-. Здесь н* --? (НЩ? (Л) — h), а РХ{М, Gu рх) и 
-°2X(M, G2i А>) - нормализующие подмногообразия. 

ЕСЛИ В Р задана инфинитееимальная связность Г с формой 
связности ш, ограничение которой на Р 2 является формой ин-
финитезимальной связности Г2 в Р2, то. ограничение формы ш 
на Р1 определяет редуктивную нормализованную связность, 
форма связности которой имеет вид 

со = Ш|р, == ш - + 8, 101601, 66Q. 

Здесь Q определяется из разложения алгебры Ли G0 в пря­
мую сумму G0 = G2®Q по принципу: если ш =• (ш1, ш2), то 

~, = _(и)1 + Ш.,, («1 + 0-2), 

•Q -—• " — С - 0 ! ' ш 2 » Ш2 — ш 1 ) -
Полученную редуктивную нормализованную связность с фор­
мой связности m будем также назызать парой сопряженных 
связностей. Редуцированная инфлнитезимальная связность в 
Р2 , определенная формой связности (01, всегда имеет специ­
альный вид, ибо ограничение <о3 этой формы на Р 3 имеет спе­
циальное строение. В самом деле, ограничение формы связ­
ности ш на Р1 принимает значения из алгебры Ли группы G1, 
то есть 

(В|Р, = (Ш1, Ш2) — К + Pi, / (<h) + Рз), 
где ахШ, а /—• автоморфизм алгебры Ли, соответствующий 
автоморфизму ср группы Н. Так как P 3 - P i , то ограничение 
щ на P3 имеет аналогичное строение. Но тогда 

ШИ-Р. = у К + ш2, mi + №2) = 

у («I + /. («!)) + у (Pi + Р2), J («1 + / Ы ) т { ( Р 1 + [-2) 

где форма •---•>-+/ (ai)l принимает значения из алгебры Ли 
группы Н*. Такую связность мы будем называть самосопря­
женной. Таким образом, инфянитезимальная связность, опреде­
ленная в Р 3 формой шь будет самосопряженной. Эту связность, 
будем также назызать средней связностью. 

5. Сопряженные нормализованные связности. Пусть да­
но главное расслоенное пространствоPQ(M, G0, p) со струк­
турной группой G0 = О X G, являющейся прямым произведе­
нием данной группы G на себя. Предположим далее, что в Р 0 
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задана инфинитезимальная связность Г0 формой связности (ш0, 
о)0) и, кроме того, задана нормализация при помощи нормали­
зующего подмногообразия Р (М, Я0, р), структурной группой 
которого является группа HQ = H Y.H, являющаяся прямым 
произведением подгруппы Я группы G на себя. Тогда нор­
мализацией определится форма нормализованной связности 
(шЬ ш2), являющаяся ограничением формы (т0, со0) на подмно­
гообразии Р . 

Предположим далее, что в Р(М, Я0, р) заданы два <р-
связаиных нормализующих подмногообразия Р1 (М, Я$, рг) и 
Р2{М, Н2, Р-2), где <р — автоморфизм группы Я, Я2 — диаго­
нальная подгруппа группы # 0 = Я X H, а Я£~-подгруппаЯ0, 
состоящая из неподвижных элементов инволютивного авто­
морфизма ф: 

4"[Ai, «р(А2)]---[Ла, ? № hfiH. 
Предположим, кроме того, что факторпространство G/H ре-
дуктивио, то есть алгебра Ли группы G представляется в ви­
де G—_Я©/<, где ad(H)KclK. В этом случае форма связно­
сти ((..о, ш0) может быть представлена в виде 

(ш0 , ш0) = (а- + 0-, а2+ 02), afiH, OfiK. 

Будем говорить, что связность, нормализованная к подгруппе 
Я0 = . Я Х H, имеет тип ЯД если ограничение формы норма­
лизованной связности на Р1 (М, Я0Ф, р1)_ (имеющее вид (а"1 +\, 
ач + К)) имеет составляющую («1, а2) 6Я0, определяющую 
инфннитезимальную составляющую в Р-Г~Следовательно, это-
ограничение (а-, а2)6Яо\ В этом случае связность, определен­
ную нормализующим подмногообразием Р2 (Л4, Я2, р2), будем 
называть парой сопряженных нормализованных связностей. 
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