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Следуя [1] будем говорить, что группа большая, если в ней найдёт-

ся подгруппа конечного индекса, допускающая эпиморфизм на свободную

группу F2 ранга 2. (В [2] большие группы называются почти факторно

свободными). Вероятно, первый результат на тему больших групп принад-

лежит Г. Баумслагу и С. Прайду.

ТЕОРЕМА 1 [3]. Если группа Γ задаётся g порождающими и r

соотношениями, причём r 6 g − 2, то Γ является большой.

Имеется несколько обобщений и усилений этой теоремы [1, 4–6].

М. Громов дал топологический критерий для свойства группы быть боль-

шой (β1(M ; F ) обозначает первое число Бетти пространства M с коэффи-

циентами в поле F ):

ТЕОРЕМА 2 [1, c. 83]. Пусть M является конечным полиэдром,

Mk → M — последовательность циклических накрытий и β1(Mk; F ) → ∞

при k → ∞. Тогда фундаментальная группа π1(M) является большой.

В качестве следствия им же получена следующая
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ТЕОРЕМА 3 [1, c. 83]. Пусть M — замкнутое ориентируемое 4-

мерное многообразие, у которого эйлерова характеристика χ и сигнатура

σ удовлетворяют неравенству χ < |σ|. Тогда π1(M) является большой.

Эта теорема была усилена в [7]: уже χ < 5
4 |σ| влечёт, что π1(M)

является большой. В интересном случае гиперболических 4-многообразий

с чётной формой пересечений выполняется противоположное неравенство,

и в этом случае критерий неприменим.

Другой критерий сформулировал Дж. Хоуи:

ТЕОРЕМА 4 [8]. Предположим, что K̄ является связным регу-

лярным накрытием конечного 2-комплекса K с нетривиальной свобод-

ной абелевой группой накрывающих преобразований A. Предположим, что

H2(K̄; F ) имеет свободный FA-подмодуль ранга, не меньшего 1 + χ(K),

для некоторого поля F , где χ обозначает эйлерову характеристику. Тогда

группа π1(K) является большой.

Особый интерес представляют большие решётки в гиперболиче-

ском пространстве. Первый результат здесь получили Ф. Грюневальд и

И. Швермер [9]. А. Любоцкий [10] доказал что все
”
стандартные“ арифме-

тические решётки в PO(n, 1) и все известные примеры неарифметических

решёток в PO(n, 1) являются большими, по крайней мере, когда n 6= 3. Его

результаты обобщили Г. Маргулис и Э. Винберг [2], получившие критерий

того, чтобы некоторые дискретные группы автоморфизмов выпуклых ко-

нусов были большими. В частности, оказалось, что всякая неаффинная

бесконечная неразложимая конечно порождённая группа Кокстера явля-

ется большой. Результат был усилен в [11] до следующей сильной альтер-

нативы Титса для подгрупп групп Кокстера: всякая подгруппа группы

Кокстера конечного ранга имеет подгруппу конечного индекса, которая

либо абелева, либо допускает эпиморфизм на свободную неабелеву груп-

пу.

Чтобы сформулировать основной критерий, нам понадобятся следу-

ющие обозначения. Через βi(M) = dimHi(M ; Q) обозначается i-е число

Бетти пространства M ; через βi(M, A) = dimHi(M, A; Q) — i-е относи-

тельное число Бетти пары пространств (M, A); через βb
i (M) — Z-ранг об-
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раза естественного отображения Hi(∂M ; Z) → Hi(M ; Z).

ТЕОРЕМА 5. Пусть M — компактное ориентируемое n-много-

образие, n > 3 и B — связная компонента границы ∂M такая, что

1) βb
1(M) > β1(B);

2) существует собственно вложенная связная ориентируемая ги-

перповерхность S такая, что β1(M0) > β1(S), где M0 — разрез M

вдоль S.

Тогда π1(M) является большой.

В качестве следствия получаем следующую сильную альтернативу

Титса

ТЕОРЕМА 6 [12]. Произвольная некокомпактная конечно порож-

дённая дискретная подгруппа в PO(3, 1) является либо большой, либо по-

чти абелевой.

Теорема 5 применима к проблеме ненулевой энтропии, поставленной

М. Громовым [13], и к гипотезе подгруппового роста.

ТЕОРЕМА 7. Пусть Γ — конечно порождённая некокомпактная

группа изометрий гиперболического пространства H3, не являющаяся по-

чти абелевой. Тогда

1) Γ имеет равномерный экспоненциальный рост, т. е. константы

экспоненциального роста отделены от 1 независимо от выбора множе-

ства порождающих;

2) Γ имеет экспоненциальный подгрупповой рост.

Гипотеза подгруппового роста, принадлежащая А. Любоцкому и

А. Шалеву (см. [14]), утверждает, что если M — гиперболическое 3-

многообразие, а f(d) обозначает число подгрупп индекса d в π1(M), то

существует положительная константа λ такая, что для всех достаточно

больших d имеет место неравенство f(d) > exp(λd).

По ходу доказательств мы получаем следующий результат о росте

чисел Бетти гиперболических решёток:

ТЕОРЕМА 8. Пусть Γ — некокомпактная решётка в группе

Isom(H2m+1) изометрий гиперболического пространства H2m+1, m > 1.
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Тогда существует положительная константа C = C(Γ) такая, что

неравенство

βm(Γ0) > C|Γ : Γ0|

выполняется для бесконечного числа подгрупп Γ0 группы Γ, имеющих ко-

нечный индекс в Γ.

ЗАМЕЧАНИЕ 9. Представляется интересным вопрос, верны ли по-

добные результаты для некокомпактных решёток в простых группах Ли

ранга 1.

§ 1. Рост групп гомологий

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1. Обозначим стандартную компактификацию n-

мерного гиперболического пространства Hn через Hn = Hn∪∂Hn. Изомет-

рия g пространства Hn называется параболической [15, § 4.7], если её мно-

жество неподвижных точек в Hn состоит из единственной точки p ∈ ∂Hn.

В этом случае g оставляет инвариантной каждую орисферу с центром p.

Группа P изометрий пространства Hn называется параболической, если

все неединичные элементы P параболичны и P имеет единственную непо-

движную точку p ∈ ∂Hn.

Пусть P — дискретная параболическая группа, оставляющая непо-

движной точку p ∈ ∂Hn, и BP — замкнутый оришар, инвариантный отно-

сительно P . Тогда P действует на границе ∂BP оришара BP . Эта гра-

ничная орисфера SP = ∂BP является евклидовым пространством, бу-

дучи снабжена метрикой путей, и P действует евклидовыми изометрия-

ми собственно на SP . Теорема Бибербаха утверждает, что существует P -

инвариантное аффинное подпространство VP в ∂BP , на котором действие

P собственно и кокомпактно. В частности, P — конечно порождённая по-

чти абелева группа. Пусть Γ ⊂ Isom(Hn) — дискретная группа изометрий.

Говорят, что p ∈ ∂Hn — это параболическая неподвижная точка группы

Γ, если стабилизатор StabΓ(p) является параболической группой. Очевид-

но, что StabΓ(p) — максимальная параболическая подгруппа группы Γ. В
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случае, когда Γ — решётка, т. е. Γ\Hn имеет конечный объем, ранг группы

StabΓ(p) равен n − 1.

Урезанные пространства. Пусть теперь группа Γ ⊂ Isom(Hn), n >

> 2 является решёткой, т. е. Γ — дискретная группа изометрий конечного

кообъема. По теореме Гарланда–Рагунатана [16], Γ геометрически конеч-

на, т. е. существует такая эквивариантная система попарно непересекаю-

щихся открытых оришаров {BP } в параболических неподвижных точках

группы Γ, что пространство орбит Γ\(Hn −∪BP ) компактно. В частности,

группа Γ конечно порождена. По теореме Сельберга–Мальцева группа Γ

финитно аппроксимируема и почти без кручения. Поэтому, переходя к

подгруппе конечного индекса в Γ, можно считать, что Γ без кручения и

сохраняет ориентацию.

Пусть P — множество максимальных параболических подгрупп P ⊂

⊂ Γ. Каждая P ∈ P фиксирует единственную точку p ∈ ∂Hn и являет-

ся конечно порождённой почти абелевой группой. Кроме того, P остав-

ляет инвариантным всякий оришар с центром в точке p. Выберем Γ-

эквивариантную систему попарно непересекающихся оришаров, по одному

для каждой максимальной параболической подгруппы. Обозначим ори-

шар, соответствующий P , через BP . Будем изучать Γ посредством дей-

ствия на урезанном пространстве

X = Hn −
⋃

P∈P

int(BP ).

Пространство орбит M = Γ\X по действию Γ имеет естествен-

ную структуру компактного топологического многообразия с границей,

и π1(M) = Γ (см. [17]). Граница ∂X состоит из орисфер SP = ∂BP , P ∈ P.

В частности, существует взаимно однозначное соответствие между макси-

мальными параболическими подгруппами и орисферами. Две орисферы

SP и SP ′ имеют один образ в M тогда и только тогда, когда P и P ′ сопря-

жены в Γ. Известно, что Γ имеет конечное число классов сопряженности

максимальных параболических подгрупп P , поэтому M имеет конечное

число орисферических граничных компонент.
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ЛЕММА 1.2. Пусть p — параболическая неподвижная точка груп-

пы Γ, а P — соответствующая параболическая подгруппа. Тогда всякая

максимальная абелева подгруппа A группы P замкнута в проконечной

топологии на группе Γ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что A — максимальная абелева под-

группа в Γ, т. к. всякая абелева подгруппа, содержащая A, фиксирует p и,

значит, содержится в P . Проконечное замыкание A можно описать как

A =
⋂

{AN : N — нормальная подгруппа конечного индекса в Γ}.

Чтобы доказать замкнутость A, рассмотрим g ∈ A. Докажем, что g ком-

мутирует с A. Предположим противное, тогда существует неединичный

коммутатор [g, a], a ∈ A. Группа Γ финитно аппроксимируема, поэтому

существует нормальная подгруппа N конечного индекса в Γ, не содержа-

щая [g, a]. Элемент g лежит в проконечном пополнении A, тогда g ∈ AN

и, значит, g принадлежит A по модулю N . В этом случае g коммутирует

с a ∈ A по модулю N , т. е. [g, a] ∈ N ; противоречие. Таким образом, g

коммутирует с A и, в силу максимальности подгруппы, g ∈ A. 2

ЛЕММА 1.3. Существует подгруппа Γ0 конечного индекса в Γ та-

кая, что все параболические подгруппы в Γ0 — свободные абелевы ранга

n − 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Число классов сопряженности максимальных

параболических подгрупп в Γ конечно, поэтому достаточно показать, что

для каждой максимальной параболической подгруппы P в Γ и её макси-

мальной абелевой подгруппы A существует подгруппа Γ0 конечного индек-

са в Γ такая, что Γ0 ∩ P = A. Индекс A в P конечен, а тогда существует

разложение на левые смежные классы P = A ∪ g1A ∪ . . . ∪ gsA для неко-

торых элементов g1, . . . , gs ∈ P . По лемме 1.2, A замкнута в проконечной

топологии, значит, существует подгруппы Γi, i = 1, . . . , s, конечного ин-

декса в Γ такие, что Γi содержит A, но не содержит gi. Тогда Γ0 =
⋂

16i6s

Γi

имеет конечный индекс в Γ и Γ0 ∩ P = A. 2

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 8. По леммам 1.2 и 1.3 можно счи-

тать, что все параболические подгруппы в Γ являются свободными абеле-



180 Ф. Грюневальд, Г. А. Носков

выми. Они действуют кокомпактно на соответствующих орисферах, тогда

их ранг равен 2m. Рассмотрим параболическую подгруппу P , и пусть p —

её неподвижная точка. Группа P замкнута в проконечной топологии, сле-

довательно, найдется подгруппа Γ0 произвольно большого индекса k в Γ,

содержащая P . Число орбит параболических неподвижных точек Γ0 бу-

дет больше или равно k. В самом деле, если g1, . . . , gk — представители

правых смежных классов Γ по модулю Γ0, то gjp — попарно различные

параболические неподвижные точки, и орбиты Γ0gjp попарно различны.

Конструируя урезанное пространство X = X(Γ0), получаем много-

образие M = Γ\X, имеющее по крайней мере k граничных компонент

B1, . . . , Bk, которые имеют свободную абелеву группу ранга n − 1 в каче-

стве фундаментальной группы.

Для компактного ориентируемого многообразия M с границей ∂M

назовём образ отображения Hm(∂M) → Hm(M), индуцированного вклю-

чением ∂M в M , m-ой граничной группой гомологий многообразия M и

обозначим её Hb
m(M). Нам понадобится следующая

ЛЕММА 1.4 [18, лемма 11; 19, если m = 1]. Пусть M — компакт-

ное ориентируемое (топологическое) многообразие размерности 2m + 1,

m > 1, тогда Hb
m(M) имеет ранг, равный половине ранга Hm(∂M).

Теперь можно закончить доказательство теоремы 8 следующим об-

разом. Пространство X стягиваемо и Γ действует свободно на X, поэтому

существует изоморфизм Hm(Γ, Z) ≃ Hm(M, Z), где M = Γ\X. Следова-

тельно,

βm(Γ) = βm(M) >
1

2
βm(∂M) =

1

2

∑

16i6r

βm(Bi) =
1

2

∑

16i6r

βm(Γi),

где Γi — параболические подгруппы, соответствующие Bi. Так как Γi —

свободная абелева группа ранга 2m > 1, то βm(Γi) > 1 и, значит, βm(Γ) >

>
1
2r >

1
2k = 1

2 |Γ : Γ0|. (Заметим, что константа 1
2 в неравенстве появляется

из-за того, что в ходе доказательства осуществлялся переход от исходной

Γ к подгруппе конечного индекса.) 2
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§ 2. Большие фундаментальные группы

Через βi(M, A) = dimHi(M, A; Q) обозначается i-е число Бетти пары

(M, A).

ЛЕММА 2.1. Пусть M — компактное ориентируемое многооб-

разие размерности n > 2, граница которого является объединением

двух непересекающихся подмногообразий A, B, и βb
1(M) > β1(B). Тогда

βn−1(M, A) > 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно установить, что пространство го-

мологий Hn−1(M, A; Q) ненулевое. Предположим, что Hn−1(M, A; Q) = 0,

тогда по двойственности Пуанкаре

0 = Hn−1(M, A; Q) ≃ H1(M, B; Q) = H1(M, B; Q).

Из точной последовательности пары

H1(B; Q)
ι∗→ H1(M ; Q) → H1(M, B; Q)

следует, что ι∗ эпиморфно, откуда dimHb
1(M ; Q) = dimH1(M ; Q) 6

6 dimH1(B; Q), что противоречит предположению. 2

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.2. Пусть M — ориентируемое n-многообразие,

а S ⊂ M собственно вложенная гиперповерхность т. е. S ∩ ∂M =

= ∂S — трансверсальное пересечение. Вырезая малую открытую тубуляр-

ную окрестность N(S) из S, получаем многообразие M0 = M |S, которое

назовём разрезом M вдоль S. Будем говорить, что S разбивает M , если

M0 = M |S несвязно. Окрестность N(S) является расслоением со слоем

”
интервал“, поэтому если S ориентируемо, то N(S) гомеоморфно произ-

ведению S × (ǫ, ǫ).

Гомологический класс ξ называется примитивным, его нельзя запи-

сать в виде kζ с ζ ∈ Hn−1(M, A; Z) и натуральным k > 2.

ЛЕММА 2.3. Пусть M — компактное ориентируемое n-много-

образие, n > 3, граница которого раскладывается в объединение двух непе-

ресекающихся гиперповерхностей A, B и B связна. Тогда выполняется по

крайней мере одно из условий:
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1) M содержит пару непересекающихся ориентируемых связных ги-

перповерхностей S1 и S2 таких, что дополнение M − (S1 ∪ S2) связно;

2) Всякий примитивный класс ξ ∈ Hn−1(M, A; Z) может быть

представлен собственно вложенной ориентируемой связной неразбива-

ющей гиперповерхностью Sξ, не пересекающейся с B.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если группа Hn−1(M, A; Z) конечна, то тре-

буемое очевидно, поэтому можно считать, что она бесконечна. Пусть ξ —

примитивный класс в Hn−1(M, A; Z). Существование собственно вложен-

ной ориентируемой гиперповерхности S = Sξ, представляющей ξ, устанав-

ливается с незначительными изменениями в [19, лемма 2.6], см. также [20,

след. 27.11]. Остаётся только проверить, что S можно построить так, что-

бы у него не было общих элементов с B. По условию поверхность ∂S ∩ B

гомологична нулю, следовательно, существует подмногообразие T нуле-

вой коразмерности в B, для которого ∂T = ∂S ∩B и оба подмногообразия

имеют одну ориентацию. Тогда гиперповерхность S ∪ T принадлежит то-

му же относительному гомологическому классу, что и S. Далее, в малой

окрестности T можно сдвинуть S ∪ T с B, сделав её непересекающейся

с B.

Пусть Si — одна из связных компонент поверхности S. В дальнейших

расуждениях будем следовать [21, предлож. 2.1]. Покажем вначале, что

можно исключить из S любую компоненту S0, разбивающую M . В самом

деле, если S0 разбивает M на M− и M+, а B является компонентой M+, то

∂M− ⊂ A ∪ S0, откуда [S0] = [∂M−] = 0 в Hn−1(M, A; Z); таким образом,

S − S0 представляет тот же гомологической класс, что и S.

Предположим теперь, что S1 и S2 — различные компоненты S. Если

M−(S1∪S2) связно, то выполняется условие 1, поэтому считаем указанное

пространство несвязным. Утверждаем, что компоненты S1 и S2 простран-

ства S представляют один элемент Hn−1(M, A) с точностью до знака.

Рассмотрим непересекающиеся открытые тубулярные окрестности

Ni = Si × (−ǫ, ǫ), i = 1, 2, и положим X = M − (N1 ∪N2) и S±

i = Si ×{±ǫ}.

Рассмотрим произвольную компоненту C пространства X. Тогда ∂C =

= (C ∩A) + (∂C)N , где (∂C)N = C ∩ (S−

1 ∪ S+
1 ∪ S−

2 ∪ S+
2 ). Граница (∂C)N



Большие гиперболические решётки 183

не может быть связной, так как ни одна из компонент S не разбивает M ;

кроме того, равенство (∂C)N = S−

1 ∪ S+
1 невозможно, иначе C ∪ N1 — от-

крытое и одновременно замкнутое подмножество M , не пересекающееся

с N2, что противоречит связности M . Следовательно, (∂C)N 6⊂ S−

1 ∪ S+
1 .

Аналогично, (∂C)N 6⊂ S−

2 ∪ S+
2 . Значит, (∂C)N содержит по крайней ме-

ре одну компоненту каждого из множеств S−

i ∪ S+
i . Уже показано, что X

несвязно, и если C ′ — это другая компонента X, то C ′ должно содержать

по крайней мере одну компоненту каждого из S−

i ∪ S+
i . Отсюда следует,

что (∂C)N состоит из двух поверхностей, одна из которых — компонента

S−

1 ∪ S+
1 , а вторая — компонента S−

2 ∪ S+
2 . Тогда S1 и S2 гомологичны по

модулю A с точностью до знака, как и утверждалось.

Таким образом, компоненты поверхности S представимы одним и

тем же элементом из Hn−1(M, A) с точностью до знака. Более точно, су-

ществует элемент ξ0 из Hn−1(M, A) такой, что каждая компонента Si пред-

ставляет либо ξ0, либо −ξ0. Поэтому ξ = [S] является целым кратным ξ0.

По предположению ξ примитивен, тогда ξ = ±ξ0. Следовательно, всякая

компонента S представляет элемент ξ ∈ Hn−1(M, A) после, быть может,

смены ориентации. 2

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 5. По условию 2 теоремы и лемме 2.1

выполняется βn−1(M, A) > 0, в частности, Hn−1(M, A) содержит прими-

тивный элемент, скажем ξ. Далее по условию 1 теоремы и лемме 2.3 воз-

можны два случая.

А) M содержит пару ориентируемых связных поверхностей S1 и S2

таких, что M − (S1 ∪ S2) связно.

Рассмотрим непересекающиеся тубулярные окрестности N1 и N2 по-

верхности Si, и положим X = M−inter(N1∪N2). Пространство M−(S1∪S2)

связно, значит, таково и X. По теореме Ван Кампена, π1(M) получается

из свободного произведения π1(X)∗〈t1〉∗〈t2〉, где 〈t1〉 и 〈t2〉 — бесконечные

циклические группы, добавлением соотношений вида tiαi(x)t−1
i = α′

i(x)

для каждого x ∈ π1(Si) и i = 1, 2, где αi и α′
i — подходящие гомоморфиз-

мы из π1(Si) в π1(X). Из этого описания вытекает, что π1(M) допускает

гомоморфизм на свободную группу ранга 2.
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Б) Класс ξ ∈ Hn−1(M, A) можно представить собственной вложенной

связной ориентируемой неразбивающей поверхностью S = Sξ, не пересе-

кающейся с B.

Пусть M0 обозначает разрез M вдоль S. Таким образом, M0 имеет

две копии S−, S+ поверхности S в качестве граничных компонент. Пусть

Mi — копия M0 для всякого целого i > 0. Рассмотрим многообразие Uk,

полученное из объединения
⋃

06i6k

Mi склеиванием Mi с Mi+1 вдоль Si =

= S+
i ≃ S−

i+1 для каждого i = 0, 1, . . . , n − 1.

ЛЕММА 2.4. Число β1(Uk) растёт линейно по k. Более того, ес-

ли U ′
k является результатом стягивания в точку каждой из граничных

компонент S−

0 , S+
k , то β1(U

′
k) растет линейно по k.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Применяя многократно последовательность

Майера–Виеториса

Uk = M0 ∪ M1 ∪ . . . ∪ Mk,

заключаем, что

β1(Uk) = β1(M0 ∪ M1 ∪ . . . ∪ Mk)

> β1(M0) +
k∑

1

[β1(Mi) − β1(Si)] = β1(M0) + k(β1(M0) − β1(S)).

Из условия 1 теоремы 5 следует, что β1(Uk) растёт линейно по k. Исполь-

зуя клеточное подразбиение M0, видим, что стягивание каждой из гранич-

ных компонент S−

0 , S+
k в точку уничтожает ограниченное число 1-клеток,

а именно, клетки S−

0 и S+
k , следовательно, β1(U

′
k) растёт линейно по k. 2

Чтобы закончить доказательство теоремы 5, построим для каждого

натурального k конечное циклическое накрытие Xk → M многообразия

M , исходя из объединения
⋃

06i6k

Mi склейкой Mi с Mi+1 вдоль S+
i ≃ S−

i+1

для каждого i, где i берётся по модулю k. Выберем k достаточно большим,

чтобы β1(U
′
k) > 0, и выберем p > k + 1 так, чтобы p-кратное накрытие Xp

многообразия M содержало копию Uk. Пусть Z — дополнение Uk в Xp.

Обозначим через Yp факторпространство пространства Xp, получаемого

стягиванием Z в точку. Пространство Yp получается из U ′
k отождествле-



Большие гиперболические решётки 185

нием двух граничных точек, соответствующих S−

0 , S+
k , значит, Yp гомото-

пически эквивалентно джойну U ′
k ∨ S1, поэтому фундаментальная группа

проектируется на свободную группу с двумя порождающими. 2

ТЕОРЕМА 2.5. Пусть M — компактное ориентируемое 3-много-

образие, граница которого является объединением n (> 3) поверхностей

рода, не меньшего 1. Тогда π1(M) — большая группа.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Применим критерий из теоремы 5. Пусть B —

граничная компонента наименьшего рода, скажем, g, и пусть A — объеди-

нение оставшихся граничных компонент. По лемме 1.4 граничная группа

гомологий Hb
1(M) имеет ранг, равный половине ранга Hm(∂M). Отсюда

следует, что βb
1(M) = 1

2β1(∂M) > 3g > β1(B) = 2g. Таким образом, усло-

вие 1 теоремы 5 выполняется.

Для проверки условия 2 заметим вначале, что по условию 1 и лем-

ме 2.1 справедливо неравенство β1(M, A) > 0, откуда H2(M, A; Z) содер-

жит некоторый примитивный элемент, скажем, ξ. По лемме 2.3 возможны

два случая.

А) M содержит пару ориентируемых связных поверхностей S1 и S2

таких, что M − (S1 ∪ S2) связно.

Повторяя аргументы из случая А в доказательстве теоремы 5, полу-

чаем, что π1(M) допускает гомоморфизм на свободную групп ранга 2.

Б) Классы ξ ∈ H2(M, A) представимы собственно вложенной связной

ориентируемой неразбивающей поверхностью Sξ, непересекающейся с B.

Пусть M0 есть расщепление M вдоль S. Граница ∂M0 содержит две

копии — S и B. Если S замкнута, то

β1(M0) =
1

2
β1(∂M0) > β1(S).

Предположим, что S не замкнута, имеет род g1 > g и r граничных

компонент, поэтому β1(S) = 2g1 + r − 1. Копии S соединены между собой

граничными подповерхностями в ∂M0 для образования замкнутой подпо-

верхности T в ∂M0. Очевидно, T имеет род по крайней мере 2g1 + r − 1 и

снова

β1(∂M0) >
1

2
β1(∂M0) >

1

2
β1(T )+

1

2
β1(B) > 2g1 + r−1+

1

2
β1(B) > β1(S). 2
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ЗАМЕЧАНИЕ 2.6. Можно получить прямое доказательство теоре-

мы 2.5, просто следуя доказательству теоремы 5. Последовательность

Майера–Виеториса в лемме 2.4 не понадобится, т. к. Uk имеет k поверх-

ностей Bi в качестве компонент границы и, значит, β1(Uk) растёт линейно

по k в силу леммы 1.4.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 6. Пусть Γ — конечно порождённая

дискретная некокомпактная подгруппа в PO(3, 1). Можно считать, что Γ

без кручения и нетривиальна, поэтому M = Γ\H3 является полным ориен-

тируемым гиперболическим 3-многообразием. Предположим вначале, что

Γ неразложима в свободное произведение. По теореме из [22], M является

внутренностью компактного 3-многообразия X = M∪∂X. В силу неразло-

жимости ∂X не имеет сферической граничной компоненты, следовательно,

все граничные компоненты ориентируемы и рода, не меньшего 1.

Если одна из компонент сжимаема, то по теореме о диске получим

нетривиальное свободное разложение, что противоречит предположению.

Поэтому считаем, что все компоненты несжимаемы. Если существует ком-

понента A многообразия ∂X такая, что π1A имеет конечный индекс в

π1X, то X является I-расслоением над некоторой замкнутой поверхностью

(см. [23, теор. 10.6]), поэтому Γ = π1X — либо большая (если поверхность

имеет род, не меньший 2), либо почти абелева (если поверхность являет-

ся тором). Таким образом, можно считать, что фундаментальная группа

каждой граничной компоненты имеет бесконечный индекс в π1X.

Пусть A — некоторая граничная компонента. По теореме Лонга–

Нибло [24] подгруппа π1A финитно отделима в Γ. Аргумент после лем-

мы 1.3 показывает, что для каждого натурального k найдётся подгруппа

конечного индекса Γ0 в Γ такая, что многообразие M0 = Γ0\H
3 имеет по

крайней мере k граничных компонент. Выбирая теперь n > 3 и применяя

теорему 1.3, убеждаемся в том, что группа Γ большая.

Случай свободно разложимой Γ более простой — каждая из неприво-

димых свободных компонент допускает эпиморфизм на бесконечную почти

абелеву группу, поэтому необходимо проверить только то, что свободное

произведение Γ = Γ1 ∗Γ2 двух таких групп является большим. Обозначим
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через F1, F2 соответствующие конечные фактор-группы, ядра которых —

свободные абелевы группы. Тогда F1 ∗ F2 — большая группа за исключе-

нием случая, когда обе группы совпадают с Z2. В последнем случае Γ1 и

Γ2 допускают эпиморфизм на Z2 × Z2, и (Z2 × Z2) ∗ (Z2 × Z2) является

большой, поэтому и Γ — большая. 2

§ 3. Применение к циклическим расширениям

свободных групп

Если φ — это гиперболический автоморфизм группы F2, т. е.

Trace(φ2) > 0, (след берётся от индуцированного действия (φ2) на абели-

анизации), то группа Γ = F2 ⋊φ Z соизмерима с некокомпатной решёткой

в SO(3, 1). Это следует из геометризационной теоремы Терстона для тора

псевдо-аносовского отображения. (Авторы благодарны проф. С. Герстену,

указавшему на этот факт). Следовательно, по теореме 6 группа Γ большая.

Другую совокупность примеров образуют группы кос. Рассмотрим

свободную группу Fn ранга n > 2. Группа кос Bn имеет точное пред-

ставление в качестве группы автоморфизмов группы Fn. Автоморфизм φ

группы Fn, n > 3, отвечающий элементу из Bn, геометричен — он может

быть представлен гомеоморфизмом диска Dn−1 с n − 1 дырками [25]. Ав-

томорфизм φn! оставляет инвариантными граничные компоненты, и тор

отображения φn! является 3-многообразием Mφ с границей, состоящей из

n торов, следовательно, π1(Mφ) = Fn ⋊φ Z — большая группа по теореме 6.

В заключение авторы выражают свою признательность Л. Потягайло

и А. Любоцкому за помощь и критические замечания.
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