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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2004, том 40, Л* 3, с. 356-367 

• У Р А В Н Е Н И Я С Ч А С Т Н Ы М И П Р О И З В О Д Н Ы М И = = = = = = = = 

УДК 517.956.226 

О Ф О Р М И Р О В А Н И И Р Е Ш Е Н И Я С В Н У Т Р Е Н Н И М С Л О Е М 
В П А Р А Б О Л И Ч Е С К О Й С И С Т Е М Е С Р А З Н Ы М И 

С Т Е П Е Н Я М И М А Л О Г О П А Р А М Е Т Р А 
(с) 2 0 0 4 г. В . Ф . Б у т у з о в , И . В , Н е д е л ь к о 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим задачу 
£6{ихх - щ) = f{u, v, х, е), (1) 

e2(vxx - vt) = д{и, v, х, е), {х, t) Е D х (0, - f o o ) , (2) 

их(а,£, е) = их(Ъ, t, е) = vx(a, t, е) = vx(b, t,е) = О, t е (О, +оо) , (3) 

и(х,О,е) = щ(х), v(x,О,е) = VQ(X), Х Е D, (4) 

где е > О - малый параметр, D = (а,_6), a / и 5 - дважды непрерывно дифференцируемые 
функции при (u,v,x,e) G I u х ^ х D х [0,£о]? г д е £о > 0 - некоторое число, а 1и и J v -
некоторые ограниченные интервалы из R1. 

Степени е6 и е2 в уравнениях (1) и (2) взяты для удобства, существенно лишь, что эти 
степени различны. 

Введем следующие обозначения: h{v,x,e) = д(ф(у,х),у,х,е), J(x) — f£*$ h(v,x,0)dv. 
Пусть выполнены следующие условия. 
А 1 . Существует функция ф(у,х) _ такая, что ф(ь,х) С 7W , /(Ф{У,Х),У,Х,0) = О, 

fu{4>{v,x),v,x,0) > 0 при (У,Х) Е Iy х D. 
А 2 . Существуют функции <р(х) и ф(х) из C2(D) такие,_что ф(х) < ф{х), [<р(х), ф(х)] С Iv 

при х Е D, и в области = {{v,x) : <^(ж) < ^ < ф(х), х Е J9} функция h(v,x,0) обращается 
в нуль только на кривых v = <fi{x), г = 0 ,1,2, причем ф(х) < (fi(x) < (ро(х) < (р2{х) < ф{х), 
hv(<Pi{x),x,0) > 0, i = l , 2 ; hv((po(x),x,0) < О, х Е D. 

A 3 . Пусть существует точка х* Е (а,Ь) такая, что J(#*) = 0, dJ(x*)/dx < 0. 
При выполнении условий А1-АЗ для достаточно малых е существует стационарное реше­

ние us(x,e), vs(x,e) задачи (1)-(3), причем 

\и8(х,е)-ф(у3{х,е),х)\ = 0[е), х Е D, (5) 

v / ч JVi(s), ж е [о,Ж*), , ч 

Этот результат следует из работы [1], где соответствующая задаче (1)-(3) стационарная 
система рассмотрена в случае двумерной переменной х. Как видно из (6) и (5), по крайней 
мере компонента решения v обладает внутренним переходным слоем в окрестности точки 
и поэтому решение us, vs, следуя терминологии из [2], можно назвать стационарной контраст­
ной структурой типа ступеньки (КСТС). Соответственно этому зависящее от времени решение 
u(x,t,e), v(x,t,e) задачи (1)-(3), которое имеет внутренний переходный слой в окрестности 
точки я*, естественно называть нестационарной КСТС. 

Заметим, что начальные функции щ(х), VQ(X) в задаче (1)-(4) не зависят от е, поэтому 
при t — О решение не имеет внутренних переходных слоев, а значит, нестационарная КСТС в 
этой задаче может возникнуть лишь по истечении некоторого промежутка времени, за который 
она должна сформироваться. Очевидно, что формирование решения с внутренним переходным 
слоем происходит не из любых начальных данных. 
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В данной работе найдены условия на начальные функции, обеспечивающие (совместно с 
требованиями А1-АЗ) существование нестационарной КСТС в задаче (1)-(4). Иначе говоря, 
получен ответ на вопрос, из каких начальных данных в рассматриваемой задаче формиру­
ется решение с внутренним слоем в окрестности точки х*. Отметим, что ранее аналогичная 
проблема была решена только для скалярной задачи [3]. 

Можно сказать, что в настоящей работе результат из [3] с помощью так называемого обоб­
щенного метода дифференциальных неравенств (см. § 2) распространен на систему (1)-(4). 
Указанный метод может представлять самостоятельный интерес для доказательства существо­
вания и оценок решений систем параболических уравнений. Его центральная идея состоит в 
построении верхнего и нижнего решений рассматриваемой системы таких, что и -компоненты 
этих решений (в общем случае) зависят не только от х и £, но и от у. Данное обобщение 
оказывается особенно полезным, когда не удается сконструировать классические верхнее и 
нижнее решения. 

Введем условие 
А 4 . Множество всех точек х G D, в которых J(x) — 0, состоит из конечного числа 

отрезков и (или) точек. 
Основной результат данной работы (теорема 5, см. § 5) утверждает, что формирование 

нестационарных КСТС в задаче (1)-(4) происходит из начальных функций, удовлетворяющих 
следующим условиям. 

А 5 . Функции UO{X),VQ(X) G C^(D) = {w G C2(D) : wx(a) = wx(b) = 0} и ф(х) < VQ(X) < 
< ф(х), x G D. 

A 6 . Существуют функции ф(х) и ф(х) из C2(D) такие, что справедливы соотношения: 
[ф(х),ф(х)\ С 1и, Ф(х) < щ(х) < ф(х), ф(х) < ф(у0(х),х) < ф(х), xeD, f(u,v0(x),x,0) < 0, 
(и,х) G [ф(х),ф(у0(х),х)) х D, f(u,v0(x),x,0) > 0, (щх) G (ф(у0(х),х),ф(х)] х D. 

А 7 . Пусть существуют точки х ^ G (а,х*) и х ^ G (х*,6) такие, что vo(x^) < <ро{х^) 
и VQ(XW) > сро(х(+)), и, кроме того, VQ(X) < щ(х) во всех точках х G [а,ж*), в которых 
J(x) < 0, и Уо{х) > <ро(х) во всех точках х G (#*, Ь], в которых J(x) > 0. 

Изложим кратко дальнейшее содержание работы. 
В § 2 приведены основные положения обобщенного метода дифференциальных неравенств. 

Там же содержатся определения регулярного решения задачи (1)-(4) и решения на заданном 
промежутке времени. 

В § 3 проведено исследование поведения решения задачи (1)-(4) для t G [0,е 4 ] . Оказыва­
ется, что в конце этого промежутка времени и -компонента решения отличается на величину 
порядка 0(e) от корня ф функции / , взятого на г?-компоненте решения, в то время как 
г;-компонента на всем промежутке остается в окрестности порядка 0(е2) начальной функ­
ции VQ(X). 

В § 4 доказано существование единственного решения задачи (1)-(4) на полном промежутке 
времени t > 0 и рассмотрено его поведение для t > £ 4 . Показано, что г;-компонента решения 
сколь угодно близко подходит к (fi(x) для х G [а,х*) и к (р2{х) для х G {х*,Ь\ при е —> 0 
(что означает наличие внутреннего переходного слоя в окрестности х*) за время порядка 0(e), 
а и -компонента при t > е4 остается вблизи ф(у,х). 

В § 5 приведен основной результат данной работы (теорема 5). Из него, в частности, следует, 
что при t > £ м , где fi - любое число из [0,1), решение задачи (1)-(4) равномерно по t 
удовлетворяет тем же предельным при е —> 0 соотношениям, что и стационарная КСТС 
us, vs. Иными словами, нестационарная КСТС в задаче (1)-(4) формируется за время е^. 

§ 2. О Б О Б Щ Е Н Н Ы Й МЕТОД Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х НЕРАВЕНСТВ 

В данном пункте для краткости записи зависимость функций от е иногда опускается. 
Пусть Т - некоторое положительное число, либо Т = оо. 
О п р е д е л е н и е 1. Решением задачи (1)-(4) при t G [0,Т] назовем пару функций u(x,t), 

v(x,t), принадлежащих пространству C1,0(D х [0,Т]) П C2,1(D х (0,Т]), удовлетворяющих 
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уравнениям (1), (2) при (x,t) Е D х (О,Г], краевым условиям (3) при t Е [0,Т] и начальным 
условиям (4). 

Решение задачи (1)-(4) при t Е [0,+оо] условимся называть регулярным решением этой 
задачи. 

Введем следующее условие. 
В . Будем говорить, что выполнено условие В, если существуют число То Е [0,Т) и функции 

v(x,t), v(x,t) из пространства C2il(D х [То,Т]) такие, что 

v(x,t) < [v(x,t),v(x,t)] С /„ , (ж,*) Е D х [Го,Г], 

v * ( M ) > 0 > б ж ( М ) , vx{a,t) < 0 < v x ( 6 , t ) , « € ( T 0 , T ] , 

и, кроме того, существуют функции а(г>,ж,<), (5(v,x,t) из пространства С 2 ( П ) , где 
П = [v(x,t),v(x,t)] х -° х Р о , Т ] , такие, что a(v,a; , i ) < p(v,x,t), [a(v,a;,t),^(v,ri;,t)] С J^, 
(w, аг, t) E П, причем выполнены следующие требования: 

1) V T ' Е (То, Г] и для любых функций v(x,t) и гх(ж, *) из пространства Cl>°{D х [0,Т 7]) П 
n C 2 , 1 ( D х (0,Т']) , удовлетворяющих условиям 

v{x,t) С / „ , u{x,t) С J u , ( М ) Е D х [О,Т 0], (7) 

< v(x9t) < v(x,t), a(v{x,i),x,t) < u{x,t) < 0(и(а?,4), (x,t) E D x [ T 0 , T ' ] , 

e 2 ( v x x -vt) = g{u{x,t),v(x,t),x,e), (x,t) E D x ( 0 , T ; ] , 

vx(a,t) = и ж ( М ) = 0 , « E ( 0 , T ; ] , v(a;,0) = v 0 ( s ) , x G D, 

выполнены неравенства 

e6{d2P{v{x, t),x, t)/dx2 - dp{v(x, t ) , ж, - f(P(v(x,<), ж,<), ф , t ) , ж,б) < 0, 

е 6(<9 2а(?;(ж,г),ж,£)/дж 2 - da(v(x,t),x,t)/dt) - f(a(v(x,t),x,t),v(x,t),x,e) > 0, 

0 M ) E £ X ( T o , T ' ] , 

dx 
P(v(x,t),x,t) < 0 < *),*,<) 

—a(v(x,t),x,t) > 0 > — a ( v ( x , t ) , a ; , i ) 
аж 

, te(T0,T']; 
x~b 

2) существуют функции \v,x,t) и G(+)(i>, ж, £) из пространства С 1 ( П ) такие, что 
выполнены неравенства 

G^~\v,x,t) < g(u,v,x,e) < G^\v,x,t), (u,v,x,t) E [a(v,x,t),(3(v,x,t)] x П, 

e2{vxx-vt)-G(-Hv,x,t)<0, e2{vxx-vt)-G^{v1x,t)>0J (x,t) E D x ( T 0 , T ] . 

О п р е д е л е н и е 2. Если выполнено условие В, то функции v(x,t), a(v,x,t) и г)(ж,£), 
P(v,Xjt) назовем соответственно нижним и верхним решениями задачи (1)-(3) при t Е [То,Т]. 

Л е м м а 1. Пусть выполнено условие В. Тогда если существует решение м(ж,£), v(x,t) 
задачи (1)-(4) при t Е [0,Т] и выполнены соотношения (7) и 

й(ж,Т 0 ) < и(ж,Т 0) < г}(ж,Т0), х Е D, (8) 

а(г>(ж,Т 0),ж,Т 0) < гх(ж,Т0) < /9(«(х ,Т 0 ) ,ж,Т 0 ) , х е D, (9) 

т о справедливы неравенства 

v(x,t) < v(x,t) < v{x,t), (ж,*) £ D х [Т 0 ,Т] , (10) 
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a(v(x,t),x,t) < u(x,t) < p(v(x,t),x,t), (ж,*) eDx [Т 0 ,Т] . (11) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала, что если Т\ G (То,Т] и имеют место неравенства 

v(x,t) < v(x,t) < t ) (M), (ж,*) G D x [T 0 ,Ti] , (12) 

то выполнены также неравенства (11) для (ж,£) G D x [Tb,Ti]. Введем функции й(ж,£) = 
= a (u (x ,£ ) ,x , i ) , й(ж,£) — /3(и(ж,£),ж,£), (x,t) G DX[TQ,T\\. В силу (9) выполнены неравенства 

й(ж,Т 0 ) < и(ж,Т 0 ) < й(ж,Т 0 ) , х е D. (13) 

Из (13) следует, что если неравенства (11), (ж,£) eDx [Tb,Ti], не выполнены, то существуют 
Т 2 G (T 0 ,Ti] и Р е D такие, что 

й(ж,«) < гх(ж,*) < й(ж,«), (ж,*) eDx [Т 0 ,Т 2 ) , (14) 

и 
либо и ( Р , Т 2 ) = й ( Р , Т 2 ) , либо гх(Р,Т 2) = й ( Р , Т 2 ) . (15) 

Заметим, что следствием этих соотношений являются нестрогие неравенства (14), а значит, 
учитывая (7), (12), на основании требования 1) из условия В можно заключить, что 

е6(йхх - щ) - f{u,v{x,t),x,e) < 0, е6(йхх - щ) - f{u,v(x,t),x,e) > 0, (ж,£) eDx (Т 0 ,Т 2 ] , 

й х ( М ) < 0 < u x ( M ) i ux(a,t) > 0 > й я ( М ) , t G ( Т 0 , Т 2 ] . 

В то же время e 6 ( u x r r - щ) - f(u,v(x,t),x,e) = 0, (ж,£) G D х ( Г 0 , Т 2 ] , u x ( a , t ) = ux(b,t) = О, 
£ G (То,Т 2]. Отсюда и из (13) очевидным образом следует справедливость неравенств (14) 
при (ж,£) eDx [ТЬ,Т 2], противоречие которых с (15) и доказывает неравенства (11) для 
( x , t ) € 5 x [ T 0 , T i ] . 

Докажем теперь неравенства (10). Пусть (10) не выполнено. Тогда в силу (8) существуют 
Т 3 G (Г 0 , Г] и Pi G £> такие, что 

6(z , t ) < v ( s , t ) < v(x,t), (ж,*) eDx [ Г 0 , Г 3 ) , (16) 

и либо v ( P i , r 3 ) = t J ( P i , r 3 ) , либо v(PuT3)=v(PuT3). 
Будем считать, что i>(Pi,T 3) = £ ( P i , T 3 ) (случай г>(Рх,Т3) = u ( P i , T 3 ) рассматривается 

аналогично). 
Заметим, что в силу доказанного выше из (16) следует справедливость неравенств (11) для 

(ж,^) eDx [То,Т 3], учитывая которые и (16), на основании требования 2) условия В можно 
заключить, что e2(vxx-vt) = g(u(x,t), v,ж,e) > G(~\v,x,i), e2(vxx—vt) < G^(v,x,t), (ж,£) G 
eDx (То,Т 3]. Из этих неравенств, соотношений 

v * ( M ) = М М ) == 0, t>x(a,t) < 0 < t ) x ( 6 , t ) , «G (Г 0 ,Гз] , 

и неравенств (8) очевидным образом следует, что v(x,t) > v(x,t), (ж,£) eDx [То,Т 3]. 
Это противоречит предположению, что v ( P i , T 3 ) = £ ( P i , T 3 ) , а значит, выполнены нера­
венства (10). В силу доказанного выше, отсюда следует, что выполнены и неравенства (11). 
Лемма 1 доказана. 

Теперь сформулируем и докажем основной результат данного пункта о существовании ре­
шения задачи (1)-(4) при t G [0,Т]. 

Т е о р е м а 1. Пусть справедливы следующие требования: 1 ) выполнено условие В; 2) функ­
ции щ(х) и vq(x) принадлежат пространству Cq(D); 3) если существует решение u(x,t), 
v(x,i) задачи (1)-(4) при t G [0,То], то оно удовлетворяет соотношениям (7)-(9). 

Тогда существует единственное решение u(x,t), v(x,t) задачи (1)-(4) при t G [0,Т] и 
оно удовлетворяет неравенствам (10), (11). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть существует решение u(x,t), v(x,t) задачи (1)-(4) при t £ [0,Т]. 
Тогда в силу требования 3) данной теоремы выполнены соотношения (7)-(9), и поэтому в си­
лу леммы 1 справедливы неравенства (10), (11), а значит, v(x,t) С i v , u(x,t) С Iu, ОМ) G 
£ D х [0,Г]. Отсюда, учитывая ограниченность интервалов Iv, Iu и требование 2) данной 
теоремы, можно заключить (см., например, [7]), что существует единственное решение и(х, t) , 
v(x,t) задачи (1)-(4) при t G [0, Т] . В силу сказанного выше оно удовлетворяет неравен­
ствам (10), (11). Теорема 1 доказана. 

З а м е ч а н и е . Если То = 0, то требование 3) теоремы 1 переходит в следующие условия на 
начальные функции: v(x,0) < VQ(X) < £(ж,0), а(г; 0(ж),ж,0) < UQ(X) < P(vo(x),x,0), х G D. 

В дальнейшем при проверке условия В будет полезен следующий результат. 
Л е м м а 2. Пусть Т' > 0 и d> 0 - некоторые числа, а функция w(x,t) G Cl>°(Dx [0,Т'])П 

C\C2'l(D х (0, Т']) является решением задачи 

d(wxx - wt) = q(x, t ) , (ж, t) £ D x (0, T'] , u; x (a, t) = wx{b, t) = 0, < G (0, T'] , 

ги(ж,0) = wo{x), x £ D, 

где w0{x) £ C2

B(D), q(x,t) £ C(E) , S = D x [ 0 , T ; ] . Тогда справедливо неравенство Ц^Цс^Е) ^ 
< M£)(||wo|lc2(z)) + ^ - 1 l k l l c ( E ) + 1М1с(Е))> где постоянная MD > 0 зависит только от D. 

Утверждение леммы 2 следует из известных оценок (см., например, [4-6]) норм решений 
параболических уравнений. 

§ 3. ПОВЕДЕНИЕ Р Е Ш Е Н И Я В О К Р Е С Т Н О С Т И НАЧАЛЬНОГО МОМЕНТА ВРЕМЕНИ 

Здесь доказывается существование и рассматривается поведение решения задачи (1)-(4) 
при t £ [0 ,е 4 ] . 

Л е м м а 3. Пусть выполнены условия AI, А2, А5, А6. Тогда при достаточно малых е 
существует единственное решение u(x,t, е), v(x, t, е) задачи (1)-(4) при t£ [0, е 4 ] , причем 

ф(х)-Ме2 < u(x,t,e) < ф{х) + Ме2, (гг,*) £ D х [0,е 4 ] , (17) 

\v(x,t,e) -v0{x)\ < Me2, (ж,*) £ D х [0,е 4 ] , (18) 

где М > 0 - некоторая постоянная, фиксированная при е —> 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем постоянные MQ > 0 и к > 0 так, что \фх{а)\ + \фх(Ь) \+ 

+ \фх(а)\ + \фх{Ь)\_< к и при достаточно малых е \д(и, г>, ж, е)\ < Mo/2, (u, г>,ж) £ Iux Iv х D. 
Введем при х £ D, t £ [0,£ 4] функции 

г) (ж, t, е) = VQ(X) + Мое2 ехр(г/б 4 ) , г;(ж, £, г) = г>о(ж) — Мое2 ехр(£/е 4 ) , 

/3(ж, е) = ф(х) + е2Р(х, е), а(ж, г) = -0(ж) — е2Р(х, е), 

где Р(х:е) — ехр(к(а — х)/е2) + ехр(&(ж — Ь)/е2). При достаточно малых е в области своего 
определения данные функции удовлетворяют соотношениям v(x,t,e) < г)(ж,£,г), а(ж,£) < 
< /3(ж, г), [г>(ж, £, г), г)(ж, £, е)] С J v , [а(ж, е), /3(ж, е)] С / и и, кроме того, £ x ( a , £, е) = г)ж(а, £, е) = 
= ^ ( а ) = 0 , б я ( М , г ) = г)*(М,г) = М Ь ) = 0 , t£[0,e4]. 

Покажем, что при достаточно малых е функции v(x,t,г), а(х,е) и г?(ж,£, г), fi{x,e) 
являются нижним и верхним решениями задачи (1)-(3) при t £ [0,£ 4 ]. 

Заметим, что в данном случае функции а и /3 удалось выбрать не зависящими от г>, и 
это позволяет проверить выполнение требования 1) условия В по упрощенной схеме. 

Пусть Т ' G (0 ,£ 4 ] , v(x,t) £ C(D х [0,Т']) и v(x,t,e) < v{x,t) < v(x,t,e), (ж,*) £ 
£ D x [0,T']. Заметим, что следствием последних неравенств и вида функций г?, г), а, /3 
является соотношение 

| / ( /3(ж,£),^(ж,^),ж,£) - /{ф(х),у0{х),х,0)\ = О(е), (ж,*) £ D х [0,Т'], 
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а в силу условия А6 существует постоянная Mi > О такая, что /(ф(х),vo(x),x,0) > Mi , 
х G D. Поэтому при достаточно малых е 

еЧРхх - А ) - / № , e),v(x, *)> е) = 

= 0(еА) - /(ф(х),у0(х),х,0) - [f(fi(x,e),v(x,t),x,e) - f(ip(x),vQ(x),x,0)} < 

< - M i / 2 < 0 , (x,t)eDx[0,T'}-

Аналогично 
в 6 ( а х ж - a t ) - f(a(x, e),v(x,*), ж, г) > 0, (ж, t) е D х [О, Г ' ] . 

Вместе с тем в силу выбора к при достаточно малых £ имеем /З х(а,£) = фх(а) — к + 0(e) < 
< 0 < (3x(b, е) = V>x(b) + к + 0(e) и аналогично a x ( a , е) > 0 > а ж ( 6 , е). 

Проверим теперь выполнение требования 2) условия В. Введем функции = —MQ/2, 
G?(+) = Мо/2. Заметим, что в силу выбора постоянной Мо при достаточно малых е G^ ^ < 
< g(u,v,x,e) < G^\ (u,v,x) G Iu x Iv x D, и, кроме того, 

e2(vxx - vt) - = - M 0 e x p ( * / e 4 ) + M 0 / 2 + 0(e2) < 0, (ж, t) eDx [0,£ 4]. 

Аналогично устанавливается, что при достаточно малых е справедливо неравенство 

e2(vxx - щ) - > 0, (ж, t)eDx [0, £ 4 ] . 

Итак, функции г;, а и г), /3 удовлетворяют при достаточно малых £ требованиям 1) и 
2) условия В для То = 0 и Т = £ 4 и, следовательно, являются нижним и верхним решениями 
задачи (1)-(3) при t G [0,£ 4 ] . 

Нетрудно проверить, что v(x,0,e) < vo(x) < v(x,0,e), а(х,е) < щ(х) < /3(х,£), х G D. 
Таким образом, на основании теоремы 1 (с учетом замечания к этой теореме) можно заклю­
чить, что при достаточно малых е существует единственное решение u(x,t, £), v(x,t, е) за­
дачи ( l ) j (4) при t G [0,£ 4] и v(x,t,e) < v(x,t,e) < v(x,t,e), а(х,е) < u(x,t,e) < /3(ж,£), 
(ж, t) G D x [0,£ 4 ]. Из последних соотношений и вида функций г>, а, г), /3 следуют оценки 
(17), (18). Лемма 3 доказана. 

В следующей лемме уточняется поведение и -компоненты решения. 
Л е м м а 4. Пусть выполнены условия А1, А2, А5, А6. Тогда при достаточно малых е 

и-компонента решения u(x,t,e), v(x,t,e) задачи (1)-(4) удовлетворяет соотношению 

\u(x,t,e) - ф(ьо(х),х)\ < Z/£, t = £4, xeD, (19) 

где L > 0 - некоторая постоянная, фиксированная при е —> 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я удобства введем следующие обозначения: 

F(u,x,e) = f(u,v0(x),x,e), ф(х) = ф(у0(х),х). 

Заметим, что и -компонента решения и(ж,£,£), v(x,t,e) задачи (1)-(4) при t G [0, £ 4] является 
решением следующей задачи: 

£6(ихх - щ) = f(u, v(x, t, £), х, £), (х, t) e D x (0, £ 4 ] , (20) 

u x ( a , t, e) = ux(b, t ,£) = 0, t G (0, £ 4 ] , (21) 

гх(ж, 0, £) = u0(x), x e D, (22) 

причем в силу леммы 3 

\v(x,«, £) - «о (яг) I - 0 ( £ 2 ) , (ж, t)eDx [0, £ 4 ] . (23) 
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Введем функции u(x,t,e) = /ip(x) + Q{x,t,e) + e2P(x,e), u(x,t,e) = il)(x) + Q(x,t,e)-e2P(x,e), 
(x,t) G D x [0,e% где Q{x,t,e) = Cie + ({t - е4)/е4){ф{х) + Cxe - ф\х)), Q(x,t,e) = -Сге + 
+ ((* - £А)/£4)(Ф(Х) ~ c i £ - Ф(х)), р(х,е) = exp(fc(a - x)/e2) + exp(A;(z - b)/e2). Видно, что 
при любых С\ > О, к > 0 и достаточно малых е выполнены соотношения 

й ( ж , t, е) < й ( ж , £, е), [u(s, *, е), й(ж, е)] С J w , (ж, t) е D х [О, е 4 ] , (24) 

й(ж, 0,е) < од (я) < й(х, О,г), х е D. (25) 

Выберем постоянные Ci > 0 и fc > 0 так, чтобы при достаточно малых е выполнялись 
неравенства 

е6(йхх - щ) - f(u(x, i, e),v(x, t, e), ж, e) < 0, 

ев(йхх-щ) - f{u(x,t,e),v(x,t,e),x,e) > 0, (x,t) eDx [0,e 4 ] , (26) 

й ж ( а , t ,e) < 0 < ux(b, t,e), й ж (а , e) > 0 > u x (6 , t, e), £ G [0,e 4 ] . (27) 

Обоснуем возможность такого выбора постоянных С\ и к. Проведем рассуждения для 
u(x,t,e) (для u(x,t, е) обоснование аналогично). 

Для этого нам понадобится следующее свойство функции F(u,x,0), вытекающее из усло­
вий А1 и А6: 

F(il>(x)+bx,0)=m(bx)b (28) 

где т(£,х) = JQ Fu(ip(x) + s£, ж, 0)ds, причем существует mo > 0 такое, что 

m(£, х) > т 0 , (£ , х) G [0, ^ ( ж ) - ф(х)] х D. (29) 

Рассмотрим теперь функцию f(u(x,t,e),v(x, t , е ) , £ , е ) . 
В силу (23) 

/ (й (ж ,£ , е )Хж , г , е ) ,ж ,е ) = 

= F{u{x,t,e),x,e) + [ /(u(x,*,e) ,v(a: , t ,e) ,x,e) - f(u(x,t,e),v0(x),x,e)] = 

= F ( u ( : r , t , e ) , x , e ) + 0 ( e 2 ) , (x, t) eDx [0 ,e 4 ] . 

С другой стороны (см. (28), (29)), 

F(u(x, t, e), ж, г) = Р(ф(х) + Q(x, t, е), ж, 0) + [ F ( u ( E , t, е), ж, е) - F(u(x, t, е), ж, 0)] + 

+ [F(u(rc,t,e),a;,0) - Р(^(ж) + Q(x , t , e ) ,x ,0 ) ] -

= m(Q(z , t, г), x)Q{x, t, е) + О(е) + 0 ( е 2 ) > m 0 C i e - С 2 е , (ж, t) е D х [0, е 4 ] , 

где С 2 - некоторая фиксированная при е —> 0 постоянная. 
Из двух последних соотношений можно заключить, что С\ > 0 можно выбрать так, что 

при достаточно малых е / ( u ( x , t , e ) , v ( x , t , e ) , x , e ) > moCie /2 , eDx [0,e 4 ] . Отсюда 
следует неравенство 

£ 6 ( й ж х - fit) - / ( u ( x , £ , e ) , u ( : r , t , e ) , x , e ) < - m 0 C i e / 2 + 0 ( e 2 ) < 0, (x , t ) E f l x [0,e 4 ] , 

т.е. первое неравенство в (26) выполнено. 
Для выбора постоянной к рассмотрим при t G [0, е 4] следующие соотношения: 

й ж (а , *, е) = <Ыа) + ((* - е 4 ) / е 4 )(</>* (а) - фх(а)) - к + О(е) < С 3 - к + О(е), 

й я (6 , i, е) = фх(Ъ) + {(t - е4)/е4)(фх(Ь) - фх{Ь)) + к + О(е) > fc — Сз + О(е). 

Ясно, что при достаточно большом к из этих соотношений последует первое неравенство (27), 
Итак, при достаточно малых е выполнены соотношения (24)-(27). 
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Из (20)-(22) и (24)-(27) очевидным образом следует, что u(x,t,е) < u(x,t,e) < u(x,t,e), 
(x,t) G D x [0,£ 4 ]. В частности, при t = e 4 имеем ф(х) — C\e — e 2 P ( x , £ ) < < 
< ф(х) + C\E + e2P(x,e), x G D, откуда при достаточно малых е вытекает неравенство (19) 
с L = 2С\. Лемма 4 доказана. 

Из лемм 3, 4 вытекает следующий основной результат о существовании и поведении реше­
ния задачи (1)-(4) при t G [0, £ 4 ] . 

Теорема 2. Пусть выполнены условия AI, А2, А5, А6. Тогда при достаточно малых е 
существует единственное решение u(x,t,e), v(x,t,e) задачи (1)-(4) при t G [0,£ 4], причем 

v(x,t,e) С Iv, u(x,t,e) С J u , (ж,*) eDx [0,е 4 ] , 
(30) 

|v(x , t ,e) - г? 0(^)| < # £ 2 , |гл(ж,<,е) - ^(и(ж,*,е),ж)| < Ке, t = £ 4 , х е D, 

где К > 0 - некоторая постоянная, фиксированная при е —У 0. 

§ 4. ПОВЕДЕНИЕ Р Е Ш Е Н И Я НА ПОЛНОМ П Р О М Е Ж У Т К Е ВРЕМЕНИ 

4 . 1 . Теорема о существовании решения . Докажем следующий результат о существо­
вании решения задачи (1)-(4) на полном промежутке времени. 

Теорема 3. Пусть выполнены условия А1-А6. Тогда при достаточно малых е существу­
ет единственное регулярное решение задачи (1)-(4), причем 

ф(х) - Ne < v(x, t, е) < ф(х) + Ne, 

\ф(у(х,г,е),х) -u(x,t,e)\ < Ne, (x,t) eDx [e4,+oo), (31) 

где N > 0 - некоторая постоянная, фиксированная при е —> 0. 
Доказательство . Определим функции у(х,е) — ф(х) + eR(x,e), v(x,e) = ф(х) — eR(x,e), 

х G D, где R(x, e) — exp(k(a — x)/e) + exp(k(x — b)/e), и функции 

(3(v, x, e) = ф(у, x) + Ce + e2P(x, e), a(v, x, e) — ф(у, x) - Се — e2P(x, e), (У, x) G Iv x D, 

где P(x,e) = exp(k(a — x)/e2) +exp(k(x — b)/e2). 
Видно, что при любых С > 0, к > 0 и при достаточно малых е данные функции в своих 

областях определения удовлетворяют соотношениям 

v < v, [у, у] С Iv, а< (3, [а, /3] С 1и, (32) 

и, кроме того, при достаточно большом к 

vx(a, е) = фх(а) - к + 0(e) < 0, ух(а, е) = фх(а) + к + 0(e) > 0, 

vx(b,е) = фх(Ь) + к,+ О(е) > 0, vx(b,е) = фх(Ь)-к + О(е) < 0. 

Выберем постоянные С > 0 и к > 0 таким образом, чтобы при достаточно малых е 
функции у, а и у, (3 были нижним и верхним решениями задачи (1)-(3) при t G [е 4 ,+оо] . 

Возможность такого выбора С и к обоснуем на примере функций г),/3. 
Пусть Т' G ( е 4 ,+оо ) и функции y(x,t) и u(x,t) из пространства C1,0(D х [0,Т']) П 

nC2'l(D х (0,Т']) удовлетворяют условиям 

у(х, t) С /„ , и(х, t) С Iu, (х, t)eDx [0, е% (33) 

v(x,e) < v(x,t) < v(x,e), a(v(x,t),x,e) < u(x,t) < (3(v(x,t),x,e), (x,t) eDx [e4,Tf], (34) 

e2(yxx-vt) = g(u(x,t),v(x,t),x,e), (x,t) eDx (0 ,T ' ] , (35) 

vx(a,t) = vx(b,t) = 0 , te (0,T'] , v(x,0) = yQ(x), x G D. (36) 
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Рассмотрим выражение 

e6(d2p(v{x,t),x,e)/dx2 - dp(v(x,t),x,e)/dt) - f(p(v(x,t) ,x,e),v(x,i),x,e) = 

= ^Pxx(v{x,t),x,e) - f(P(v(x,t),x,e),v(x,t),x,e) + e6/3v(v(x,t),x,e)(vxx -vt)+ 

+ e6/3vv(v(x, i ) , x, e)vl + 2e6/3vx(v(x, t) ,x,e)vx, (x,t) G D x [e , T'l . 

Оценим при достаточно малых е каждое слагаемое этого выражения, используя (32)-(36): 

e6\pxx(v(x,t),x,e)\ = ее\(фхх(у(х,г),х) + (к2/е2)Р(х,е))\ = 0(е4), (x,t) eDx [е\Т]. 

f(P(y(x,t),x,e),v(x,t),x,e) = f(il>(v(x,t),x)+ Ce,v(x,t),x,0)+ 

+ [f(P(v(x,t),x,e),v(x,t),x,e) - f{P{v(x,t),x,e),v{x,t),x,0)]+ 

+ [f{P(v(x, t),x, e), v{x, t), x, 0) - f(ip(v(x, t), x) + Ce, v(x, t), x, 0)] > 

> en0C - eCi + 0 ( e 2 ) , (x, t) e D x [e 4 , T ' ] , 

где C\ > 0 - некоторая постоянная, а щ > 0 выбрано так, что fu(i()(v,x),v,x,0) > no, 
(v, x) e IvxD (см. условие AI) . Выберем С > 0 столь большим, чтобы при достаточно малых 
£ выполнялось неравенство f(P(v(x,t),x,e),v(x, t),x,e) > ещС/2, (x,t) eDx [е 4 ,Т"]. 

Рассмотрим слагаемое 

e6\pv(v(x,t),x,e)(vxx -vt)\ = 

= e4\i>v(v{x,t),x)\\g(u(x,t),v(x,t),x,e)\ = 0(е4), (x,t) eDx [е\Т'\. 
Чтобы оценить слагаемое e6\pvv(v(x,t),x,e)\v2 = e6\if>vv(v(x,t),x,e)\v2, воспользуемся лем­
мой 2, согласно которой | Ы | С ( П ) < Мв(\Ы\С2ф} + e-2\\g(u(x,t),v(x,t),x,e)\\c{n) + | |и||с(п)), 
а значит, 

КИс(П) <e~2MDC2, (37) 

где П = D х [0,Г'] , а Мо > 0 и Сг > 0 - некоторые постоянные. 
Из (37) следует, что e6\pvv(v(x,t),x,£)\v2, = 0(е2), (x,t) eDx [е4,Т'], и наконец, 

2e&\pvx{v{x,t),x,e)\\vx\ = 2e6\i>vx(v(x,t),x)\\vx\ = 0 ( е 4 ) , (x,t) eDx [е\Г]. 

Таким образом, при достаточно малых е 

e6{d2P(v(x,t),x,e)/dx2 -dp{v(x,t),x,e)/dt) - f(p(v(x,t) ,x,e),v(x,t),x,e) < 

< -enoC/2 + 0(e2) < 0, (x, t) e D x [ e 4 ,T ' ] . (38) 

Рассмотрим теперь равенства 

df3(v(x,t),x,e)/dx\x=a = px(y(a,t),a,e) = ipx(v(a,t),a) - к + O(e), 

dp(v(x,*),x,e)/dx\x=b = фх(у(Ь, t),b)+k + О(е), t G [e 4 ,T ' ] . 

Выберем столь большое к > 0, чтобы при достаточно малых е были выполнены неравенства 

dP{v{x,t),x,e)/dx\x=a < 0 < dP(v(x,t)yx,e)/dx\x=b, * £ [е 4 ,Т ' ] . (39) 

Далее зафиксируем постоянную Оз > 0 так, чтобы при достаточно малых е 

\g{u,v,x,e) - g(tp{v,x),v,x,e)\ = 

i 

= \jди{Ф{у,х) + s{u - %l)(v,x)),v,x,e)ds \и-ф(у,х)\ < C 3 e , (40) 

о 
(u,v,x) G [a(v,x,e),P(v,x,e)} xIvxD, 
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и введем функции G(~\v,x,e) h(v,x,e) — С$£, G^(v,x,e) — h(v,x,e) + C$e. Напомним, 
что h(v,х,е) = g(ip(v,x),v,x,e). 

Из (40) следует, что 

G(~\v,x,e) < g(u,v,x,e) < G^\v,x,e), (u,v,x) G [a(v,х,е),/3(г>,х,£)] x Iv x D. (41) 

Кроме того, в силу условия А2 существует п\ > 0 такое, что при достаточно малых е 
G^~\v(x,e),x,e) = h((p(x)+eR(x,e),x,e)—Cse > n i , х G D. Поэтому при достаточно малых е 

e2{vxx - vt) - 0 ( - ) ( й , х , е) < -щ + 0{е) < 0, (х, t) G D х [е 4 , +оо). (42) 

Соотношения (38), (39) и (42) (совместно с (41)) показывают, что при достаточно малых е 
функции г>, /3 являются верхним решением задачи (1)-(3) при t G [е 4 ,+оо] . 

Аналогичным образом, увеличивая при необходимости С и к, можно показать, что при до­
статочно малых е функции а являются нижним решением задачи (1)-(3) при t G [е 4 , +оо]. 
При этом используется функция G(+\v,x,e), введенная выше. 

В силу теоремы 2 при достаточно малых е любое регулярное решение u(x,t, е), v(x,t, е) 
задачи (1)-(4) удовлетворяет соотношениям (30). 

С другой стороны, в силу требования А5 ф(х) < VQ(X) < ф{х), а значит, можно увеличить, 
если потребуется, С так, что при достаточно малых £, t = е4 и х е D будут выполнены 
неравенства 

v(x,e) <v(x,t,e) < й ( х , е ) , a(v(x, t, £) ,х ,е) < u ( x , £ , е) < /3(v(x,t, е),х,£:). (43) 

Таким образом, выполнены все условия теоремы 1, причем То = е 4 , Т = оо. Поэтому мож­
но заключить, что при достаточно малых е существует единственное регулярное решение 
п(х,£,£), г?(х,£,е) задачи (1)-(4) и имеют место неравенства (43) для (х,£) eDx [£ 4 ,+оо) . 
Отсюда непосредственно следует (31). Теорема 3 доказана. 

4.2. В с п о м о г а т е л ь н а я з а д а ч а . Рассмотрим задачу 

e2{vxx - vt) = H(v, х, е), (х, t) G D x ( e 4 , + 0 0 ) , (44) 

vx(a,t,e) = vx(b,t,e) = 0, t G (e 4 , - foo) , v(x,t,e) = Vb(x,£:), t = e4, x G D, (45) 

H(v,x,e) — h(v,x,e) + Ce, Vb(x,e) = vo{x) + Се2, где С - некоторая постоянная, которая 
может быть любого знака. 

Решение задачи (44), (45) из пространства C1,0(D х [е4,+оо)) П C2>l(D х ( е 4 ,+оо) ) будем 
называть регулярным решением этой задачи. 

Л е м м а 5. Пусть выполнены условия А1-А7. Тогда при достаточно малых е существует 
единственное регулярное решение v£(x,t) задачи (44)> (45)> причем v€(x,t) С Iv, (x,t) G 
eDx [e 4 , -foo), и для любого г\ > 0 и любого А > 0, такого, что [х* — Д,х* + А] С (а, 6), 
существует Ts > 0 такое, что при достаточно малых е справедливы неравенства 

<Р2(х) +г)> v€(x,t) > <fii{x) - 7 7 , (x,t) eDx [гТ 5 ,+оо) , v£(x,t) < (p\{x) + 77, 
(46) 

(x, t) e [a, x* - A] x [eTs, -foo), ve(x, t) > (p2{x) - 77, (x, t) G [x* + A, b] x [eTs, + 0 0 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Перейдем с помощью замены переменной г = (t — e4)/e2 от задачи (44), 
(45) для функции v(x,t,e) к задаче 

e2wxx -wr = H(w,х,в), (х, т) е D х (0, -foo), (47) 

wx(a, т,е) = wx(b,г,е) = 0, т G (0, -foo), w(x,0,е) — Vb(x,е), х е D, (48) 

для функции ги(х,т, е) = v(x,e2r + е4, е). Задача такого типа рассмотрена в [3]. 
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В силу леммы 1 из [3] при достаточно малых е задача (47), (48) имеет единственное регу­
лярное решение w£(x,r) и 

w£(x, т) С Iv, (х, т) eDx [О, +оо) . (49) 

Из доказательства теоремы 6 в [3] следует, что для любого 77 > 0 и любого Д > 0, такого, что 
[х* — А,х* + Д] С {а,Ь), при достаточно малых е существует Т£ > 0 такое, что имеют место 
неравенства 

(pi{x) - т / < w£(x,r) < (р2{х) + г), (ж,г) eDx [ Т е , + 0 0 ) , 

w£(x,r) < (pi(x) + 7 7 , (ж,г) е [а,х* — Д] х [Т е ,+оо) , (50) 

гие(ж, г) > <р2(я) - т?, {х, г) Е [ж* + Д, 6] х [Т£, +оо) , 
причем Т е можно взять в виде Т£ = Т /е , где Т > 0 - некоторая постоянная. 

Таким образом, можно заключить, что при достаточно малых е существует единственное 
регулярное решение v£(x,t) = w£(x,(t — е4)/е2) задачи (44), (45), причем выполнено соотно­
шение (49) для w£(x,r) = v£(x,e2r + е4), и для любого 77 > 0 и любого Д > 0, такого, что 
[х* — А,х* + Д] С (а,Ь), при достаточно малых е выполнены соотношения (50), в которых 
w£(x,r) = v£(x,e2r + е4), а Т£ — Т/е. Отсюда следует утверждение данной леммы с Ts = 2Т. 
Лемма 5 доказана. 

4 . 3 . У т о ч н е н и е п о в е д е н и я v - к о м п о н е н т ы р е ш е н и я . 
Т е о р е м а 4. Пусть выполнены условия А1-А7. Тогда для любого 77 > 0 и любого Д > 0, 

такого, что [х* — А,х* + Д] С (а,Ь), существует Ts > 0 такое, что при достаточно малых 
е для v-компоненты регулярного решения u(x,t,e), v(x,t,e) задачи (1)-(4) справедливы 
неравенства (46) с заменой v£(x,t) на v(x,t,e). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем постоянную С > 0 таким образом, чтобы при достаточно 
малых е были выполнены соотношения: 

h(v(x, t, е), х, е) - Се < g(u(x, t, е), v(x, t, е), х, е) < h(v(x, t, е), х, е) + Се, (х, t) е D х [е4, +оо), 

VQ(X) - Се2 < v(x, t, е) < VQ(X) + Се2, t = e4, х е D, 

где u(x,t,e), v(x,t,e) - регулярное решение задачи (1)-(4). Такой выбор С возможен в силу 
теорем 2, 3. 

Рассмотрим следующие задачи: 

*2(4? -**(±)) = H^(v^,x,e), \x,t) е D х ( е 4 , + о о ) , 

v^\a,t,e) = 4 ± } ( М , е ) =0, te {е4,+оо), v{±){x,t,e) = vi±]{x,e), t — e4, х е D, 

где H^{v,x,e) = h{v,x,e)TCe, V0

{±)(x, e) = v0(x) ± Ce2. 
В силу леммы 5 при достаточно малых е существуют единственные регулярные решения 

v(+\x,t,e), v^~\x,t,e) этих задач, причем v^(x,t,e) С Iv, (x,t) eDx [е4,+оо), и для 
любого 77 > 0 и любого Д > 0, такого, что [х* — Д,х* + Д] С (а,Ь), существуют Т^ > 0 и 
Ts~^ > 0 такие, что при достаточно малых е выполнены неравенства (46) с заменой v£(x,t) 
на v^\x,t,e) и Ts = т а х ( ^ ( _ ) , Т 5

( + ) ) . 
Нетрудно показать, что при достаточно малых е 

v^\x,t,e) > v{x,t,e) > v^\x,t,e), (x,t) eDx [ e 4 ,+oo) . (51) 

Докажем, например, левое неравенство (51). Действительно, так как при достаточно малых е 

e2{vxx - vt) = g{u{x,t,e),v(x,t,e),x,e) > H^\v(x,t,e),x,e), (x,t) eDx ( e 4 , +oo ) , 

vx(a,t, e) = vx(b,t,e) = 0, £ e ( £ 4 , + o o ) , v(x, t, e) < V^+\x, e), t — e4, x e D, 
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то функция v(x,t,e) является нижним решением задачи для v^(x,t,e) по терминологии, 
принятой в [4]. Отсюда, согласно результатам работы [4], следует, что выполнено левое нера­
венство (51). Аналогично доказывается правое неравенство в (51). 

Теперь из доказанных выше неравенств следуют требуемые в теореме 4 неравенства. Тео­
рема 4 доказана. 

§ 5. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ 

Сформулируем основной результат данной работы, вытекающий из теорем 3, 4. 
Т е о р е м а 5. Пусть выполнены условия А1-А1. Тогда справедливы следующие утверж­

дения: 
1) при достаточно малых е существует единственное регулярное решение u(x,t,e), 

v(x,t,e) задачи (1)-(4) и \и(х,t,е) — ip(v(x,t,е),х)\ = 0(e), (x,t) EDx [s 4 , +оо); 
2) для любых р Е [0,1) (фиксированного при е -» 0) и t Е [0, +оо) справедливо предельное 

соотношение 

limti(*f* + ^ e ) = ( V 1 ^ Х е [ ^ (52) 
*->о \<Р2(х), хе(х*,Ь], 

причем для любого Д > 0, такого, что [х* — Д , я * + Д] С (а, Ь), предельный переход в (52) 
равномерен по х и t в области (x,t) £ [а,х* — А] х [0, -foo) U [х* + Д,Ь] х [0,-foo). 

В заключение заметим, что вопрос о предельном переходе нестационарной КСТС и, v к 
соответствующей стационарной КСТС us,vs (см. § 1) при t -> оо остается открытым. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований (проект 02-01-00487). 
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