
Е.Я.Данцин 

ИЗМЕНЕНИЕ СЛОЖНОСТИ ФУНКЦИЙ ПРИ ПРИМЕНЕНИИ КРАТНОЙ РЕКУРСИИ 

(Результат доложен I I ноября 1971 г ; ) 

В работах [ i ] , [2] Лёб и Вайнер расширили классификацию 
йсегорчика, построив иерархию классов С ̂  ( d — ординал) такую/ 
что 

I ) при d <&з эта система связана с иерархией Вкегорчшеа 
соотношением С ^ = £ * 

2 ) А ^ а к С А совпадает с классом М^ всех к-рекурсивных 
функций (кИ,£, . . . ) (см. [2] ) ; 

3 ) J J £ O 4 A . совпадает с множеством всех С̂ -рекурсивных 
функций с ординалами <L < £0 (см. [з] ) . 

Сложность и скорость роста функции из С ^ характеризуются 
ординалом <L * В настоящей заметке показывается, что сложность 
и скорость роста функции, получаемой одним применением оператора 

К-рекурсии к функциям класса С ^ , характеризуются ордина­
лом ot +cok-"1 . Отсюда следует, что Мк расслаивается по чис­
лу применений к-рекурсий следующим образом: если обозначить 
через М k класс функций, при построении которых число итера­
ций оператора k-рекурсии не превосходит а , то 

(л) 
M k - U *-. CdL 

* A.<tn-H)00 «*• ( a ) 

В частности, для примитивной рекурсии ( \ -рекурсии) М 4 = С ^ 
(это было доказано в [4] ). 

I. Напомним некоторые сведения о классах С, (см, [i] , 
[2] ). Иерархия строится на основе следующим образом определен­

ных функций F^ : 
рДх^о+ОСх + О, 

F 1 (.х) = F *i QI QX) С х ) , б" ~ предельный ординал, 

F, CX) = F ; ( F 3 V ) ) , *>Д. 
Здесь используются обозначения из [2 J * относящиеся к конструктив­
ным ординалам, в частности, {б](х) обозначает х-ый член 
конструктивно заданной строго возрастающей последовательности ор­
диналов, сходящейся к <э . 

Класс Cj^ определяется так: С ^ есть наименьший класс, со­
держащий вфункции Л х О t ^зс,... эс^Сх*,), Л х ^ (х + ̂  , 

{jlx- F^cx) } ^ Л и замкнутый относительно операций подста­
новки и ограниченной примитивной рекурсии. 
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При <L >Z это определение эквивалентно такому (см. [3]): 
| е С тогда и только тогда, когда существуют машина Тьюрин­

га Т и число о такие, что число ячеек, используемых при вы­
числении |c*i, •••,хл) на машине Т не превос­
ходит F ^ (таоьСх.с.^Хп,)) . В дальнейшем это определе­
ние в терминах машин Тьюринга не используется. 

Из свойств функций Р ^ и классов С А нам понадобят­
ся следующие (см. [I]): 

1) функции F ̂ W строго монотонны по х и по я ; 
2) F ̂  сэо) > na<x,x.(rv, х)-, 

a+i 3) F^ ex)^ F ^ U + n,); 
4) если | £ С , , то найдется р такое, что для всякого X 

выполняется неравенство ](Х)< F^CIXI) (здесь и далее 
X = =61,---;xic'» 1Х\ = гтш-х(Х)). 

2. ЛЕММА. Пусть функции а и In принадлежат 
классу С ^ , а f. получается из Q и (ъ по схе­
ме примитивной рекурсии. Тогда I t С, 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть выполнены условия леммы. Тогда 

a , k e C ^ . Следовательно найдутся р, и р а такие, что 
Q W ) < F * U X I ) И KY)<F^4lYl) . положим 

р = rwa»(n„D,. О и докажем индукцией по ц , что р р пмь^Т^ч» 
Пользуясь свойствами функций р , имеем: 

} l U f O ) ^ l U ) < F ^ l U I ) < F^ l e + 0 +°( |V,,0l); 
J(U,^)'-Vv(Uf^}^j))< 
< F ^ * l ^ F ^ ^ 4 l t t , t j | ) ] ) = 

и требуемое неравенство доказано. 
Далее, 

й ^рСч + О + Ч,, 1Ч —PClUr.ijI-*- 4> + *[ # , v . 

. - F ^ , ( p U U , , | 4 . ) + i ) , 
так что I мажорируется функцией из класса С^+< . Таким обра­
зом, | & С , так как I строится из o k и F 
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операцией ограниченной примитивной рекурсии. 
Лемма доказана. 
3 . Будем рассматривать k-рекурсию в нормальной форме 

( к = 2 , 3 , . . . ) . Обозначим через R^ оператор к-рекурсии, 
ставящий в соответствие функциям о , к*, . . . , к "Г", функ-
цию j = кка к,...кКНтакую, что 

| С х 1 , . . . , х к ) = 0 , если х ( . х в - . . . ' х к - 0 
Jf(x, , . . . ,xK) = ^ ( х , , . . . , х к , | ; . . . , | ) в противном случае, 

где J_ =Kx<'7--->x
K-,,*0 f а при U i < k 

Г = }и;,... ,х/1 ,х.,Цсх ) ; . . .7хк , |к) ; . . . ,к1
(С_.Ц,..., ;ск ,^)). 

Под R4 мы понимаем оператор примитивной рекурсии. 
Мы хотим доказать, что если | получается в результате 

одного применения оператора R к функциям класса С , то 
при k.= i имеем |е СА+{ , а при к>\ функция \ при­
митивно рекурсивна над С, , и » Точнее, имеет место 

ТЕОРЕМА. Пусть d,<oow и функции Q , к , 
к, , ... , кК_, цринадлеаат С^ , Тогда 
1) функция I^R^ak может быть построена из на-

чальных функции класса CMi операциями подстановка и 
ограниченной примитивной рекурсии? к-t 

2) при к>\ функция | = R ok,... к к м может 
быть построена из начальных функций класса ^ а + й Э

к " { 

операциями подстановки и примитивной рекурсии. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы проведем индукцией по к . При к= \ 

наше утверждение есть лемма из пункта 2. Пусть к>\ и 
f = RltQk1

4...kK_l . Будем рассматривать "срезки" 
1л = ̂ ха,--- х к К | % хл»--';хк) Функции | . Легко видеть, что 

каждая "срезка" L получается из функций класса С А о помощью 
п-кратного применения оператора RK_, . 
Из этого замечания и индукционного предположения вытекает, 

что для любого а функции | а могут быть построены из началь­
ных функций класса ^А,+ Ла

к~3- операциями подстановки и примитив­
ной рекурсии. По лемме имеем: 

{ £ С ic-2. - С С <-' «, А.+ П-СО + S <*. + « 

а это означает, что для всякого п найдется х такое, что 
u^,...^j=jKxAf...,xj<F2+UJ^(iri;xjr..;ocj). 

Докажем, что | мажорируется функцией класса ^ А + Ы
к-4 • 

Это будет установлено, если мы убедимся, что числа %- растут не 
слишком быстро при увеличении п, , точнее, что х можно задать 
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примитивно рекурсивной функцией м п , 
Рассмотрим геделевскую нумерацию ^ функций из класса 

и построим примитивно рекурсивную функцию х> такую, что если 
гъ= \ta и а еС» , то 

qCX) < Fy*OXI) 
Для определенности в качестве ^ возьмем нумерацию, опре­

деляемую следующим образом: 

„г, ^(х^)=с , 

<s-»*, . . .4 .-u , . s ' , ,- . . . -pt!5, 
vRVi i

lfs=2b-3'"''V ,-7"'y 
где О , х+и , З к • F ^ - начальные функции, S и R 
- операторы подстановки и ограниченной примитивной рекурсии. 

Определим теперь функцию ~ь . а ' 
1) Если а равно одному из чисел V0 , V(x+ij) » V 3 K , то положим х(а) = 1 . Дня любых х , и , 'в и X выполня­

ются неравенства 
а , х ^ , . 3 * < F J C I X I ) ' . 

,г-° »* 
2) Пусть гь = ^'", и <L =а,9+(1{со +„.. + 0̂ 00 . Положим 

т,(.a) - ivto-x (&„,..., а,т) + 3 . 
Используя лемму 5.2 из [2] , легко доказать индукцией по L 

неравенство 

где Q/= пгаоь(аог..;0-^,)+2,. Рассмотрим й вида 6. + b1a)+...+ fcm<am 

такое, что <Ь<& . в этом случае найдется I такое, что 
а^<.6^ и а„ L =ie+l (>п,...,т.-£). Имеем: 

4 F6(,co4...+6m,«-^x^l)4F„Ux,a,|)< 

Значит, можно считать, что г (>) = & + { - wuax(ae,a.lr..,awv.)-*-3. 
3) Если | = S 4 Ч, ..-^к, и rt=V|- , то положим 

15 



"t Ln) = % (И) + «W-X { -С^Ч; ) j + 1 . 
Легко видеть, что 

5СХ)=ПЧ'ЛХ),..ЛК(Х))<Р^"^Х{Р2(%Х1)))=РП^ 
4) Если J'-R^'^j » то можно взять •о(у{)-*0Н3) » так 

как 
|UM3U)<F^B,(lXl). 

5) В остальных случаях положим %(rt) = 0 . 
Из построения ясно, что t — примитивно рекурсивная функ­

ция. 
продолжим доказательство теоремы. Как было замечено, "срез­

ка" | л функции I^R^qh,, ... И, *~* может быть построена из на­
чальных функций класса Cel+rL<ut-«.+s . Зафиксируем способ построе­
ния, тогда v |№ примитивно рекурсивно зависит от а . Поэто­
му ч/(^|и,) - примитивно рекурсивная функция от а (обозначим 
ее через t/ ). 

Теперь докажем, что J. мажорируется функцией из Сх+й)&-1 . 
По определению ъ' и индукционному предположению имеем: 

JU)-Jcxlfx4 *к)-к1С**,..".,*к)<РГ^,«-Ч*^х1>< 

^W^sb'u,)HXI)=F;+XiCd^s+1(x'ul)+iXl)< 
< С - Ь ' С х , ) + 1Х1) . 

Таким образом, J- ограничена функцией из С^+^к-» . 
Как доказала Петер (см. [5] ) , ограниченная к-рекурсия _ 

сводима к примитивной рекурсии. Следовательно, f- может быть 
построена из начальных функций класса С . ы кч операциями под­
становки и примитивной рекурсии. 

Теорема доказана. 
Автор признателен Г.Е.Минцу за внимание к работе. 
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