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À. Â. Óñòèíîâ

1 Ââåäåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà Áåðíóëëè Bn è ïîëèíîìû Áåðíóëëè Bn(x) âîçíèêàþò
â ñàìûõ ðàçíûõ âîïðîñàõ òåîðèè ÷èñåë è ïðèáëèæåííîãî àíàëèçà (ñì. [1]�[5]).
Îäíèì èç âàæíûõ ïðèëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ Ýéëåðà:

b−1∑
ν=a

f(ν) =

b∫
a

f(x)dx+

n∑
ν=1

Bν

ν!
f(ν−1)(x)

∣∣∣∣∣
b

a

− Rn[f], (1)

ãäå

Rn[f] =

b∫
a

Bn(1− {x})

n!
f(n)(x)dx = (−1)n

b∫
a

Bn({x})

n!
f(n)(x)dx.

Çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
”
ãëàä-

êîé“, òî åñòü âñå åå ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â ôîðìóëû, ñóùåñòâóþò è ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè.

Äðóãèì ïðèëîæåíèåì ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà äëÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ôóíêöèè f(x), çàäàííîé íà îòðåçêå [0; 1]:

f(x) =

1∫
0

f(y)dy+

n∑
ν=1

Bν(x)

ν!

(
f(ν−1)(y)

∣∣1
0

)
− Rn[f], (2)

ãäå

Rn[f] =

1∫
0

Bn({x− y})

n!
f(n)(y)dy = (−1)n

1∫
0

Bn(1− {x− y})

n!
f(n)(y)dy

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ôîíäà ÐÔÔÈ, ãðàíò N 01-01-00738
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(ñì., íàïðèìåð, [4], ëåììà 30).
Åñëè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(x) íåèçâåñòíû, òî ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëü-

çîâàíèè ïîäîáíûõ ôîðìóë âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðèáëèæàòü ïðîèçâîäíûå
êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè.

Â ðàáîòå [3] Í. Ì. Êîðîáîâûì áûëè ââåäåíû ñïåöèàëüíûå ÷èñëà Pn è ñïåöè-
àëüíûå ïîëèíîìû Pn(x), êîòîðûå ìîæíî íàçâàòü äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè ÷èñåë
Áåðíóëëè Bn è ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè Bn(x). Àíàëîãèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Bn(x) ïðåâðàùàþòñÿ â ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Pn(x) ïðè çà-
ìåíå íåïðåðûâíûõ îáúåêòîâ íà äèñêðåòíûå: ïðîèçâîäíûõ � íà êîíå÷íûå ðàç-
íîñòè, èíòåãðàëîâ � íà êîíå÷íûå ñóììû, ðÿäîâ Ôóðüå � íà êîíå÷íûå ðÿäû
Ôóðüå.

Â òîé æå ðàáîòå [3] áûëè èçó÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ñïåöèàëüíûõ ïîëè-
íîìîâ è äîêàçàíà ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ èõ ñ ïîëèíîìàìè Áåðíóëëè. Òàì æå
äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïðè ïîìîùè ïîëèíîìîâ Pn(x)
áûëè ïîñòðîåíû èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìóëû, êîòîðûå íå íóæäàþòñÿ â çíàíèè
ïðîèçâîäíûõ äàííîé ôóíêöèè, à èñïîëüçóþò ëèøü åå çíà÷åíèÿ.

Â ñòàòüå [6] áûëè ïîëó÷åíû äèñêðåòíûå àíàëîãè ôîðìóë (1) è (2).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ââîäÿòñÿ ïîëèíîìû Kn(x), êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò ñïå-

öèàëüíûõ ïîëèíîìîâ Pn(x) ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì: Kn(x) = n!Pn(x). Äëÿ
òàêèõ ïîëèíîìîâ ïðîùå ïðîññëåæèâàþòñÿ àíàëîãèè ñ ïîëèíîìàìè Áåðíóëëè. Â
äàëüíåéøåì ïîëèíîìû Kn(x) áóäåì íàçûâàòü ïîëèíîìàìè Êîðîáîâà.

Â ðàçäåëå 3 äàííîé ðàáîòû â òåðìèíàõ Kn(x) ïåðåôîðìóëèðóþòñÿ ñâîéñòâà
ñïåöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ Pn(x), äîêàçàííûå â ðàáîòå [3]. Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ ðÿä
íîâûõ ñâîéñòâ, àíàëîãè÷íûõ èçâåñòíûì ñâîéñòâàì ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè.

Â ðàçäåëå 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû Qn(x) = Kn(x+n/2−1), êîòîðûå
îêàçûâàþòñÿ áîëåå óäîáíûìè ïðè èçó÷åíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ
Kn(x).

Â ðàçäåëå 5 ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ è èíòåðïîëÿöèè
ñ ó÷àñòèåì ïîëèíîìîâ Kn(x) è Qn(x).

Â ðàçäåëå 6 äîêàçàííûå ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Kn(x) èQn(x) ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ
îöåíêè îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ â ôîðìóëàõ ñóììèðîâàíèÿ.

2 Îáîçíà÷åíèÿ

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ea îïåðàòîð ñäâèãà Eaf(x) = f(x+ a) è ÷åðåç
∆a = Ea − 1 � îïåðàòîð êîíå÷íîé ðàçíîñòè ∆af(x) = f(x + a) − f(x). Åñëè
a = 1, òî èíäåêñ 1 áóäåì îïóñêàòü (E1 = E, ∆1 = ∆). Ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ∆
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì àíàëîãîì ïðîèçâîäíîé. Êðîìå íåãî â èñ÷èñëåíèè êîíå÷íûõ
ðàçíîñòåé òàêæå èñïîëüçóþòñÿ îïåðàòîð ðàçíîñòè

”
íàçàä“ ∇ = 1−E−1: ∇f(x) =

f(x) − f(x− 1) è îïåðàòîð öåíòðàëüíîé êîíå÷íîé ðàçíîñòè δ = E
1
2 − E−

1
2 :

δf(x) = f

(
x+

1

2

)
− f

(
x−

1

2

)
.
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Â äàëüíåéøåì ÷åðåç xn, xn è x[n] áóäåì îáîçíà÷àòü óáûâàþùèå, âîçðàñòàþ-
ùèå è öåíòðàëüíûå ôàêòîðèàëüíûå ñòåïåíè:

xn = x(x− 1) . . . (x− n+ 1) =
Γ(x+ 1)

Γ(x− n+ 1)
;

xn = x(x+ 1) . . . (x+ n− 1) =
Γ(x+ n)

Γ(x)
;

x[n] = x ·
(
x+

n

2
− 1
)(
x+

n

2
− 2
)
. . .
(
x−

n

2
+ 1
)
= x

Γ
(
x+

n

2

)
Γ
(
x−

n

2
+ 1
) .

Ïîä x[n]−1 áóäåì ïîíèìàòü x[n] · x−1. Ôàêòîðèàëüíûå ñòåïåíè ïî îòíîøåíèþ ê
îïåðàòîðàì ∆, ∇ è δ èãðàþò òó æå ðîëü, ÷òî è ôóíêöèÿ xn ïî îòíîøåíèþ ê
îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ôàêòîðèàëüíûõ ñòåïåíåé
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àíàëîãè ðàâåíñòâà (xn) ′ = nxn−1:

∆xn = nxn−1, ∇xn = nxn−1, δx[n] = nx[n−1], δx[n+1]−1 = nx[n]−1.

3 ×èñëà è ïîëèíîìû Êîðîáîâà

Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëà è ïîëèíîìû Áåðíóëëè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

B0 = 1,

n∑
ν=0

CνnBν = Bn (n > 2); (3)

Bn(x) =

n∑
ν=0

CνnBνx
n−ν (n > 0), (4)

êîòîðûå óäîáíî çàïèñûâàòü â ñèìâîëè÷åñêîì âèäå:

B0 = 1, (B+ 1)n = Bn (n > 2); Bn(x) = (B+ x)n (n > 0).

Â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ, ïîñëå ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå áèíîìà, ñëåäóåò Bν çàìå-
íÿòü íà Bν, ïîñëå ÷åãî îíè ñîâïàäóò ñ ðàâåíñòâàìè (3) è (4).

Ââåäåì ÷èñëà Kn è ïîëèíîìû Kn(x) ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâ, àíàëîãè÷íûõ (3)
è (4), çàìåíÿÿ ïðè ýòîì îáû÷íûå ñòåïåíè íà óáûâàþùèå ôàêòîðèàëüíûå.

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî äåéñòâèòåëüíîãî p, îòëè÷íîãî îò
0, çàäàäèì ÷èñëà Kn è ïîëèíîìû Kn(x) ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâ

K0 = 1,

n∑
ν=0

CνnKνp
n−ν = Kn (n > 2); (5)

Kn(x) =

n∑
ν=0

CνnKνx
n−ν (n > 0). (6)
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Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà áèíîìà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è â òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà îáû÷íûå ñòåïåíè çàìåíÿþòñÿ íà óáûâàþùèå, âîçðàñòàþùèå èëè öåíòðàëü-
íûå ôàêòîðèàëüíûå. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ óáûâàþùèõ ôàêòîðèàëüíûõ ñòåïåíåé
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(a+ b)n =

n∑
ν=0

Cνna
νbn−ν (n > 0). (7)

Ïîýòîìó îïðåäåëåíèÿ (5) è (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèìâîëè÷åñêèõ ðàâåíñòâ

K0 = 1, (K+ p)n = Kn (n > 2); Kn(x) = (K+ x)n (n > 0),

â êîòîðûõ ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïî ôîðìóëå (7) ñëåäóåò çàìåíÿòü Kν íà Kν.
Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòå [3] ðàññìàòðèâàëèñü ÷èñëà Pn è ïîëèíîìû Pn(x),

îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

P0 = 1, C1pPn + . . .+ C
n+1
p P0 = 0 (n > 1);

P0(x) = 1, Pn(x) = P0C
n
x + . . .+ Pn−1C

1
x + Pn (n > 1).

Èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëà Kn è ïîëèíîìû Kn(x) ñâÿçàíû ñ Pn è Pn(x)
ðàâåíñòâàìè

Kn = n!Pn, Kn(x) = n!Pn(x).

Íîâîå îïðåäåëåíèå äàíî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Kn(x) îêàçûâàþòñÿ áî-
ëåå óäîáíûìè. Ôîðìóëû ñ Kn(x) îáðåòàþò áîëüøåå ñõîäñòâî ñ àíàëîãè÷íûìè
ôîðìóëàìè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè. Êðîìå ýòîãî, íàõîæäåíèå íîâûõ ðà-
âåíñòâ ñ ïîëèíîìàìè Kn(x) óïðîùàåòñÿ èç�çà âîçìîæíîñòè çàïèñûâàòü èõ â
ñèìâîëè÷åñêîì âèäå.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè (5) è (6) íåòðóäíî âû÷èñëèòü ïåðâûå ÷èñëà è ïî-
ëèíîìû Êîðîáîâà:

K1 = −
p− 1

2
, K2 =

p2 − 1

6
, K3 = −

p2 − 1

4
,

K1(x) = x−
p− 1

2
, K2(x) = x

2 − px+
p2 − 1

6
,

K3(x) = x
3 −

3(p+ 1)

2
x2 +

p(p+ 3)

2
x−

p2 − 1

4
.

Â äàëüíåéøåì, åñëè îêàæåòñÿ âàæíà çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà p, äëÿ ïîëèíî-
ìîâ Kn(x) áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Kn(p, x). ×åðåç Kn(x) áóäåì îáîçíà-
÷àòü ïåðèîäèçèðîâàííûé ïîëèíîì Kn(x):

Kn(x) = Kn

(
p

{
x

p

})
.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ÷èñåë Kn è ïîëèíîìîâ Kn(x), ïîëó÷åííûå â
ðàáîòå [3]2.

2Ñâîéñòâà èçìåíåíû ñ ó÷åòîì íîâûõ îïðåäåëåíèé (5) è (6).
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1◦. Kn(0) = Kn (n > 0).

2◦. ∆Kn(x) = nKn−1(x) (n > 1).

3◦. Kn(p) − Kn(0) =

{
0, åñëè n ̸= 1, n > 0;

p, åñëè n = 1.

4◦. Ïðè öåëûõ p > 2, x > 0

x−1∑
z=0

Kn(z) =
Kn+1(x) − Kn+1

n+ 1
(n > 0),

p−1∑
z=0

Kn(z) = 0 (n > 1).

5◦.
n−1∑
ν=0

CνnKν(x)p
n−ν = pnxn−1 (n > 1).

6◦. Ïðè öåëûõ p > 2, x ∈ [0; p+ n− 2]

Kn(x) = −n!

p−1∑
m=1

e2πi
m
p

(e2πi
m
p − 1)n

e2πi
mx
p (n > 0).

Â òîé æå ðàáîòå ñ óêàçàíèåì èäåè äîêàçàòåëüñòâà áûëè ïîìåùåíû ôîðìóëû
äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Kn} è {Kn(x)}:

7◦. Ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ p ̸= 0

∞∑
n=0

Kn

n!
zn =

pz

(z+ 1)p − 1
, (8)

∞∑
n=0

Kn(x)

n!
zn =

pz(z+ 1)x

(z+ 1)p − 1
. (9)

Ïðè÷åì ïðè öåëûõ p, |p| > 2 ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ ðàâåí

R = 2 sin
π

|p|
.

Îïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ïîëèíî-
ìîâ Áåðíóëëè (ñì., íàïðèìåð, [1], [5]):
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Bn(0) = Bn (n > 0); B ′
n(x) = nBn−1(x) (n > 1);

Bn(1) − Bn(0) =

{
0, åñëè n ̸= 1, n > 0;

1, åñëè n = 1;

x∫
0

Bn(z)dz =
Bn+1(z)

n+ 1

∣∣∣∣x
0

(n > 0),

1∫
0

Bn(z)dz = 0 (n > 1);

n∑
ν=0

Cνn+1Bν(x) = (n+ 1)xn (n > 0);

Bn({x}) = −
n!

(2πi)n

∑
|m|>0

e2πimx

mn
(n > 1),

∞∑
n=0

Bnt
n

n!
=

t

et − 1
,

∞∑
n=0

Bn(x)t
n

n!
=

tetx

et − 1
.

×èñëà è ïîëèíîìû Áåðíóëëè îáëàäàþò è ðÿäîì äðóãèõ ñâîéñòâ. Ïåðå÷èñëèì
íåêîòîðûå èç íèõ:

Bn(x+ y) =

n∑
ν=0

Cνnx
νBn−ν(y) (n > 0) (ôîðìóëà ñëîæåíèÿ àðãóìåíòîâ);

Bn(mx) = m
n−1

m−1∑
ν=0

Bn

(
x+

ν

m

)
(n > 0) (ôîðìóëà óìíîæåíèÿ);

Bn(1− x) = (−1)nBn(x) (n > 0) (ôîðìóëà äîïîëíåíèÿ);

∆Bn(x) = nx
n−1 (n > 1); Bn (1/2) = (21−n − 1)Bn (n > 0).

Åñëè g(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, òî óðàâíåíèå â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ
∆f(x) = g ′(x) ñ íåèçâåñòíûì ìíîãî÷ëåíîì f(x) èìååò ðåøåíèåì ôóíêöèþ

f(x) =

n∑
ν=0

Bν

ν!
g(ν)(x).

Ïðè÷åì ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ x è h âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x+ h) =

n∑
ν=0

Bν(h)

ν!
g(ν)(x).

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) ñòåïåíè n ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà

g ′(x+ h) =

n−1∑
ν=0

Bν(h)

ν!
∆g(ν)(x).
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Âñå ýòè ñâîéñòâà èìåþò ñâîè àíàëîãè è äëÿ ïîëèíîìîâ Êîðîáîâà.

8◦. Kn(x+ y) =
n∑
ν=0

Cνnx
νKn−ν(y) (n > 0).

9◦. Ïðè p = p1p2 (p1, p2 > 2)

p1−1∑
ν=0

Kn(p, x+ νp2) = p1Kn(p2, x) (n > 0).

10◦. Kn(p−x) = (−1)nKn(x+n−2), Kn(p−x) = (−1)nKn(x+n−2) (n > 0).

11◦.
∆pKn(x)

p
= nxn−1 (n > 1).

12◦. Kn

(
p,
n

2
− 1
)
+ Kn

(
p,
p

2
+
n

2
− 1
)
= 2Kn

(p
2
,
n

2
− 1
)

(n > 0).

13◦. Ïóñòü g(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Òîãäà óðàâíåíèå â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ

∆pf(x)

p
= ∆g(x) (10)

ñ íåèçâåñòíûì ìíîãî÷ëåíîì f(x) èìååò ðåøåíèåì ôóíêöèþ

f(x) =

n∑
ν=0

Kν

ν!
∆νg(x). (11)

Ïðè÷åì ïðè ëþáûõ x è h âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x+ h) =

n∑
ν=0

Kν(h)

ν!
∆νg(x). (12)

14◦. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) ñòåïåíè n ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∆g(x+ h) =

n−1∑
ν=0

Kν(h)

ν!
· ∆

ν∆pg(x)

p
.

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâ 7◦�14◦.
7◦. Ïóñòü FK(z) � ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {Kn}:

FK(z) =

∞∑
n=0

Kn

n!
zn.
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Îïðåäåëåíèå ÷èñåë Kn (5) â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ïåðåïèñûâàåòñÿ
â âèäå

FK(z) (1+ z)
p = FK(z) + pz.

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (8).
Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç FK(x, z) � ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ïîëèíîìîâ {Kn(x)}

FK(x, z) =

∞∑
n=0

Kn(x)

n!
zn,

òî ðàâåíñòâî (6) â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé îçíà÷àåò, ÷òî

FK(x, z) = FK(z) · (1+ z)x,

ïîýòîìó

FK(x, z) =
pz(z+ 1)x

(z+ 1)p − 1
.

Åñëè p � öåëîå ÷èñëî è |p| > 2, òî îñîáûìè òî÷êàìè ôóíêöèé FK(z) è FK(x, z)
áóäóò íóëè çíàìåíàòåëÿ

zν = e
2πiν

p − 1 (ν = 1, 2, . . . , |p|− 1).

Îòñþäà íàõîäèòñÿ ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (8) è (9):

R = min
16ν<|p|

|zν| = 2 sin
π

|p|
.

Ñâîéñòâî 8◦ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó Íüþòîíà äëÿ
ìíîãî÷ëåíà f(x) ñòåïåíè n

f(x+ y) =

n∑
ν=0

xν

ν!
∆νf(y) (13)

ïîäñòàâèòü f(x) = Kn(x).
9◦. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ñâîéñòâî 9◦ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ öåëûõ x èç

îòðåçêà [0, p2 + n− 2]. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 6◦, ïðè òàêèõ x

p1−1∑
j=0

Kn(p, x+ jp2) = −n!
p−1∑
m=1

e2πi
m
p

(e2πi
m
p − 1)n

p1−1∑
j=0

e
2πi

m(x+jp2)

p1p2 =

= −p1n!
p−1∑
m=1

e2πi
m
p

(e2πi
m
p − 1)n

e
2πi mx

p1p2 δp1(m) = p1Kn(p2, x).

Òàê êàê p2+n− 1 > n+ 1, òî äâà ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n ïðèíèìàþò ðàâíûå
çíà÷åíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå â n+ 1 òî÷êå. Çíà÷èò îíè ðàâíû.
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10◦. Âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ïîëèíîìà Kn(x) â êîíå÷íûé ðÿä Ôó-
ðüå. Äëÿ öåëûõ x èç îòðåçêà [2− n;p]

Kn(p− x) = −n!

p−1∑
m=1

e2πi
m
p

(e2πi
m
p − 1)n

e2πi
m(p−x)

p = −n!

p−1∑
m=1

e2πi
m(1−x)

p

(e2πi
m
p − 1)n

.

Äîìíîæèì â êàæäîì ñëàãàåìîì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà e−2πi
mn
p è çàìåíèì

m íà p−m:

Kn(p− x) = −n!

p−1∑
m=1

e2πi
m(1−n−x)

p

(1− e−2πi
m
p )n

.

Âûíîñÿ èç çíàìåíàòåëÿ ñîìíîæèòåëü (−1)n, ïðèõîäèì ê íóæíîìó ðàâåíñòâó:

Kn(p− x) = −(−1)nn!

p−1∑
m=1

e2πi
m
p

(e2πi
m
p − 1)n

e2πi
m(x+n−2)

p = (−1)nKn(x+ n− 2).

Âíîâü ïîëó÷èëîñü, ÷òî äâà ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n ñîâïàäàþò ïî êðàéíåé ìåðå
â n+ 1 òî÷êå. Ïîýòîìó îíè ðàâíû.

11◦. Èç ñâîéñòâà 6◦ ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí ∆pKn(x) = Kn(p+ x) −Kn(x) ñòå-
ïåíè n− 1 îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êàõ x = 0, 1,. . . , n. Ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ îí äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ìíîãî÷ëåíîì xn−1. Ýòîò ìíî-
æèòåëü íàõîäèòñÿ, åñëè ñðàâíèòü êîýôôèöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ x. Èç
îïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìîâ Kn(x) ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè xn ó íèõ ðàâåí 1.
Ïîýòîìó

Kn(p+ x) − Kn(x) = (x+ p)n − xn + . . . = pnxn−1 + . . .

(çäåñü îïóùåíû ñëàãàåìûå, ñòåïåíü êîòîðûõ ìåíüøå n− 1). Îòñþäà

Kn(p+ x) − Kn(x) = pnx
n−1.

12◦. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè Kn(x) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò p, òî äàííîå ñâîé-
ñòâî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèøü äëÿ ÷åòíûõ çíà÷åíèé p. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòà-

òî÷íî ïðèìåíèòü ñâîéñòâî 9◦ ñ K1 = 2, K2 =
p

2
è x =

n

2
− 1.

13◦. Ïðèìåíèì îïåðàòîð ∆p/p ïî ïåðåìåííîé h ê ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (12)
è âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì 11◦:

n∑
ν=0

∆νg(x)

ν!
· ∆pKν(h)

p
=

n∑
ν=1

∆νg(x)

ν!
νhν−1 =

n−1∑
ν=0

∆ν+1g(x)

ν!
hν

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (13), ïîñëåäíÿÿ ñóììà ñîâïàäàåò ñ ∆g(x+h). Ïîýòîìó ôóíê-
öèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (11), äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ (10).
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14◦. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (10). Ïî ñâîéñòâó 13◦ ìíîãî÷ëåí f(x)
îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (11) ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì. Êðîìå òîãî, äëÿ íåãî
ñïðàâåäëèâî è ðàâåíñòâî (12). Ïðèìåíèì ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ∆p/p ïî ïåðå-
ìåííîé x ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà (12):

∆pf(x+ h)

p
=

n−1∑
ν=0

Kν(h)

ν!
· ∆

ν∆pg(x)

p
.

Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì (10).

4 Ïîëèíîìû Qn(x) è èõ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà

Ïðè îöåíêå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ôîðìóëå ñóììèðîâàíèÿ Ýéëåðà ñóùåñòâåí-
íî èñïîëüçóþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè. Èçâåñòíî, ÷òî
ôóíêöèÿ |B2n(x)| íà îòðåçêå [0; 1] íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò ïðè x = 0.
Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí B2n(x) − B2n íà òîì æå îòðåçêå ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé
ôóíêöèåé.

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìíîãî÷ëåíû K2n(x) îòëè÷àþòñÿ îò ìíîãî-
÷ëåíîâ Áåðíóëëè òåì, ÷òî íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå íà îòðåçêå [0;p] îíè

ïðèíèìàþò â òî÷êå x =
n

2
−1. Ïîýòîìó, äëÿ óäîáñòâà, ââåäåì ìíîãî÷ëåíûQn(x),

êîòîðûå áóäóò ïîëó÷àòüñÿ èç ìíîãî÷ëåíîâ Kn(x) ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé çàìåíû
ïåðåìåííîé.

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî äåéñòâèòåëüíîãî p, îòëè÷íîãî îò
0, çàäàäèì ïîëèíîìû Qn(x) è ÷èñëà Qn ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâ

Qn(x) = Kn

(
x+

n

2
− 1
)

(n > 0); (14)

Qn = Qn(0) (n > 0). (15)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, èìååì:

Q0 = 1, Q1 = −
p

2
, Q2 =

p2 − 1

6
, Q3 =

3p

8
, Q4 = −

(p2 − 1)(p2 + 11)

60
,

Q0(x) = 1, Q1(x) = x−
p

2
, Q2(x) = x

2 − px+
p2 − 1

6
,

Q3(x) = x
3 −

3px2

2
+

(
p2

2
−
3

4

)
x+

3p

8
.

Ñâîéñòâà ÷èñåë Qn è ïîëèíîìîâ Qn(x) âî ìíîãîì ñõîæè ñî ñâîéñòâàìè ÷èñåë
è ïîëèíîìîâ Êîðîáîâà. Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óáûâàþùèå ôàêòîðè-
àëüíûå ñòåïåíè çàìåíÿþòñÿ íà öåíòðàëüíûå, à ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ∆ � íà
öåíòðàëüíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð δ.
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Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ Qn(x) âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìàò-
ðèâàòü îáîáùåííûé áèíîìèàëüíûé ðÿä Bt(z), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì

Bt(z) =

∞∑
ν=0

(tν)ν−1

ν!
zν. (16)

Èçâåñòíî, ÷òî ýòîò ðÿä óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì (ñì. [2], 5.4)

Bt(z) = B1−t(−z)
−1, (17)

Bt(z)
1−t −Bt(z)

−t = z, (18)

Bt(z)
r =

∞∑
ν=0

(tν+ r)ν

ν!
· r

tν+ r
zν, (19)

Bt(z)
r

1− t+ tBt(z)−1
=

∞∑
ν=0

(tν+ r)ν

ν!
zν, (20)

ãäå r � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Îáîáùåííûé áèíîìèàëüíûé ðÿä
îêàçûâàåòñÿ âàæåí, ïîòîìó ÷òî ïðè t = 1/2 ôóíêöèÿ Bt(z)

x îêàçûâàåòñÿ ïðîèç-
âîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåíòðàëüíûõ ôàêòîðèàëüíûõ ñòå-
ïåíåé ÷èñëà x. Ðàâåíñòâî (19) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

B1/2(z)
x =

∞∑
ν=0

x[ν]

ν!
zν,

à èç ñîîòíîøåíèÿ (20) ñëåäóåò, ÷òî

2B1/2(z)
x+ 1

2

1+B1/2(z)
=

∞∑
ν=0

x[ν+1]−1

ν!
zν.

Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Qn(x). Îïðåäåëåíèÿì ÷èñåë è ìíîãî÷ëåíîâ
Êîðîáîâà (5) è (6) ñîîòâåòñòâóþò ðàâåíñòâà

1◦.
n∑
ν=0

Cνnp
[ν]Qn−ν = (−1)nQn (n > 0),

n∑
ν=0

Cνnx
[ν]Qn−ν = Qn(x) (n > 0).

Àíàëîãàìè ñâîéñòâ 2◦�14◦ ïîëèíîìîâ Kn(x) áóäóò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîëèíî-
ìîâ Qn(x).

2◦. δQn(x) = nQn−1(x) (n > 1).

3◦. Qn(p) −Qn(0) =

{
0, åñëè n ÷åòíîå,

−2Qn, åñëè n íå÷åòíîå;
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µ(Qn(p) −Qn(0)) =

{
0, åñëè n ̸= 1, n > 0,

p, åñëè n = 1.

Çäåñü è äàëåå µ =
1

2

(
E

1
2 + E−

1
2

)
� îïåðàòîð ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ:

µf(x) =
1

2

[
f

(
x+

1

2

)
+ f

(
x−

1

2

)]
.

4◦.
x−1∑
z=0

Qn(z) =
1

n+ 1

[
Qn+1

(
x−

1

2

)
−Qn+1

(
−
1

2

)]
(n > 0),

1

2
Qn(0) +Qn(1) + . . .+Qn(p− 1) +

1

2
Qn(p) = 0 (n > 1).

5◦.
n−1∑
ν=0

CνnQν(x)p
[n−ν] = pnx[n]−1 (n > 1).

6◦. Åñëè íîìåð ìíîãî÷ëåíà ÷åòíûé è ðàâåí 2n, òî ïðè öåëîì x ∈ [1−n;p+n−1]

Q2n(x) =
(−1)n+1(2n)!

22n

p−1∑
m=1

e2πi
mx
p

sin2n πm
p

=
(−1)n+1(2n)!

22n

p−1∑
m=1

cos 2πmx
p

sin2n πm
p

(n > 1).

Åñëè æå íîìåð ìíîãî÷ëåíà íå÷åòíûé è ðàâåí 2n + 1, òî äëÿ ïîëóöåëûõ

x ∈
[
1

2
− n;p+ n−

1

2

]
; Q2n+1(x) =

(−1)n+1(2n+ 1)!

22n+1 · i
p−1∑
m=1

e2πi
mx
p

sin2n+1 πm
p

=

=
(−1)n+1(2n+ 1)!

22n+1

p−1∑
m=1

sin 2πmx
p

sin2n+1 πm
p

(n > 0).

7◦. Ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ p ̸= 0
∞∑
n=0

Qn

n!
zn =

2p

1+B1/2(z)
·
B1/2(z) − 1

B1/2(z)p − 1
=

2pz√
z2 + 4

· 1

B1/2(z)p − 1
, (21)

∞∑
n=0

Qn(x)

n!
zn =

2pB1/2(z)
x

1+B1/2(z)
·
B1/2(z) − 1

B1/2(z)p − 1
=

2pz√
z2 + 4

·
B1/2(z)

x

B1/2(z)p − 1
, (22)

ãäå Bt(z) � îáîáùåííûé áèíîìèàëüíûé ðÿä (16), êîòîðûé ïðè t = 1/2

ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé (
z+

√
z2 + 4

2

)2
.

Ïðè÷åì ïðè öåëûõ p, |p| > 2 ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (21) è (22) ðàâåí

R = 2 sin
π

|p|
.



64 À. Â. ÓÑÒÈÍÎÂ

8◦. Qn(x+ y) =
n∑
ν=0

Cνnx
[ν]Qn−ν(y) (n > 0).

9◦. Ïðè p = p1p2 (p1, p2 > 2)

p1−1∑
ν=0

Qn(p, x+ νp2) = p1Qn(p2, x) (n > 0).

10◦. Qn (p− x) = (−1)nQn (x) , Qn (p− x) = (−1)nQn (x) (n > 0),
ãäå Qn(x) = Qn (p {x/p}) � ïåðèîäèçèðîâàííûé ïîëèíîì Qn(x).

11◦.
∆pQn(x)

p
= nx[n]−1 (n > 1).

12◦. Qn (p, 0) +Qn

(
p,
p

2

)
= 2Qn

(p
2
, 0
)

(n > 0).

13◦. Ïóñòü g(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Òîãäà óðàâíåíèå â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ

∆pf(x)

p
= δg(x)

ñ íåèçâåñòíûì ìíîãî÷ëåíîì f(x) èìååò ðåøåíèåì ôóíêöèþ

f(x) =

n∑
ν=0

Qν

ν!
δνµg(x).

Ïðè÷åì ïðè ëþáûõ x è h âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x+ h) =

n∑
ν=0

Qν(h)

ν!
δνµg(x).

14◦. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) ñòåïåíè n ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

δg(x+ h) =

n−1∑
ν=0

Qν(h)

ν!
· δ

νµ∆pg(x)

p
.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 7◦. Âñå îñòàëüíûå ñâîéñòâà ïðîâåðÿþò-
ñÿ ëèáî ïðè ïîìîùè îïðåäåëåíèé (14) è (15), ëèáî ïðè ïîìîùè ñâîéñòâà 7◦ è
ñîîòíîøåíèé (17)�(20).

7◦. Òàê êàê B1/2(0) = 1, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Qn(x)}. Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ ÷åðåç FQ(x, z):

FQ(x, z) =

∞∑
n=0

Qn(x)

n!
zn. (23)
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Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 8◦ ïîëèíîìîâ Kn(x)

Qn(x) = Kn

(n
2
− 1+ x

)
=

n∑
ν=0

Cνn

(n
2
− 1
)ν
Kn−ν(x).

Ïîäñòàâèì ýòî ñîîòíîøåíèå â ôîðìóëó (23) è ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííóþ äâîé-
íóþ ñóììó:

FQ(x, z) =

∞∑
n=0

zn

n!

n∑
ν=0

Cνn

(n
2
− 1
)ν
Kn−ν(x) =

=

∞∑
ν=0

zν

ν!

∞∑
n=ν

zn−ν

(n− ν)!

(n
2
− 1
)ν
Kn−ν(x) =

=

∞∑
ν=0

zν

ν!

∞∑
n=0

Kn(x)

n!

(
n+ ν

2
− 1

)ν
zn =

=

∞∑
n=0

Kn(x)

n!
zn

∞∑
ν=0

(
n+ ν

2
− 1

)ν
zν

ν!
.

Óïðîùàÿ ïîñëåäíþþ ñóììó ïî ôîðìóëå (20), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

FQ(x, z) =

∞∑
n=0

Kn(x)

n!
zn

2B1/2(z)
n
2
−1

1+B1/2(z)−1
=

2

1+B1/2(z)

∞∑
n=0

Kn(x)

n!

(
zB1/2(z)

1
2

)n
.

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {Kn(x)} ñ àðãóìåíòîì zB1/2(z)

1
2 . Îòñþäà,

FQ(x, z) =
2

1+B1/2(z)
·
pzB1/2(z)

1
2

(
1+ zB1/2(z)

1
2

)x
(
1+ zB1/2(z)

1
2

)p
− 1

.

Èç ôîðìóëû (18) ñëåäóåò, ÷òî

1+ zB1/2(z)
1
2 = B1/2(z). (24)

Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü áîëåå ïðîñòîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè FQ(x, z):

FQ(x, z) =
2pB1/2(z)

x

1+B1/2(z)
·
B1/2(z) − 1

B1/2(z)p − 1
. (25)

Ðàâåíñòâî (24) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíîé
B1/2(z)

1
2 . Ðåøàÿ åãî, ïîëó÷àåì ÿâíûé âèä ôóíêöèè B1/2(z)

1
2 :

B1/2(z)
1
2 =

z+
√
z2 + 4

2
. (26)
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(Ïåðåä êîðíåì íåîáõîäèìî âûáðàòü çíàê +, ïîñêîëüêó B1/2(0)
1
2 = 1.) Ïîäñòàâ-

ëÿÿ ôîðìóëó (26) â (25), ïðèõîäèì ê íóæíîìó ðàâåíñòâó äëÿ ôóíêöèè FQ(x, z).
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè öåëûõ p (|p| > 2) îñîáûìè òî÷êàìè ôóíêöèè

FQ(x, z) áóäóò ÷èñëà zν = 2i sin
νπ

p
(1 6 ν < |p|). Ïîýòîìó ðàäèóñ ñõîäèìîñòè

ðÿäà äëÿ ôóíêöèè FQ(x, z) áóäåò ðàâåí 2 sin
π

|p|
, òî åñòü áóäåò òåì æå, ÷òî è äëÿ

ôóíêöèè FK(x, z).
Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìíîãî÷ëåíû Qn(x) îêàçûâàþòñÿ áîëåå áëèç-

êèìè ê ìíîãî÷ëåíàì Áåðíóëëè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ãåîìåòðè÷åñêèì
ñâîéñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè ÷åòíîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿíñòâî
ôóíêöèè B2n(x) − B2n íà îòðåçêå [0; 1]. Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî è
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Qn(x) ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè. Ôóíêöèÿ Q2n(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ
â êîíå÷íûé ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïî-
ýòîìó ñðåäè öåëûõ òî÷åê îòðåçêà [0;p] ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå ïî
ìîäóëþ çíà÷åíèå â íóëå:

Q2n(0) = Q2n =
(−1)n+1(2n)!

22n

p−1∑
m=1

1

sin2n πm
p

(n > 1). (27)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè âèäàQ2n(x)−Q2n ñîõðàíÿþò çíàê â öåëûõ òî÷êàõ
îòðåçêà [0;p]. Êðîìå ýòîãî, ìíîãî÷ëåíû Q2n(x) −Q2n è Q2n+2(x) −Q2n+2 èìåþò
ðàçíûå çíàêè íà îòðåçêå [0;p].

Îäíèì èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè íå÷åòíîãî ïîðÿäêà
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè îáðàùàþòñÿ â íîëü â òî÷êàõ 0, 1/2 è 1:

B2n+1(0) = B2n+1(1/2) = B2n+1(1) = 0 (n > 0). (28)

Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Qn(x) ýòî ñâîéñòâî íåìíîãî èçìåíÿåòñÿ èç�çà òîãî, ÷òî ìíî-
ãî÷ëåí Q2n+1(x) ïðèíèìàåò â òî÷êå 0 íåíóëåâîå çíà÷åíèå. Èç ñâîéñòâ 10◦ è 11◦

ìíîãî÷ëåíîâ Qn(x) ñëåäóåò, ÷òî

Q2n+1(0) = p
(−1)n+1(2n+ 1)!

24n+1
Cn2n (n > 0).

Ïîýòîìó àíàëîãîì ñâîéñòâà (28) áóäåò ðàâåíñòâî

µQ2n+1(0) = Q2n+1(p/2) = µQ2n+1(p) = 0 (n > 0),

êîòîðîå ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 3◦ è 10◦ ìíîãî÷ëåíîâ Qn(x).
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5 Ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ è èíòåðïîëÿöèè

Â ðàáîòå [6] áûëè äîêàçàíû äèñêðåòíûå àíàëîãè ôîðìóë (1) è (2).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü n, h, x � öåëûå ÷èñëà, p > 2, n > 1 è h 6
x

p
< h+ 1.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f

(
x

p

)
=
1

p

p−1∑
y=0

f

(
h+

y

p

)
+
1

p

n∑
ν=1

Kν (x)

ν!
∆ν−1f

(
h+

y

p

)∣∣∣∣∣
p

y=0

− Rn[f],

ãäå îñòàòîê Rn[f] ìîæåò áûòü çàïèñàí äâóìÿ ñïîñîáàìè:

Rn[f] =
1

p

p−1∑
y=0

Kn (p+ x− y− 1)

n!
∆nf

(
h+

y

p

)
, (29)

Rn[f] =
(−1)n

p

p−1∑
y=0

Kn (y− x− n− 1)

n!
∆nf

(
h+

y

p

)
.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p > 2, b > a è n > 1 � öåëûå ÷èñëà. Òîãäà ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

b−1∑
h=a

f(h) =
1

p

bp−1∑
y=ap

f

(
y

p

)
+
1

p

n∑
ν=1

Kν

ν!
∆ν−1f

(
y

p

)∣∣∣∣∣
bp

ap

− Rn[f], (30)

ãäå îñòàòîê Rn[f] ìîæåò áûòü çàïèñàí äâóìÿ ñïîñîáàìè:

Rn[f] =
1

p

bp−1∑
y=ap

Kn (p− y− 1)

n!
∆nf

(
y

p

)
, (31)

Rn[f] =
(−1)n

p

bp−1∑
y=ap

Kn (y+ n− 1)

n!
∆nf

(
y

p

)
.

Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî (ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ) äîêàçûâàþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû è äëÿ ïîëèíîìîâ Qn(x). ×åðåç Σ∗ áóäåì îáîçíà÷àòü

ñóììó, â êîòîðîé êðàéíèå ñëàãàåìûå áåðóòñÿ ñ êîýôôèöèåíòîì
1

2
:

b∑∗

ν=a

f(x) =
1

2
f(a) + f(a+ 1) + . . .+ f(b− 1) +

1

2
f(b).
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü n, h, x � öåëûå ÷èñëà, p > 2, n > 1 è h 6
x

p
< h+ 1.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f

(
x

p

)
=
1

p

p∑∗

y=0

f

(
h+

y

p

)
+

+
1

p

n∑
ν=1

[
µQ2ν−1 (x)

(2ν− 1)!
δ2ν−2f

(
h+

y

p

)
+
Q2ν (x)

(2ν)!
δ2ν−1µf

(
h+

y

p

)]p
y=0

− R2n[f],

ãäå

R2n[f] =
1

p

p∑∗

y=0

Q2n (y− x)

(2n)!
δ2nf

(
h+

y

p

)
.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü p > 2, b > a è n > 1 � öåëûå ÷èñëà. Òîãäà ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

b∑∗

h=a

f(h) =
1

p

bp∑∗

y=ap

f

(
y

p

)
+
1

p

n∑
ν=1

Q2ν

(2ν)!
δ2ν−1µf

(
y

p

)∣∣∣∣∣
bp

ap

− R2n[f], (32)

ãäå

R2n[f] =
1

p

bp∑∗

y=ap

Q2n (y)

(2n)!
δ2nf

(
y

p

)
=
1

p

bp∑∗

y=ap

Q2n (p− y)

(2n)!
δ2nf

(
y

p

)
. (33)

Çàìå÷àíèå. Èçâåñòíî, ÷òî ôîðìóëà Ýéëåðà äîïóñêàåò íåñòðîãèé ñèìâî-
ëè÷åñêèé âûâîä, îñíîâàííûé íà ôîðìàëüíîé ñâÿçè ìåæäó îïåðàòîðàìè ñäâè-
ãà, äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è îïåðàòîðîì êîíå÷íîé ðàçíîñòè (ñì. [1], [2], [5]). Åå
äèñêðåòíûé àíàëîã (30) òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè ïîìîùè ôîðìàëüíûõ
ðàññóæäåíèé (ñì. [6]). Àíàëîãè÷íî ôîðìóëó (32) áåç îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà

b∑∗

h=a

f(h) =
1

p

bp∑∗

y=ap

f

(
y

p

)
+
1

p

∞∑
ν=1

Q2ν

(2ν)!
δ2ν−1µf

(
y

p

)∣∣∣∣∣
bp

ap

ìîæíî âûâåñòè èç ñèìâîëè÷åñêèõ ðàâåíñòâ B1/2(δ)
1
2 = E è

∞∑
n=0

Q2n

(2n)!
δ2n =

pδ

2µ
· E

p + 1

Ep − 1
.

6 Îöåíêè îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ â ôîðìóëàõ ñóììè-

ðîâàíèÿ

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå îöåíêè îñòàòêà Rn[f] èç ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ýé-
ëåðà (1) (ñì. [1]). Òàê êàê ïðè n > 1 B2n−1 = 0, òî îñòàòêè R2n−1[f] è R2n−2[f]



Î ÔÎÐÌÓËÀÕ ÑÓÌÌÈÐÎÂÀÍÈß È ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÈ 69

ñîâïàäàþò. Äëÿ íèõ âñåãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|R2n−1[f]| = |R2n−2[f]| 6
(b− a)|B2n|

(2n)!
max
ξ∈[a;b]

|f(2n)(ξ)|. (34)

Åñëè æå èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèè f(2n)(x) è f(2n+2)(x) íà îòðåçêå [a;b] çíàêîïî-
ñòîÿííû è èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, òî îñòàòêè R2n−1[f] è R2n−2[f] äîïóñêàþò
ïðåäñòàâëåíèå

R2n−1[f] = R2n−2[f] =
θB2n

(2n)!
f(2n−1)(x)

∣∣b
a

(−1 6 θ 6 0). (35)

Ïîëó÷èì îöåíêè äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû (30). Îíè áóäóò íåñêîëüêî
îòëè÷àòüñÿ îò îöåíîê (34) è (35), ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåíû Kn(x) íå ïîâòîðÿþò â
ïîëíîé ìåðå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü p > 2, b > a è n > 1 � öåëûå ÷èñëà. Òîãäà îñòà-
òîê (31) äîïóñêàåò îöåíêó

|R2n−1[f]| 6 2(b− a)
|Q2n|

(2n)!
max

y∈[ap;bp−1]

∣∣∣∣∆2nf(yp
)∣∣∣∣ .

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ ∆f2n
(
y

p

)
íå ìåíÿåò çíàê íà îòðåçêå [ap;bp−1],

òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

R2n−1[f] =
2θQ2n

p(2n)!
∆2n−1f

(
y

p

)∣∣∣∣bp
ap

( |θ| < 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì îñòàòîê R2n−1[f] â âèäå

R2n−1[f] = −
1

p

K2n

(2n)!
∆2n−1f

(
y

p

)∣∣∣∣bp
ap

+ R2n[f] =

=
1

p

bp−1∑
y=ap

∆2nf

(
y

p

)
K2n(p− y− 1) − K2n

(2n)!
.

Ïåðâàÿ îöåíêà òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âûíåñòè çà çíàê ñóììû íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå ∆2nf

(
y

p

)
è âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì

∣∣K2n(p− y− 1) − K2n
∣∣ 6

2|Q2n|.

Åñëè æå èçâåñòíî, ÷òî âåëè÷èíà ∆2nf (y/p) ñîõðàíÿåò çíàê ïðè y ∈ [ap;bp−
1], òî îñòàòîê ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

R2n−1[f] =
2θQ2n

p(2n)!

bp−1∑
y=ap

∆2nf

(
y

p

)
=
2θQ2n

p(2n)!
∆2n−1f

(
y

p

)∣∣∣∣bp
ap

(|θ| 6 1).

Ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ Qn(x) ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîâòîðÿþò
ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè. Ïîýòîìó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Qn(x) ìîæíî äîêà-
çàòü äâà ðåçóëüòàòà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûå îöåíêàì (34) è (35).
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü p > 2, b > a è n > 1 � öåëûå ÷èñëà. Òîãäà îñòà-
òîê (33) äîïóñêàåò îöåíêó

|R2n−2[f]| 6 2(b− a)
|Q2n|

(2n)!
max

y∈[ap;bp]

∣∣∣∣ δ2nf(yp
)∣∣∣∣ .

Åñëè æå èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèè δ2nf

(
x

p

)
è δ2n+2f

(
x

p

)
â öåëûõ òî÷-

êàõ îòðåçêà [ap;bp] çíàêîïîñòîÿííû è èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, òî îñòàòîê
R2n−2[f] äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

R2n−2[f] =
θQ2n

p(2n)!
δ2n−1µf

(
x

p

)∣∣∣∣bp
ap

(−1 6 θ 6 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ îöåíêà òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì
ñëåäñòâèåì ôîðìóëû (33). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé îöåíêè çàïèøåì îñòàòîê
R2n−2[f] â âèäå

R2n−2[f] = R2n[f] −
1

p

Q2n

(2n)!
δ2n−1µf

(
y

p

)∣∣∣∣bp
ap

= (36)

=
1

p

bp∑∗

y=ap

δ2nf

(
y

p

)
Q2n(y) −Q2n

(2n)!
.

Àíàëîãè÷íî

R2n[f] =
1

p

bp∑∗

y=ap

δ2n+2f

(
y

p

)
Q2n+2(y) −Q2n+2

(2n+ 2)!
.

Ïî óñëîâèþ äàíî, ÷òî ôóíêöèè δ2nf

(
y

p

)
è δ2n+2f

(
y

p

)
â öåëûõ òî÷êàõ îò-

ðåçêà [ap;bp] çíàêîïîñòîÿííû è èìåþò îäèíàêîâûé çíàê. Êðîìå òîãî, ôóíêöèè
Q2n(y) −Q2n è Q2n+2(y) −Q2n+2 òàêæå çíàêîïîñòîÿííû, íî èìåþò ïðîòèâîïî-
ëîæíûå çíàêè. Çíà÷èò îñòàòêè R2n−2[f] è R2n[f] èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè.
Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (36).

Çàìå÷àíèå. Îöåíêè îñòàòêîâ, ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ 5 è 6 ïðè ðîñòå p
àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè (34) è (35). Äåéñòâèòåëüíî, âåëè÷èíà
∆νf (y/p) ïðèáëèæåííî ðàâíà p−νf(ν) (y/p). À ðîñò ÷èñåë Q2n ìîæíî îöåíèòü
ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (27). Èç ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè x2n/sin2n x â ðÿä Òýéëîðà
ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî ïðè x ∈ (0; 1/2)

1

sin2n x
=

1

x2n
+
3θxn

2

x2n−2

(π
2

)2n−2
(0 < θx < 1).
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â ôîðìóëó (27), ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó íà Q2n:

|Q2n| 6 p
2n

(
|B2n|+

(2n)!

p2

)
.

Çàìå÷àíèå. Âûøå áûëè èçó÷åíû ìíîãî÷ëåíû Kn(x) è Qn(x). Ìîæíî áû-
ëî áû òàêæå ðàññìîòðåòü ÷èñëà Wn è ìíîãî÷ëåíû Wn(x), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ
åñëè â îïðåäåëåíèè 1 çàìåíèòü óáûâàþùèå ôàêòîðèàëüíûå ñòåïåíè íà âîçðàñ-
òàþùèå:

W0 = 1,

n∑
ν=0

CνnWνp
n−ν =Wn (n > 2);

Wn(x) =

n∑
ν=0

CνnWνx
n−ν (n > 0).

Ìíîãî÷ëåíû Wn(x) ñâÿçàíû ñ Kn(x) ðàâåíñòâîì Wn(p, x) = (−1)nKn(−p,−x).
Ïðè ýòîì äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Wn(x) ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà àíàëîãè÷íûå ñâîé-
ñòâàì 1◦�14◦ ïîëèíîìîâ Êîðîáîâà. Îñíîâíûå îòëè÷èÿ áóäóò â òîì, ÷òî ðàç-
íîñòíûé îïåðàòîð ∆ çàìåíèòñÿ íà îïåðàòîð ∇, à óáûâàþùèå ôàêòîðèàëüíûå
ñòåïåíè � íà âîçðàñòàþùèå. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Wn(x) ìîæíî òàêæå äîêàçàòü
óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 1, 2 è 5.
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