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Л.А.Аксентьев, И.А.Зорин 

КЛАССЫ МНОГОЛИСТНЫХ АНАЖТОЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ, 
РЕШАП1Щ ЗАДАЧУ ГИЛЬБЕРТА 

Анализ геометрических свойств решений краевых задач развит 
в статье [ I ] одного из авторов данной работы и.продолжен в ста­
тье [2]. Мы дополняем статьи [I] и [2], опираясь, главным обра­
зом, на геометрический смысл решения задачи Гильберта в наибо -
лее простых вариантах. В частности, доказаны теоремы 5 и б,сфор­
мулированные в [ 2]. 

I. Решением задачи Гильберта является аналитическая функция, 
отображающая единичный круг, вообще говоря, неоднолистно на неко­
торую область, свойства которой полностью определяются поведени­
ем коэффициентов, входящих в краевое условие. Поэтов между реше­
ниями задачи Гильберта и классами многолистных функций, облада­
ющих определенными геометрическими свойствами, можно установить 
соответствие. 

Рассмотрим вначале в круге £=\<2*-\з\ < i\ задачу Гильберта 
с кусочно-постоянными коэффициентами 

Фп+ГФс*^'* f/c •> с/с *" постоянные величины. Обозначим через 
Л(а ,...,&$} класс решений этой задачи, ограниченных в точках 
a. =<f*'#-,/r=y]T ^ fc' » и не ограниченных в остальных rt-s 
точках стыка. 

Для доказательства теорем из статьи [2], показывающих зави­
симость листности решения задачи (I) от индекса, сформулируем и 
обоснуем предварительное утверждение. 

Лемма I. Решением задачи (I) в классе ^^,,...,^.) являет-

fe)<\ff(s-fo(i-fcW<M-€ *)/T(£-€%)"te+Cp , (2) 
О 

причем индекс задачи и параметры, входящие в выражение (2), свя­
заны соотношением 

яе = 2-ft ^2fi +т у • . (3) 
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4 » ^з * ^е " комплексные параметры;! SK\<i^/<:-=•/9^\0<S^^ , 
л-»^;-/<4*<?7 л-«£7* , и £ зависит от £_ у , ̂  ; ̂  - £ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Решением задачи (I) является 
функция, отображающая круг Е на область, ограниченную прямыми с 
уравнениями JmCe w) = с , иг =/,/?, или их частями. По­
этому функцию, решающую задачу Гильберта (I), можно записать при 
помощи обобщенного интеграла Кристоффеля - Шварца, отображающего 
Е на многолистный многоугольник. Точки ак = ег<Р* , * ^*,ъ , 
.должны отображаться в угловые точки. Обозначим через tf , /с = 
= /,£ , нули производной%? fe) , т.е. прообразы точек ветвления, 
внутри круга -Е и через €г *• - нули производной f(&) на й Г . 

Показатели степеней у множителей (<£-а укГ* определя­
ются таким образом: 0<6/с "̂/ , если ищется решение, ограни -
ченное в окрестности точки а^ , и -f^d^ *> 0 , если ищется 
решение, которое неограничено в окрестности &к . Из условия (I) 
после дифференцирования по 0 и из сравнения его с видом фукк -
ции £(£) из (2) получим 

«где 5?. - целое число, положительное или отрицательное, или 0. 
Тем самым для /?й) получено представление (2). 

Это представление не всегда будет отображать круг на область 
с прямолинейными границами. Действительно, для обеспечения прямо­
линейности границ необходимо и достаточно, чтобы— аго(ег^(ее ) ) -
= 0 для всех v , лежащих на интервалах, которые не содержат то­
чек Срк и сС^ . Так как . <р+с& 

(е -tyto-fa )~г |/-#? \9е -е r*=2tsm —^-e , 

atfife*{(^У)-($*£)# + ™$/2 *-2/6к-Л&/2 + А(0) , 

причем функция А (0) является кусочно-постоянной, т.е. в точках-
дифференцируемости А (&) = О . Поэтому 
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П ft 

Так как 27 ^ - эе - индекс задачи и ZiCflL - Ю -<7 , 

то с учетом (4) получим (3). Лемма доказана. 
С использованием леммы докажем несколько более общее утвер­

ждение, чем сформулированная в [2]теорема 5. Предварительно на­
помним определения некоторых классов многолистных функций, кото­
рые ввел Стайер [3]. 

Определение I. Функция f(£) принадлежит классу S^Cp) -
слабо звездных функций порядка р , если f(g) регулярна в Е, и 
существует регулярная функция Ufa) =£+а££

2+.,. , однолистная, 
звездная и такая, что 

£(*) = *%} Л<f> С*.**) , 
где' у(л,&к) = (&-&^(1-2л&)/2 ,1^1 * / , к^—р . 

Определение 2. Регулярная в Е функция 9-fe) , ffo) =0 , 
принадлежит классу Kw (p*) слабо почти выпуклых функций порядка 
p.f если существует функция /fe) e S„(p) 9 f(0) - О , такая, 
что Re U ?'GO/f(a£j) У О , а е£ . 

Теорема I. Решение f(g) задачи Гильберта (I) принадлежит 
классу Kw (р4) , где р = 1(эе^гг)/2~\ , [ сС ] - целая часть 
числа оС . Если эе+n^Z , то £(d)e 5 (4) - классу однолист -
ных выпуклых функций; при ae+п^э решение /?£?) принадлежит 
классу ЛТ/) однолистных почти выпуклых функций. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы I решением задачи 
(I) является функция (2) с условием (3) на параметры функции и 
индекс задачи. При отрицательном индексе решение должно удовлет -
ворять-^г-/ условиям разрешимости, при положительном - сущест -
вует эел-4 линейно независимых решений. 

Решением задачи является функция, отображающая круг Е на 
прямолинейный тъ < -угольник, возможно, с 7?г разрезами и о 
точками ветвления. Некоторые из вершин могут лежать на °° . Для 
существования такой функции достаточно выполнения -эе-£ = п-з-гтг 
- 2fy условий разрешимости. С другой стороны, теорема Римана да­
ет п-5 условий разрешимости. Разница в числе условий объясняет­
ся тем, что заранее не фиксируются значения точек ветвления и кон­
цов разрезов. За счет подбора m ч- 2я -действительных параметров 
часть условий естественным образом снимается. 
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Из формулы (3) следует, что эе+п -*% . В связи с этим изу­
чим последовательно 4 случая: 9е+п-=2 , эе + п^д , эе^п -
четное и >4 , эе-ь-п - нечетное и > 5. 

С л у ч а й I. Пусть эе+п^2 . Тогда.в силу (3) получим 
а^т-0 . Решение задачи будет иметь вид 

Функция (?Ш^££(£) = Сх& П(£-а^} удовлетворяет 
условию 

(так как 2* 5-n+B--9e-ri+-2 •= 0 ), где //(^) постоянна 
при ̂ с Г ^ 9<уКЛг^) , *"= /,^ . Поэтому ^<^") является плоскос­
тью с п радиальными разрезами. В силу известной связи 

$(£) - я/к?) е s<r/)<* fat) e s °aj 
получим выпуклость и однолистность функции j - 6 2 ) . 

С л у ч а й 2. Пусть де^-тг^з . Формула (3) дает m = I, 
Л = 0 и функция (2) принимает вид 

о. 
и соответственно £?(£)^0а(£--е ) 17(г-ал 

Рассмотрим два возможных варианта. В первом варианте все 
значения бк ef09£) ,' /с = £, я , . Предположим, что ̂  /г?** 

# 
к -£,п . Так как 2J 8^ — гь -3 , то существует такой набор 
\ 6К \K9Sj , что 4* < 4* ^ у и ZJ б^ -^ тг-2 . Так же, как 

71 &-* 

и Z(2) в случае I, функция £&)^£ Jlte-a^)* e &(/) звезд­
ная. Функция 

&Ы, у / - - . б»- ~ &** fo(Z)=U - е ) /// Го? -^ ) 4f "л? 

отображает Е на полуплоскость с п разрезами, так как 
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. В частности, 

-£)/б . 

полагая 
о =4 

отображает Е на угол раствора б^ & < & с радиальными разре -
зами. Поэтому существует такое &jfe(-S:' ,t#] , что 
fte(e~'?%,(&» >0 , £ е£ . Следовательно, 

%e(e'crzt'(zVCih(z» >o, т.е. /Аг)е. к со • (5) 
'Образом единичного крута <Э ̂  / (£) является п р и / ^ ^ в ' мно­

гоугольник с внутренними углами, меньшими S , и единственным 
прямолинейным разрезом. При а = t? имеем многоугольник, все 
внутренние утлы которого, за исключением одного, меньше j ^ . Ве­
личина утла при вершине /I = $ Ся^ ) равна (бк •*-*)!/£ >%~. 

Во втором варианте существует "хотя бы одно °ff/c из проме -
жугка (-1,- 0 ] . Полагаем fe(£)-=^£/!(£- а^ ) ^ " У - fe- гг ) и 

fi^&^fe-e'^/Oz-a^ . В силу того, ччо рх№ ё S(/) y 
получаем при некотором Д" повторение (5). 

С л у ч а й 3 . Считаем зе+п четным и > 4. Из (3) будет 
следовать, что т - четное число или 0. 

Выберем из множества значений \ °СЛ„_ попарно совпада-
ющие: ZycC^ \ J , оставшееся подмножество разобьем на две 
части xot/czSpti Л(^сэ}/г=/ так> чтобы выполнялось условие 

^ю <*** <с^г.у;з ' ^ * = А ^ , ^ст^хуз^^ъ *#№ . В трех под­
множествах окажется i 7 ^, *-m2 ^т^ - т - четное число элемен -
тов. Отсюда mi^mz = m/я . 

77? 

Функция £/£•) = £ / j f e - * ^ ) / ^ - « ? в Ч и ) 
отображает крут Е на тгг£ -листнуго полуплоскость, поэтому сущест­
вует такое fife(-ffi9Я\ , что fteCefffeCzS) >с? . Учитывая, 
что (fife,О) - / , функцию &(£)~£/{£}/%&) представим в виде 
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аю-аРП —?- П П — ПСь-aJ* = 

причем 4&) = £ IT (£ - ак) , р = ̂  +т/£^/= (£е+я)/£ ; 
i лр 

Ц(£,£^) взяты из определения I и множество \ ^ к ^ -,\£к\ $ / , 

состоит из ̂ -^7 Л £ * * = / *l<? /\/ в У , / = 1,2. 
Как и в случае I,можно проверить,что -$f£)e S С/) . Следователь­
но, 

С л у ч а й 4. <#? + /г = 2р -V-/ - нечетное число и > 5. Из 
(3) следует, что m - нечетное число. Как в случае 2, выделим 
2 варианта. 

I) 4г е (ОД) дда любого /г . Аналогично случаю 3 соста -
вим пары (е&сС*з , ezcC/cz ), # = /9гкг , однократных нулей производ­
ной ̂ Y*0 • В силу нечетности /тг- останется еще один нуль произ­
водной, за которым сохраним прежнее обозначение ег ™ .. Предпо -
латаем, что оС£Ъ < оС/£ <...<сСт ^^2<оС77?<с^зл^ Докажем следую -
щий результат. 2 

t>cC. 

. Без ограничения общности можно считать, что между е и 
•в * У3 (т .е . на дуге с °Cm^@ <aCj,3+-2%) раположены точки а^ , 
. . .» #£ ( l<t^n ) из совокупности { ^ . ^ , которые харак -
теризуготся соотношением 

. h SL * *-* , (6) 
*~£ га? 

где 6К соответствует а^ *= ̂  ^ в представлении (2). 
Действите.яьно, если /7Zg= 0, т.е. однократный нуль у /(£) 

является единственным, то берем весь набор[# "\* =у , причем для 
него неравенство (6) выполняется\2 5 ^п-£р-^ < к-£ 
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При условии, что однократных нулей будет 2тг?,2+/>/ , рас­
смотрим 2?пг +£ дуг €j , следующих друг за другом, с концами 
в этих нулях. Начальную точку £ причислим к ней, конечную точ-
ку Й отнесем к £vy . Это значит, что (J <£4 - д£ без пе-
рекрытий и без пропусков. Пусть на дуге %• расположено п - то-
чек \а к ) ^ <= \а^\/с=£ и на каждой дуге ^ выполняется нера -
венство, противоположное (6), т.е. 

Просуммировав эти неравенства по i , будем иметь 
ъ 

Z 4и >к-1-2т? . 

Но 2m.0-*-i ^тп<£р-*-£' , следовательно, n-Z6 < 2д + 4 . Этого 
/Z 

не может быть, так как лг-*-/* =2р*-1 и яе -^~2J $ 
' к^/ А: * 

Значит, хотя бы для одной дуги & будет выполняться нух -
ное неравенство вида (6). Выполнешщ самого неравенства (6) до -
бьемся переобозначением наборов {а \™ и 1 € ***•} . 

Опираясь на доказанный результат, возьмем для представлв! 
gffe) =fe СЮ fe (£) функцию 

tm-q п j-7— • — 
*•=/ 

Вторая дробь в этом произведении строится так же, как и в первом 
варианте случая 2. 

Функция 9£С&) отображает £ на риманову поверхность,сос­
тоящую из тпг полуплоскостей и одного сектора с углом при вер -
шине ^ И и радиальными разрезами. Поэтому существует такое бе 
е(-ЯчЯ\ . что Не(€66р/з0)>а , £е£ . 

Функцию о (SE) =£f(&) /a£ (#) представим в виде 
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&<3)=sFЛ П — — - П —Л/x-aJ * = 

причем fife) =<zllfe-aj , p = ^ + Cm-*)/£+£ = ]S&+/t)/2\ . 

Можно проверить, что £c<z\e SCl) , поэтому Д , ^ } = ^ ( 1 / ^ * ) / # ] ) 
и, следовательно, /V^?) е/Г^ f [6*?^яО/Й]) -

2) Если существует хотя бы одно значение <^ eC-f.O\ 9 

то полагая faCaO^Cj/Tfe^e *3у)/(я--ес KZ) , где 

-еосрС&оС^ . , ) = ^2^ ? и проводя рассуждения, как и в преды -
дущем случае, получим утверждение теоремы. Теорема полностью до­
казана. 

Задача ( I ) , когда ^ . поочередно равно 0 и St/£ , а число 
участков является четным. ( п^2т ) , называется смешанной крае -
вой задачей. Для такой задачи получим из теоремы I 

Следствие. Решение смешанной краевой задачи, имеющей 2т то­
чек стыка \_ак , ^ } , иг = / , т , с постоянными коэффициентами с^,, 
будет у# -диетной функцией, причем величина р не превышает 
следующих значений: 

1) VM/2~\ для решения, ограниченного во всех точках стыка, 
2) т для решения, ограниченного в окрестности точек ^ 

и неограниченного в окрестности точек -^ , /г =/,/тг ; 
3) [ Ът/2\ для решения, неограниченного в окрестности всех 

точек 1 ^ , 4 } ™в/ . 
Доказательство основано на том, что максимальный порядок 

листности по теореме I равен [ Г<я? -*- 2т) /2 ] . Индекс #f зада­
чи в трех отмеченных вариантах равен соответственно - т , 0 , т . 
Поэтому для оценки порядка листности имеем числа {т/ЯЛ^т и 
1Ът/2\ . 

Замечание. Можно найти и наименьшее число листов для реше -
ния в вариантах I) - 3) . Такими числами будут I ъ[яг/2]+8Сяг/4Э9 
дце 
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8(р) =[ О, р ~ £ - целое число; У ,уЗ ̂ fi\ -
Достижение I в первом случае обосновывается примером задачи с 
однолистным, решением. В двух оставшихся вариантах наименьшее 
число листов определяется из характера поведения решения в ок­
рестности °о # Действительно, во втором случае самое большее 
2 из четырех последовательных вершин могут лежать на <*> и при 
этом располагаться на одном листе. Всех листов окажется тп/£ 
при четном т и [^г/^] -*-/ - цри нечетном т . Аналогично и в 
варианте 3. 

2. В структурные формулы классов многолистных функций вхо­
дят множители вида & - а^ , I CL^ \ ̂  / , характеризующие либо 
нули функции, либо нули ее производной. Поэтому, чтобы устано1 -
вить соответствие между решением задачи Гильберта и некоторым 
классом многолистных функций, необходимо знать возможное число 
нулей решения. 

Рассмотрим краевую задачу Гильберта для единичного круга 
'Эт\€~бФСО){(££*)\ = с(0) , ве10,2ЯЛ ', (7) 

с разрывными кусочно-гёльдеровыми коэффициентами. Пусть функции, 
входящие в краевое условие (7), имеют разрывы первого рода: 4)69) 
в точках в - др^ , /с =/,п ; с(0) в точках & = 9> > * = у * т - • 

Обозначим через я?и индекс задачи (7) в классе неограничен­
ных (по возможности) в точках стыка функций [4], пусть < г ^ \ ^ / г \ 
Обозначим через п^(Е) число нулей решения задачи (7), лежащих в 
Е. Пусть fU>£6z^n5* P&H& . где 4 е С~';^ ' 
#='/,/& ; Р&) ~ - некоторый многочлен; Р(&)Ф0 для любого 
SLeE. Тогда через /Vfd£) обозначим количество нулей многочлена 
Р(<£), лежащих на &Е . 

Лемма 2. Если существует конечное число точек, в которых 
с (в) обращается в 0, причем при переходе через 2пс нулей или 
точек разрыва с(&) меняет знак, то /У(Е) ^ яео +- пс . Если 
с(0)^О 9 когда 8 пробегает интервал [ 0,2й\, то /VfE) =-зе0 + 
л• пс • Для однородной задачи выполняется равенство 2/У(£)+Л/(&£) = 
= ае . 

Замечания. I . Если #6 - индекс задачи в искомом классе 
функций - отрицательное число, то лемма будет верна при выполне •-
нии -эе-l условий разрешимости. 
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2. Если коэффициенты задачи удовлетворяют условию Гельдера, 
то значение ден в формулировке леммы надо заменить на эе . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Рассмотрим случай, когда 
решение не обращается в 0 на границе, т.е. Л/(д£)^0 . 

а) Решением задачи Шварца 3m\f(ez&>i\-=- с (8), &<£[&,£%] 7 

которая является частным случаем задачи (7) при а)С&) — 0 > бу­
дет аналитическая функция, имеющая логарифмические особенности в 
точках разрыва с(6>) , 

о 
эде с - произвольная действительная постоянная. Отсюда, приме­
няя формуду для предельных значений интеграла Шварца, получим: 

• / г2Т в-(р 
4(4n = ictfq>)-—]cCe)cfy-^ .(8) 

'о 
Образ у(Е) под действием постоянной со будет перемещать­

ся параллельно вещественной оси, заметая некоторую полосу. Если 
бы у £(&) при каком-то значении со число нулей /У(£) было боль­
ше 71 с , то по принципу аргумента число витков вокруг начала ко»-
ординал кривой с уравнением. (8) превысило бы па . Следовательно, 
в этом случае число точек смены знака функции с Сер) должно быть 
больше 2пс , то противоречит условию теоремы. Поэтому'/У(2*) ^^. 

Если с^З?) ̂  О , когда & пробегает интервал [ 0,,2%\, но 
при этом, существует 2п точек, при переходе через которые сС&) 
меняет знак, то это означает, что действительная ось покрывается 
областью £СЕ) ровно пс раз. В этом случае / ^ С £ ) ^ ^ а . 

б) Решением, неоднородной задачи, по возможности неограничен­
ным в точках стыка, является функция 

J /c-i л-

б(р) = [ О , /3 = £ - целое; / , р *£ ) , 

5{е(-1,0} .если яен - четное, 8t е(оь / } , если 9в - не -
четное; 
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V6t) = S [<D(6H -P0'-Z£ SK ay (4 **aj, г] 
*'<s\ 

K^l 

an , £n e H , cn = a -+6#n , с е С /с - ~ •> K -*'>**o • 
При изменении значений параметров с , /с = <?, я* , гра -

ничные точки области <0 = Q(E) будут перемещаться параллельно 
вещественной оси. 

Пусть индекс # е н - неотрицательное число, тогда число по­
люсов функции Q(&^) , расположенных в 0, не превышает величины 

% = тах\к'. с/с^О\ , а число /V(E) нулей не превышает г&с в си­
лу рассуждений из предыдущего пункта. Следовательно, разность 
между Afa нулей функции QGZ) и числом Л ее полюсов будет 
удовлетворять неравенству - %>о^А/- А •̂ /z0 . Если <я* - нечет­
ное число, то функция 4^) имеет полюс первого порядка на гра­
нице в точке £^а± , но за счет множителя (& - а^ ) * , д£е(о9£) 
получим, что / & ) в точке «г = #, имеет особенность порядка/-^. 

Так как J д£а-е)аг^^'а^ *^° » Где й ^ ^ 4 0 ? : | < г , = / " 6 > 
tf>^ »*•-=/,/£ , то для нулей функции (9) имеем оценки г?'^ 

Решение задачи, ограниченное в точках стыка, можно р.ассмат -
ривать как частный случай функции вида (9), когда некоторые точки 
множества ( ак\к^1 явлнются корнями уравнения QOO =0 соответ­
ствующей кратности. При этом происходит уменьшение числа действи­
тельных параметров, от которых зависит решение, но оценка О<#(£)<* 
^%0*кс , очевидно, сохранится. 

Если теперь индекс задачи Я£н - отрицательное число, то в 
представлении (9)/?&>Щ£ сСЮЛ\е -а \°*цз.\+а^б(—г) . 
Все предыдущие рассуждения будут иметь место. Условие эе +п ъ>0 
можно рассматривать как необходимое условие' разрешимости, 
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2. Пусть решение обращается в 0 в некоторой точке границы, 
т.е. существует такое значение £0 = ег ° , что <?fe0) =0 • Так 
как пересечением граничной кривой, уравнение которой 'W-±Q(€г )7 
с действительной осью является конечное множество точек, то в 
плоскости w существует такая окрестность 0, что ни через од­
ну точку этой окрестности (за исключением 0.) не проходит гранич­
ная кривая. Поэтому для функций 

где О <£ <6 , £ - радиус окрестности, которые являются ре­
шением задачи (6), выполняются утверждения теоремы. Значит, /W2)* 
4& +пс дяя fM(&) при любом н . Последовательность функций 
/м(&) равномерно сходится к /fe) внутри Е при •<* —о . Поэто­
му для f(z) также будет выполняться неравенство /V(£) ^ sea^-rte . 

3. Пусть с (в) ± О . Используя принщп аргумента для функции 
Q(zy , подучим /1С - PQ = п с . Поэтому для функции /fey. /V(£) = 
= ^0

АгП
с . В частном случае, когда cf&)>0 (с(&).<0)-9 /Vf£) = 

= fe0 . Для задачи Шварца А/(£) = пс . 
4* Представим решение однородной задачи '(;с(&). щ О) в виде 

р п S 
*(&=П(&-aJK £0(&У . Функция ;fCz) является решением 
некоторой однородной задачи с гельдеровыми коэффициентами, причем 
ивдекс этой задачи равен индексу задачи (7) в искомом классе функ­
ций* Для функции -fyOO t 'а следовательно, и для \ f№)" выполняется 
равенство 2NCE)+N(d£) = <# (15], сЛ97). Лемма доказана. 

Замечание. Равенство. (3) в лемме I можно получить, используя 
лемму 2. Перейдя от краевого условия (I) к краевому условию для 
функции a feY•=&#£'/&) 7 

JmW6fy(€^)] -О у (10) 
где решение ищется в Классе функций, имеющих особенности порядка 
не выше второго, заметим, что индексы задач (I) и (10) связаны 
соотношением Ms =/L а^. ^^Сэе^^-п - ^ - п . В силу лем­
мы 2 для однородной задачи (10) имеем равенство эе„ ^2fy+£) +m , 
где о - число нулей f (£) , лежащих в £ , т - число нулей 
/(s) f лежащих на д£ . Отсюда сразу получаем равенство (3). 
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Используя доказанную лемму, сформулируем условия на коэффи­
циенты задачи Гильберта, при выполнении которых устанавливается 
принадлежность решения задачи некоторому классу многолистных 
функций. 

Обозначим через М класс функций а)(&) , имеющих конечное 
число точек разрыва первого рода, неубывающих, гёлвдеровых мевду 
точками разрыва. Справедлива следующая 

Теорема 2. Решение однородной задачи Гильберта 

цринадлежит классу Sw(9e) - слабо звездных функций порядка яе % 

где эе -индекс задачи, если бд(8)еМ' \ 
Решением задачи Гильберта 

ит{€Ш0){(^в)-\ = с(&) ,6) е[0у2Ж\ , 
является слабо почти выпуклая функция порядка ••&*£ еоше/&)> 
>0(с(в)<0)ъ сд(9) + ВеМ .Если с(0)^О : vof(3)eSZ (X +4) , 
т.е. слабо выпуклая порядка эе^£ при условии, что <V(&)+&eJU. 

В работе [2] была сформулирована теорема о конечнолистной 
разрешимости задачи Гильберта с разрывншли коэффициентами, дока­
зательство которой мы сейчас приведем. 

Естественным обобщением класса однолистных функций, выпуклых 
в п направлениях [6], является класс K{p97i), p -листных выпук­
лых ъ п направлениях функций. 

Определение 3. Функция £fe) принадлежит классу K(p/n)} ес­
ли существует функция 4(s)e SC/) » отображающая единичный круг 
Е на плоскость с тг радиальными разрезами такая, что 

? 4РЮ Р 

где ty (&,&,>> = (£-£^(£-Жк2} /s , | &е\ < / , к = 7Тр , 
функция p0(d) t p0(V)^£ , регулярна в if и удовлетворяет ус­
ловию Re егбрр(£) >0 с некоторым бе (-3F/2 , &/£} . 

Пусть функция /?с?) регулярна в круге Е , непрерывно про­
должит на границу, за исключением конечного числа точек, в кото -
рых она имеет порядок роста, меньший единицы, и удовлетворяет ус­
ловию 
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0<q>1<cpz<...<q>n<2% % Фп+?91*2Я"' &* " постоянные величины, 

Теорема 3 , Решение задачи (10) в классе функций, ограни -
ченных в точках стыка или имеющих там особенности с порядками, 
меньшими Ь^(ТК-ТК_^/Я,/с-Т^, б^Съ-^гЯр)/^ , бу­
дет не более чем/7 - листным в круге Е, е с л и * ? ^ 4 ^ ^ . . ^ ^ +2^, 
V**~VK-£<S[ ' к^Зт , fc - Jn< Я-ЯЯр и сК(0) - возрастающие 
дифференцируемые по Q функции. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что решение принадле­
жит классу выпуклых в п направлениях порядка р фунгащй. По 
лемме 2 решение задачи 

М{е ак е /Се- )h%f0.) , 6>еС<&,9^Л > (12) 

полученной дифференцированием краевого условия (II) по параметру 
в, имеет аен нулей. В нашем случае• аен -р -

При построении решения используем функцию 
Р \* •'.._ -(К-Гк^/Я-

Н/Сз)-Пс1С^^к) n(i-aK^ •'•. г •••'• 
отображающую круг на р -глистную область, внешность прямолиней -
ных разрезов, проведенных под углами ^£4Г к положительному на­
правлению действительной оси. Нули функции ^ ? Ф ) должны совпа­
дать с нулями функции c^^i^). Умножим(12) на | У(£г')"]•" 
Учитывая граничное поведение ^С^У > имеем 

Функция / u D аналитична в круге, на границе может иметь 
особенности порядка не выше первого ъ.Яе\е*"£&^У/Ц/Се€_ У\>0. 
Так как выполняются условия леммы из [7], чо- fte[&f&)/#(£)}> О . 
Следовательно, f(&) ъК(р,п)' , я теорема 3 доказана. 

3. В п.1 было отмечено, что задача Гильберта (I) с отрица — 
тельным индексом эе , которая имеет решение при выполнении -ре-/ 
условий разрешимости, в некотором смысле эквивалентна задаче ото­
бражения на полигональные области. Знание геометрических свойств 
решения задачи Гильберта помогает видоизменить задачу так, чтобы 
она стала корректной. 



В связи с этим интересно было бы найти варианты постановки 
задачи Гильберта (I) или (7) со свободными параметрами, за счет 
выбора которых задача становится корректно поставленной. 

Одно из таких видоизменений дает краевое условие в форме 

причем количество неизвестных параметров ^ равно -эе-/ . Для 
других видоизменений можно привлекать ( р} и [ср^\ . 

В заключение обратим внимание на истолкование с точки зре­
ния многолистных функций классов корректности задачи Римана, ко­
торые предложены ФД.Гаховым. 

В своей монографии О М ] , с.188) Ф.Д.Гахов при обсуждении 
вопросов корректности предлагает переходить от задачи Римана с 
индексом, отличным от нуля, к задаче Римана с нулевым индексом. 
Переход осуществляется с помощью функций, которые могут быть ло­
кально многолистными и покрывать окрестности конечных точек лис­
тами в количестве, равном эе^ для функции Ф*(&) и эе_ - для 
функции Ф (Ж), причем ае^ -%- яе_ = э& в случае положительного ин­
декса Ж . 

В случае отрицательного индекса количество листов, покрыва­
ющих окрестность °° , будет равно | эе\ = \эе+\-+\ эе_\ , где | эе^\ -
порядок листности в оо от Ф*(<£) и I 'эе_\ - порядок листности в 
°° от Ф'Сг) # Тем самым можно утверждать, что задача Римана ока­
зывается/корректно поставленной в классе функций, который состоит 
из .аналитических функций не менее, чем яе^ -листных для Ф (&) и 
не менее, чем эе_ -листных для Ф (а) (эе * эе, ^ s e > 0 ) . Для отрица -
тельного индекса задача Римана оказывается корректно поставленной 
в расширенном классе аналитических функций с добавлением полярных 
особенностей, превращающих Ф (&) в не менее, чем | эе_\ -листную 
функцию и Ф*(&) в не менее, чем | э е ^ \ -листную функцию(эе^эе_ 

Видимо, расширение класса искомых функций с добавлением по­
лярных особенностей с суммарным порядком -эе-1 , эе <0 , сделав 
ет корректной такую постановку и для задачи Гильберта. 
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Ф.Х.Арсланов, С.Р.Насыров 
НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ УСЛОВИЙ ОДНОЛИСТНОСТИ ЕЕККЕРА 

ДЛЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Пусть функция f(&) регулярна и локально однолистна в еди­
ничном круге £={&• !<£ I < {\ . Хорошо известно, что /(<z) будет 
однолистна в £ , если выполняется одно из условий til: 

I /?#•//?*) I * / / f / - U O , &еЕ 9 (I) 
(или [2]) 

I' f'№/f'(z)\±3,05 ... , ЯеЕ . (2) 
Естественно поставить вопрос о "соединении" этих двух усло­

вий, то есть получении достаточных условий однолистности вида 


