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И КВАНТОВАЯ НЕРАЗРУШАЮЩАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ 

В. П. Белавкин 

Введение 

Проблема динамического описания стохастических частично 
наблюдаемых квантовых систем, содержащих входные и вы­
ходные каналы, впервые была рассмотрена в [1] на основе опе­
рационного подхода к квантовой теории, разработанного Дэви-
сом и Льюисом в [16]. Конструктивное описание линейных бо-
зонных моделей таких систем было развито в [2, 12, 13] на основе 
обобщения стохастического исчисления квантовых шумов, 
известного в математической физике начиная с 60-х годов [19]. 
Так впервые появилось не только общее линейное бозош-гое 
уравнение Ланжевена, описывающее открытую квантовую 
систему X под действием входного квантового процесса, но и 
квантовое стохастическое уравнение, описывающее согласо­
ванный выходной канал. Условие согласованности выходного 
квантового процесса У, открытое в [2] на модели квантовой 
антенны — бозонной струны (линии передачи) с квантовым ос­
циллятором на конце, означало коммутативность прошлых вы­
ходных наблюдаемых Yt= {Y(r) |/{le}£} с будущими оператора­
ми системы Xt = {X(s) | s^t). Благодаря этому условию, пере­
несенному на произвольные квантовые стохастические модели, 
оказалось возможным построить квантовый аналог нестацио­
нарной марковской фильтрации [3], получить квантовый фильтр 
Калмана-Бьюси [2, 13], и доказать оптимальность линейной 
фильтрации для квазисвободных (гауссовских) бозониых со­
стояний по среднеквадратичному критерию. В дальнейшем 
выяснилось (см. теорему 3), что такая односторонняя коммута­
тивность [X(s), Y(r)] = 0, Vs^r является не только достаточ­
ной, но и необходимой для существования апостериорных сред­
них от Xt относительно Y1, определяемых условными ожидания­
ми [21] относительно произвольного вектора квантового состоя­
ния. На физическом языке условие существования таких апо-
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стериорных ожиданий можно выразить в виде принципа не-
разрушаемости будущей стохастической эволюции квантовой 
системы X прошлыми измерениями выходного процесса Y в 
согласованном квантовом канале. Алгебраическая формулиров­
ка {Yt}cz{Xt}' этого принципа неразрушения и соответствую-' 
щая теорема реконструкции, позволяющая построить статис­
тически-эквивалентный неразрушающий процесс по многовре­
менным оператор но-значным .мерам любого (в том числе 
разрушающего) квантового процесса последовательного наблю­
дения, даны в [4]. 

Отметим, что условие неразрушения в силу возможной не-
коммутатюности \X(r), Y(s)]¥=0 np« r<s не сводит порож­
даемые операторные алгебры ШиФг к абелевому случаю, как 
это имеет место для самонеразрушающего процесса прямого 
наблюдения Y—X. Именно в таком контексте самонеразруше-
ния, означающем просто коммутативность процесса Y, термин 
неразрушающие измерения был введен Брагинским [6] и затем 
обобщен на случай косвенных измерений Холево [10]. 

В этой статье будет развито общее КС исчисление бозон-
ных входных-выходных процессов в открытых квантовых. сис­
темах и неразрушающих измерений, представленных на фо-
ковском пространстве F , тензорно умноженном на некоторое 
начальное гильбертово пространство Ж0. Для того, чтобы из­
бежать громоздких выкладок КС исчисления Хадсона —- Пар-
тасарати [18], мы введем простые тензорные обозначения вы­
являющие -^-алгебраическую1 индефинитную структуру ОСНОВ­
НЫХ квантовых процессов, образующих псевдопуассоновский 
процесс, описываемый в первом параграфе. Рассматриваемое 
фоковское представление этой структуры близко связано с КС 
исчислением ядерных процессов Лшвдсея—Маассена {20;], но 
дано в терминах не ядер, а матричных элементов операторов 
для многомерного бозонного шума в фоковском пространстве. 

Преимущество вводимого "-г-матричного представления пре­
доставляет возможность доказать основную теорему фильтра­
ции для произвольного выходного неразрушающего процесса 
путем использования индефинитной метрики для т^-алгебр'аи-
ческой структуры Ли генераторов КС процессов. Эта статья 
содержит полные доказательства соответствующих результа­
тов квантовой нелинейной фильтрации, сформулированные в [5], 
[14], [15]. В коммутативном случае квантовая неразрушающая 
фильтрация сводится к классической нелинейной фильтрации 
[9] и ее мартингальному обобщению [7] для соответствующих 
частично-наблюдаемых случайных процессов. В условно-мар­
ковских квантовых системах выведено рекурсивное стохасти­
ческое уравнение фон Неймана (для апостериорного оператора-

плотности) и нелинейное стохастическое уравнение Шредингера 
(для апостериорной волновой функции), обобщающие нелиней­
ное стохастическое уравнение марковской фильтрации Страто-
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новича в форме Ито [9] как для диффузионных, так и для скач­
кообразных процессов наблюдения. 

Показано, что эти нелинейные уравнения могут быть сведе­
ны к линейным для ненормированного' оператора плотности 
или волновой функции, причем линейное стохастиче/ское урав­
нение Шредингера, соответствующее простейшему диффузион­
ному наблюдению, совпадает по форме с волновым стохасти­
ческим уравнением, изучавшимся Скороходом в [8]. Частные 
выходные процессы счета числа квантов и измерения амплиту­
ды выходного квантового поля для случая стационарной мар­
ковской квантовой системы были получены Гардинером и Кол-
летом [17] и Баркиелли [11]. 

§ 1. Исчисление квантовых входных процессов 

Обозначим F-=r(<^) пространство векторов чистых кван­
товых состояний одномерного бозоиного шума, которым являет­
ся пространство Фока над гильбертовым пространством <§ = 
= 3?2(R+) квадратично-интегрируемых функций вещественной 
полуоси R + = { t ^ 0 } . Можно рассматривать &" как гильбертово 
пространство Т{<%) = .SP-(Q) квадратично-интегрируемых функ­
ций т--+|(т) цепей х — (t\,..., tn), 0 < . | < . . . < 4 < с о , | т | = 
= n = 0, 1 ,2 , . . . , со скалярным произведением <1|5>-= 
= / 1 ("О *£(х)dx, где интеграл 

00 

J/(rt)dt-=2 j . . . ,f/(ti, ...,tn)dti '...din 
n—0<i<...«n 

берется по пространству Q всех конечных цепей х в R+ относи­
тельно естественной меры Лебега dx — dt\ ... dtn, где | т | = / г . 
Следуя [8], мы будем отождествлять цепи т = (t\,..., tn) с со­
ответствующими конечными подмножествами {tb . . - , ^ } {subset} R-H 
в частности, пустую цепь (/г=0) будем обозначать как пустое 
подмножество 0 , единичную цепь x = t (п=1) будем отождест­
влять с одноточечным подмножеством {t}, причем теоретико-
множественные операции над цепями понимаются как операции 
над соответствующими подмножествами. Мы также обозначим 
б0 нормированную вакуум-функцию б0(т)=О, если т-?--0 и 
•So(т) -=. -•» е с л и т —0> играющую роль вектора основного состоя­
ния в F , и будем рассматривать фоковские пространства F T ' = 
= Г(.£У), &rt = T{^t) над ортогональными подпространствами 

^ = {|(5) = 0|5(1(Г, Ц), ^ = { | (Г ) -=0 |Г<0 , 
как функциональные подпространства ^ - ( й ' ) , 9?2(Щ на подмно­
жествах' Q' = (t с (г, t]\ \х\ < оо), Q,-={-r>t} конечных цепей 

> < t < i t , xc(t, оо) соответственно. 
•31 



Мы часто будем также использовать тензорное разложение 
F r—9 :r®S :i для *•>/", вытекающее из представления 
.5'2(QrXQ..) = S'2(Qr)®2'2(Q<)> поскольку множество Q( отрезков 
%i = {sQX\s>t} цепей tgQ есть декартово произведение Qt и 
Qr = {-r} для z.>r в соответствии с разбиением tf=--(t', xt) 
любой цепи хг на пару цепей T^ = {S6T | t>s> г} и xt = 
= {s&\s>t). В частности, &=&*®РЬ где sSr-=.2'2(Q0 есть 
гильбертово пространство на множестве цепей l . ' = j t ' - - t < f } . 

Пусть 5 °̂ — некоторое гильбертово пространство, называе­
мое начальным для фильтрации 5 ^ - = ^ ° ® F - гильбертова тен­
зорного произведения 3e=2@°®&'t относительно вакуумного 
вектора б0. Основными процессами для квантового стохасти­
ческого (КС) исчисления в гильбертовом пространстве 36 яв­
ляются процессы уничтожения Л - = / ® ^ - , рождения Л+ = 
—I®i+ и числа квантов Л = Щ , плотно определяемые в 2ё 
как операторво-значные функции от / > 0 

t 

A^(t)(i|)®6)(t) = Jg(i;Ur)rfrT|>, 
о 

Л+ (t) (4>®S) (t) =- 2 х' (г) t(*\r) Ъ (1.1) 

A( t)("[)e|)(--)-=|t ' |£^)*. 
где г1>е5й-, £6-*", X'(•")---1. если r<t, %'(r)=*0, если r > t, 
| т ; | = _2%ЧГ)> Цепь "-U/" определена почти всюду (для г$т) йак 

<т<, t, t (), a t \ r - t f l { r } . 
Заметим, что процессы Л_, Л+ и Л являются коммутатив­

ными, но не коммутирующими друг с другом мартингалами от­
носительно фильтрации (Шг) и вакуумного вектора cp=-i|)®60, 
процессы Л_ и Л+ сопряжены: Л_(/):|—Л+(г,) на областях 
Звй®3)х, 

@*={%е&~\ / |т,*| ||(ir)|2dT< loo}, 
•а процесс Л самосопряжен: Л—Л, где A"(t) = Л ( 0 * для всех t. 

Введем следующие тензорные обозначения: 
_A+(i) = i/, Л ° _ ( 0 - Л „ ( а Л0

+(О = Л+(*), л§(0 = Л(0, (1-2) 
где / — /®1, /—-едшичшй оператор в 5^°, 1 —единица в •£?", 
и будем считать, что индексы {—, 0, +} упорядочены отношени­
ем — < 0 < + . В этих обозначениях основные квантовые про­
цессы могут быть алгебраически описаны условиями, которые 
содержат следующее: 

О п р е д е л е н и е 1. Тензорный квантовый процесс Л = 
==(Л^)|1<+, образующий самосопряжен ibie представления ЛЩ*-)" 
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= Л* (г.);-; алгебры Ли 
[Л£(г), Al(t)]^MirAt)^~A^(rAt)bl (1.3) 

относительно инволюции Л*(^—g-wA« (^*gK.a, определенной 
псевдометрическим тензором g=-(gn{lambda}), №{ —, 0}, Щ0, + } 

л*(0--=л±(0*, л*(о°~-=л0
+(-Г, л*(*)о+—л.и-Г\ 

Л*(-)о° = Л0о(0* 
и совпадающим с ним обратным g-l={g"i) c элементами g„j—. 
= 0 = ^ , (X, Х = - ИЛИ К V==+, И .?..+.—l—i~+, g-00=:l—g-00, 
будем называть псевдопуассоновским КС процессом относитель­
но вакуумного вектора состояния ф=г|)®б0. 

Далее мы не будем ограничиваться случаем одномерного, 
квантового шума, предполагая, что основ .ое пространство с? 
есть гильбертово пространство 8 = J ®X (if) ^-вектор-функ­
ций I У)аЖ (t) со скалярным произведением < 11 £ ) — 
= j < I (t) | С (0 >'dt. Полезно иметь ввиду случай Ж = J.272(R+{to} С") 
fi-мерных столбцов | (0 = (1;) (*)6С . ( 111) ( 0 = S* (О V(t), где 
I* (*) - (Vv • • •« О (0 -строка с компонентами Г, (-0 = V {*)*• 
При этом процессы Л+, л_—заменяются соответственно строкой 
Л + = (Л^, . . . , Л*) и столбцом Л_=-(Ai) процессов AJ~ (*), Л£(0, 
/=-= 1, . . . , «, а Л заменяется п X я — матричным процессом 
Л (о=(л/К*)-

Матричный процесс Л == (Л^, р., чб{ —, 1, . . . , п, -]-} с ком­
понентами Л_=Л_, Ло" = Л+, Ло=Л, и Лд=0 при {mu}=+ или 
v— —, оказывается при этом самосопряженным Л * = Л Относи-
сительно инволюции A*(j.) = gA* (t)g, где, как обычно, A'*(t)^ = 
— Л^(г.)*, а унитарная эрмитова матрица g = [g%) определяется 
нулевыми компонентами g-- — 0-<•?+. •?•..= ° ПРИ M^v, 3 a 

исключением g~ = 7 - g + и gy-== 6J. • 7, i, ;' = 1, ...,n. 
Всем нижеследующим формулам нетрудно также придать 

смысл (ем. приложение) и в случае бесконечномерного №(t) = 
= l2(J), для чего индексы \х, v можно рассматривать в множе­
стве {—, 1, +}, разбив одноточечный индекс {0} на n—\J\ то­
чек множества /6/ некоторой кардинальности | / | . 

Пусть С = {С%) есть матричный КС процесс с операторными 
значениями C%(t):3@-+3l@, [A, v6{—, Л +} , или 

C+(t):5&-->..50- С°+("):-^^^®С", Cl(t):5»®Cn-*.5», 
C§(0:-^®C"->3g®C'£, где С!}.----С+, C5—G-, Со = С, 

и Cv = 0 При [А— + 
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или v - = - удовлетворяющий условию согласованности С(̂ )=— 
— С'®1., Vt, где It есть единица в F . , С —матрица операто­
ров в Ж. В основе КС исчисления лежит понятие КС интеграла 

t t 

Л (С, t) = f CUK - 1 2 Gv W dA* (г) (1.4) 
'о о n.v 

относительно инкримента псевдопуассоноеской меры dA(^) = 
= Л (t + ^)—-A (^, в котором суммирование по [i, v можно ог­
раничить на цф + , у=--= —. Таким образом, Л(С, г!) —это сумма 
интеграла J C^.(r)dr и трех КС интегралов 

о 
t t t t 

j Л (C~ (r), dr) = \ CJdAL f Л (С+ (г), dr) = j C<_dA+, 
О 0 0 0 

t i 

fA(C(r),dr)-fcjdA{, 
а о 

существующих (см. приложение) в смысле Ито для слабо из­
меримых, локально КС интегрируемых операторно-значных 
функций i.—> С (t). 

Рассмотрим согласованный КС процесс V(/), удовлетворя­
ющий КС дифференциальному уравнению 

d r = A ( F ~ r ® l , d O - = ( F ^ - ^ ) d A - , (1,6) 
t 

в смысле Y(t)=±Y°®\-\- ] A(C(r),dr) для всех t, где K0 —опе­
ратор з Ж, C(t) = F(t) — Y(t)®l, l-=(6£), F== (E$ — тензорный 
согласованный КС процесс. Таким уравнением можно определить 
любой КС интеграл Y (t) = Л (С,t), положив Г°-0 , E£= С£ + 
+ F6!J, причем FZ==Y — E+; и E!J = 0 при | i>v относительно 
частичного порядка - | - > / > — для любого /6.L В следующей 
теореме устанавливается формула для КС дифференциала 
d(Y*Y), из которой, в частности, вытекает -̂ '-свойство-

A ( C , 0 * = A ( C \ 0 , C * W = g C 4 0 ^ (1-6) 
для КС интеграла Y(t) и КС формула Ито [1] 

d(XZ)=X-dZ+dX-Y+dX-dY, (1.7) 
имеющая для КС интегралов X(t)= А(В, t) и Z(t)=A(D, t) 
вид 

t 

Л(В, t)A(D, 0— f CXA (D, dr) + A (B, dr)K + A (BD, dr)), (1.8) 
6 
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где (BDyv
l (t)=B% (t) D* (t) — произведение блочных операторов-, 

B(t) н D {t), определяющих Л (В, dt) Л (D, at) - Л (BD, dt). 
Т е о р е м а 1. Если КС процесс У удовлетворяет КС уравне­

нию (.1.5), то (Y*Y) (t)-Y(tyY(t) удовлетворяет КС уравнению , 
d ( y y ) = - - ( F * F — y y ® 1 ) / d V . О ' 9 ) . 

устанавливающему алгебраический изоморфизм -^-операторной 
структуры КС дифференцируемых согласованных процессов У 
в ж-матричную 'структуру треугольно-блочных согласованных 
КС процессов F с компонентами Fv —0 при jx>v и E.--—У= • 
—F++. В частности, У есть формально нормальный (самосопря­
женный, унитарный), если и только если [F*F] = 0(F* = F, 
F* = F-1) относительно *-операции F*-=gF*g, определяемой 
индефинитной матрицей g*=g — g~l и У есть частичная изомет-
рия (ортопроектор), если и только есл'и FF*F—•F (F*F=—/®1, 
F*F=F). 

Д о к а з а т ел ь с т в о. Принимая во внимание, что 
d F - C+di + CfdA°_ + C°+dA$ + C°dA°, 

dr**=C+*dt + C»dA<L + Co*dA++C**dA*, 
для C*(f) = F»(t)-Y{t)6», C f ==Ef— F*6£, получим 

dK*-=(E*$ —K*6£)dA£, r*(0)--=r-*-Sl,. (1.10) 

где F* = C*-|-y*®l, C*=--gC*g. Используя таблицу умножения 
Хадсона—Партасарати [1], записываемую в терминах дифферен­
циалов dA„" и ОСНОВНЫХ процессов (1.2), определенных в (1.1), 
в виде 

. dA£dA*=-dA^, X, v-ф - ; >:, ^ + , (1.И) 

получим: d ( r * r ) — (K + d r f ( r + d Y ) - r : | ! y - - = d r * r + K*dK+ . 
+ dy*dy-=C*! j r+ r*C^ + C^C«)dA^--((C + y"®l)*(C-T-r®1) — 
— Y*Y^l)^dA^, где сумму по v и [х можно распространить так­
же и на значения v==—•, \i= + , для которых (F*F — Y*K®l)^-=-. 
= 0. Таким образом доказано-, что отображение Fi-->.F, определя­
емое для КС дифференцируемых процессов уравнением (1.5), яв­
ляется гомоморфизмом относительно ассоциативной алгебраической 
структуры операторных процессов Y и треугольно-блочных про­
цессов F=(E!J), E+-=0—F4, F+=0, который является инъек-
тивным, поскольку если F = 0,. то E -=- r==E+-=0 , т . е . У = 0. 
Обратно, есл'и У==0, то Y(t)~-Y(0)= 0 для всех t, откуда С = 
= 0 в силу определения 1 КС интеграла, и, следовательно F-— 
= У<8>1 = 0. Теорема 1 доказана, 

С л е д с т в и е 1. Из формулы (1.9) вытекает формула Ито-
Хадсона-Партасарати [1], записываемая для КС процессов X " 
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я Z с КС дифференциалами 
dX = B»J.jfA*, dZ ----- D*dA*, X (0) == A'0® f, Г (0) = Г°® f, (1.12) 

относительно псевдопуассоновского процесса (1.9) в форме 
.d(XZ)=(B*Z+XD»+B»D$dA*=*iEQ-XZ®l)»dA*, (1.13) 
где 'F=B+X®1, G — D+Z<S>1, которая вместе с *-свойством 
(1.10) эквивалентна (1.9). 
Это следует из поляризационных формул 

з 
XZ = 2 (X* + *•-)* (X* + inZ)/4i", 

/•=0 
з 

EG=2(£'*+^C?)*(£'*+^0)/41'''' 
•согласно которым 

3 3 

где Yn = X*\inZ, F /,«E* + i"G, « = 0,1,2,3. 

§ 2. Стохастическое исчисление 
квантовых выходных процессов 

Пусть S-=(5v)—-согласованный матричный процесс с компонен­
тами $£(*), ц, ve{~, 0, +} , SZ~I = St, S£ — 0 при p>v, 
определяющими генератор £.== S —/®1 изометрической КС эво­
люции U (t):2>e-±2e, U*U — I, описываемой уравнением 

dU=ULUM={USl-U$)dK. (2.1) 

Мы будем предполагать, что выполняются условия существования 
единственного решения этого уравнения, для чего достаточно по­
требовать локальную ограниченность слабо измеримых процессов 
LV, М-6 {" —, 0}, v6{0, +} . При этом в соответствии с теоремой 7 
процесс U будет изометрическим, если и только если процесс 
(U®\) S~(U$v) есть * -изометрический матричный процесс, т. е. 
S(t)*&(t)=/®1 для всех t, что может быть записано в виде 

S*£-/, ^4S ;^++5+=o , 

где S=*S°0, 5+—S-I-, S--S0-. 
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Рассмотрим согласованный самосопряженный процесс У, удов­
летворяющий КС уравнению 

dY = {S*H-Y®\)UK, Г(0)-Г°®1, (2.3) 
где ..F* — F есть -.-Ьсамосопряженный согласованный матричный процесс 
(Ev) с компонентами FZ = Y= F+, Ev = 0 при | i > v , .§•—изомет­
рический матричный процесс, определяющий генератор уравнения 
(2.1). Без ограничения можно считать, что fsS*— F== S§*F, в 
противном случае F в (2.3) молено заменить на SS*F§§*. 

О п р е д е л е н и е 2. КС процесс У называется неразрушаю-
щим относительно некоторого согласованного КС процесса Z, 
если 

[Y(r), Z(0]=-0, Vr^t, (2.4) 
называется выходным относительно КС эволюции U, если он 
является неразрушающим относительно КС генератора этой 
эволюции: 

[ ^ ( 0 , К(г)] = 0 V r < i (2.5) 

и называется самонеразрушающим, если [Г(г), y(.f)]=0, Vr, t. 
Т е о р е м а 2. Процесс У определен уравнением (2.3) как 

самосопряженный согласованный процесс, если и только если 
t 

UY^YU, Г - Г - ® 1 + | с ^ Л д , (2.6) 
d 

где С— С* есть согласованный КС интегрирбванный матричный 
процесс, удовлетворяющий условию C^U — UC^, Cv = F^ — Ybvi 
Процесс Y есть выходной КС процесс относительно КС эволюции 
U, если и только если 

U(t)Y(r) = Y(r)U(t),Yr<t, (2.7) 
что эквивалентно условиям 

[S»(t),r(r)]U(t) = 0,Vr<t (2.8) 
относительно S%: S%U = U$>y. Выходной КС процесс У является 
неразрушающим относительно КС процесса Z, определенного ус­
ловием 

t 

UZ^ZU, Z(t)=Z°®i + §DUAl (2.9) 
о 

если и только если [Y(r), Z(t)]U(t)=Q для всех t^r. Послед­
нее условие эквивалентно условиям коммутативности 

[У, Z°]-=0, [С, O](i/®1) = 0, (2.10^ 
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[Г (г), G»(t)]U(0-0, vr<t, (2.11) 
где G — D + Z®1, fx<+, v>—. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы получим (2.3) с Fv = U*FyU из 
,(2.6) для L/fi удовлетворяющего уравнению (2.1), просто примене­
нием к $—• U*YU КС формулы Ито (1.13): 

d{U*VU) = (S*{U*®\)F{U®\)$-U*YU®\tdK-
Обратно, из (2.3) и (2.1) получим 

d{UYU*)~((U®\)&S*FSS^U*®\)~UYU*®\)UAl, 
следовательно КС процесс Y—UYU*, удовлетворяющий, очевид-
'но, условию YU — UY, определен как КС интеграл в (2.6) 
•cF% = UF%U* благодаряпредположшиюЗ^ЗЗ*----/7 для слабоиз­
меримого, слабо локально интегрируемого процесса G. 

Если процессы Sv и Y удовлетворяет условию коммутативности 
(2.5), то чзометрия 

U (г, . s ) - / + j V ( r , t)L4(t)dAl(t) (2.12) 
г 

коммутирует с Y(r), как это может быть легко доказано индук­
тивно относительно я-—1, 2, ... для соответствующих КС Ито 
сумм 

Un{r, -?)---•/ + 2 U^r-t^L^it^iMit^-AKU), (2.13) 

где tm=r-\-m(s—r)ln, N0(r, r)—I. 
"Следовательно, принимая во внимание, что U(t) = U(r)U(r, t), 
мы получим (2.7): 

U(t)Y(r)=U(r)Y(r)U(r, t) = Y{r)U{t). 
Обратно, умножая (2.7) слева на U(t)*, получим условие ком­
мутативности для Y(r) и U(r, t), которое эквивалентно (2.5). 

(благодаря аппроксимации (2.12) и согласованности Y. Следо­
вательно, условие (2.5) в терминах S/•-"/== CAS/ может быть за-
'писано в виде (2.8), ибо 

[Y (г), .5? (t)} U(t)=U (t) [Y (r), S» (/)] = 0. 
,,, Аналогично условие неразрушаемости (2.4) для выходного 
'КС процесса У может быть записано в виде [У(r), Z(t)]U(t) =0, 
r^t в терминах ZU—UZ. Представляя процесс Z, определен­
ный в (2.9) подобно У как решение КС уравнения 

dZ={$*&S--Z®\)UK, Z(0)-=Z°®i, (2.14) 
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где G = D+-Z® 1, и принимая во внимание формулу Ито (1.13) 

d(YZ) = (S*FGS~YZ®l)»dAl, (2.15) 

можно легко получить, что̂  [K,Z] = 0, т. е. [У0, Z°] = 0 и 
[F, (}] = 0 благодаря F==F§S-*\ Для того, чтобы удовлетворить 
условию [Y (r), Z (г.)] — О для всех r<t, необходимо добавить 
условия [У {г), Gv (t)] = 0 для \i< + и v> --- и всех r < t вслед-
стзии КС интегрального представления 

Z(s) — Z>) + j(S*GS-Z®l)£dA£, s>r, 
г 

и коммутативности У (г) с S(t) при r^Ct. 
Итак, [С, O] = [F, 6] — [К®1, G] = 0, что дает необходимые и 

достаточдые условия неразрушения (2.4), которые могут быть за­
писаны в терминах Y, С, G как (2.10), (2.11) путем умножения 
справа на U. Теорема 2 доказана. 

Следствие 2. Процесс Z есть эволюционное преобразова­
ние Z°=- X, Z = U* (А®1) U некоторого начального оператора 
Z0— Х£&(3№°) относителыо КС эволюции U, описываемой КС 
уравнением (2.1), если и только если он удовлетворяет КС урав­
нению (2.14) с G=Z®L Процесс У есть выходной процесс отно­
сительно условно-марковской КС эволюции, определенной на алгебре 
фон Неймана S3 = 93 {Ж0) преобразованием Гейзенберга Lv== 
= U*L^(J КС генераторов Lv(t), присоединенных к алгебре 
•s^V(.53®l), s^l = {y{r)\r<ty, порождаемой А®1, A'GJ? и F£=-
— {F(/") | /"6(0, 1]}, если и только если он является самонеразр^-
шающим: [Y (г), У (t)] = 0 для всех t, r&R+, и [К (r), Д1(*)] — О, 
уг<г.. Выходной КС процесс У является неразрушающим отно­
сительно Z=U* (X®1) U для произвольчого Х^$(0в% если и 
только если У =7®у, где у (i) есть согласованный КС процесс 
в пространстве Фока дг. 

В самом деле, если Z(t) = A'® 1 — постоянный согласованный 
процесс, то он удовлетворяет уравнению dZ = D%dА^, соответст­
вующему D = 0, т. е. G = Z®1. Следовательно процесс Z=U*ZU 
удовлетворяет уравнению (2.14) с & = U*ZU®\ = Z®1. 

Условие [У (г), S${t)]U (t)== 0, /-<*. для S£=L£+/6!J при 
произвольном L%it)£$tr

t\f(®®\) означает [У (г), L!J (2.)]=-О при 
всех г < t для любого t, если К(г)—= У (г) UU* (t), LJU*(t) = 
= I®p(iy, более того условие [У (t), А®1] £/(t) == О, для произ­
вольного АГ6-ЗУ (<3@с) возможно только если У (t) = I®y (t). 

Заметим, что выходной КС процесс У=и*Уи определен как 
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сумма начального F(0) = F°<g>l и некоторого КС интеграла 
t 

N(C, О —J U (0* Л (С, dr) U (t) (2.16) 
о 

от С (г.), имеющего КС дифференциал N(C, dt)=> (S*CS)% d&l-
В случае коммутативности матричных элементов 

ct^u*au, 14= и* Liu, 
имеющей место в ̂ случае, когда С"— выходные процессы, напри» 
мер, при Ct=I®c% и iv==-/?v®l, этот интеграл может быть 
определен как КС интеграл Ито — Хадсона — Партасарати от С: 

N(C, O-jCvd-V^ (2.17) 
относительно преобразованного квазипуассонозского процесса 
N-(->#). ' 

N1 (0 = J SlKSldAl = U (t)*M (t) U (t), (2.18) 
о 

компоненты которого не обязательно являются выходными 
в смысле (2.18). Однако в марковском случае l%(i) = R%®i Рас­
смотренные в качестве выходных в £11, 17] преобразованные 
канонические процессы ~Nt=tI, N- — JV_, No~—N+, No—M 
где N_= (NL), N+=[Nit), N=(N{) определены КС интегра-
лами 

i 

NL(t)=\[R{®diL + RL®\dr) = N^(t)* (2.19) 
'о 

t 
N[{t)~\[RVR{®di) + RVRir®dltJr 

о 
+ R+!R(®di*- + R'+iRj

+®dr), (2-20). 
всегда удовлетворяют условию (2.8), поскольку они являются 
неразрушающими относительно любого эволюционного КС про­
цесса Z (t) — U\t) (X® 1) U (t), Х£& (Ж0). 

§ 3. Стохастическая неразрушающая фильтрация 
квантовых процессов 

Пусть У —(К;) —самосопрян-сенное семейство коммутирующих 
выходных процессов f(t, i)*=:Yi(t) = f (t, i*), определенных КС 
уравнениями 

Y (t, i) = Го (i)® 1 + J (S*C (i) $)UK, (3.1) 
o 
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которые являются неразрушающими относительно КС процессов 
S% n Z 

[ 1 . (г), $£(*)] = 0. [У>) , Z (*)]=» О, v r < t . (3.2) 
Как следует из (2.10), (2.11) для Zo=Yl, G — C (/г*) + У,-®1, се­
мейство Y удовлетворяет условию самонера'зрушения 

[?i(r), fk(t)]-0, Vr, *, i, k, (3.3) 
если и только если 

[У?,Г?] = 0, [C(ibC(A)]L/ — 0, (3.4) 
и [У(г, i), C$(t, k)]U{t) = 0 для всех r<t, i — 1 , . . . . п. 

Обозначим s&t — {¥'}' редуцированную алгебру ограниченных 
операторов в Ж, соответствующую измерениям процесса У — 
=--{Y(r)| r6[0, ]̂} вплоть до момента t, определяемую как ком­
мутант всех У , - U(t)*Y\U(t) и ^ — (У?}', коммутант в 5»о. 
определяющий редуцированную начальную алгебру s&o — 
=&®&{JF). Невозрастающее семейство {s&t) есть семейство 
максимальных подалгебр фон Неймана .j$(.=.s£----.-s.#o, ^ r ^ O , 
относительно которых У есть неразрушающий векторный про­
цесс в смысле определения Yf(t)&st/ (или У..(..) присоединено 
к s&t) данногов [4]. Абелева алгебра С.=-я£/, порождаемая се­
мейством У( с 'g'o—^'®-, порожденным V°= {У;°®1}, формиру­
ет центр С — s&t[\s&t алгебры s4>t, следовательно, s£f есть раз­
ложимая алгебра, имеющая условное ожидание относительно 
. ^ I ' e ^ i для любого нормального начального состояния на 
-S#Q.3.8.Z.!. 

О п р е д е л е н и е 3. Квантовым неразрушагащим фильтром 
относительно неубывающего семейства (Ф5.) абелевых -4--под-
алгебр (S'i^3!(o>e) и вектора состояния фб<5$ называется семей­
ство (е.) линейных положительных проекций е, : £фх-*-з&{ 

Bt(Z*Z)>0, st(£t(Z))=<it(Z), 
определенных на невозрастающем семействе ($4>t) максималь­
ных редуцированных алгебр фон Неймана ^.----'«Р/ на абелевы 
коммутанты s4-t'=<S'i"> для которых выполняется условие со­
гласованности 

<Ф | е. (Z) ф> = <ф |^ф>, YZBs&t 
и модулярности 

Et(C'ZC)=C*st(Z)C, YCe<g>t 

(последнее условие вытекает [15] из положительности проекции 
Е/, в силу которой ||8(||-=1, причем бФ/=сё'г, если <8i — слабо-
замкнуты, и I&&t). 

Как вытекает из следующей теоремы, принцип нер>азрушаю-
щих измерений не только достаточен, но также необходим для 
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существования определяющих квантовый фильтр условных 
ожиданий на s4-t относительно ^ . Мы явно построим это услов­
ное ожидание не только для ограниченных A&s£t, но также и 
для Z, присоединенных к j ^ , — ^ / . 

Т е о р е м а 3. Пусть ^ . . с . ^ есть *-под алгебр а алгебры фон 
Неймана 9&t на гильбертовом пространстве Щ, и 3B{(zs&t, где 
s^t = ce't. Тогда условное ожидание е.. как положительная проек­
ция на sf-'t = %, существует на &t относительно произвольного 
вектора состояния Фб^, если и только если %t коммутирует 
с 3$t: %tC-$'u и, следовательно, является центральной. В этом 
случае алгебра 381 может быть расширена до коммутанта s^i 
алгебры Ч?и так что для любого оператора Z, коммутирующего 
на области s&txp с Wt, условное ожидание Ei(-Z) определено на 
j^,cp формулой 

Bt(Z)A<p=AEtZ<p, VAes&t, (3.5) 
где Et£s£t есть ортопроектор на %{$. Формула (3.5) однозначно 
определяет почти всюду 8,(2) как оператор st(Z)Pt, присоеди­
ненный к &tPt также и для неограниченных Z, где PtG^t — 
ортопроектор на s£tq. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть [X, С]т--0 для некоторого 
Xft&t. и C&ot и et:0ilt-*-stt есть положительная проекция на 
коммутант алгебры s&t — ̂ t, совместимая с Ф6.3&, для которых 
<Ф J [X, С]ф>=?--0. Тогда благодаря свойству модулярности 
Si(XC)=s,(X)C, et(CX)=Cet(X), где CQBU Xe£u мы получи­
ли бы ' • • 

<ф,(Х), С]ф> = < Ф | К С]Ф>^0, 
что могло бы.быть только в случае неабелевой Wt. Но для не-
абелевой Wt условное ожидание не существует для всех векто­
ров фб^ если только Ч?1фЗ&и как это может быть легко пока­
зано для фактора s&i=<S't, <@1фО,1. В самом деле, в этом слу­
чае вектор ф должен иметь ([21]) форму фо®Фь и ег(5®С)== 
=-<фо|Вф0>/о®С', где щеЗ@0фС, если ЯХФЪХ", ф.б.Ж^.ф., в 
соответствии с декомпозицией Зё=Жо®Жи Таким образом, 
необходимо, чтобы fftSffl/ 

Определим щ для такой абелевой алгебры %t формулой (3.5), 
где s^t—cS't, я вектор ц>вЖ — фиксирован. Ортопроектор Et ком­
мутирует с s&'( благодаря инвариантности <gt—%fl относительно 
действия алгебры %{. Следовательно, оператор ^tZEt коммути­
рует с si-'tEt\ 

EiZEiCEt^EtZCE^EtCZEt^CEtZEt^EtCEtZEt,-
если оператор Z коммутирует со всеми СФ&и Но это означает, 
что EiZEt присоединен к редуцированной алгебре Els£Et = 
— C&Ei)' на &u совпадающей со своим коммутантом s4-i'Et на 
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Su потому что индуцированная абелева алгебра s4-/Et имеет 
циклический вектор <р в &и и следовательно s4-/Et={c&tEt)' 
на .F,- Коммутативность E,s^tEt=s^t'Et помогает установить 
корректность Aq>=0=>E,(Z)Ay=0 определения (3.5) линейного 
оператора e.(Z) на s£tq>, ибо 

||е( (Z) Аср\\ = \\AEtZy\\ = || {EtA*AEt) w*EtZEM\ =-
= E ^ . ^ . A ' A E . ) . ^ , 

если £,<р==ф, и (E,A*AE()1/V=---0, если Aq>=0. 
Оператор ejJZj:Ay>-*AEtZy, имеющий область значений 

sttEtZ<pe:dig,=*sf4fp, коммутирует с произвольным AesZt благо­
даря определению (3.5), так что оператор Pfit (Z) присоединен к 
алгебре Pt^'tPb совпадающей с &'t ph иб0 P'tGs*'tr\&f=a&'t. 
Отображение Z^e , (Z) сохраняет единицу: 

е , ( / )Лф=Л£,ф= Лф, 
потому что фб<̂ (, и обладает модулярным свойством 

tt(ZC) Atp^AE, CZy =A CEtZq>.—: CAEtZy — CS( (Z) ЛФ 

для всех AQ&t и Сб-*--> и, следовательно, отображает алгебру 
&( на подалгебру s£'tc:s£h представленную на Z$t=Pt9e. 

Докажем единственность представления (3.5) услов­
ного ожидания е, как отображения на фактор-подалгебр у 
&\]&\Р±с±&\Рь где Р^ = 1 — Р££Ф\ есть носитель Ф, являю­
щийся ортопроектор ом иа J&tq> = 2>et. Благодаря коммутативности 
&t{Z) с s£t имеем: et (Z) A(p=Aet(Z) Ф для всех A e ^ . Следова­
тельно, необходимо доказать, что 'е.. (Z)фв=^E/Zф. Но е, (Z^6 
б^/р, потому что е.. (Z)e-&i для Z6.-*^; следовательно, надо 
доказать, что < Сф | s, (Z) ф > = (Сц>\ ЕtZy > для всех С б ^ » 
что вытекает из свойств модулярности и совместимости: 

< C<p|e,(Z)qi> =-= < Ф | е- (С*.2) Ф > = <ф|С*гФ> = 
•=- < G^\EtZqi > . 

Доказательство закончено. 
Замечание 3. Отождествим абелеву алгебру ^-'tP{ на 

н.осителе Pt£s&'t вектора состояния Ф с пространством i.?~(Q') 
существенно ограниченных комплексных функций на множестве Q* 
спектральных значений со' коммутирующего семейбтва У относи­
тельно вероятностной меры 

>(сГшО=»<Ф|/(^<в-)Ф>. (3-6) 
индуцированной на iV спектральным разложением Г--= jco-Y (dco'). 
Тогда условное ожидание e,:.^--»--^ можно описать как услов­
ное состояние ZH+ < Z ) (ш'), определенное для каждого ZQJ&t 
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почти всюду -на й- как функция < Z ) 6.-?£ (ЙО. (z)(®t) = 
— < <Й I Z<P< > М -

© 
В самом деле, если Pt = \ Р (со') ц (dco') есть соответствую-

щая декомпозиция носителя P&s&'t, то 
е 

P,s,(Z)-=f <Z > (©ОPИI-(-*--'). (3-7) 
й-

где <Z > ( © ' ) - < ф"1|̂ «Й> И и Ъ («О = Р ((о О Ф/1| -Р (-') Ф | | -
векторы, определяющие разложение 

е 
E , = J | Ф~ (со') > < Ф~ (со0| ц (dco'). (3.8) 

о' 
Следовательно, e((Z) можно рассматривать для каждого ZG.p£. 
как функцию e,(Z) : co.-*<Z>(co')P(a)'), определяемую для почти 
всех траекторий ico'Gfi', наблюдаемых до момента t, условным 
средним значением. 
Начальное условное ожидание е0 • относительно .$'$1 и ц> — \\>®8 
дается для Z-=X®1, X6.$ произведением e(X)®i, где 

© 
s(X)P-=-$ <ар>)|^(со))ц^ш), (3.9) 

а 
|1,(dco)==||/(dco)^||2. Здесь векторы ф(а)-=Р(со)^/||Р(со)я|)||, co6Q 
начального условного состояния < Z } °6L^ (Q) определяют разло­
жение E0== E®1, 

в 
E — J l ^ H ) <-|»(«B)|{mu}(rf«B); (3.10) 

я 
ортогональное семейство {Р (ш)}ортопроекторов Р (co){in}.5#' задает 

© 
декомпозицию Р = у i3 (со) {mu} (dco) носителя Р0—Р®1 вектора со-

стояния 1[) на 0&', соответствующую ортогональному разложению 
Yо-jco/ (dco) на спектре Q коммутативного семейства У°={У°} 
начальных операторов К. (0)=-F?®i, Y%$'. 

Если коммутативный наблюдаемый процесс в представлении 
Шредингера имеет вид Y (t) — I®y (t), соответствующий условию 
неразрушения относительно любого КС процесса Z{t) = X(t)®\, и 
Ф6.90--произвольный вектор состояния в М. — Ж^У, то E,— 
= /®е„ Pt=*I®pt, и e,(Z)-=-/®s,(Z) для любого Ze# (39,°)®at> 
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где at — {y+j' — коммутант на sr семейств yf = {yt (v)\r(<(0, t)} c 
d0— $ (P). Отображение 8..:.Ĵ f{to}â  редуцированной алгебры -s#..= 
= ${2ea)®at в центр с..==а, na^--=a), определенное почти всюду 
как 

® 
e,(Z).P, = $ <Z >(©•)/>>•)l-W--'), (3-Й) 

a' 
в дальнейшем отождествляется с условным состоянием <Z>(o)(), 
совпадающим при t==0 с априорным состоянием <Z> = <cp|Z(p,>. 

§ 4. Стохастическое исчисление 
апостериорных квантовых процессов 

Предположим, что ф--=а|,(8)б0, где б0 есть вакуумный вектор, 
и пусть выходные коммутирующие процессы (3.1) являются не-
разрушагощими относительно 

Z(t) = Z (0) + $ (S*GS - Z.® 1)tJ dA£, (4.1) 
о 

где Z (0)6^0, (J(t)6SIf — алгебра матричных операторов Q(/) — 
=--(Gv)(/), G l -=Z —G+, Gv — 0 при ц = + или v-= —, комму­
тирующих с Y (r), • r < t и fc (t): Я, •---• ( G v e ^ |[C „ G] -= 0, i = 1, . . . 
. . . , m}. Далее мы будем требовать для векторного процесса 
Y—(Xi)i^\, .,,,-. непрерывность справа в смысле s4-\-= П ^ , что 

эквивалентно С% (t, i)QS&'t для всех i и t (или присоединено к «J.̂ )? 
Обозначим через $ линейную оболочку начальных операторов 

{К»}.иоператоров У06^ из идеала J=-{c6$' | < С | С > ==0}, ( С | С > = 
-= || Сер ||2. Мы также обозначим ©< .я£)-оболочку операторных матриц 
{С (L)}(t) и идеала Ж, =..»{Се«< |CZ=-0 = C^, (С | С) = 0} коммута­
тивной -Ьалгебры 

sr;=={c!j€^;i[c, о]=о, йе«л. 
соответствующей ядру цб-луска-лярного произведения 

(С | С ) = < ср | (S* C*CS)-cp > =-(С^Ф | CS+cp)—1| C°S+cp |p, 
где R*""-=(0, Щ., $+*)----7^—строка, сопряженная столбцу jR+ 
матрицы R = (R!J)==CS. Сейчас мы готовы сформулировать 
основную теорему, при доказательстве которой мы будем опус­
кать крышки над операторами, указывающие, что исчисление 
ведется в картине Гейзенберга. 

Т е о р е м а 4. Пусть выходной процесс (3.1) является нераз-
рушающим относительно КС процесса (4.1) и оболочки <&, ©. 
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являются %- и -.V-алгебрами соответственно. Тогда апостери-, 
орное среднее значение e<(Z(0) для начального вектора состоя­
ния ф=я|з®б0, ^Ж°, определено согласованными коммутатив­
ными матричными процессами К(г) = (А./) (0, K{t, i)£®t, i= 
= 1, ..., m почти всюду как ^/-линейное неупреждающее пре­
образование выходного процесса,}7 стохастическим уравнением 
Ито ' 

rfe^2).= e ^ S * 6 t o t + 28<(-'*-<(0S-:)+-'->i- (4-2) 
1 - Х 

Здесь в/(6)+«8.,(0+), Q(t) = Q(t)-Et(Z(t)®l, и У,=У(1*^ 
V(t,i)=V(t,i)-st(S*C(i)S)+(t)dt, V(0,i) = V%®l (4.3) 

— наблюдаемый мартингал относительно фильтрации (<2?() и 
вектора состояния фб<5̂ , называемый обновляющим процессом 
для W/). 

Процесс К определен однозначно с точностью до ядра корре­
ляционной матрицы-процесса сг=(а/), 

а} (/)=e,(S*C(i)C(y)*S)+(0 (4.4) 
.ss-v-линейным уравнением 

т 

2^(ок(^,/)—с(/,о, i=i.;.../». (4.5) 
дающим в случае <3(0=-2(/)®1 уравнению (4.2) линейную отно­
сительно Z форму 

т 

de, (Z) - е, (S*vZSv+) dt + ^et {S*»ZSV
+) К» (i) df{, (4.6) 

vp£.Z(t)=Z(t)-~zt(Z(t)). Начальное апостериорное среднее 
е0(2) = е(А')®1 от Z(0)== X®1 есть линейная комбинация 

т 

s(A')— (Ц\ХЦ) +^{Ц\К1Х^)?1 Х~Х-.{у\ХЪ)1 

операторов Г?=К?— (\р | У°{^ > 7, где К=(К1) определено урав­
нением 

2 <УЬК^У°1, ( = l , . . . ,ffl; of, = < г|> | f ??> > (4.7) 

с точностью до ядра начальной корреляционной матрицы о — (сг?;). 
Для того, чтобы доказать эту фундаментальную теорему 

фильтрации, мы нуждаемся в следующих леммах. 
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Лемма 4.Г Если,процесс Z удовлетворяет уравнению (4 1) 
то существует такой мартингал M^(Mt) относительно lgu Ф ) , 
присоединенный к s4-t на .я£.ф, что почти всюду 

t 

e,(Z(0) — e0(Z(0)) + j e r (S*Q§)- ( r ) r f r + M^ ( 4 8 ) 

Доказательство. Определим Mt сначала на Ф: 

Ж,Ф = (E, - Е0) Z (0> ф + j (£ - - Ег) (S*GS)£ (г) dA£ (r) Ф. 

Очевидно, что M,cp удовлетворяет (!Т,, ф)-мартингальному 
условию ErMt4> = Mry для всех r<ct и 

E I Z ( ^ - E 0 £ ( ° W + f - M S * G S ) : ! : ( ^ d r + M ^ 
о 

благодаря .er(S*OS)?(г) dAX (г)Ф =--£..(S*QS)+(г)ФЙГ для Ф== 
=--г|>®б0. Оператор М(, присоединенный к £ф'и может быть кор­
ректно определен почти всюду как e,t(Mt)=Mt в случае (3.5) 
для Z = M: MtAq=AEtMty=AMtq, YA£s£t. Итак, для любого 
A£f£t мы имеем 

е. (Z (0) ЛФ = A (EpZ (°) Ф-К - У - г (S*GS)- (г) ф^г + Ж/Ф)= 
0 

= е- (Z (0)) Ац> + f sr (S*GS)+ (г) Apdr + M. Аф 
6 

и, следовательно, (4.8) имеет место на ПЛОТНОМ линейном много­
образии .Р^ф носителя Mi состояния .| на ^ ) . 

t 

Лемма 4.2. Процесс М—j ( S ^ C S ^ A ^ с fc(t)e<£< есть мар-
6 

тингал относительно {$\, ф), если и только если 8Д§*Са)+(^)==0 
для всех t, т. е. почти всюду 

C-(*)+C0-(Oe,(S+) + e J ^ ^ 

М есть нулевой мартингал (почти всюду), если и только если С(^) 
е$(, что эквивалентно e^S*C^&.S)+(t)==0 для всех t почти 
всюду, т. е. 

.. ef((C0
++C§S+)*(C^ + Co°S^-))(0—0 (4.10) 

и, следовательно C+(0—Si(S+CoS'+)(0-
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Благодаря коммутативности Mt с '•-£.-, 
мы должны доказать только,что EtMs<p=Mt(p для всех s>t ес­
ли и только если E;(S-^CS)+(^)--=0 для всех t. В самом деле, 

Et{M — ^ ) Ф = J-E^S*CS)+(r)q>rfr.-0 для всех s>i, если и 
t 

только если E^S-f*CS)~.(/^==0 для всех tKr, что эквивалентно 
j~'<(S*CS)-(t)9=-0 для всех t в силу EtEr^=Et при t < r . Пос­
леднее можно записать в форме (4.10), если учесть, что 

(s*cs).-=с++CoSl+s°tc°++S°;cSs°+-
Если М( — мартингал, то 

8,[(^-4)*(^-м,)]-=едж;^)-ж(*м(= 
= j 6 , (S^C*CS)^(^ )d / ->0 

и Mt есть нулевой мартингал \MS— Mt | 2 = 0 только если 
8̂  (Sa*"Ca^CS)+(r)---=0 для всех t<r, что эквивалентно 
e/,(S*C)^CS)+(2;)--=0 для всех t. Последнее можно записать в 
форме(4.10)втерминах"(8*С*С8)- — (С+ + С0

+5^)*(С0
+ + С0|-5^). 

Но это означает, что (С++С?5+)Ф — 0, т. е. C(t)6S(. Обрат­
но, если C(t)GZt, т. е. < Ф| (S*C*CS)+<p > = 0, то 
Et (S*C*CS) + (t) <p== 0, потому что < Fcp | (S*C*CS)+<p > •= 
= ( ф|8*С*(Г®1)С8ф > + для всех Y<si-t'. 

Л е м м а 4.3. Пусть линейная комплексная оболочка семей­
ства {У,.0} и ,5$/ —оболочки семейств {C(t)}(0 являются ком­
мутативными >(<- и *'-алгебрами ^ и @. с точностью до идеалов 
3 и %t соответственно. Тогда локально ограниченные процессы 
вида 

t 

F(O-=(F0 + V P ^ ® i + _f(S*(C0 + X'C^(r)dA£(r) (4.11) 
o 

где F06J, F ? - Y ? - < q\Vh > / , £0№St, C,(t)U = ^ ( t , i% ес­
ли (yi,v)^(-, + ) и С. (*)+•- C+ (t, r * ) - e , (S*C^)+ (*, i*), опре­
деленные слабо измеримыми локально ограниченными функциями 
ti-i-Xfcs&'f, Х1

0вС, составляют слабо плотную *-подалгебру $<c.s#), 
порождающую на векторе ф=--г|)®б0 то же подпространство &t, 
что и s4-'r 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя КС формулу Ито (1.9) для 
У*Г, dK=(S*CS)!JdAj> где C(i)=C0(O+X*C\.(t)e<£,, получим с 
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учетом коммутативности Y(t) c 5^(0: 
rf (.К*.П -= (S* (С* (Г® 1) •+ (Г® 1)* С -+' С*С) S)*J rfA.X. 

Но C(t)*C(t)e&t и, следовательно, (С*(Гcs> 1)•-}-(Г® 1)*С-+ С*С)(^)е 
6© есть .я^-линейная комбинация (С (i)} (t) и некоторого С0 (t)G£(, 
так же, как Y*Y.QC& для У = У0+\1У°1Ъ(@ есть линейная комбина­
ция Y°i и Y0QCf. Следовательно, У*У -есть процесс 
той же формь1, что и Y, и s£'( — оболочка унитарных 
операторов Y(t) вида (4,.П) составляет абелев-у *-алгебру 
^t'—^'i- Эта алгебра порождает £Ф'{ т. к. она имеет ТОТ же ком­
мутант s4-t, что и семейство {У (г, i), г < t, t — i, ..., tn), порож­
дающее %t, и, следовательно, (etqi = ^t = sf-'((f. 
Д о к а з а т е л ь с т в о О с н о в н о й т е о р е м ы . Найдем мар­
тингал М, определяющий разложение (4.8) в Лемме 1. Пред­
положим, что он есть,стохастическое интегральное неупреждаю-
щее преобразование 

t 

M —$ (S*CtSfv (r) r.lrdi\l(r\, * & < 
0 

наблюдаемых мартингалов 
t t 

Уi 00 = ^ (0~S М-**С (f*)S)-(r) dr = \ (S*£tS$dAZ, 
о 6 

где процесс Y0, соответствующий Co(t)-S£(, не следует принимать 
во внимание, так как, в соответствии с Леммой 2, У0 есть поч­
ти всюду нулевой мартингал. Благодаря плотности '.F/q) в Шх, 
доказанной в Лемме 3, могут быть найдены коэффициенты к из 
условия 

<ф|У(0,2(0Ф> = <ф|-,(')*е<(--(0)ф>, 
определяющего е, для всех У (t) в форме (4.11). В самом деле, 
используя формулу Ито (1.13) дл/я d F = (S*CS)ijdA^, где С = С0 + 
+ СД-, можно получить 

,2 < Ф I г*.гф > = < 9 | S * ( r ® i + c ) * G S c p > - ; ^ - = 
= (cp\(Y*8t(S*OS)+-{'(S*C*OS)+)(p) dt. 

С другой стороны, принимая во внимание, что 
de, = в, (S*GS)+ dt + dM,, dM — (S*C;S)^:'dA^, 

можно получить 
d < Ф | F*s, (Z) ф >---,< ф | Г*е, (S*QS)^p > dt + 
+ <ф|((8-С*8)+е/(2) + (5*С*С;8)+^)ср> rft. 
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Следовательно, 
< ф | S*C*6.S«{q>) T = < ФI ((S*C*GS)+-(S*C*S)+ в, (Z)) Ф >•, • 

что эквивалентно (4.5) для С —С-+СгЯ' и 
.. { Ф | S*C*C (/*) S '̂cp > = < Ф | ((S*C0*GS)-- ( S < S ) + 8, (2)) Ф >. 

благодаря С*С;===С*С, и произвольнссти А'б-я '̂- Но левая часть 
последнего уравнения равна нулю 

< Ф | (S*C*0CtS)+v > = < (C0°S°. + C°.)0 Ф | (C°S°++ С°), Ф > =0 , 

т. к. <Ф|(8*с*с05)+Ф>нис0°5о.+с°.)0Ф||--=-о для с 0 №.; 
С другой стороны, приникая во внимание, что 

< {phi}j(S*C*GS)+V ) = < ? |(S"C0*(Z®i)S)^ >, 
для Q—Z®l + D, и вследствш ^--нормальности 

рОрй* Г<0*пО рОг—*— Г0*Г0 Г—Г—* /~-01./-.0 
<-'0О0 — ^ О ^ О ' ° 0 ° 0 — < -о < - ' - | - ' -'О-'О + + ' 

для СрбЗ:̂  как для операторной матрицы коммутативной .з-Ьалгеб-
ры Щ, можно получить 

< Ф | (S*C*QS}+ Ф > = < Ф | (C+ + CrS°)*Zcp > + 
+ < (C°0S°+ + С% Ф | ZS^f > = < ФI (CX*Z + 5JC8-Z5°.)0 Ф > = 

-=<ф|(С;*+С^о 0 + 'Ч) - 2 (Р> = 
= <ф|(с-+с°:'с0

о+с°.);е,(г)Ф). 
Здеа CQ"1" — квазиобратная сопряженная матрица для нормального 
С0

0=С°0"С°+С°, 'и использовано (С0°5| + С%Ф-=0, (С0°*5«.+ 
+ С(Г*)оФ=-0 Для -•'-нормального C-gS.,. Следовательно, правая 
часть уравнения (4.12) также нулевая: 

<•'Ф|(S*C*GS)~Ф> ----- < Ф | (S*C*S)~st(Z)Ф )• 
ибо таким же образом можно получить 

< Ф | (S*C*S)-8, (Z) Ф ) = < Ф | (С~+ C^S%Et (Z) Ф ) + 
+ < ( С ° ^ + С р + Ф | £ ° _ е ^ ) ф > = 

•={ф|(с;+с«:с0-+с«)}в (( .г)ф). 
Это доказывает тайже единственность решения уравнения (4.5) с 
точностью до ядра корреляционной матрицы а (г.)=(ар(г.), пото-

. му что если (o^) ( t ) = 0 для некоторого «^'-согласованного эек-
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торного процесса А,---= (А )̂, то C.—A..-JC.6S. и, следовательно, 
' <AV|s(S*C*QS);-8(S*C;S)-s(Z))9>,- , 

-= < ? | ( (S*C*GS)-- (S*C;S)-8(Z))9) = 0 . 
В случае GjJ = Z6*-j, можно легко получить уравнение (4.6) и$ 

(4.5), если принять во внимание, что 
• 8 (s*c (z® 1) S)-=c-e (z)+c-8 (zs°+)+e (s°;z) c%+ 

+ 8(S*C°ZS°). 
и 

e (S*CS);e (Z) = С~г (Z) + C0~e (Z) s (5^) + 8 (S°J* s (Z) C°_ + 
+ e(S°!C°S°.)8(Z). 

Начальное условие 80(АГ®1) = е(А')®1 для уравнения (4.2) следу­
ет также искать в линейном виде e(X)— < \p |vYi|> > -f-K?A', где 
kl находится из < У\р | А> > = < Кг|-1 е (А') г|> > , УУ — У0 + Р?*,-," 
где -4,6^ и Я'6С Это дает начальное уравнение (4.7). Теорема 
4 доказана. 

С л е д с т в и е 4. Если {KJ} —семейство попарно-ортогональ­
ных проекторов* в <Э̂ °, тогда как {С(г)} — ортогональные -%-npo-
ективные матрицы C*=C(.:) — C2, то условия теоремы 4 выполне­
ны, и они выполнены также в случае С ° = 0 для всех L В част­
ности, для случая C0-=l\ С+ = 0 = С°+, C+-—0, соответствующего 
выходному считающему процессу y=No, уравнение (4.5) дает 

ko(t)^lht(Sl*S°+)(t), А-+ = 0 = Л'+, Х+=*0, (4.12) 
где предполагается, что e, (S^S^)(z.)7--0. В другом случае 
Со~— I—C+, Со —0, С+ —0, соответствующему выходному ко-
ординати'ому процессу У= N- -\--No" = Q, можно получить a(t)t= 
. = / , и 

/V-7 — 7 - / C + , /<"о = О, /<"+ = 0- (4.13) 
В самом деле, линейная оболочка коммутативного семейства 

ортопроекторов {У°}, так же как и .^-ободочка ^--проекторов 
{С;}, является *- и з^-алгеброй 4g и ©4 соответственно. В случае 
Со (г)-0 для всех i произведение С*С;. лежит в %t как матрица 
с (С*С;)о=0, ( С ? С ; ) ° - 0 , (С*Су)!.-0; такие коммутативные 
матрицй также формируют коммутативную -^-алгебру G.. с точ­
ностью до идеала %t, ибо С = 0 и, следовательно, С*С=0 для 
любой матрицы С = С*Су, у которой С ^ = 0 при (ц, v)=£ 
Ф ( - -+ ) . « 
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§ 5. Стохастические уравнения квантовой 
условно-марковской фильтрации 

Пусть наблюдаемые выходные процессы (3.1) самосопряженно­
го семейства {?• == f (г) = Р, i = 1, . •., т), ?{if = ? (г*), яв­
ляются неразрушающими относительно любого КС процесса (4.1), 
•определяемого диагональными Gv==Z6v c произвольными началь­
ными Z(0)—А'®1, Хв$ (а%>°). В соответствии со следствием 
•теоремы 2 это означает, что 

V(t, i)~U(t)*(I®y(t,i))U(t), 
Z(t) = U{t)*{X®\)U(t), (5.1) 

t 

где y(t,i) = y0(i)i-\-)i(c.(r,i), dr), y°(l)GC. Более того, ко-
o 

эффщиенты с»(t, i), {mu}6{—, •/}, v6{.7, +}> ./ = {1, .. .,ra}, присое­
динены к коммутантам <xt редуцированных алгебр <Х{ = {у'У отно­
сительно самосопряженного семейства у*={у(г)\ г6[0, t]} коммути­
рующих согласованных КС процессов y*~y(i) — yl, i-=1, . . . , т, 
•c(t, г')*-=с(^, i*) в пространстве фока &. 

Предположим в соответствии с условием теоремы 4, что мат­
рицы c(t, i), i -— 1, . . . , т образуют коммутативную -Ьалгебру 
над а) с точностью до'••-идеала ^ — {сба̂  | |с---=0-=с+, (с| с)-=0}, 
где at = {gvQa.t\[c(t, i),' i ] -=0, г =-— 1, . . , , т) относительно частич­
ного порядка |A>vjgv.—О (индексы \i = j =vQj не сравнимы), и 

fc\i)l=\\{fal)S+ + c+®I)<pl\\a, T,~U(t)("J>®60). (5.2) 
При этом основное уравнение фильтрации (4.2) для 

et(U(tyZU(t))=U(ty(£t(Z)®I)U(l) (5.3) 
в картине Шредингера можно записать в терминах условного 
состояния <Z>(t), Z=X®\, определяющего в соответствии с 
замечанием 3 почти всюду e,(Z)<---<Z> (t): 

т. 

• d{Z)^( S^vZSl > dt + ^ < S*7ZS\ > k% (i) dui (5.4) 
г-=. 

Здесь I(t)=Z—I® < Z > (г!), d~yl(t)=\'(cl (i), dt)=*l$(t, i*)X 
ХЛЩг.) Cv-ctf при (Ц, v)-£(-- , + ) , и • c + ( t , i ) = c + ( * , i ) - -
— < S ч S+ ) (г.) <?v (t, i), a kv (^ г) определяются решением сис­
темы уравнений 
т 

• 2 <S*MS+> (t)c^(t,i)cv(t,J)K(t,J)^c(t,i),i^l,...,mt (5.5) 

соответствующей .системе (4.3) в картине Шредингера. 
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Рассмотрим условно-марковский случай КС-эволюции (2.1) 
открытой квантовой системы над алгеброй операторов 9& = 
=&{Ж), соответствующий предположению, ЧТО 

S^(t)^U (t)*S^{t)U\t\ S$(t)e#®o/, (5.6> 
или Sv(t), i-x.6 {—, У), v6{/, + } хотя бы присоединены почти 
всюду к 3&®<Xt'. Последнее означает, что операторы Sv (t) опи­
сываются в представлении S"^ (й') (см. замечание 3) абелевой; 
фактор-алгебры a/p, по нулевому идеалу it — (y£<tt'\\(I®y)qt\\ -=0} 
слабо измеримыми почти всюду ограниченными операторными 
функциями S$(t)(сй)—^^'):^0{to} 58° на спектре Q'go', отож­
дествляемом с пространством траекторией ш* наблюдаемого про­
цесса у' на отрезке [0, t] с мерой |i(dcu-')— < ср, | /®1 (ЙШОФ,. > , 
индуцируемой вектором ф.. = (1/(̂ )ср, cp-=i|)®60. В этом случае 
оказывается полезным понятие апостериорного квантового состоя­
ния [3], ДЛЯ которого (5.4) дает при всех Z = X®ir 
XGJf рекурсивное стохастическое уравнение, обобщающее урав­
нение нелинейной нестационарной фильтрации Стратоновича в 
форме Ито классических условно-марковских процессов [9]. 

Определение 5. Апостериорным квантовым состоянием на 
алгебре $% называется ограничение SB®а,/ условного состояния 
Z{to} ( Z ) (t, ca)= ( Z ) (а(), отображающего алгебру фон Неймана 
$}®а/, at = {ylY в соответствии с формулой < ср.-1 /®8Дг)Ф< > -
= j ( Z ) (a1) \i (da1), Z£$®<xt на абелеву фактор-алгебру a.t'p(— 
—^(Q1), порождаемую наблюдаемым семейством у1. Апостери­
орным оператором плотности р(г.)б.53.,,®а/ называется измеримое 
отображение p(t): Q?-*•&%, определяющее почти всюду положи-
тельный оператор p(t, со) ==р (со-) в ^ ° с единичным следом 
Tr^-p(co')—Г соответствующий апостериорному состоянию 
<Z> И = <рИ. - > • 

- {Z)( / ) = T » { p ( 0 Z } s C9{t),Z). (5.7) 

Апостериорное состояние называется векторным (чистым на 
Ш = #(380)), если 

^(0-Ф(-)Ф(-Г. т-е. <Z>(t) = 5 ( t ) - ? ( t ) , (5-8) 
где оператор cp(z.): {F-+3eQ®SF, y(t)z = I®*zq>(t), v^6a., разлага­
ется почти всюду на нормированные векторы Ф(̂ , ш)==ф(а>')6.3#-
в представлении а, — ^ ( й О . 

Следующая теорема показывает, что в квантовом случае на­
ряду с нелинейным 'стохастическим уравнением для р(^), за­
меняющим уравнение фон Неймана при условии непрерывного. 
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неразрушающего наблюдения, можно вывести также и рекур­
сивное волновое апостериорное уравнение, добавляющее в 
уравнение Шредингера диссипативные и стохастические члены, 
ответственные за непрерывную редукцию (коллапс) апостериор­
ного волнового пакета ф (t). 

Для этого будем считать, что процесс у является парой (/г, q) 
коммутирующих процессов h(x) — %(e(i),t), q(x) = X(f (г), t), где 
jc=--(i, i), i-=l, , . . , m , описываемых КС уравнениями в прост­
ранстве У 

dn(t,i) = ^(t,i)divAt), dq(t,i)=f*$(t,i)dil(t), (5.9) 
е (s)— (i5v) (i)> f ( 0 = (/v) (г), . - - 1 , . . „ т - ортогональные матрицы 
e ( r ) e ( ; ) - 0 , t(i) !(/)=-Q, i=£/, и ё (i) f (y) —= 0 при всех i, ./=». 
— 1, ..... те вида 

/о /; e+u)\ /о £/+(i)\ 
e( i )= 0 i ( i ) Л . П 0 = 0 0 е« • (5.Ю) 

\о о о У • \о о о J 
Здесь e(t)*-=e(t)=—e(if — ортогональные проекторы в &®Ж, 
e(i)fl = il, e+(i) = f*tfh благодаря чему е (i) —-^-самосопряжен­
ные идемпотенты, ег, i = 1, . . . , те —ортоготал^нйе изометрии 
9Г->&®Ж, "e\ei=\ либо нулевые е!е. = 0; e(0)ё- = e;, v i , где 

' • -

е ( 0 ) = 1 ® 1 - 2 е ( ' г ) , и *+(*)•=.--*+(*), благодаря чему f( i )*-f( t ) . 

Это не является ограничением общности, поскольку существует 
а, —линейное преобразование стохастических дифференциалов 
dy(t) самосопряженного семейства y(t) — {y{t,i)} к каноническому 
виду (5.9), разделяющему скачкообразные n{t) и непрерывные 
q (t) составляющие процессов у (t). Более того, р соответствии 
с предположением c^(t)G<t't (или c»(t) присоединены к a.'t), благо­
даря которому коммутирующие операторы c§(t) отождествляются 
с измеримыми функциями с^(а>1) на Й', 'матричные элементы 

т 

в (5.10) определяются ортогональными разложениями 1 = ^ , е (со', i), 

e(al, i)=*e(t,i)(a), единичного оператора в Ж и ортогональными 
семействами векторов {<?.(<»•'), /Дш-'), г = 1 , . . . , те}, где еДсо') — 
—= ег (t) (со) — либо нормированы на единицу, либо нулевые векторы, 
а |/.(шОГ2==->(ш ' . i), причедо условию локальной КС-интегри­
руемости е(^) и f(t) отвечает локальная ^'-интегрируемость 
/+(г;)(ш)=/^(ш-) и локальная .^--интегрируемость / (.-)(">) == 
= /(ш*) по t (для почти всех соей'). 
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Введем следующие операторы, используемые в теореме 5: 
K=iH + R*R/2, tf=Im(/*S+-S+), R=S++I®f, 

/ = .2 Л- R(P)^e(i)R, i = 0, L...,/n, (5.11) 
.•-=0 

•Hf) = e'R, i = 1 , . . . , m , 
m m 

где / 0 - = 2 - i / + ( ^ - i е(0)= 1 — e, с=2 -'(О- Выберем в про-
г = 1 / = - 1 

странстве СК ортонормированные базисы {е}{а*)}аЖ, JQJ, совме-
т 

стимые при каждом (aQQ* с разложением единицы \ = 2^е(®', i) 
1=0 

в смысле е(со', г)еДсй') = .гДсо'), если ./б-М-0') и равняется нулю, 
т 

если /ф/Дю') для некоторого разбиения / - = ^ Jt (о-), причем 
(-0 

в случае, когда dim e(©', i ) < l для всех i = l , . . . , n , выберем 
нумерацию /6-7 этого базиса таким образом, что ./г (со')--={.•.}. 
Напомним, что R!, R'y.o/e°-+2/e0 означают компоненты сопряжен­
ных операторов R:M-+2/e®M% R*:St6®X->2/e в ортонормирован-
ном базисе Ж и RSR*, == 2 RJR*j есть тензорное обозначение 
свертки. 

Т е о р е м а 5. Оператор плотности *p(t) апостериорного со­
стояния квантовой условно-марковской системы над J?=.S^(-3^°) 
удовлетворяет относительно неразрушающего наблюдения про­
цессов (5.9) почти всюду диссипативному стохастическому ре­
курсивному уравнению 

t , 

Р(')+ f {K~P+pK*-R^R*j){r)dr = P®\+-
6 -

/ т 

+ J 2 «F7 (0 PFl (0 - p) (•") m (-*>. i) + 
0 i = l 
+ (L (t) p+ pi* (i)) (r) 5 (dr, *)), (5.12) 

где 
P(t)—R{i)lr{i), l(i)=*L(i)~l{i), 

|7 (x) | -= < p(-t), R{x)*R(>x) > , 2ReZ"(x)-= < p^)-JL *(•*)+ОД > , 
m{dt)=dh{f) — \7(t)Ydt, w(dt) = dqlt)~2Rz~W)dt.\(5A3) 

Интегро-дифференциальное нелинейное уравнение jj(5.12) J сводится 
перенормировкой p (г!) = p(t)~p(t) к линейному операторному урав-
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нению Ито такого же самого вида, что и (5.12) для р, где вместо 
F, Z, m, to. следует подставить E , L, т, w, определяемйе по 
формулам (5.13) произвольными г (х), /(x)6a^ (r (k) ф 0 • почти 
всюду) вместо определенных с ТОЧНОСТЬЮ ДО фаз-ы Argr(x) 
и мнимой части 1га 1{х) функций г(х), 7(х) от р. Если 
dime(ffl', i)<\, i— 1, . . . , /га, и dime (а ' , 0) = dim{^ (а1)} почти 
всюду на {Omega}', то уравнение (5.12) допускает векторное решение 
Р(^ — Ф(ОсР(г;)*. соответствующее чистому начальному состоянию 
р--=.ф'ф*. где Ф удовлетворяет диссипативному стохастическому 
рекурсивному уравнению 

t 

<v{t)+\ K{r)y{r)dr=~ty®\ + 
6 

/ т 
+ \%(S(x)m(dx)+L(x)w(dx))y(r), (5.14) 

т 

-^#+2(-Г£+-Г*ВД/2, 
т 

Я = Я — 2ImpJ-?+7*Z)(0, (5.15) 
. - * • . 

R(i)~^~i®7(i), s(i)S(i)i{i®7{ij). 
Интегро-дифференциальное нелинейное уравнение (5.15) сводится 
перенормировкой ф(^) = с(^)Ф(г!), c(t)G%'t к линейному волновому 
уравнению Ито такого же вида для <р, где вместо т, w, L, сле­
дует подставить, как и ранее т, w, L, a вместо Л", R,~S под­
ставить операторы К, R, S, определяемые по таким же формулам 
(5.15) произвольными не зависящими от Ф стохастическими функ­
циями r(x)-7-=0, t(x). Вместо r(x), f(x), 

I(х) +7(x)*=-=Ф(О* (L {x)+L* \х))Ф(t). (5.16) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Подставляя в (5.5) вместо c(t') мат­

рицы e(i'), 1(г) вида (5.10), получим с учетом условий их орто­
гональности, идемпотентности; e и нормированное™ f: 

< S y S ; > e«-(i)*v(i) k(i)— < /?*(i)/?(i) > k (') = <-(*)• 
< S---S+ > /•• ( i ) / v (i) k (i) = k (*)= Hi), 

meJ?(i)=ev(i)Sl=S(i)S+-l-I®ft^e(i)(S++I®f) = e(i)R, /? 
и / определены в (5.11). Обозначая < i?* (г)./? (t) > = |r(i) |2 , . 
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и учитывая, что почти всюду | г (г) | Ф 0 как квадрат некоторого 
r"(j)6ct;, получим решения системы (5.5) 

к (г) = е (i)/f(i), k(0-=f(0. 
приводящее уравнение фильтрации (5.4) к виду 

d{Z){t) + {K*Z+ZK~R*ZR){t)dt=> 
т. 

= 2 {R*{i)ZR{i))(t)m{dt,i)rr{i)-\-
i=\ 

т 
+ 2 < Z* (i) Z + ZL (£) > (0 w(dt, i), (5.17) 

где K=iH + R*R/2 определяется в (5.11) no R = S++/<8>/ 
из условия 

a 
L(i) = t~(i)S++I®f+it)/2~e;(S++r®f)^e*tQ. 

В (5.17) да, й-мартингалы у относительно порождаемой про­
цессами и и q фильтрации {&и Ф) с векторами состояния срг-= 
== Л/ (/) ip®60 в картине Шредингера: 
in(dtt i)=dn(t, i)=%(e(t, i), dt)=dn(t, i)— < R*e(i)R) (t)dt, 

w(dt,i)^d'q(t,i)=l(f(t,i),dt)^ 
= dq(t,i)- (L*(i) + L(i)){t)dt, 

где учтено, что в соответствии с (5.10) 
S*^Sle^S+Ss+ + Sle^eS++h+^ReR 

при 
ее+=-е+=/> h * « r - » / * , е - е + = е ; = / * / , Я=-5 + + / ® / , 

' / + = е, / " - в * , / + = / ; * , L-=e*S+ + /®/+ /2. 
Уравнение для апостериорной матрицы плотности р находится 
с помощью двойственности (5.7) и линейности уравнения (5.17) 
по Ze08®at': 

< р, K*Z+ZK-F?ZR > - {tK* + Kp~-RrpR*j>, 
( р, R*ZR ) = < R*ZR > - < / ? * # > < - > -

= {RipR)~~9\7\\Z), 
m 



* <p,L*Z+ZL> — (L*Z + ZL) — <L* + L ) <Z> = 
= (pL* + Lp-2Re7,Z-), 

где | 7 | 2 - < p , ./•?*/?>, 2 R e f = <ji>, L + L* ) в соответствии 
с < Z > == < p, Z > , Z----Z—.7® < p, Z ) . Это' дает искомое 

- уравнение для p в интегральном виде (5.12) .в обозначениях 
(5.11) и (5.13). 

Найдем соответствующее линейное уравнение для ненорми­
рованной апостериорной матрицы плотности р (0 = Р(0> 
предполагая, что р(/)ба/ удовлетворяет стохастическому урав­
нению 

т т 

rfp«2(s(.i)--l)OT(flft, i) + 2 - 6 ( 0 - ( ^ . О. (5.18) 

где s(x)6<V Цх)еа'р r(x)€a;, J{x)e<x't, .x==.(t, i). 

.w(rft)=»d«(t)--|r(i)|-dt,' •w(dt) = dq(t)-2Rel(t). (5.19) 
Используя формулу Ито dp —pdp+p ip+dpdp , ортогональность 
стохастических дифференциалов, правило умножения 

m(dt)m(dt)=>dh(t), w (dt) w {dt)= dti, 
и коммутативность p{t)=I<B>p(t) c р^б^н .®^ , получим, опуская 
суммирование по i 

dp=(sfrtF*j-p)m[dt)+(lp+pZ* + bp)£>(dt)+ 

+ (RJpR"j + (/J-p/?y - р) (5 | Г | - -1 Г|-) + 
+ (Ip + pI*)(6-2Re(-r-/)-/ irp-p^*)rft . 

Полагая s ^ H ^ W M - * ) ! 2 , -5(x)=2Re(/(^) — i^)), получаем 
линейное стохастическое уравнение: 

/и 

dp + {Kg + р-Т* -RipR))dt= 2 ((j57 (-) PF/ (0 - P) м (dt> 9 + 

+(2.(i)p+pZ»(i))-B(dt,i)), (5.20) 

где F(i)==R(i)/r(i), L(t) = L(i) — I®l(i), имеющее с начальным 
p(0)--=p®f интегральный вид (5.12) с соответствующей заменой 
'—•'••Л, определяемой не зависящими от р, в общем случае 
стохастическими, коэффициентами f (i) и l (i). 

Предположим теперь, что размерность ортопроекторов 
€{(&*, г), определяющих e(t, г)(ш) —/?(ш')®е(й)-, i) не превышает 
единицы при 1ф0, а при t —0 равна почти всюду размерности 
•ортонормированного семейства {et (со-)}, определяющего et (t)(CD) — 
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— p(со')®е. (со'). В этом случае в ортонормированном базисе 
т 

{е;.(соО} пространства е (со')Ж, е= 2<3 (i), определяемом усло-
вием е(сй', г)е,(со'|)----6уеу(ш') для всех /б./+ (со1")—={t |e(co', i)¥=0} 
имеем: R> (i)=e(i)Ri= d{RJ. Это позволяет не вести суммиро­
вание первого слагаемого в правой части уравнения (5.19) по У, 
полагая j = i в соответствии с F{ = б/E.', FJ=RJlr (j). 

Будем искать решение этого уравнения в виде р = срср*, где 
Ф удовлетворяет некоторому стохастическому уравнению 

т 

dk+kkdt = ^(S(i)m(dt,i) + l{i)w{dt,i))y (5.21) 
•=1 

с начальным Ф (0) —= ~ф® 1, соответствующим р — 'фф*. Используя 
формулу Ито d(w*)-=d9cp* + ^cp* + ^q)^(p*,. а также ортого­
нальность стохастических дифференциа-дов (5.19), имеющих 
квадраты 

т (dt) m (dt) = т (dt)+\"r (t) |- dt, in (dt) w (dt) = dt\, 
полупим, обозначив R — ?S и опуская индексы суммирования 

dp+(Fp + pA'*~^*-ipZ*)d^ — 
- (SpS* + Sp~+ pS*) in (dt) + (Lp + pL*) w (dt). 

Это уравнение для р=фф* можно привести к виду .̂ 5.19), если 
положить 

S = E — /, # = . . K - r * R - b L + (|r |-+|/|-)®7/2, 
и учесть, что в соответствии с условием полноты ортонормиро-
ванной системы {ei(cu*)} в е(0, со')Х, выбираемой в качестве 
базиса {ej(co') ||/<f/+(cof)} ЭТОГО подпространства, L(t)=jR((0), в' 
результате чего 

т 

2 RW+.2 L (i) pL (i)== 2 w * + 2 #9?.=2 #w'-
Наконец, получим из линейного уравнения (5.21), не сохра­

няющего, вообщего говоря, нормировку ф, нелинейное стохасти­
ческое волновое уравнение для нормированного ф(t) = <f>(t)/c(t), 
где c(t)&at' удовлетворяет стохастическому уравнению 

т 

dc + kcdt^^((r(i) — \)m(dt,i) + l (i) w (dt, i)) с, (5.22) 

коэффициенты которого находятся из условия | с (t)p=|<p(t) |2 = 
.== ф(г)*ф(г,). Используя формулу Ито, получим для \cf-p 
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уравнение 
dp=(|гР- 1)ptk(dt) + 2ReIpw(dt) + (| r |2 + \lp — A)d*, 

сравнение которого с (5.18) дает 
| r (x ) | 2 = s(x), 2 R e / ( x ) - 6 ( x ) , A(x)----|r(x)|2-[-|/(x)l2. 

Отсюда, с учетом найденного вида функций sub, отвечающих 
за нормирозку p=plp, получим г (х) — г(х)/г (х), 1(х) = 1(х) — 
~1{х) с точностью до несущественных Argr и Im i, которые 
можно положить нулю в силу произвола г =h 0 и ?• Это дает 
искомое уравнение для Ф В виде (5.21) с соответствующей 
заменой Л>-»-~> где коэффициенты К, S, L определяются по 
функциям г, 1 определенным в (5.16) с точностью до фазового 
произвола Ф. Теорема 5 доказана. 

З а м е ч а н и е 5. Пусть в~(х)Ф0 почти всюду, и 
\?(х)\2-е-(х), 2 Re f(x)-=, / - И . (5.23) 

Тогда линейные уравнения (5.19), (5.20) с нормированными на 
единицу начальными данными определяют апостериорные опе­
ратор плотности p(t) (ш) =р(о)') и вектор состояния ф(/)(со)== 
==ф(со;), нормированные на плотность вероятности p(t)((a) = 
=р(а>1) наблюдаемых траекторий со*бйг винеровского w и пу-
accoHoBcKoro т мартингалов в пространстве Фока F на отрез­
ке [0,/] относительно вакуумного вектора состояния 60. 

В самом деле, процессы (5.19) при условии (5.2З) определяют­
ся как X(C,z.) с матрицами С, имеющими нулевые элементы 
C + ( x ) - 0 , и, следовательно, язляются мартингалами в & отно­
сительно вакуум-вектора 60 . Это означает, что априорное 
среднее значение от Z(z.)=-X©2 (t), где z(t)G%'t, можно вычис­
лять с помощью вакуумного состояния Ь0^ по формуле 

< - М - ( 0 Ф * > - <60|Ф(О*--.^)Ф(О60> = 

- = ' < Ф ( О - 0 | 2 ( О Ф ( - ) - 0 > . 
в чем нетрудно убедиться, сравнивая уравнение (2.1) для 
(p{ = U (t)$®60 и совпадающее с ним в случае (5.23) уравнение 
(5.21) для Ф(/)80, представляющее Ф. в виде ф(О<50. В силу 
совпадающих начальных условий ф0-ф(0) 60=-ij.®60 и произ­
вольности Z(t) это означает, что p(.0 = \ с (t) p, определяемое 
нормировочной функцией c(t), ф.---c(t) ф(.?) 60> есть плотность 
p{t)bg\] (Q() вероятностной меры, индуцируемой в J<S>at' со-
стоянием ф. относительно произведения пуассоновской и вине-
•ровской мер, индуцируемых вакуумным состоянием 6 на а/. 
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Приложение. Квантовый стохастический интеграл 
Пусть Зё=Ж®ЗГ — гильбертово тензорное произведение 

начального .5$,° и фоковското 9Г= \®Ж{х)й% гильбертовых про­
странств, где Ж{%) = ®W(t), %=(h /n) — произвольная 

t 6t 
финитная цепь t i < . . . < f n из R+, и ^(^—произвольное 
гильбертово пространство, обычно отождествляемое с некоторым 
Ж для всех №R+. Предполагая, что в Ж задан некоторый ба­
зис, индексируемый множеством 7, рассмотрим определение 
квантового стохастического интеграла /0

гЛ(С(г) , dr) относи­
тельно основного процесса Л = (Л/) для матричного слабоиз­
меримого no t квантового процесса C(t) = (С/) (t), \i,vG 
б{—, /, + } в Зё. В случае одноточечного 7={0} этот интеграл 
определен Хадсоном и Партасарати [14] как сумма 

t t t 

J Л (С (r),dr) = J (C+dr + C0"dA_+ C°+dA++ CgdA)=- j ClldA£ 
0 0 6 

+ t 
лебегова интеграла C I ( r ) d r и интегралов Ито CcTdA , 

в 8 
t t 

\ C+dA+, ) CodA в слабом смысле. 
о 6 , 

Мы докажем, чтот этот интеграл в общем случае может 
быть описан как непрерывный оператор Ж(оо)-+-Ж{\) —.Ж на 
проективном пределе Зв{оо)=[\2ё(а), 3/в{а) =50 o ®F(a) фо-

а>0 
ковских пространств F ( a ) = / ФХ(т) |a|i-ldt, определяемых 
скалярными произведениями 

<ф|Х>(а) — | | а | 1 т 1 < Ф ( т ) и ( т ) > Л , Ф, %6^(t) . (П.1) 

Мы будем говорить, что слабоизмеримая матричная функция 
^С(г!) локально КС-интегрируема, если ее компоненты Cv ло­
кально ^-интегрируемы для соответствующего /?=== 1, 2, со как 
операторнозначные функции 

C;(t>:5»(oo){to}5g | |C+(-) |UV<oo (p=l) 
-о С\{?)\Зв(<х>) + ЗЮ®ХЦ) | |С; ( . )11й '<оо (p=2) 
С* {t):Z§-{<*>)&<№(f)^X, IICo~(-)| |$<«> 0 = 2) 

с1цу.яв{о0).ъэе{$-+э$ъхц\ !|c0"({cdot})||L7)<cx) (p=oo) 
с определяемыми ниже нормами: 

t 

IIC^K'V — J l l C + ^ I U d r , IICgll iT^esssupllCgHll , 
о. •"<> 
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||С+||а = 8ир{||С+ф||/.|Ф||(а)}, 1|С0
0|и--=8ир{||Со°ф"||/||Ф°||(а)). 

Здесь ереЯГ. (а), || Ф ||2 (а) = < Ф | Ф ) (а), Ф»6^ (а)®Ж V), || Ф? |j 2(«) — 

-<Ф?|ф!>(--), a llCill^—IICiHJ,, IICo-lliV — IICo-Hi-это 
нормы операторов 

С\:Ж(а)^Ж®СГР, (С+Ф)(г)=:С0
+(г)Ф, гф, t], 

t 

С^:^6{а)®СК*^Зё, Со~Ф° = f Go" (r) Ф°(г) dr, 
b 

вычисляемые с помощью .̂ --интегралов 
• / t \ i;2 

С W- JI ICUD| |Srf r j - | | с ? U S ' 

C 0 - I I < 2 ; -l! ^ O II at 

VV2 

|Со-;(г)|Г^г = || Co"* Ни (2) 

где С1.\Зё(ао)чгЖ определяется для всех Фб<5.̂ (°°), %£3в как 

< с : Ф | г > = < Ф I Сх« > («1/2), х* (*)=% (t)/a|T,/2. 
Следующая теорема доказывает равномерную непрерыв­

ность КС интеграла для интегрируемой С как оператора 
2@(оо)-*31ё, действующего по формуле 

• (jA(C(r),dr)tp)(THj(C+(r)V+CoV(r))(T)rfr + 

r<t 

+ 2 ( С + ( г ) Ф + Со(г)Ф0(г))(т\г), (п.2) 

где у0 (t) во>8 (оо) ®Ж (t) определяется почти всюду (при /•$-;) 
как тензорная функция ф°(т, t) =ф ("CU-t). 

Теорема. Пусть C(t) есть локально QS-иитегрируемад 
функция, т. е. для любого />0 существует а > 0 такое, что 

- - Г/ < - > (2) -,011 (со) . . С Ж ' < с о , | |С5 . | |й -<оо , | | С 0 - | | й ' < о о , | |CoU |UT'<oo. 

Тогда КС интеграл (П.2) определен на Ж(<х>) как непрерывный 
оператор в д@, причем 

t 

Л (С (г), dr) <l|c+H£V + 

v> -^(IICo-H^ + l K l i ^ + i l lcSfl^, (П.З) 
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для р > а + 2е и достаточно малого е > 0 (,е<1). Более того, 
сопряженный интеграл 

< И Л (С (г), «*г)*Ф | х J > - < Ф. 1 Л (С (г), dr) х > , (П.4) 

Ф, .хез&(~), ^ . 

также определен на 5g(oo)c:«9.i? как КС-интеграл J Л (С* (г), dr), 
о 

если функция C*'(t)—gC(0*g» 
C*(t)--=C-(t)*, C*{t)l=Co{t)*, C*(t)o~=C°+(t)\ 

c*(t)g=c8(tr 
является локально КС-интегрируемой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для того, чтобы показать непрерыв­
ность интеграла (П-2) в проективной топологии П -Э̂  ({alpha}), следует 

<х>о 
доказать, что 

t 

jA(C(r ) ,dr )<c | | cp | | (P) , ||ФЦ(Р)='<Ф|Ф>(Р)1/2 

о 
для любого ФбЗёф) и некоторого р > 0 , с>0. Вследствие опре­
деления (П.2) 

t | / 1 t 

\ Л (С, dr) < J С + ^ Ф + I СГЙЛ_Ф + J C+dA+ф + 

+ jcgdA 

где 

f CodAjp = j G<T (r) Ф° (r) dr, 
о о 

ft \ r<t 
J C°+dA> "О-)----2 (С+(г)Ф)^\г), 

\o / -gt 

и f С^ЛФ (r;)—{sum}Co0(r)cp-(r) (x\r). 
\ - / rgt 

Первые два интеграла в (П.2) могут быть легко оценены как 
t 1 t t 

JC+Ф^Г < f | |C - ( r ) 9 | | d r< i f | |C - ( r ) | | a dr | | ¥ | | ( r )= 
0 0 0 

H | C + 1 | £ || Ф|| ({alpha}), 
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j" C0-dA_cp || Со~Ф° ||- < | | Go" ||« || Ф° II («) = II Go~ ]$(£; \\ Ф Ш) 
о 

где мы приняли во внимание, что 
||Ф<>||-(а)---- JJal-l||9{xUt)\?dxdt = \\x |оМ--||ф(г)||2^т =-

Для того, чтобы оценить интегралы от Gi и С% найдем 

1/2 

r<t 

dx = JqdA^|p = j 2(С°.(г)Ф)(х\г) 
Й rQx 

= 1У1\\С\{г)ч\?(х\.г)йх + 
Я rg{tau} 

+ 1 2 _ < С5.(г1)ф-(г1)|Со+(г8)ф<'(г1) ) ( t \p )d t -= 

t 

-=fj||C5.(r)V(t)||-rfrdt + 
6 fl 

+ И I < C + C i W . ^ I G+(rt)W, r,)) dxdrxdru< 

f l l f . < ' 

2 

Й p---riU''«CZ{tau} 

t t 
О О П 

.<(11с+11П|ф||(«))2+(11с0
+11^|Ф°||(«))2— 

--(нсяет(1+^)ЦФ||-(«), 
где использовано неравенство Шварца. Таким же путем мы 
получим 

r<t 

]cldA.<9 =-j _(^(г)Ф°(г))(т\г) 
Si r g t 

dt== 

r<t 

= j2llGo°(r)?4r)ll2( '-\r)dt + 
a rgt 

<*1|Г |<( 

2 + f 2 . < Go(ri)'?00(rI, г2)|С0°(г2)фОо(/-1, г2) >( t \p )dr = 

= ^\\Cl{r)^{x,r)fdxdr-\-
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t t 

,f J I < Go (rr)q>00(T, ru r2) | Cl(r2)Ф0°(т, r„ r2) > dtdr1dr2 < 
О О Q 

<(!|Со0||1||Ф°||(а))2 + (1|Со°||1||Ф00||И)-
d \ d -(HCSICT 1 + ̂ )^||Ф||»(а). 

где Ф00(Т, r 1 , r 2 ) -=9( tUr 1 Ur 2 ) и . || Ф001|2 (•--)= — | | ф|р(а). Прини­
мая во внимание, что 

^ | | Ф | Р ( а ) < 1 ( | | ф | р ( а + 8 ) _ | | ф | | 2 ( а ) ) < 1 , | ф | | 2 ( а + е ) 

для е > 0 , можно найти, что 

1 + ^^1|ф||2(«) — (1+^)||Ф0||2И<1^1|Ф||2(« + в)< da I da 

< 4 - | | ф | | 2 ( а + 2б), 
если s < l . Следовате^ью, благодаря неравенствам 

Цф||Ф)>1|ф||(я + 28)>||ф||(с- + 8)>||Ф||(а) для р > а + 2е, 
•можно получить 

$ Л (С (г), dr) ф <\\c+fi)+^{\\cz\W+\\c\\№)+ 
V 8 

+ -f II c-оЦа/ » 
если | |Ф| |(р)<1, Q<8-^:1, что эквивалентно (П.З). 

Есдн матричный КС-процесс С*(/) есть также локально КС-

интегрируемый, то существует сопряженный интеграл ^Л(С(г), dr), 
о 

определенный как в (П.2) с помощью С*: 
i t 

< Ф |$Л(С(г) , Й?Г-)Х > = S < Ф| С+(г)х + Со-Их-С) >-*/• + 
о о 

t 
+ S <«р°(г)|Сиг)Х + С§(г)х0(/-)>^-=-

о 
t 

= j j < C+(r)*<v + d (r)*qf>{r)\%)dr+ 
о 

t t 
+ 5 < Сь{г)*<р + С0о(г)*уО(г)\%Цг) > dr== < $ Л (С* (г), dr)y\% ) . 

о 6 
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Заметим, что если C^{t) ограничены на Ж=2ё{\) дл» всех t, 
то сопряженный процесс С* (г.) также ограничен: 

I fc^r- l lc+r. Ilc^ll^-llco-r, llcvr-ЦСо+Г1 

и ||С*о||<<0°—||Со||<"} (а=1). Следовательно, сопряженный инте­
грал для такой локально интегрируемой С существует как не­
прерывный оператор Ж($)-*-Ж, р>1+2е, имеющий ту же оцен­
ку (П.З) для а = 1. 

Следствие. Если C(t) есть простая интегрируемая функ­
ция, то КС-интеграл (П.2) совпадает с интегральной суммой 
Ито относительно основных процессов (1.1). Более этого, КС-
интеграл (П.2) есть предел таких интегральных сумм в индук­
тивной операторной топологии, определяемой нормами (П.З), 
если локально КС-интегрируемый матричный процесс С может 
быть однородно аппроксимирован последовательностью простых 
операторнозначных процессов относительно соответствующих 
^-Р-норм на [0, t]. 
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