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Введение
В основе теории аналитических функций многих комплексных 

переменных (в том виде, в каком она, например, изложена в семина­
рах Картана [7]) лежит сведение к теории аналитических функций 
одного комплексного переменного. Сначала изучаются функции в поли­
цилиндрах (т. е. в прямых произведениях открытых координатных 
областей). При распространении результатов на области более общего 
вида последние реализуются как подмногообразия полицилиндров, рас­
положенных в пространствах высокой размерности. Успех такого под­
хода основан, конечно, на инвариантности понятия аналитической 
-функции относительно аналитических преобразований, и в силу этого 
обстоятельства подобная техника, по-видимому, не применима ко мно­
гим переопределенным системам дифференциальных уравнений, отлич­
ным от системы уравнений Коши — Римана для аналитической функ­
ции от многих комплексных переменных. Именно поэтому было инте­
ресно найти такое изложение уравнений Коши — Римана, которое 
бы в большей степени поддавалось обобщению на произвольные 
переопределенные системы.

Техника такого рода была предложена Гарабедяном и Спенсером
[11]. Однако реализация их идей наталкивалась на значительные труд­
ности, и лишь в 1958 г. Морри [22] нашел общий метод доказатель­
ства /-оц ен ок , необходимых при этом подходе. Метод Морри был 
обобщен и упрощен в работах Кона [14] и Аша [2]. В заметке [15] 
Кон также анонсировал некоторые теоремы о гладкости на границе, 
необходимые в этой связи и тем не менее отсутствовавшие в фунда- *)

*) Н о г ш a n d е г L., L2 estimates and existence theorems for the d operator, 
Acta Mathematica, 113 (1965), № 1—2, 89— 152.
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ментальной работе Морри. Доказательства этих результатов недавно 
опубликованы в [15а], теперь они упрощены Коном и Ниренбергом, 
а также и Морри.

Задача настоящей статьи — упростить и развить работы, о кото­
рых мы только что говорили. Основное упрощение состоит в том, 
что нам удалось обойти трудные вопросы, связанные с регулярностью 
на границе (эти вопросы рассмотрены в работе Кона [15]), и мы пользу­
емся лишь весьма элементарными результатами о „совпадении сильного 
и слабого расширений дифференциальных операторов0. Эти результаты 
могут быть доказаны методами Фридрихса [10] и, по сути дела, 
хорошо известны в другое контексте (Лаке — Филипс [16]). Далее 
мы даем характеристику тех открытых множеств, для которых спра­
ведливы оценки типа Морри — Кона. Это приводит к новому доказа­
тельству результатов, полученных Андреотти и Грауэртом [1] мето­
дами теорци пучков. Наши результаты, по существу, являются 
частным случаем их результатов применительно к пучку ростков 
аналитических функций. Для доказательства глобальных теорем сущ е­
ствования и аппроксимационных теорем типа Рунге мы рассматриваем 
оценки в Z2, включающие зависящие от параметра плотности. Эта 
техника берет свое начало в принадлежащем Карлеману методе дока­
зательства единственности решения задачи Коши для дифференциаль­
ных уравнений в частных производных; методы Карлемана мы комби­
нируем с идеями Морри — Кона. Часть наших результатов сходными 
методами была получена Андреотти и Везентини в работе, которая 
должна появиться в Publ. Inst. Hautes. Etudes.

Приведем план работы. В главе I излагаются нужные для даль­
нейшего факты из функционального анализа и теории дифференциаль­
ных операторов первого порядка. Глава II посвящена изучению теории 
функций в псевдовыпуклой области в С". В этом случае легко дока­
зываются априорные оценки, приводящие к точным теоремам существо­
вания и аппроксимации для оператора д в таких областях. Получен­
ные нами результаты могут быть использованы для построения анали­
тических функций с заданнымии условиями роста, что, по-видимому, 
не так просто сделать классическими методами (ср. Эренпрайс [9] 
и Мальгранж [19]). В настоящей работе мы даем некоторые приложе­
ния. Что касается дальнейших приложений такого типа, то мы отсы­
лаем читателя к только что упомянутым работам.

В главе III изучается теория функций на открытых подмноже­
ствах комплексного многообразия. В отличие от гл. II в этой главе 
мы скорее стремимся к максимальной общности, а не к точности 
результатов.

Оценки в этой главе того же самого типа, что и в гл. II; однако 
в гл. III мы почти полностью определяем условия, при которых они 
справедливы. Как уже было отмечено выше, на этом пути мы прихо­
дим к результатам Андреотти и Грауэрта [1], частично принадлежа­
щим Эренпрайсу [8]. В последнем пункте мы также показываем, что 
развитые в этой работе А2-методы позволяют очень просто изучать 
поведение кернфункции Бергмана на границе и приводят к обобщению 
результатов Бергмана [3], полученных им для областей голоморфно­
сти в С2.

Настоящая статья не содержит новых теорем существования для 
функций многих комплексных переменных. Новыми являются лишь 
некоторые точные оценки. Однако мы верим, что сами методы доказа­
тельств оправдывают появление этой статьи.
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ГЛАВА I. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
ОПЕРАТОРЫ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

1.1. Основные факты из функционального анализа
В этом пункте мы изложим некоторые классические факты об опе­

раторах в гильбертовом пространстве в той форме, которая удобна 
для дальнейших приложений.

Пусть Н х и Н2 — два гильбертовых пространства, и пусть
Т : / / , - Я 2

— линейный замкнутый оператор с плотной областью определения. 
Тогда оператор Т*: Н2-*Н Х обладает теми же самыми свойствами 
(см. Б. Секефальви-Надь [23], стр. 29а)). Согласно определению 
сопряженного оператора, ортогональным дополнением к области зна­
чений RT оператора Т будет нуль-пространство Nr* оператора Т*\ 
отсюда следует, что ортогональным дополнением к N t* буде*г [/?г] — 
замыкание множества RT. Если множество RT замкнуто, то мы, таким 
образом, получаем хорошее описание RT в терминах N T*.

Т е о р е м а  1. 1. 1. Следующие свойства оператора Т экви- 
еалентны:

(a) Область значений Rr замкнута.
(b) Существует такая константа С, что

II/I1i < c « 7'/||2, / е Я т - щ а д .  О - i -1 )
(c) Область значений Rt* замкнута.
(d) Существует такая константа С, что

« Н < П 1 7 ’ * Н ,  * € Я Г.П[Яг] -  0 - 1 - 2 )
Наилучшие константы в оценках (1. 1. 1) и (1. 1. 2) совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что выполнено (а). Поскольку 
ортогональное дополнение к [/?г*] совпадает с N T, то сужение опе­
ратора Т на £>г п Р Ы  будет замкнутым взаимно однозначным линей­
ным отображением последнего множества на замкнутое подпростран­
ство RT пространства Н2. Тогда по теореме о замкнутом графике 
обратное отображение непрерывно и неравенство (Ь) доказано. Далее 
из (Ь), очевидно, следует (а). В силу симметрии между операторами 
Т и Т* свойства (с) и (d) эквивалентны, и нам надо доказать, что 
из (Ь) следует (d). Из неравенства (Ь) мы получим

I(if, 7 У М Н ( ^ , / ) 11<|7'**М /||1<
<С ||Г^||1||Г/||2; g £ D T., / € £ > гП [Rr*].

Следовательно, | ( g, h)21 <  С || 7’ * g || x || h |2, g £ DT*, h £R T, и мы прихо­
дим к утверждению (d).

Обычно, применяя теорему 1.1.1 в теоремах существования для 
дифференциальных операторов, ожидают, что область значений RT 
имеет не более чем конечномерное дополнение, поэтому гораздо 
легче иметь дело с неравенством (1.1.2), а не с (1.1.1). С другой 
стороны, в приложениях к переопределенным системам дифференци­
альных операторов мы лишь можем надеяться, что RT состоит йз всех 
элементов Н2, удовлетворяющих определенным условиям согласова­
ния, которые задаются обращением в нуль некоторых дифференци-

') См. также Р и с е  Ф., С е к е ф а л ь в и - Н а д ь  Б., Лекции по функциональ- 
ному анализу, ИЛ, М., 1954, стр. 324. — Прим, перев.
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альных операторов и еще, быть может, конечным числом дополни­
тельных линейных уравнений. Для того чтобы придать этой ситуации 
абстрактный характер, мы предположим, что задано еще одно гиль­
бертово пространство/ # 3 и замкнутый оператор с плотной областью 
определения S: / / 2—» / / 3, такой, что

=  0. (1.1.3)

Тогда область значений оператора Т, очевидно, принадлежит нуль- 
пространству оператора S.

Т е о р е м а  1.1.2. Для одновременной замкнутости RT и Rs 
необходимо и достаточно, чтобы

1 Ы 1 К С2(« П г 1 1 Ж ^ « 1 )>
8  £ Df*  П D s, g  _L N  =  N т* П N s — N s ©  [-^гЬ

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что

^ 2  =  [Я г ]© -^ © [Я 5 * ].
Из равенства (1.1.3) следует, что области значений RT и Rs* ортого­
нальны, и пересечение ортогональных дополнений к этим простран­
ствам совпадает с N. Далее, оператор S обращается в нуль на [7?г],. 
а поскольку T*S* =  0, то оператор Т* обращается в нуль на [/?s,j. 
В силу (1.1.2) RT замкнуто тогда и только тогда, когда неравенство 
(1.1.4) выполнено для ^ G П Аналогично если в неравенстве 

' (1.1.1) заменить Т на S, то для замкнутости Rs необходимо и до­
статочно, чтобы неравенство (1.1.4) выполнялось для g £ Ds f] [7?s*]. 
Поскольку всякий элемент g, фигурирующий в неравенстве (1.1.4), 
можно разложить на две такие ортогональные компоненты, то тео­
рема доказана.

Заметим, что размерность N  равна коразмерности [/?г] в N s, так 
что в приложениях мы можем надеят’ься, что N  будет конечномер­
ным пространством. По сути дела, ожидают, что неравенство (1.1.4) 
выполняется для всех тех g, для которых имеет смысл правая часть, 
поэтому легче иметь дело с неравенством (1.1.4), чем с неравенствами 
(1.1.1) и (1.1.2). Достаточное условие справедливости оценки (1.1.4) 
можно получить из соображений компактности.

Т е о р е м а  1.1.3. Предположим, что из любой последова­
тельности элементов g kcz Dt*[]Ds с ограниченными нормами 
II£kII2 и такой, что T*gk—*0 в Нх и Sgk-*0 в / / 3, можно вы­
брать сильно сходящуюся подпоследовательность. Тогда спра­
ведлива оценка '(1.1.4) и пространство N  конечномерно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу предположений теоремы единичная 
сфера в N  компактна, поэтому пространство N  должно быть конеч­
номерным. Теперь если бы неравенство (1.1.4) не было выполнено, 
то мы смогли бы так выбрать последовательность элементов gk X  N, 
чт0 flg ftlk^1 и T*gk~*0 в  Н х, Sgk-> 0 в Я 3. Пусть g — сильный 
предел последовательности g k, существующий в силу предположений. 
Тогда ||£||2 =  1 и g ортогонально пространству N. С другой стороны, 
T*g =  Sg =  0, поэтому gd N. Это противоречие и доказывает нера­
венство (1.1.4).

В приложениях мы также будем иметь дело с модифицированными 
формами оценки (1.1.4).

(1-1.4)

(1.1.5)
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Т е о р е м а  1.1.4.Пусть А —замкнутый линейный оператор 
с плотной областью определения в Н2 и п/усть F —замкнутое 
подпространство пространства Н2, содержащее RT. Предпо­
ложим, что

П А Л К И  ^ / И 1 +  115/111’ f Z D T. { \ D s n F - ,  (1 .1 .6 )

в частности, это неравенство показывает, что из включения 
/ € Dt*ПDsПF следует включение f £ D A. Тогда мы получим, 
что Ra*V\NsV\Fс / ? г; если g =  A*h, h£DA* и g £ N s f\F, то мы 
можем найти такой элемент u£DT, что Ти =  g и Цй||х<!|| Л||2. 
Далее, если v £ R t*, mo мы можем так выбрать / £D a[)Dt*, 
что T*f =  v и |И/||2 <|M |j.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть g и h удовлетворяют условиям тео­
ремы; нам надо найти такой элемент и$.Нх, что f и || х ■< ||А||2 и Tu =  g, 
или, что то же самое,

(u,T*f)1, =  ( g , f ) 2, f £ D r*.
В силу теоремы Хана — Банаха это эквивалентно доказательству 
неравенства

| (£ , / )2|<1|А||2|7’*/||1, f £ D T*‘
Прежде всего заметим, что если / A .N s f\F, то T*f — 0, так как 
Rt-c N sCiF- Поскольку g £ Ns f] F, то неравенство (1.1.7) достаточно 
доказать для f € N s [)F и f £ D T*. Тогда из неравенства (1.1.6) сле­
дует, что И /||2<|7'*/||1, откуда

I(g, fk  1 =  1 И*А, / ) 21 =  | (h, A f\  |<  IIА ||2||Л/1|2 <  II h ||2II T*f Их.
Тем самым доказано неравенство (1.1.7), а вместе с ним и первая 
половина теоремы. Для доказательства второй части заметим, что 
область значений оператора Т* совпадает с областью значений суже­
ния этого оператора на ортогональное дополнение к Nr*, но это про­
странство совпадает с пространством [7?г ], содержащимся в Ns f\F. 
Следовательно, можно найти такой элемент / £ N s[ ]F[ ]Dt*, что  
T*f =  v. Но тогда из неравенства (1.1.6) следует, что f £ D A и что 
I Л / 12 <|| т» ||х. Доказательство закончено.
1.2. Совпадение сильного и слабого расширений для дифферен­
циальных операторов первого порядка.

Мы будем применять результаты, доказанные в п. 1.1 к тому 
случаю, когда операторы Т и 5  суть системы дифференциальных 
операторов первого порядка. Априорные оценки, рассмотренные 
в п. 1.1, будут сначала установлены только для гладких элементов 
из Dx*f]Ds. Для доказательства этих оценок в общем случае необхо­
димо показать, что гладкие элементы плотны в D t* PlAs в норме гра­
фика (graph norm). Это, по существу, следует из известных резуль­
татов (Фридрихе [10], Лаке — Филипс [16]), однако мы здесь приведем 
все то, что нам потребуется в дальнейшем.

Пусть р — положительная мера в с компактным носителем 
и р ( 1 ) =  1. Определим меру р6, полагая

 ̂ и (х) dpe (л;) =   ̂ u (sx )d tx (x ) ,

где и (х ) — непрерывная функция с компактным носителем. Тогда 
(хе (1) =  1, так что для v£ L 2 справедлива оценка

b s ^ K I N i ’ .
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Поскольку [а. * v —> v равномерно для всех непрерывных функций v 
с компактным носителем и поскольку эти функции плотны в L2, мы 
можем заключить, что jj.s* v —>v при е —>0 для всех v £ l 2.

Что касается регуляризации посредством свертки, то гораздо 
более тонкий факт содержится в лемме Фридрихса (Фридрихе [10], 
см. также Хёрмандер [13]).

Л е м м а  1.2.1. Пусть ц — положительная мера в RN с ком­
пактным носителем и такая, кто ( * ( ! ) =  1 и Dl  ̂=  d^jdxl 
является мерой при некотором i (1 Если функция

€ Z 2(Rw) имеет компактный носитель, а функция а(х)  удовлет­
воряет условию Липшица в окрестности носителя функции v, 
то тогда

a(Dtv*  (as) — (aDtv)*^ —>0 в L2 при s —> 0.
Заметим, что произведение функции, удовлетворяющей условию 

Липшица, на производную от функции из L2 определено в смысле 
теории распределений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть М — константа Липшица функции а, 
я /Я/ — полная вариация меры |у|£)гр. Тогда с помощью рассуждений 
Фридрихса [10] (см. также [13], стр. 393) можно получить оценку

— (а £ > ^ )* {ч Ь < М (1  +  mi)\v\Li. (1.2.1)
Левая часть неравенства (1.2.1) стремится к нулю при е —.0, если 
v£Co- Поскольку функции из Со плотны в L2, мы приходим к утверж­
дению леммы.

Л е м м а  1.2.2. Пусть uv . . . ,Uj суть функции из L2 с ком­
пактными носителями, принадлежащими открытому множе­
ству U с. RN; пусть функции atj{i =  1, . . . ,  N\ j  =\ , . . . , / )  удов­
летворяют условию Липшица в U и предположим, что для 
любых i и j  либо atj — константа, либо — мера. Тогда

N  J  N  J

|2 2  2  е ^ °  (1-2-2)
г=1 y=i г=1/=1

и D Дйу*(ле) ^ L2 для всех тех i, для которых мера.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку умножение на а1} и свертка с 

коммутируют, когда а1} — константа, то эта лемма является непосред­
ственным следствием леммы 1.2.1.

Рассмотрим теперь систему дифференциальных уравнений
N  J J

2  2  a*)Dittj +  2  b*uJ =  /*• k =  . . . ,  К,
i=ij=i j=i

которую мы будем кратко записывать
Аи +  Ви =  /. (1.2.3)

/J  \ 1; 2
Определим норму ЦиЦ̂  =  / ЕЦиуЩ,! , аналогично определим норму / .

П р е д л о ж е н и е  1.2.3. Пусть U — открытое множество в R^, 
функция вещественна и grad 9=^=0, когда <р =  0. Поло­
жим U± =  {x, x £U ,  9 (jc);|0}. Предположим, что внутри U~ мы
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имеем решение системы (1.2.3), причем компоненты вектор- 
функций и и /  принадлежат L2(U~) и обращаются в нуль вне 
некоторого компактного подмножества множества U~. Пусть 
коэффициенты оператора А удовлетворяют условию Липшица, 
а элементы матрицы В ограничены и измеримы в U. Тогда 
существует последовательность функций w £ С°° (U~), равных 
нулю вне компактного подмножества в U~ и таких, что

II и4 — и !£*((/-) — О , II Аич +  Ви4 — / \ l \ u - )  —* О при v • * оо.
Если данные Коши и относительно системы (1.2.3) на поверх­
ности ср =  0 обращаются в нуль в том смысле, что Au-{-Bu =  f  
s U, где и и /  доопределены нулем в Uf\CU~, то можно выб­
рать w с носителями, расположенными внутри U~.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала предположим, что существует 
такое выпуклое множество Г, что 0 £ Г  и

<р(л) =  0, -X ^suppK ^-x +  y €U ±, у € Г . '  (1-2.4)
Продолжим вектор-функции и и /  на множество U, полагая их нулем 
вне U~. Тогда

Au +  B u ^ f + g ,  (1.2.3)'
где носитель g принадлежит множеству {x ;jc€ su p p  и, <р(л:) =  0 }; пред­
положения последней части теоремы состоят в том, что g =  0. Теперь 
выберем [л £ Со (Г). Тогда € Со (Г), 0 <  е <  1. Поэтому йу.*(АЕ € Со (U) 
и в силу леммы 1.2.2

Л (и*(ле) +  Д (м*[а£) — /* (1£ — —* 0 в L2(U) при е —> 0.
Однако =  0 в U~ в силу условия (1.2.4), а ||/*ре — / f t » —>0 при 
в —* 0, поэтому вектор-функции № =  i/v обладают требуемыми свой­
ствами. Для доказательства последнего утверждения выберем е между 
— 1 и 0. Тогда в силу условия (1.2.4) носитель и*[ле расположен внутри 
U~, если е достаточно мало, и поскольку g =  0 (теперь уже по усло­
вию), то

I I — /  lks(t/) —” 0.
В общем случае не существует выпуклого множества Г, обладаю­

щего свойством (1.2.4), но для каждой точки jc^supptt можно выбрать 
множество Г, которое обслуживало бы некоторую окрестность точки х. 
Используя разбиение единицы, мы таким образом сможем представить 
функцию и в виде конечной суммы, причем для каждого члена этой 
суммы справедливо предположение, сделанное в первой части доказа­
тельства. На этом доказательство заканчивается.

В следующем предложении мы рассмотрим решения системы дифферен­
циальных уравнений (1.2.3), удовлетворяющие краевым условиям Коши 
только относительно некоторых уравнений. Таким образом, пусть 
Ке < .̂К [где К — число уравнений в системе (1.2 3)], положим / °  =  
=  ( / j ,  . . . ,  /к») и запишем К0 первых уравнений в виде

А°и +  В°и =  / ° .  (1.2.5)
Если (рбС 1, то положим

>1 (grad у) =  ( 2  ..... *•
J= 1 ; - i ,  -..,J

Заменяя К на АГ°, мы аналогично определим матрицу А0.

5  М атематика № 2
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П р е д л о ж е н и е  1.2.4. Пусть U — открытое множество в R^, 
пусть <р € Cr+1 (£/)> г 1 — вещественная функция, причем grad 9=̂  6  
при 9 =  0. Положим U~ = {д :; x£ U ,  9 (j: ) < ;0 }. П редположим, что 
мы имеем решение системы (1.2.3), определенное внутри подмно­
жества По множества U~, и при этом компоненты и и /  при­
надлежат У2(У/<Г) и обращаются в нуль вне компактного под­
множества множества U~. Предположим также, что коэффи­
циенты. оператора А принадлежат Cr(U), элементы матрицы 
В ограничены и измеримы в U, а матрицы A (grad 9) и ^ 0(grad9) 
имеют постоянный ранг в окрестности множества {х; x£U , 
9 (х) =  0}. Кроме того, предположим, что данные Коши и отно­
сительно оператора А0 на поверхности 9 =  0 об ращаются в нуль 
в том смысле, что равенство (1.2.5) сохранится в U, если и и / °  
положить равными нулю вне U Тогда существует последова­
тельность вектор-функций №, компоненты которых принадле­
жат Cr(U~), об ращаются в нуль вне некоторого компактного 
п о д м н о ж е с т в а  м н о ж е с т в а  U~,

! и” — и II _  —> О, I Аиv +  Ви* — / 1 _  —> 0, v  —► со,

и данные Коши и4 относительно оператора А0 об ращаются в 
нуль, т. е. A0 (grad 9) и” = 0 ,  когда 9 =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что 9 (х ) =  x N и коэф­
фициенты а%] матрицы A (grad 9) обращаются в нуль, за исключением 
тех, для которых / =  k =  1, . . . ,  г0, где г0 — ранг A0 (grad 9), и для 
которых У +  1 — j  =  К  +  1 — k =  1, . . . ,  г — г0, где г — ранг всей мат­
рицы A (grad 9), причем эти коэффициенты равны 1. Доопределим и 
и /  нулем в тех лючках U, которые лежат вне Uq; тогда уравне­
ния (1.2.5) будут выполнены во всей области U. В качестве  ̂ выберем 
меру с бесконечно дифференцируемой плотностью и с носителем на 
плоскости x N =  0 . Так как Dtp будет мерой при всех i Ф N, то пред­
положения леммы 1.2.2 выполнены. Следовательно, все компоненты 
вектор-функции ие =  и*Ф и все их производные по переменным, от­
личным от x N, принадлежат У2, и мы имеем

Аи% +  Ви* — /  —> 0 в У2 (L/;Г) при е —► 0,
А°и6 +  В°и* —/ ° —>0 в У2(U) при е — 0 . (1.2.6)

Тем самым доказано, что и6 имеют нулевые данные Коши относительно 
уравнений (1.2.5). Заметим также, что из (1.2.6) следует, что
du)/dxN£L4U), если / < г 0 и du)/dxN£ L4JJo), если у > У + г 0 — г. 
Эти производные являются единственными производными по x N в опе­
раторе А.

Теперь мы выберем положительные меры ц+ и |х~ с носителями 
в полупространствах {дг; Лдг^>0} и {л:; ^ < ^ 0} (соответственно) с плот­
ностями из Со и |х±(1) =  1. При 8^>0 положим

и*/ =  «5*|»Г. J  =  Ь  • • •. * V .  «J* =  J = K о - И .

Тогда u f  € Со (U) при малых в и 8, и носители этих функций при 
J< K o  будут содержаться в множестве U~. При 8 —>0 мы получим,
что Djuf —► D,u) в У2 (У/), если i< ,N  или если i =  N  и у < г 0. Кроме 
того, Dnu? -> D nu) в L2(Uo), если j > J + r 0— r. Теперь в качестве



Оценки в L2 67

й ’ мы возьмем и68,причем е, а затем 8 мы будем выбирать столь ма­
лыми, что

I и’ — и ||i»(tr-) + 1 Ли'1 - f  Вин — f  IIl’ (it-) <  — ,

на этом заканчивается доказательство предложения в специальном 
случае.

Для доказательства нашего предложения в общем случае доста­
точно показать, что у всякой точки из U, в которой 9 =  0, сущ е­
ствует такая окрестность, в которой после подходящей замены зави­
симых и независимых переменных мы придем к рассмотренной выше 
ситуации. В самом деле, если мы это уже доказали, то с помощью 
разбиения единицы мы представим вектор-функцию и в виде конечной 
суммы, один из членов этой суммы будет иметь носитель внутри U~, 
и к нему будет применимо предложение 1.2.3; возможность аппрокси­
мации остальных членов этой суммы будет следовать из первой части 
нашего доказательства.

Итак, рассмотрим точку x0£U, в которой 9 (л;0) =  0. По теореме 
о неявной функции в окрестности л;0 существует такая замена пере­
менных класса Cr+1, при которой 9 (х;) станет одной из координат. 
Эта замена сохраняет гладкость рассмотренных в теореме коэффициен­
тов, и функции класса Ст переходят в функции того же самого класса. 
Таким образом, не ограничивая общности, мы можем считать, что 
9 (xr) =  jcw. По предположению матрица

в окрестности точки х0 имеет постоянный ранг, равный г0. Мы можем 
предположить, что матрица, соответствующая у, k =  \, . . . , г 0, не вы­
рождена в точке л0, а следовательно, и в окрестности * 0. В этой 
окрестности мы можем выбрать в качестве новых зависимых перемен­
ных функции

j
k — 1, . . . ,  r0, uk =  Uk, Го k J. 

y=l
Поскольку коэффициенты как этого преобразования, так и обратного 
к нему принадлежат Сг, то в этой новой системе будут выполнены 
все предположения теоремы относительно гладкости. Уравнения (1.2.3) 
теперь примут вид

N  J J

+  Л — 1.........
1 1 1 . .

и для первых Ко уравнений- будут выполняться условия Коши, далее 
мы имеем а#у =  hjk при k =  1, . . . ,  /■„, у =  1, . . . ,  J и ащ =  0, у > г 0, 
£ < /С 0, поскольку ранг матрицы а'щ, k =  1, . . . ,  АГ0, у' =  1, . . . ,  У, 
равен г0 всюду. Вычитая линейную комбинацию первых г0 уравнений 
из остальных уравнений, мы сможем добиться того, что а^у =  0 при 

‘ у'-<го для всех £ > г 0.
Теперь первые К0 уравнений приняли желаемый вид. Далее мат­

рица &'J/j при у >  г о и k y  Ко должна иметь постоянный ранг, равный 
г — г о- Выбирая так же как и выше, подходящие линейные комбина­
ции функций иГо+и и j в качестве новых зависимых переменных
и образуя линейные комбинации уравнений при k^> К0, мы, очевидно, 
получим систему дифференциальных уравнений того самого специаль­

5*
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ного вида, который был рассмотрен в первой части доказательства. 
Линейная замена зависимых переменных, равно как и обратная к ней 
замена, имеет коэффициенты из Сг. Тем самым доказательство за­
кончено.

ГЛАВА II. ТЕОРИЯ ФУНКЦИЙ В ПСЕВДОВЫПУКЛЫХ ОБЛАСТЯХ 
ПРОСТРАНСТВА Сп

2.1. Обозначения и оценки
Мы будем обозначать вещественные координаты в С" через 

х }, 1 <  у < 2я, а комплексные координаты через Zj-=  x 2J_1 
j  =  1, Мы скажем, что дифференциальная форма /  имеет тип
(р, q), если ее можно записать в виде

/  =  5 Г fi,jdz'/\dzJ,
\ I \ = p , \ J \ = q

где /  =  («i, . . . ,  ip) и J =  ■ . . ,  jq) суть мультииндексы, т. е. после­
довательности индексов между 1 и л. .2Г означает, что суммирование 
ведется только по строго возрастающим мультииндексам; мы исполь­
зуем обозначение

dz' Д  dz1 =  dzh Д  . . .  Д  dzip /\ dzh Л  ••• Л  dzjq.

Коэффициенты f ItJ могут быть распределениями в некотором откры­
том множестве. Предполагается, что их можно так определить для 
произвольных / и  У, что они будут антисимметричны как по индексам, 
входящим в У, так и индексам, входящим в У. Положим d/dzk =  
=  {д/дх^^  +  idldx2k)l2 и

V -= £ ' £7=7 d~z > A d z l A d z '- (2-1 • 1)
I ,J k

Тогда df  будет формой типа (р , q +  1) и
ddf =  0. (2.1.2)

Если 7  — некоторое пространство распределений, то через 7 Р>? мы 
будем обозначать пространство форм типа (р , q) с коэффициентами, 
принадлежащими к 7. В частности, мы будем использовать это обоз­
начение в тех случаях, когда 7  =  С* (2), где 2  — открытое множество 
в Сп, или когда 7  =  Ck (2 ). Последнее пространство состоит из суже­
ний на 2  функций, принадлежащих Ck во всем пространстве. Мы бу­
дем также использовать пространство Ck{2 ), состоящее из тех эле­
ментов пространства С* (2), которые обращаются в нуль вне большой 
сферы. Если (р — измеримая в 2  функция, локально ограниченная свер­
ху, то через Z2(2, <р) мы обозначим пространство функций в 2 , квад­
ратично интегрируемых с плотностью е~̂ \ норма в Zfp,9)(2 , ср) опреде­
ляется равенством

l l / | l2 =  j l / U ) | V - W ,  / € ^ М ) ( 2 , . Т), (2 .1 .3)

где dV  — лебеговская мера и

I/ (г) I2 =  ( /  (z), /  (z)) =  I f u  (*) I2- (2.1.4)
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Наконец, через Z2(2 , 1ос) мы будем обозначать пространство функций, 
квадратично интегрируемых на всех компактных подмножествах мно­
жества 2 .

Очевидно, что L\P,q)(2, <р) будет гильбертовым пространством. 
Пусть р и q фиксированы и q/>0; обозначим через Т максимальный 
(слабый) дифференциальный оператор, действующий из l\P,q-i>(2 , <р) 
в L\p,q){2, <р) и порожденный оператором 5; таким образом, форма 
и € Z(p,9_i) (2, ср) принадлежит Dr тогда и только тогда, когда форма да, 
определенная в смысле теории распределений, принадлежит Цр,ч) (2 , ср). 
Очевидно, что оператор Т замкнут и имеет плотную область опреде­
ления, если функция ср непрерывна. Аналогичным образом оператор д 
определяет замкнутый оператор 5  с плотной областью определения, 
действующий из L\p,q)(2 , ср) в ZfM +i)(2, ср). В силу равенства (2.1.2)

ST =  0. (2.1.5)

Это равенство делает применимыми результаты п. 1.1, лишь бы нам 
удалось установить требуемые в п. 1.1.1 оценки. Для этого мы прежде 
всего докажем следующее предложение.

П р е д л о ж е н и е  2.1.1. ClP>q)(Q)f\DT* плотно в Dr*f]Ds в норме 
графика / —»(|/Ц2 +  1 T * ff  -|- J5/||2)1,2J если граница 52 области 2
принадлежит классу С2 и |р^С: (2). Более того, C(P,9_i)(2) плот­
но в DT в норме графика / ~ >(||/ ||2 +  ||7’/||2),/».

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что если Х €С °°(2) 
и /  £ Ds, то тогда X /  £ Ds и

| S ( Z / ) - X 5 / | f < C s u p | g r a d X | f l / | f .

То же самое верно и для оператора Т. Так как
|(Х/, T u \ - ( f ,  7(X «)),|<C sup|gradX |||/|yW||,, udD T, 

то из включения /€ £ > г*  следует включение Xf£Dr* и
IIТ* (X /) -  XT*/ И, <  С sup I grad X ] || / 1|„ /  е DT*.

Пусть теперь функция Х£Со( С") удовлетворяет условию Х ( 0 ) = 1 .  
Положим Xs (z) =  X (ez). Если /  (Е Dp*П Ds, то отсюда следует, что 
Xе /  € Dr* П Z>5 и X* /  -* / ,  S (Xs f ) ^ S f ,  Т* (Xе / )  — Т*/  в соответ­
ствующем Z2 пространстве при е - -  0. Таким образом, для доказатель­
ства теоремы нам достаточно аппроксимировать только те элементы 
/  €  P t* [ ) D s , которые обращаются в нуль вне большой сферы. Если 
мы заметим, что в операторе Т* при производных первого порядка 
стоят постоянные коэффициенты, а остальные коэффициенты непре­
рывны и что элементы из Dp* удовлетворяют в слабом смысле крае­
вым условиям Коши, то наше предположение будет следовать из пред­
ложения L2.4. Очевидно, что в силу унитарной инвариантности 
оператора д условия предложения 1.2.4. будут выполнены. Последнее 
утверждение этого предложения аналогичным образом следует из пред­
ложения 1.2.3.

Мы дальше будем предполагать, что граница 52 области 2 при­
надлежит классу С2, и мы обозначим через р вещественную функцию 
из С2 (2 ), равную нулю на 52, отрицательную в 2 и удовлетворяю­
щую условию: |gradp|= 1 на границе 52. Из этих условий следует, 
что grad р будет единичным вектором внешней нормали к 52, так что
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мы можем записать формулу Грина для функций та, та; £ С1 (2 ) в сле­
дующем виде:

$ Й ] ™ ^ d V  =  -  ~  »  щ )  ^ dV  +  $ Щ  ^ e~9dS,
2 2 ' ' dQ

где d.S — элемент евклидова объема на dQ. Полагая
дт д<> md(we9)о, та; = -r------ w -t1- =  g? —Ц ------ -J dz] dzj dzj (2 . 1.6)

мы получим

we~fdV =  — C vbjwe-tdV  -j-  ̂ vwe-fdS. (2 .1 .7 )

Для дальнейших ссылок отметим коммутационные соотношения для 
<Р€С*

(2 . 1.8)w . д - , та; £ С 2.
dzj dzj j  dzkdzj

Из этих соотношений следует, что

[ b.vb^e-fdV  -  С d-Z- ^ -  е~ЫУ =

=  (  vw д ■ e-'PfllK - f  С vbkwe~4dS 
J dzjdzk Jdzj  *

- i
’ - ^ т а ^ - e - ^ S ;  та, та»€С1(2 ). (2 . 1 . 8)'

dzi
В самом деле, равенство (2.1.8)' сразу следует из соотношений (2.1.7),
(2.1.8), если та; £ С2 (2 ); для та; £ С 1 (2) оно следует из плотности С2 (2) 
в С1 (2). _

Мы теперь явно опишем пространство С}Р/9) (2 )п  £>г*, фигурирую­
щее в предложении 2.1.1. Для этого рассмотрим скалярное произ­
ведение

{ди, Д =  / )  e~*dV,

где /  € £(р,«) (2) и *■ € ClP,q-i) (2). Мы перебросим дифференцирование
си  на / .  Записывая u=2'uI>Kdzl /\dzK, где \1\ =  р и | /Г | =  ?  — 1, мы 
получаем

ди =  (—\)p'^^dultK/dzjdzr/\dzj/\dzK.
I,K  j

В силу равенства (2.1.7) имеем
/”3.. *\ / i\o Г sj' Х\ди1К ~7 _
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Поскольку пространство C(P,q~ 1) в силу предложения 2.1.1  ̂ плотно
в DT в норме графика, мы можем заключить, что форма / €  С(м) (2) 
принадлежит к Dt* тогда и только тогда, когда

2  f  1>)к 'дТ- =  0 на ^  для всех  ̂ и
i=1

и тогда мы имеем

r  v = ( _ i ) p - i  2  А * * * -
I,К j = l

(2 .1 .9)

(2 . 1. 10)

Если /€С{РЛ) (Q)f\DT*, то из формул (2 .1.1) — (2.1.10) следует, что

Т *f  llv + II *$/ If — S 2 $ i.iK^kf i,kKe V +
I,К М 2

# 1 , 7 *  ^  “
(2 . 1. 11)

я-де гЦ =  0 , за исключением тех случаев, когда j  $ J, I § L и {у } U J—

{/} U в этом случае вН равно знаку подстановки
& ■

Мы пере­

группируем члены в последней сумме. Прежде всего рассмотрим те 
члены, в которых j  =  l. Тогда J =  L и j $ J (за исключением тех слу­
чаев, когда bJJ =  0). Таким образом, сумма этих членов равна

2 2
и  J '

Теперь мы рассмотрим те члены, в которых ]ф 1. Тогда l € J Hj £ J ,  
если в% Ф 0, и, выбрасывая I из /  или j  из £, мы получим тот же 
самый мультииндекс К. Поскольку

еJJ =  вМ гЧ* =  — &J в!кSIL ejlK IjK e lL SIK L ’
сумма интересующих нас членов имеет вид

2'2 \dh ia dh ^ e -4 v .
f i m l  dzi

Таким образом, мы можем переписать равенство (2.1.11) в таком виде:

IТ-/Ц +1S/5 -  2' 2 5 hfi.lA fw ce-'dV  -
1,К ],К 2

• v ' y  d y  w y r  \df„ e-fdV . (2.1.12)

Д о  сих пор мы занимались только перегруппировкой членов в правой 
части равенства (2.1.11). Теперь мы будем интегрировать по частям, 
перебрасывая все дифференцирования направо. Используя равенство 
{2.1.8)' и граничные условия (2.1.9), мы получаем

w - ^ - e - f d V  +  
’kKdzsdzk т

\т"/%+\Sf%-  E 'S ^ /w T Z T  дЧ-

+  S ' S S l ^ f  - S ' S s f w j j r f w ^  <2 - 1 ■I3 )
U  j  2 I * I,Kj,kd2 * J
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Далее, поскольку функция 2  fi ,kK^?^zk обращается в нуль на <52,
к

ее градиент пропорционален grad р. Это значит, что в любой гранич­
ной точке существует такая постоянная А, что

kK дР
д г к +  / / , кК dzjdzk)  дг)

j  =  !,•••, п.

Умножив на f i j x  и сложив, мы в силу равенства (2.1.9) получим

2 ( f  и
i,k \

dfi,kK -----  ,
д г к ' * i , }K  J UkK

f ?  \
dzjdzkj О на <52.

Используя это уравнение в последнем члене равенства (2.1.13), 
придем к доказательству следующего утверждения.

мы

П р е д л о ж е н и е  2 .1.2 . Если f  €.C\p,q)(Q)p\DT*, то имеет место> 
следующее равенство:

T V i ; + 1 s /15  -  S ' S $ f  i.ж U m  +

I dfj,j 2  _ „ J t ,  f  ,  ^ —  a 2 p
+  S ' S  $ ‘ - ' “ V +  S '  S  / ш ф '  e -V S .  (2.1.14).

1,J j  2 I 1 l,К ),kd2 1 *
При доказательстве этого результата мы всецело следовали идеям 

Морри [22], Кона [14] и Аша [2], единственное различие состоит в том, 
что мы ввели весовую функцию e~f. Однако мы теперь увидим, что 
первая сумма в правой части равенства (2.1.14), возникающая благо­
даря весовой функции <?-?, чрезвычайно полезна при доказательстве 
оценок и позволяет упростить и развить только что упомянутые ра­
боты, основанные на интеграле по поверхности в правой части равен­
ства (2.1.14). Прежде всего мы напомним определение.

О п р е д е л е н и е  2.1.3. Граница <52 области 2  называется псевдо- 
выпуклой, если в каждой точке <52

П
2

j,k=i

др (2.1.15)

здесь (* !,..., t„) — вектор с комплексными компонентами. Если эрми­
това форма строго положительна для всех таких t Ф 0, то граница 
называется строго псевдовынуклой. Заметим, что эти определения 
не зависят от выбора функции р.

Если граница dQ псевдовыпукла, то, как следует из условия
(2.1.9), последняя сумма в равенстве (2.1.14) неотрицательна, и мы 
приходим к следующему утверждению.

Т е о р е м а  2.1.4. Если граница <52 псевдовыпукла и форма 
/  € С\р>9) (2 ) п DT*, то тогда

2/ I . j u f I , k K$2 - X -e-fdV  <|| Г*
2  l,K j,k

dzjdzk
+  ||S/||2. (2.1.16)

Замечание.  При переходе от равенства (2.1.14) к неравенству (2.1.16) 
мы полностью пренебрегли членами, входящими во вторую сумму 
в правой части равенства (2.1.14). В гл. III мы увидим, что, используя 
эти члены в полную силу, можно очень существенно ослабить предпо­
ложения о границе.
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Для того чтобы с помощью неравенства (2.1.16) получить полез­
ную оценку, мы, разумеется, должны так выбрать функцию <р, чтобы 
эрмитова форма

} *
7 д\  

dz]dzk

была положительно определенной в каждой точке области 2 , это зна­
чит, что функция ср строго плюрисубгармонична (см. Лелонг [17]).

2.2. Теоремы существования
Комбинируя предложение 2.1.1, теорему 2.1.4 и первую часть 

теоремы 1.1.4 (при F =  П2), мы получим следующий результат.

Т е о р е м а  2.2 .1. Пусть 2 — открытое множество в С", имею­
щее псевдовыпуклую границу класса С2. Пусть функция <р£С2(2 ) 
строго плюрисубгармонична в 2  и пусть ех , где * £ С (2) — ниж­
няя грань собственных значений матрицы (d2y /d Z jd zk). Тогда 
для любой формы f€.L\p,q)(2 , ср), q^>0, такой, что, < ? /=  0 и

 ̂| /  \2e-<t+%)dV < о о ,
2

мы можем найти такую форму и £ ЦР,д-\) (2 , <р), что ди =  / и

и\2е~ЫУ <  J |/|2e -< ?+ «W .
2

(2 . 2 . 1>

Мы хотим теперь избавиться в теореме 2.2.1 от предположений 
о гладкости границы <?2 и функции <р, что совсем легко сделать бла­
годаря оценке (2.2.1). Прежде всего напомним, что функция ср, при­
нимающая вещественные значения из интервала [— оо, + о о ] ,  назы­
вается плюрисубгармонической, если она полунепрерывна сверху,, 
локально интегрируема и сумма

V,
j,k_^ z  jdzk*■=~ tjtk,

определенная в смысле теории распределений, является положительной 
мерой для произвольных комплексных чисел В частности, d2f/dzjdzk 
будет мерой для всех j  и всех k. Мы скажем, что функция е%, где 
* £ С (2 ), является нижней гранью плюрисубгармоничности функции . <р, 
если разность П

S
• •• м - 1

д2у
dzjdzk

t~tk- e x^\t}
i

12

будет положительной мерой для произвольных комплексных чисел t-r  
Теперь мы так расширим определение 2.1.3, чтобы включить в рас­
смотрение не только области с гладкой границей.

О п р е д е л е н и е  2 .2 .2 . Открытое множество 2  с  С" называется 
псевдовыпукльш, если в 2  существует такая плюрисубгармоническая 
функция о, что множество 2 M =  {z\ z£  2 , a(z)<^ M} относительно 
компактно в 2  для всех вещественных чисел уИ.

Если dQ£C2, то, для того чтобы граница <?2 была псевдовыпукла 
в смысле определения 2.1.3, необходимо и достаточно, чтобы область 
2  была псевдовыпукла в смысле определения 2 .2 .2 ; это хорошо изве-
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стный элементарный факт (см. Бремерман [5], Ока [26, 27]). Если обо­
значить через d расстояние до С 2, где 2  — псевдовыпуклая область, 
то функция о (г) =  | z  |2 — log d (z) будет непрерывной плюрисубгармо- 
нической функцией в смысле данного выше определения.

Т е о р е м а  2.2.1'. Пусть 2  — открытое псевдовыпуклое мно­
жество в Ся, пусть функция <р плюрисубгармонична в Q и пусть 

, где х £ С ( 2 )  — нижняя грань плюрисуб гармоничности функ­
ции (f. Тогда для любой такой формы / € ^ Р)9) (2, loc), q^> 0, что
д/ =  0 и

j j | / | 2 g - ( ‘P +  ’W < 0 0 ,

2

можно найти такую форму и £ Цр>д- 1), (2 , <р) кто ди =  f  и
q J|e|2e -* r fV < C | /| * e -(»+ « )fl(V’. (2 .2.2)

2 2

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы сначала решим уравнение ди =  f  в отно­
сительно компактном подмножестве ( » с 2 ,  Выберем число М так, что­
бы supo<[7H, где о — функция, фигурирующая в определении 2 .2 .2;

о)
и пусть 8 ]>  0 — нижняя грань расстояний от 2 ^  до dQ. Пусть
Х^С^(Сп), причем Х > 0, ^XrfK =  l, и функция X (г) зависит только
от |z| и обращается в нуль при | z | > l .  Для 0 < ^ е< |8  и точек 
z  £ 2 Ж мы положим

?e(* )=$<P iz -* z ')X (z ')d V (z ') .  (2.2.3)

Тогда «р6 € С00 (2Ж), функция <р, плюрисубгармонична, причем 
когда е \ 0. Если мы определим функцию х6 так, чтобы

e x‘ (z) =  jj*>*<*-**')X(z')dK(z'),

т о  е х‘ будет нижней гранью плюрисубгармоничности функции <ре, и при 
—»0 \ —> х равномерно в 2 Ж.

Заменяя в интеграле (2.2.3) <р на а, мы определим а£. Тогда ае 
будет плюрисубгармонической функцией в 2 Л при 0<< в <  8. Если 
su p o < ; т<^М, то тогда os (z)-< /ra<yW  для всех z£w  и малых е,

■а для z £ Q M из неравенства ae(z)<^M следует, что z £ Q M. По тео­
реме Морса [21] множество тех t£(m, М), которым соответствуют 
критические точки функции о£, о£ (z) =  t, имеет меру нуль. (Поскольку 
а. € С°°, нужный нам факт, на самом деле, совершенно элементарен.) 
Для заданного малого е мы, таким образом, можем так выбрать t, 
m<^t <^М, что множество

2 ' =  {г , z£Q M, oe( z ) < * }
будет иметь границу класса О .  Но тогда граница 2 '  будет псевдо- 
выпуклой в смысле определения 2 .1 .3 . Применяя теорему 2 .2 .1  и за­
меняя при этом 2  на 2 '  и <р на мы докажем, что если форма /  
удовлетворяет условиям теоремы 2 .2 . 1',  то можно найти такую форму 
U -A L\p,g-1)(2 '. Те), ч то  dus =  /  в 2 ' и

Я dV
2'

1/Г ;е “ (? + х«) dV.
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Здесь мы воспользовались тем, что <ре >  9. Так как 2 ' з  <о и функ­
ции сре в (о равномерно ограничены сверху, мы можем найти 
слабый предел и форм иг в ц («>, 0) при е —>0. Очевидно, что 
du =  f  в и, а поскольку

^\u\2e ^ d V  <  Шп J \иг \* е - Ъ d V ,
О) со

мы для любого 5 > 0  получим оценку
|й |2  ̂ | / [ 2 e - ^ d V .

‘ м
Пусть теперь шч — возрастающая последовательность относительно 

компактных подмножеств множества 2 , причем объединение множеств со, 
совпадает с 2 . Как мы уже_ доказали, для любого v в о>, существует 
такое решение уравнения ди == / ,  для которого справедлива оценка
(2 .2 .2 ), если последний интеграл в левой части берется по wv. Пере­
ходя к слабому пределу при v —♦ оо, мы докажем теорему.

Теперь мы" приведем некоторые следствия из теоремы 2 .2 .1 '.
Т е о р е м а  2 .2 .3 . Пусть 2  — ограниченное псевдовыпуклое мно­

жество в Сп, пусть Ь= sup \z —z'\ —диаметр 2  и пусть <р —
z ,z '  6 2

плюрисубгармонияеская функция в 2 . Тогда для любой формы 
2 .? ) ,  qy> 0 и д/ =  0, можно найти такую форму и£ 

€  Цр>д- 1) (2 , <р), что ди =  / и
q jj | « |2 e-vd V  <  eV jj j /| 2e-p dV . (2 .2 .4 )

2 2

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы можем считать, что 0 £ 2 ,  поэтому 
|.г|< 8  при z£  2 . В теореме 2 .2 .1 ' мы можем заменить функцию 9 
на <р (г) +  a J z |2 =  9 (z) +  о- {zlz l +  . . .  +  znzn) , где а — положительная 
константа. Теперь мы можем выбрать нижнюю грань ех =  а, и из тео­
ремы 2 .2 . 1' будет следовать существование такого решения и уравне­
ния ди =  / ,  для которого

q  ̂ | и |2 е-"> dV <  еаЬ’ а~ 
2

 ̂ \f\*e-*dV.

Если мы выберем а — 8-2 , то правая часть последнего неравенства 
достигнет минимума (по а). Теорема доказана.

Т е о р е м а  2 .2 .4 . Если область 2  псевдовыпукла, / €  
€•£(/»,в)(2 . 1ос), ? > 0  я для формы /  выполнено условие интегри­
руемости d f =  0, то существует форма u£LfPiq_i> (2 , 1ос), удов­
летворяющая уравнению ди =  / .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из определения 2 .2 .2  непосредственно сле­
дует, что можно найти возрастающую функцию X от одного веще­
ственного переменного, равную нулю при отрицательных значениях 
аргумента и такую, что /  £ LfPig) (2 , X (а)). Поскольку всякая такая функ­
ция X имеет возрастающую выпуклую мажоранту, то мы можем счи­
тать, что функция X выпукла и возрастает, h o  тогда функция Х(о) будет 
плюрисубгармонической, и, применяя теорему 2 .2 . 1' к функции <?(z) =  
=  X (о (г)) - f  [ г 21, мы найдем форму и £ Z(2Pi9_i) (2 , 9), удовлетворяющую 
уравнению ди — / .  Теорема доказана.
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Т е о р е м а  2 .2 .5 . ( К а р т а н  — О ка  — С е р  р.) Если О — пучок 
ростков голоморфных функций в 2 , то / / « ( 2 , О) =  0 , ? > 0  для 
любого отк рытого псе в до выпуклого множества 2 .

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы следует непосредственно из 
теоремы 2 .2 .4  в силу изоморфизма Дольбо. При этом, разумеется, мы 
используем тонкий пучок ростков £ 2-форм вместо пучка ростков бес­
конечно дифференцируемых форм; подобная замена не отражается 
на пучке ростков форм типа (0, 0), удовлетворяющих уравнению 
ди =  0 (см. также Мальгранж [18]).

Напомним, что из теоремы 2 .2 .5  следует, что мы можем решить 
в 2  первую проблему Кузена и что вторая проблема Кузена разрешима, 
если это только топологически возможно (см. Картан [7]). Из тео­
ремы 2.2.5 легко вывести, что псевдовыпуклая область является обла­
стью голоморфности (см. также Берс [4], стр. 74), так что эти классы 
областей совпадают (проблема Леви). Однако в следующем пункте мы 
дадим другое доказательство этого факта.
2.3. Аппроксимационные теоремы

В этом пункте мы изучим те свойства оператора Т*, которые выте­
кают из теоремы 2 .1 .4 . Это приведет нас к аппроксимационным тео­
ремам для решений уравнения ди =  0.

В следующей ниже теореме мы используем взаимную антидуаль­
ность пространств L\p>q̂ \) (2 , —ср) и L\p$q- х> (2 , 9) относительно полуто­
ралинейной формы

(й, г») =   ̂ 2  и/ ,к®/,к dV', и € (2 , 9), vg  Др,?—1) (2 , 9).
2 I, к

П р е д л о ж е н и е  2-3.1.  Пусть 2  — отк рытое множество в С "г 
имеющее псевдовыпуклую границу класса С2. Пусть функция 
ср £ С2 (2 ) строго плю рис у б гармонична в Q и пусть и —такая 
форма из L2(Piq- 1) (2 , —9), что {и, v) =  0 для всех решений 

L(P,q- 1>(2 , 9) уравнения dv^=0. Тогда существует такая фор~ 
ма f£L\p>g)(Q, 1ос), что

» /  =  ( - 1 К - 1 d z4 \ d z*  =  u. (2 .3 .1 )
U K  j 1

(здесь первое равенство является определением оператора $) и

$ 2 ' 2  / ; . * /
2 / ,  К j,k

I,kK дХ - е *  dV^C { M 2 e*dV.dz]dzk J
(2 .3 .2 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если мы положим U =  uef, то условия 
на форму и состоят в том, что U € ЦР,ч- 1) (2 . ?) и (U, v\ =  0 для 
всех v £ Z(2P, 9_ d (2 , 9), dv =  0. В обозначениях п. 2.1 это означает, 
что форма U принадлежит замыканию множества Rг*. Предположим
сначала, что U принадлежит к R t*. Выберем форму F €  А р .?) (^» ? ) 
так, чтобы она удовлетворяла уравнению T*F' =  U и F была ортого­
нальна нуль-пространству оператора Т*. Тогда SF =  0, и из предло­
жения 2.1.1 и теоремы 2.1.4  следует, что

\Ъ ' 2  ^ ujkfZXk e~v d V < ^l u ? e ~fd V - (2 -3 ' 3)
2 I, К j ,  k ' k 2

Из уравнения T*F =  U следует, что e*b(Fe~*) =  U. Если форма U 
принадлежит лишь замыканию множества Rt* > то  мы возьмем после-
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довательность форм W  6 R t * , сходящуюся в Z(P)9_i) (2 , ср) к форме 
U, и определим (соответственно) формы F4 так, чтобы нера­
венство (2 .3 .3 ) выполнялось с F — F* , U =  U'1 и при этом
ev b(F'1 e~f) =  U4 . В силу (2 .3 .3) мы можем выделить подпоследователь­
ность, слабо сходящуюся в L2 на всех компактных подмножествах 
области 2 ; тогда для предельной формы F будет выполнено неравен­
ство (2 .3.3) и e’*b(Fe~t) =  U. Полагая /  =  Fe~*, мы докажем пред­
ложение.

З а м е ч а н и е .  Конечно, можно было бы доказать, что форма /  
удовлетворяет в слабом смысле граничному условию (2.1.9). Мы 
в дальнейшем не будем пользоваться этим фактом, однако его можно 
использовать для доказательства более точных теорем.

П р е д л о ж е н и е  2 .3 .2 . Пусть 2  и ср удовлетворяют условиям 
предложения 2 .3 .1  и пусть ф £С 2 ( 2 ) — другая строго плюрисуб- 
гармоническая функция. Пусть и £LlP>q-\)(Q, — ср) и и =  0 там, 
где ф > 0 . Предположим, что {и, v) =  0 для всех таких v, что 
dv =  0 и

v  €  L \ p , q - 1 ) ( 2 , <Р +  Х Ф+ )

для некоторого >>>0; здесь =  sup (ф, 0). Тогда существует
форма f ,  удовлетворяющая условиям (2 .3.1), (2 .3.2) и равная 
нулю там, где ф > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X £ С2 (R) — выпуклая функция, при­
чем X (t) =  0 при t <  0 и 0 <  X' (f) <  1 при t >  0. Положим <рх =  ср - f  
+  ХХ(ф), где X — положительный параметр. Тогда 'р< 'Рх<^? +  Ч>+, 
и используя выпуклость X, получим

S
д\  t 7 >

dzjdzk } k ^ k
д29

dzjcizk V * + x S  *'(Ф)
д2ф

U ft dzjdzk tjh- (2 .3 .4)

Теперь применим предложение 2 .3 .1 , заменяя в нем ср на срх. Поскольку 
<Р <  срх и в  точках носителя формы и это неравенство переходит в ра­
венство, то отсюда следует, что для любого X можно найти такую 
форму /  =  / х , для которой, кроме (2.3.1), (2.3.2), выполнено не­
равенство

х $ f i x  А ь к *  dV е* dV.
2 / ,  К и  Ь 1 k 2

Тогда / х —» 0 при X — +  о о  на всех компактных подмножествах множе­
ства {z; z£  2 , ф ( г ) > 0}. Следовательно, формы / х удовлетворяют 
неравенству (2 .3.2) при всех X, и существует слабый предел /  форм 
/ х при X—> +  о о ,  причем /  также удовлетворяет (2 .3.1) и (2.3.2). Если 
Ф > 0, то /  =  0, и тем самым теорема доказана.

Из предложения 2 .3 .2  мы выведем аппроксимационную теорему. 
Нам будет удобно пользоваться следующей терминологией.

О п р е д е л е н и е  2 .3 .3 . Компактное подмножество К открытого 
множества 2 cz  С" называется псевдовыпуклым относительно 2 , если 
для всех точек z £ 2 р|САГ существует такая плюрисубгармоническая 
в 2  функция <[>, что ф ( ,г )> 0, однако ф< 0  в К.

Ле мм а  2.3 .4 . Пусть компактное множество К псе вдов ы- 
пукло относительно псевдовыпуклого множества 2  id К и пусть 
ш— открытая окрестность К. Тогда существует такая непре­
рывная плюрисубгармоническая функция ф в 2 , что ф-< 0  в К
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и ф > 0 в 2f)C«>; более того, ф можно выбрать так, кто мно- 
жество {z ; z  £ 2 , ф ( г ) < Ж }  относительно компактно в 2  для 
всех М.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть о — непрерывная функция, удовлетво­
ряющая требованиям определения 2 .2 .2 . Прибавляя к а, если это необ­
ходимо, константу, мы можем считать, что и < 0  в К . Положим

K' =  {z; * 6 2 , с (г) < 2 }  и L =  {z; г € 2 п О ,  о ( г ) < 0 } .
Оба эти множества компактны. Для любой точки z£ L  мы можем 
выбрать функцию ф, которая плюрисубгармонична в 2, причем ф (г) >  О 
и ф < 0  в К- Рассматривая, как при доказательстве теоремы 2 .2 .Г , 
регуляризацию функции ф, мы получим непрерывную плюрисубгармони- 
ческую функцию ф', определенную в окрестности К ’ , причем Ф ' < 0  
в К и ф' >  0 в окрестности точки г. Поскольку L — компакт, то 
в силу леммы Бореля — Лебега и того, что верхняя грань конечного 
семейства плюрисубгармонических функций плюрисубгармонична, мы 
получим в окрестности К' непрерывную плюрисубгармоническую функ­
цию ф1; такую, что фх> 0  в окрестности компакта L и ф ^ О  в А". 
Обозначим через С максимум функции ф! в К' и для z £ 2 положим

ф (г)= 8и р (ф 1(г), Со (г)), если о (г) < 2 ,  
и ф(г) =  С о(г), если о (г )> -1 .

Оба определения совпадают, когда 1 « < о ( г ) < 2, так что ф — непре­
рывная плюрисубгармоническая функция в 2. Очевидно, что функция ф 
обладает всеми требуемыми свойствами.

Т е о р е м а  2 .3 .5 . Пусть 2 — открытое псевдо выпуклое множе­
ство в Сп и пусть К — компактное подмножество в 2 , псевдо- 
выпуклое относительно 2. Пусть и £ ЦР, 0) и пусть ди =  0
в К в сильном смысле, т. е.  ̂{и, b f )d V  =  0 для всех форм

к
/€•£</>,«)(2,0), равных нулю вне К и при этом $/£•£(/>,9-i) (2, 0). 
Тогда форму и можно аппроксимировать с любой степенью 
точности в L\Pt ?_ d (К , 0) такими формами и' € ЦР, ?-i> (2, 1ос), кто 
ди’ =  0.

З а м е ч а н и я .  (1) Отметим, что условие на и выполнено, если 
и £ ЦР, g-i) и ди =  0 в окрестности множества К,' тогда мы имеем 
(и, Ь/) =  (ди, / )  = 0 .  Если К ^шляется замыканием открытого множе­
ства с границей класса С1 и ди =  0 только в этом открытом множе­
стве, то тогда предположение теоремы выполнено в силу предложе­
ния 1.2.3.

(2) Поскольку область 2 псевдовыпукла, то, как следует из опре­
деления 2 .2 .2 , 2 является объединением возрастающей последователь­
ности компактных подмножеств, псевдовыпуклых относительно 2.

Прежде чем доказывать теорему, отметим, что из теоремы 2 .3 .5  
следует аппроксимационная теорема Ока— Вейля.

С л е д с т в и е  2 .3 .6 . Пусть 2  — открытое псевдовыпуклое мно­
жество в Сп и пусть К — компактное подмножество, псевдо­
выпуклое относительно 2. Если функция и аналитикна в окре­
стности К, то в норме максимума модуля по К ее можно как 
угодно хорошо аппроксимировать функциями, аналитически­
ми в 2.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция и аналитична в открытом 
множестве и выберем функцию ф согласно лемме 2 .3 .4 . Для
достаточно маленьких е >  0 множество Ке =  {г ; ф (г) <  — е} тогда будет 
одновременно компактным подмножеством в ш и  окрестностью К, кроме 
того, Кг, очевидно, псевдовыпукло относительно 2. При /? =  <? =  О 
из теоремы 2 .3 .5  следует, что существует такая последовательность 

€ Z.2(2, 1ос), что dui =  Q и Ш-—и в Z 2( /Q .  Но тогда, согласно 
лемме Вейля, каждая из функций и '1 аналитична в 2 (после исправления 
на множестве меры нуль) и и-'— и равномерно на компактных подмно­
жествах множества /Се. Тем самым следствие доказано.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2 .3 .5 . Пусть 2 ' — относительно 
компактное открытое подмножество в 2  с псевдовыпуклой границей 
класса С2 и пусть К а  2 '. Мы сначала докажем, что форму и_ можно 
аппроксимировать решениями и' £ L\p, ч-ц  (2 ', 0) уравнения ди' =  0. 
Пусть теперь U — любая форма из Z(2P, 9_п (2 ', 0), которая равна нулю 
вне К  и (U, и') — 0 для всех таких и'. Если нам удастся доказать, 
что U =  0 / ,  где / — некоторая форма из Цр>9)(2', 0), обращающаяся 
в нуль вне К , из этого будет следовать тогда, что (U, и) =  (& /, и) =  0Г 
и по теореме Хана — Банаха форму а можно будет аппроксимировать 
интересующими нас формами и'.

Для доказательства существования формы /  мы рассмотрим ком­
пактную окрестность К' множества К, содержащуюся в 2 '. Беря 
регуляризацию функции ф (из леммы 2 .3 .4 ) и прибавляя |г |2 с малым 
коэффициентом, мы построим строго плюрисубгармоническую функцию 
ф€С’00(2 / ), причем Ф < 0  в К и ф/>0 вне К'. Таким образом, мы 
можем применить предложение 2 .3 .2  с <р(г)*= \z\2, например, и с заме­
ной 2  на 2 '. Отсюда следует существование формы / 6  0)
удовлетворяющей уравнению $ /  =  £/, равной нулю вне К' и удовлет­
воряющей неравенству

q J | / | 2 <?!•*'
S' Я.'

Возьмем теперь убывающую последовательность компактных окрест­
ностей К* тэ К, содержащих в 2 ', и для каждой из этих окрестностей 
выберем такую форму f j , что — U, f J~  0 вне К1, и для f 1 спра­
ведлива только что приведенная оценка. Если /  — слабый предел 
форм f 1 при у —»оо,  то тогда b f =  U и /  =  0 вне К.

Чтобы завершить доказательство, мы должны аппроксимировать 
произвольную псевдовыпуклую область 2  подмножествами только что 
рассмотренного вида. Пусть а — такая непрерывная плюрисубгармони- 
ческая функция в 2 , что множества 2 ж =  {г; г  £ 2 , о (г) <^Щ  отно­
сительно компактны_в 2  для всех М. Мы можем предположить, что 
К  с  2j с  2j с: 22 с  22 cz . . . .  Как видно из конструкции, использован­
ной при доказательстве теоремы 2.2.1', существуют псевдовыпуклые 
открытые множества ш;. с границами класса С2 и такие, что

QjCtOjc:Qj+1, 7 = 1, 2, . . .  .
Для любого £ />  0 существует последовательность таких форм 
и7 €-£(/>, 9-1 )(<»;, 1ос), ЧТО <?«'== 0 И

J ja 1 - и | 2сИ /< -| - е2, ^\uJ+l — d y 1 dV /  =  1, 2,... .

\U\2 e\**dV.
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В самом деле, компактное подмножество {z; a(z)<CJ} множества a>j 
содержит 2у, а поскольку это подмножество псевдовыпукло относи­
тельно <oy+i, существование формы uJ+1 следует из первой части тео­
ремы (если мы уже выбрали и*). Из приведенной выше оценки следует, 
что в 1\Р,д-d (2, 1ос) существует предел u' =  llmuJ. Так как ди* =  0

у—>• оо

и \ \и — и' \2 dV  то доказательство закончено. 
к

Теперь мы приведем решение проблемы Леви в рассматриваемом 
здесь случае.

О п р е д е л е н и е  2.3.7. Компактное подмножество К  открытого 
множества 2 с С "  называется голоморфно выпуклым относительно 2 , 
если для любой точки ;г £ 2 пС /С  существует такая аналитическая в 2 
функция ф, что |ф(г) |> 1  и при этом |ф| < 1  в К.

Поскольку log | ф |-—плюрисубгармоническая функция, то сравнение 
с  определением 2.3.3 показывает, что из голоморфной выпуклости сле­
дует псевдовыпуклость. Что касается обратного утверждения, то спра­
ведлива

Т е о р е м а  2.3.8. Если 2  — открытое псевдовыпуклое множе­
ство в Сп и К — компактное подмножество, псевдовыпуклое отно­
сительно 2 , то тогда К голоморфно выпукло относительно 2 .

Прежде чем приводить доказательство, отметим, что из приведен­
ной выше теоремы легко следует эквивалентный результат Ока ;[26], 
27], Бремермана [6] и Норге [25].

С л е д с т в и е  2.3.9. Открытое множество 2 сгС" псевдовы­
пукло тогда и только тогда, когда оно—область голоморф­
ности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  То обстоятельство, что всякая область 
голоморфности псевдовыпукла, является элементарным фактом (см. Бре- 
мерман [5]). Наоборот, если область 2 псевдовыпукла и а — непрерыв­
ная плюрисубгармоническая функция, удовлетворяющая условиям опре­
деления 2.2 .2, то тогда множества {z-, о(.г)<;./14} псевдовыпуклы, 
а следовательно, и голоморфно выпуклы относительно 2  при любом М. 
Так как это множество содержит любое компактное подмножество 
множества 2 , когда М достаточно велико, то из классической теоремы 
Картана — Туллена следует, что 2  — область голоморфности (см. [7]).

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  ^.3.8. Достаточно доказать, что 
если 0 £ 2 р|САГ̂  то существует функция « £ Л ( 2 ), для которой спра­
ведливо неравенство su p| «| < 4 k (0)|. В силу леммы 2.3.4 в 2 сущест-

к
вует такая непрерывная плюрисубгармоническая функция о, что о < 0  
в К, о (0) =  0 и

2С =  {z; z 6 2, о (г) < с} с  с  2  для всех с £ R.

С помощью регуляризации (как и при доказательстве теоремы 2.2.1') 
аппроксимируем о строго плюрисубгармонической С°° функцией <р 
с такой степенью точности, что <р< 0  в К, <р(0) =  0 , но <р> 0  вне- 
компактного подмножества множества 2j. Согласно формуле Тейлора,

? iz) =  Re w (2) +  2
j , k = i

д гч/ ( 0 )  

dzjd~zk
zszk +  o ( M 2),
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где w — аналитический полином второй степени, равный нулю в точке 0 . 
Поскольку эрмитова форма положительно определена, то существует 
такая окрестность <d0 точки 0, что 9 (z) >  Re w (z), если 0=£z£<»0. 
Мы можем предположить, что ш0п АГ =  о. Если и ш2 являются окрест­
ностями нуля, (#2с с  < «ic :c  <о0> т0 тогда можно так выбрать е ^>0 
и 8> 0, что

Re®>(2 ) -<  — е, если г 6 о>3ПСо)2 и 9 (^)<С8- (2.3.6)
Пусть 2 ' =  {z; 2 ^ 2 ^ c p (z )< 8}.. Это открытое псевдовыпуклое множе­
ство, поскольку функция (1 — о)-1 (8 — <р)-1 плюрисубгармонична в 2 '.
Если t — положительный параметр и функция X £ Со” (a>j) равна 1 в <в2, 
то положим

ut =  Xetw — vf,
где vt мы выберем так, чтобы ut £ A (2 '); последнее означает, что

dvt =  dXetw. (2.3.7)

Поскольку Re w <[ — е в точках z £ 2 ' n supp дХ [в силу условия (2.3.6)], 
то Z2 — норма правой части уравнения (2.3.7) будет 0(е~и). Тогда 
в силу теоремы 2.2.3 существует такое решение vt уравнения (2.3.7), 
что

jj \ vt f d V ^ C e - ^ .
2'

Поскольку функция vt аналитична в окрестности компакта К  и точки 0, 
то тогда v( (2) =  О (e~et), причем эта оценка выполняется равномерно 
при 2 £ /С U {0} и t —* 0 0 . Для больших t мы получим

sup I«< I с  I И/ (0) 1.к
Далее множество {z\ 2 £ 2 j, 9 (2 ) < 6} компактно, псевдовыпукло 

относительно 2 j и содержится в 2 '. Тогда, как показывает теорема 2.3.5, 
функцию ut на этом множестве можно равномерно аппроксимировать 
функциями из ^ ( 2 j). Из теоремы 2.3.5 также следует, что функции 
из Л (2 2) на множестве {z ,z  £ 2 , с ( г ) <  0} можно равномерно аппрок­
симировать функциями из А (2 ). Следовательно, можно подобрать функ­
цию к £ Л ( 2 ), столь мало отличающуюся от ut, что

sup|и | < | и (0) |.К
Доказательство завершено.
2.4. Когомологии с оценками

Теорема 2.2.5 была нами получена в качестве следствия из тео­
ремы 2.2.4, которая в свою очередь является существенно ослаблен­
ной формой теоремы 2 .2.1'. Сейчас мы приведем пример аналогичного 
результата, получающегося посредством прямого применения теоре­
мы 2.2.1' и обычного доказательства изоморфизма Дольбо. Для того 
чтобы наши утверждения были короче, мы рассмотрим только случай 
2  =  С", представляющий специальный интерес в некоторых приложе­
ниях (см. Эренпрайс [9], Мальгранж [19]). Однако нетрудно доказать 
соответствующие результаты для произвольного открытого псевдовы- 
пуклого множества.

Пусть { 2V}, v =  1, 2 . . . ,  — некоторое фиксированное покрытие С"
оо

открытыми подмножествами, т. е. U 2 V =  С". Если 5 — целое неотри­
цательное число, то обозначим через Cs(ZiPiq)({2V}, 9)) множество всех

6 Математика № 2
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альтернированных коцепей е =  {£а}, где а =  (а0, а ^ )  — набор из s +  1 
положительных целых чисел, са£ -£<>,?)(2J , 2 а =  2„0П П 2 а*> =  0 и

=  \ \ c ^ e - f d V < ^ .
а 2а

Как обычно, мы определим пограничный оператор 5, действующий из 
Cs(Zip,q) (i2v), <Р)) в C*+4Zlp, „ ({2 ,} , 9)), положив

S  +  1

« ■ ......
J= О j+i

где aj означает, что мы должны опустить индекс а;..

Т е о р е м а  2.4.1. Предположим, что покрытие { 2V} обладает 
следующими свойствами:

(i) Все множества 2 V псевдовыпуклы и их диаметры огра­
ничены константой, не зависящей от v.

(И) Существует такое целое число N , что пересечение более 
чем N различных множеств 2 V всегда пусто.

(Ш) Существует такое разбиение единицы Xv €C o°(2v), что> 
2х , =  1, Xv^ 0  и 2 1 <)XV | <  const. Пусть f  — плю рису б гармоничен

v

ская функция и пусть * — такая непрерывная неположитель­
ная функция, что е% — нижняя грань плю рису б гармоничности 
функции <f>. Тогда для любой коцепи c^C s{Z(p>q) ({2 J, 9 +  х))„ 

1 и 8с =  О можно найти такую коцепь с' € CJ -1(Z (P>9) ({2 V}, 9)),. 
что 8с ' =  с и ||с'||,<Л :И ,+х, г^е константа К не зависит от с.

Нас, конечно, в основном интересует случай р =  q =  0, но для 
доказательства нам нужно общее утверждение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если мы положим

Iа I =
j

где произведение Х̂ су, « доопределено нулем вне носителя Ху., то полу­
чим форму ba € L\Pt q) (2 а), и для таким образом определенной (5 — ^-мер­
ной коцепи мы имеем 86=  с. В самом деле, используя предположе­
ние 8с =  0 , найдем

“о =  2  2  0, S k,...,*s =  S  )̂Сао as"=Cao.-..,*s .
j  *=0 j

В силу неравенства Коши и равенства 2 Х;. =  1 получим
Xj]cJia\*e-*-*dV. (2.4.1)

2« J 2а
Если мы просуммируем по всем возрастающим наборам а и восполь­
зуемся тем, что квадрат нормы фиксированной компоненты сао, . . . , а 
входит с коэффициентом, не превосходящим 1, то получим *

2 '  $ \ba\>e-*~'dV4 S '  ^\cu\*e-*~'dV. (2.4.2)
|«| = i - l  2„ I « I =  * 2a

Очевидно, что равенство дЬ_л =  0, вообще говоря, не обязано выпол­
няться. Однако так как дс =  0 и с =  86, то мы знаем, что ЬдЬ =  О,

W  d b ^ ^ d X jA c j,* -
j
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Используя свойства (И) и (Ш), мы получаем с некоторой константой С 
2 '  $ \ d b ^ e -^ d v < c n c \ l+x. (2.4.3)

l«l = S 2а ^
Предположим сначала, что s = l .  Тогда равенство ЪдЬ =  0 означает, 
что коцепь дЪ определяет глобальную форму типа (р , q +  1) и для 
этой формы (обозначим ее через / )  справедлива оценка

§ I/ 12 е~^~“ dV <  С21| с ||2+х. (2.4.3)'

Поскольку <?/ =  0, то в силу теоремы 2.2.1' существует такая форма 
й б 4 ?)(С“ , <р), что Эя =  /  и

jj I и I2е-чdV <  jj I / 12 e~f-*dV  <  С21| с ||2+х. (2.4.4)

В силу условия (И) из этой оценки следует, что
2  $ |«|2e - ^ I / < ; V C 2||c||2+x. (2.4.5)
’ 2*

Теперь мы имеем дЬ =  ,/ =  ди. Если мы положим с, =  £„ — и в 2 V, то 
таким образом мы получим такую коцепь из C°(Z{Ptq)(2, ср)), что 8с ' =  с. 
Из оценок (2.4.2) и (2.4.5) будет следовать, что |с'||¥ <  AT||c|v+x (если 
мы вспомним, что х -< 0).

Рассмотрим теперь случай s^> 1. Для этого прежде всего заме­
тим, что конечное пересечение множеств 2 V также псевдовыпукло. 
Это утверждение моментально следует из определения 2.2.2, поскольку 
конечная сумма плюрисубгармонических функций плюрисубгармонична.
Мы теперь можем предположить, что теорема уже доказана для целых 
чисел, меньших, чем s. Пусть db £ Cs~l (ZPt4+\ ( {2 V}, <р- j-*)) и 8db =  
=  дс =  0, тогда из индуктивного предположения следует, что сущ ест­
вует такая коцепь b' £Cs~l {Z{Ptq+i)({2 v}, <р+ *)), что ЪЬ'= дЬ, и для 
формы Ь' справедлива оценка

||й'||,</П^||,+1. (2.4.6)
Поскольку дЬа =  0 и множество 2 а псевдовыпукло, то в силу предпо­
ложения (i) и теоремы 2.2.3 мы можем выбрать форму bl^LfPiq)(2 а) 
так, чтобы Ьл =  дЬа и

b l fe -v d V K K  $ \K\2e-'*dV, (2.4.7)
2а

где К — константа. Но тогда д(Ь — ЪЬ") =  db ~ЪЬ' =  0, так что для 
с' =  Ь — ЪЬ" мы получим дс' =  0, 8с ' — ЪЬ =  с. Далее из оценок (2.4.2),
(2.4.3), (2.4.6) и (2.4.7) следует оценка ||c'||f < Л г||с|р+х с некоторой 
константой К. Доказательство закончено.
2 .5 . Некоторые приложения

Цель этого пункта состоит только в том, чтобы привести при­
меры конструкций в аналитических функциях, основанные на резуль­
татах пп. 2.2 и 2.3. В этой связи мы не формулируем результаты 
в столь общей форме, в какой это возможно.

Т е о р е м а  2.5.1. Пусть о — такая плюрисубгармоническая 
функция в Ся, кто с некоторой константой С выполняется 
не равенство

| <Р (z +  г') — 9(2) | <  С, | г ' | < 1 . (2.5.1)
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Пусть £ — линейное комплексное подпространство в С™ кораз­
мерности, k, и обозначим через do лебеговскую меру в £. Тогда 
для любой аналитической функции и в £ , удовлетворяющей 
условию

^\u\4~t do < о о  , (2.5.2)
s

существует аналитическая функция U в С", такая, что U =  и 
в £ и

J \U\2e~f{\ +  |г|2) - з * ^ < /С ^ | и | 2е - ^ 0, (2.5.3)
СЛ s

где константа К не зависит от и.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что функция 

log (1 -)- | z |2) строго плюрисубгармонична, поскольку

V. tjtk д\^  1 * dzjdzitj,k=i
log (1 +  | г  P) =  (1 +  | г  I*)-* (I* P (1 +  \z |2) 

- 1 l2) > (1  +  | ^ | / (2.5.4)
(последнее неравенство следует из неравенства Коши). Таким образом, 
достаточно' доказать теорему для того случая, когда £ является гипер­
плоскостью, <а затем проитерировать этот специальный результат k 
раз. Мы, разумеется, можем предполагать, что гиперплоскость £ 
задана уравнением zn =  0. Тогда и будет аналитической функцией от 
z' =  (zv ..., z„_i),_ и мы можем трактовать и как аналитическую функ­
цию в_С”, не зависящую от zn. В силу условия (2.5.1)

[ \u\2e-fd V  С \u\2e~fdo. (2.5.5)
I I < 1  S

Пусть функция ф € ^ “ (С) равна 1 в круге радиуса V 2 и с центром 
в 0 и пусть ф =  0 вне единичного круга. Полагая

и  (z) =  ф (Z„) u ( z ' ) -  znv (z),
мы получаем, что U(z) =  и (г ') при zn =  0, поэтому нам остается по­
казать, что v можно так выбрать, чтобы dU ==0 и для функции U 
выполнялась бы требуемая оценка. Уравнение dU =  0 эквивалентно 
уравнению

dv =  zpu  (zf) <?f(2 „) =  z n lu (z') dzn =  f .
ozn

(2.5.6)

Очевидно, что d f  =  0 (поскольку dty!dzn =  0 при | zn | <  V2). и если 
Cj — верхняя грань | dty/dzn |, то тогда в силу (2.5.5)

 ̂ | /| 2e - ^ K < ( 2 C 1)2 J \u\2e-<?dV^Kec (2C1y [\ u \ 2e-'?do.'
c'*

Теперь мы применим теорему 2.2.1' к области 2 =  С" и с заменой <? 
на ср 2 log (1 +  | z |2). В силу неравенства (2.5.4) и плюрисубгармонич- 
ности функции 9 мы можем выбрать е% =  2(1 - f  | z 12)~2 и заключить, 
что у уравнения (2.5.6) имеется такое решение v, что

2 § М  2 <?-*(! +  \ z\2)~2dV  <  j j | / p e - W .  
сп сп

(2.5.7)
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Из неравенств (2.5.5) и (2.5.7) моментально следует оценка (2.5.3) 
при k =  1.

Т е о р е м а  2.5.1 может быть использована для доказательства 
одного обобщения на многие комплексные переменные теоремы Пойа 
[28]; этот результат принадлежит Мартино [20], а также содержится 
в фундаментальном принципе Эрёнпрайса [9]. Прежде всего напомним 
некоторые основные определения. Обозначим через & множество всех 
целых аналитических функций в С". <# будет пространством Фреше 
с топологией равномерной сходимости на всех компактных множествах. 
Дуальное пространство обозначим через А'. Если (*€■#', то преобра­
зование Лапласа функционала р определяется равенством [а (С) =  
=  (ехр [г , С]), где \z, С] =  zxCj +  . . .  +  znln. Очевидно, что р — целая
функция экспоненциального типа, и функция (а однозначно определяет 
функционал (а, поскольку экспоненциальные функции плотны в А. 
Наоборот, всякая целая функция экспоненциального типа является 
преобразованием Лапласа элемента [а£<#' (это также следует из тео­
ремы 2.5.2).

Пусть К  — компактное множество. Мы скажем, что К „опреде­
ляет" (а([л is carried by АГ>, если для любой окрестности ш множества К 
существует такая константа С, что

ы / )  | <  С sup |/|, / €  Я. (2.5.8)
ш

Положим
tf*(C) =  sup Re [г , С]. (2.5.9)

гек

Т е о р е м а  2.5.2 ( П о й а  — Э р е н п р а й с  — М а р т и н о ) .  Псевдо- 
выпуклое множество К определяет функционал )>.€&' тогда 
и только тогда, когда для любого 8 > 0  существует такая 
константа С5, кто

i ; ( Q | < C 6e x p (tf« (Q  +  S|q), С€С". (2.5.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость условия (2.5.10) очевидным 
образом следует из (2.5.8) и (2.5.9). Для доказательства достаточности 
мы для всякого s />  0 построим шварцевское распределение v, носитель 
которого сосредоточен в множестве Ке, состоящем из точек, отстоя­
щих не более чем на е от К, и при этом v( / )  =  |a( / ) ,  / £ « # •  Тогда 
теорема будет доказана, поскольку всякое распределение с компакт­
ным носителем порождает аналитический функционал, который опре­
деляется носителем распределения. В самом деле, производные анали­
тической функции на компактном множестве можно оценить через мак­
симум функции в окрестности этого множества. Пусть v— преобразование
Фурье — Лапласа распределения v, тогда v будет аналитической функ­
цией от 2п комплексных переменных д1, . . . , в 2п, определенной ра­
венством

v (9i> • • •. s2п) =  v (exp ( - Л * А  - . . .  -  ix 2А п))-

Аналитический функционал [а определяется распределением v тогда 
и только тогда, когда

•••.£*) =  v(exp( ( +  ix 2) C j + . . .  +  (x2n_x +  ix2n) C„))
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(напомним, что вещественные и комплексные координаты в С” связаны 
соотношением zk =  лг2*_х +  ix 2к). Таким образом, мы имеем

v (/С„ -  Сх, г*С2,—С2, . . . ,  Х„, -С л) =  ? (С„. . . ,  С„), С € С". (2.5.11)
Утверждение о том, что носитель v сосредоточен в /Се, в силу тео­
ремы Пэли — Винера означает, что существуют такие константы С 
и N, что

I* (0х, • • •, 02„) | <  С (1 +  | 0х | + . . .  +  | 02я | )Ne^\  (2 .5.12)
где

9 (е) =  sup (*х Im 0х + . . .  +  х2п 1ш 02я). (2.5.13)
х€Ке

Таким образом, нам достаточно построить целую аналитическую 
функцию, удовлетворяющую (2.5.11) и (2.5.12).

Обозначим через и функцию

^ ......../Ся, —Ся) — , Ся),

определенную и аналитическую в Е — подпространстве коразмерности п 
пространства С2п. Если

0 =  (К х ,-С х ,. . . , /С я, - С я), 
то из (2.5.13) мы получим

<Р (0) =  sup ( jC x Re Сх —  х 2 I m C ,  - f . . . )  =  sup Re [z, C ]  =  / / *  (C) +  s  | C .
гек6 ze ks

Тогда из условия (2.5.10) следует, что
|и(0)|<С,ехр(<р(9) +  (8 -е )| С | ) ,8> О , 

и выбирая 8 е, получим
^\u\2e~^da<^co. (2.5.14)
S

Поскольку функция ср выпуклая, а следовательно, и плюрисубгармо- 
ническая, в силу теоремы 2.5.1 существует такая целая аналитическая 
функция U в С2л, что U =  и в Ё и

\ |£/(0)|2г - 2?«»(1 +  |0|2)~3л< Л /< оо . (2.5.15)
с2'1

Согласно интегральной формуле Коши, отсюда следует, что функция 
U (0)| е_|р(9)(1 +  | 0|)_3л ограничена. Следовательно, соотношения (2.5.12)

и (2.5.11) выполнены с v =  U, что и доказывает теорему.
Теперь мы приведем приложение предложения 2.3.2.

Т е о р е м а  2.5.3. Пусть Ф — плюрисубгармоническая функция, 
принадлежащая С2 (С"). Тогда множество целых функций V,  
удовлетворяющих не равенству

||М 2 <?-ф(1 +  |г|2) - ^ К < о о ,  (2.5.16)

где N — некоторое целое, содержит функции, не равные нулю 
тождественно. На самом деле это множество плотно в прост­
ранстве А всех целых функций, снабженном топологией равно­
мерной сходимости на компактных множествах.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В пространстве А можно ввести эквивалент­
ную топологию, определяемую Х2-сходимостью на всех компактных 
множествах и, таким образом, каждый элемент {*£,#' может быть 
продолжен до непрерывной линейной формы на Zi20C; последнее означает, 
что существует такая функция и £ Z,2 с компактным носителем, что 
fi(v) =  (v , u) ,  Если }а ортогонально всем целым функциям v,
удовлетворяющим неравенству (2.5.16) при некотором целом N, то мы 
утверждаем, что существуют такие функции f } £ L2, что

S dft 
дг,

и все функции имеют компактный носитель. В самом деле, пусть 
u(z) =  0 при и применим предложение 2.3.2 с <р (г) =  Ф ( г ) +
+  log (1 +  | z\2) и ф(г) =  lo g ((1 +  | 2 12)/(1 +  /?2)). Тогда условия пред­
ложения 2.3.2 будут выполнены в силу неравенства (2.5.4). Следова­
тельно, имеет место представление (2.5.17) с подходящими функция­
ми f j ,  имеющими компактный носитель. Но в силу (2.5.17)

11
ц(*0 =  ^ vu d V =  =

и наша теорема следует из теоремы Хана — Банаха.

ГЛАВА 111. ТЕОРИЯ ФУНКЦИЙ НА МНОГООБРАЗИЯХ

3.1. Пред варите льные замечания
Пусть М — комплексное аналитическое паракомпактное многообра­

зие комплексной размерности п. Разложение дифференциальных форм 
на формы типа {р, ^), определение оператора д и определение плюри- 
субгармонических функций, введенные в гл. II для областей в С", 
непосредственно переносятся на формы и функции на многообразии, 
поскольку все эти определения инвариантны относительно аналитиче­
ских преобразований координат.

Для того чтобы изучать оператор д с помощью техники гильбер­
това пространства, развитой в п. 1.1, мы должны определить эрми­
товы нормы для дифференциальных форм на М. Поэтому выберем 
на М эрмитову метрику, т. е. такую риманову метрику, которая 
в любой аналитической координатной системе с координатами г г, . . . ,  z n 
имеет вид ' „

2  hjkdzfi~zk,
J, к = 1

где hjk — положительно определенная эрмитова матрица с беско­
нечно дифференцируемыми коэффициентами. Локальное построение 
такой эрмитовой структуры тривиально, существование в целом дока­
зывается с помощью разбиения единицы. В дальнейшем мы будем 
считать, что эрмитова структура на М фиксирована. Элемент объема, 
определяемый этой структурой, мы обозначим через dV , а элемент 
площади на гладкой гиперповерхности — через dS (по поводу опреде­
лений см. также Вейль [29]).

Если /  — форма типа (1,0) и в локальной системе координатП
f  =  Ъ f  jdzj, то положим

1
</, /> = 2 *'*/,/*.
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где матрица ( h J k )  — обратная к матрице (h ] k ). Это определение 
инвариантный смысл, поскольку

( / . / )  =  sup
dz

1 l j f j d z i  2

2 h ) k d Z j d z k

имеет

В силу процесса ортогонализации Грамма — Шмидта каждая точка 
многообразия М имеет окрестность U, в которой сущ ествуют п 
форм а)1, . . . , ® "  типа (1, 0) с бесконечно дифференцируемыми коэффи­
циентами, нормированные условиями (оД со*) =  b j k ;  у, k  =  1 , . . . ,  п. Если 
мы положим /  =  £  f'j ®Д то тогда

П

( / . / ) = 2 i / ; i 2-
1

Более общо дифференциальная форма /  типа (р, q) единственные 
образом может быть записана в виде

/ “  2
\I\-p, \J\=q

(что касается обозначений, то см. п. 2 .1), где коэффициенты 
антисимметричны по /  и У:

о»7 =  шг> Д . . .  Д  ш‘р и a>J =  о)71 Д . .. Дсо7?.
Мы можем определить ( / ,  / ) ,  полагая

< / , / > ч / | 2 =  2 ' 1/ л П 2.
поскольку это определение не зависит от выбора ортонормированного 
базиса ш1, . . . , ® " .

Пусть 2 — открытое подмножество многообразия М и 9 — непре­
рывная функция в 2 . Тогда мы определим L\Piq)(Q, 9) как простран­
ство всех измеримых в 2  форм /  типа (/?, q), т. е. таких форм, компо­
ненты которых измеримы в любой локальной системе координат и

• ll/ll2 =  $ l / l 2e - W < ^ ,

при этом формы, совпадающие почти всюду, отождествляются. Если 
<7 > - 1, то оператор д , понимаемый в слабом смысле, определяет опе­
ратор с плотной областью определения

Т : 1 ) ( 2 , 9 ) - Д р2<7) (2 , 9 )
и другой оператор

$  : L(P,  9) (^> ? )  Ц.Р,  9+1) ( Д  ?)•
Если множество 2  относительно компактно в М и имеет границу 
класса С3 (что мы теперь всегда будем предполагать) и если 9£С 1(2 ), 
то из предложения 1.2.4 с помощью разбиения единицы следует, что
С\р, 9)П Dt* плотно в Dt* flA s  в норме графика.

Если и^С1 и формы ш1, . . . ,  а»" в открытой аналитической коорди­
натной окрестности U образуют локальный базис в пространстве форм 
типа (1.0), то положим

д и<*«=■2 т т ш<+ 2 д и-=Г (0*.
да>1
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Это равенство будет служить определением в £/_линейных дифферен­
циальных операторов первого порядка д/ди* и д/дш‘. Тогда имеем

П

1
и если f  то отсюда следует, что

д/ =  2 * A ® 7 W + - - -
/, j

где многоточием обозначены те члены, в которые не входят никакие 
производные от / ,у  эти члены возникают из-за того, что ди>1 и д w7 
не обязаны равняться нулю. Если обозначить написанную выше сумму 
через Л /,  то мы, очевидно, будем иметь |<?/— Л /| < ;С | /| , где кон­
станта С не зависит от / .

Пусть теперь форма / €  С\р,ч) (^ )п ^ г* и пусть /  =  0вне компакт­
ного подмножества множества (У П2- Тогда для форм и, £ С(Р, ?-i) ( 2 )  
мы получим

С ( Г * / , к )  e~vdV =  i { f  ,~0и) е-чdV —
Uf ) 2  U Л 2

- ( - i ) ' S ' S  $ / / . e - ’ d v + .
I, К ]  УГ)2 1К d-J

(3 .1 .1 )

где многоточием обозначены те члены, в которые не входят производ­
ные. Равенство (3 .1.1) мы будем интегрировать по частям. Прежде 
всего введем обозначение

djW =  е* d{we ”)
дч>>

Формула Грина примет вид 
dv ̂ ~Лг we~v dV

Vi is
 ̂ vb]We~'f d V

Vll 2
 ̂ OjVwe-'?dV

uf) 2
- f   ̂ Л г vwe-vdS, J (Ыи n 02

где p — расстояние до <?2 в эрмитовой метрике, при этом р> 0  в 
и р< 0 в 2 ; ojeC~(U).

Интегрируя равенство (3 .1 .1) по частям, мы сможем заключить, 
что форма /  удовлетворяет граничному условию

2 / / , / * £ •  =  °  на U П dQ (3 .1 .2 )
И что

T*f =  ( - 1) ^ 1 S  h fi. А шК+  . . .  =  5 / + . . . ,  (3 .1 .3 )

где многоточием обозначены члены, не содержащие производных ком­
понент f i tJK, а также <р. Следовательно, | T*f — В/\ <  С | /| , и мы 
получим следующее неравенство, причем С — другая константа, не за­
висящая от /  и <р:

\Ш% +  IIВf  % -  II S f  I -  и ту  I| I <  л 
-С С II /  |р (1 S f  II9 +  II Г* / 1|? + « /  |р). (3 .1 .4)
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Мы можем здесь без всякого изменения повторить вывод (2.1.12) из 
(2 . 1. 11), тогда получим

||-^/1|̂  + ||-®/1|̂  = 2 2 §  ̂fi,]K^k fi,kK e ~'fdV —
/ , к  j , k  и  n 2

- S ' S  S dA > E dll^ L e- , d V +d<*k cW s ' ?  S df i , .

i , j  j  £/  n 2  I A ® 7
e-fdV . (3 .1 .5 )

I ,  К  j , k  U n  2

Прежде чем интегрировать по частям, как это было затем сделано 
в п. 2 . 1, мы должны изучить коммутаторы операторов д/д<о1 и bk. 

Пусть w — гладкая функция; рассмотрим

ddw =  d j \ ^  <«* =  У. +  У ^Ldw‘.
1 а<й Jt b=i д<»'д<»к 1 д(»1

Поскольку да>1 — форма типа (1.1), мы можем записать

откуда

да>1 =  2  с)ь ^  Л  
]>ь= 1

_  з  +  З с/ » - | т ) » ' Л
ЛД  А»/*.* , Ы )

(3 .1 .6 )

Если мы заменим функцию гг» на и» и возьмем комплексные сопряженные 
от всех членов, то получим

Л  -  s  р Д -  +  S 3 ,  Л
"   ̂ д«>’ d<*k 7  д »Ч  

Из тождества ддш =  —ddw следует
d2w , i dw d2w , \r\ ~i dw /Q .

Wki dv>d<»k ^ ^  ^ 7  ^  Cft"' ^/ J
где левое равенство является определением. Заметим, что в этих обо ­
значениях мы получим

d d w  =  у  W j k <о̂  Д  (о*.

Функция ср £ С 2 будет плюрисубгармонической, если форма 2  ?jkfj Iи 
положительно определена; форма 2  $jk f j  f k будет формой Леви на <?2. 

Из равенства (3 .1 .7) следует, что
ь  d w _  д Ь ^ _  =  _  д у _ _  д а  +  у  л

д(й*д<й̂ С jk
dw
ды1 ■ S S / ^ .

если мы воспользуемся определением bt и опять равенством (3 .1 .7 ) 
(заменяя в последнем w на <р), то получим

8* ^
dw dbkw
дь>> да1 <?kjw + 2 cJkbi w — 2 cw |=f- (3-1.8)

Проинтегрируем правую часть равенства (3 .1 .5) по частям; применяя 
формулу Грина и равенства (3 .1 .8), получим

i H / i e + i i A / B - s ' s  $
I ,  J j  и  п  2

d f i , j

дш' e~<?dV +

+  2 2  ̂ 4jb f  i,ji<f i , k K  е  f dV  +  tx +  t2 +  t 3 +  (3 .1 .9)
1, к  j ,  к и  n  2
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где

' . - 2 ' 2  S
I , K  j ,  k Щ-\дЪ 4

/ - s ' s  5
I ,  К  j , k U  г12 4

=  2  2  5 f  i*}Kcib f IkK e~v dV ,

" W ,

/, /С l/f}2

< . - s ' s  $
/ ,  К i , j , k  U[\ S

Первый член, входящий в определение / 15 обращается в нуль на гра­
нице в силу условия (3 . 1.2), и рассуждая так же, как при выводе 
(2 .1 .14) из (2.1.13) (см. п. 2.1), мы получим

< ■ - 2 ' 2  S - ^ s r f - ^ e - u s .  (3.1.10)
/, К j,k и П 02

При изучении остальных членов мы воспользуемся обозначением
d/7, j

- » t v  +  Wf t --s 's  1
I ,  J k и П  2

Тогда мы моментально получим
U4l<C|||/|||J/||f , (3 .1 .П)

где константа С, как и все константы в дальнейшем, не зависит ни 
от / ,  ни от ср. Если мы проинтегрируем ts по частям, то получим, что
tz =  t'z +  t l , где

з̂ =  2  2  \ (3.1.12)
i, к l,j,k и л' as a

р ; к  c  in/ in,  ii/ ii,.  (з л л з >
Комбинируя равенства (3.1.10) и (3.1.12), мы ввиду (3 .1.7) получим

î +  з̂ = 2  2   ̂ Pjkf ijk f  f,kKe~v dS.- (3.1.14)
I ,  К  j ,  ft и nos

Наконец, что касается оценки t2, то заметим, что в силу условия 
(3 .1 .2 ) при интегрировании по частям членов, содержащих bk, не воз­
никнет граничных членов; то*гда мы получим

U2|< c:i| | /!iu i/| | r  (3.1.15)
Сопоставив (3 .1.4), (3 .1 .9 )—(3.1.15), мы придем к доказательству 
следующего утверждения.

П р е д л о ж е н и е  3.1.1.  Если форма /  € С2{р<д)( 2 ) fj Dt* равна 
нулю вне фиксированного компактного подмножества, лежа­
щего в координатной окрестности UczM,  и если <р£С2({2 ) 
и dQ£C3, то имеет место неравенство
\\T*f I2 +  || S / i 2 -  Qx ( / ,  / )  -  Q2 ( / ,  / )  -  Q3 ( / ,  / )  | <

<c\\f II, (« T * f  I, + 1  5 /  II, +  III /  III,), (3 .1.16)
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где
Qi ( / . / ) =  S ' 2  5

df /, j
e-fdV , (3.1.17)

l,J j  t / Л  2  1

Q* < / . / ) - S ' 2  \ Vjii f  i, }K 7 1,ьке 9 dV  > (3 .1 .18)
I ,  К  j ,  k U n 2

Q a ( / . / ) - S  2  \ P jk f /. jK f  1, kKe 9 dS. (3 .1 .19)
I ,  К  j , k  и  n  a s

Заметим, что Q2 и Q3 не зависят от выбора м1, . . . ,  ш".
До сих пор мы в основном следовали работам Аша [2J и Кона [15]. 

В двух последующих параграфах мы используем предложение 3.1.1 
для более полного изучения интересующих нас оценок. Для этого 
заметим, что из равенства (3.1.16) следует, что при любом е > 0  сущ е­
ствует такая константа Се, что

(1 — е) ( / ,  / )  +  Q2 ( / .  / )  +  Q3 ( / ,  / )  <
< ( 1  +  «)(« T*f ||2 +  IIS f  I* ) + C e\\f ||2, (3 .1 .20 )

(1 — * )(II T*f% + 1 5 / 1 ) <  (1 +  в )Qi ( / ,  / )  +
+  Q2 ( / -  / )  +  Q3 ( / ,  / )  +  Се I / 1|2 . (3 .1 .21 )

В дальнейшем при выводе оценок мы будем интегрировать по 
частям иначе, используя при этом два следующих предложения.

П р е д л о ж е н и е  3 .1 .2 . Пусть U с 2 — координатная окре­
стность и пусть <р £C2(U). Если функция w ^C ’1{U) и w обра­
щается в нуль вне компактного подмножества окрестности U„ 
то тогда

и и
+  J <Py*|w|2^ ^ | < C f lw | | f |Ц®|||9, (3 .1 .22)

и
где константа С не зависит от w и у.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Умножив комплексно сопряженное выра­
жение (3 .1 .8 ) на функцию w и проинтегрировав по частям, мы полу­
чим, что интересующая нас оценка эквивалентна оценке

J* wak e-v dV  — J  woj bkw e~f dV  — 2  J Cjkwbtwe~f dV +

+ 2.f
i U

i d w  m J T .ckj w e-'fdV
д(й1

<C ||w ||9 I|l®||]r

Но эта оценка сразу получится, если мы проинтегрируем по частям 
интегралы, содержащие дифференциальный оператор 8.

Если окрестность U пересекает границу <?2, то мы должны моди­
фицировать предложение 3 .1 .2 , так как при интегрировании по частям 
возникнут некоторые граничные члены. Поскольку ддр =  0, то, следуя 
Кону [15], мы можем так выбрать формы a>J , что =  2др, откуда 
др/ди>1 =  0 при j<^n. При этом формы ш1, . . . , ш л, разумеется, нельзя 
выбрать с бесконечно дифференцируемыми коэффициентами (как мы 
д о ” сих пор предполагали), но если <?2 € С3, то мы можем выбрать 
формы (в1, . . .  , (ол с коэффициентами из С2, откуда следует включе­
ние Cjk £ С1.
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П р е д л о ж е н и е  3.1.3. Если функция w£ C2(U П^) и об ра- 
щается в нуль вне фиксированного компактного подмножества 
множества £ / f )2  «  если <р€С2( £ /п 2), то в том случае, когда 
одновременно j  и k<^n, имеет место оценка

I
dw dw e-*d V f bjwbkwe~*dV +

uh2

+  \ <P ^M
un*

- v d V j" pjk\w\2e-tdS
j/nas

< C | M U M r  (3-1-23)

где константа С не зависит от ® и <р.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку dp/da>J =  0 на <?2 при ] ф п ,  то 

из равенства (3.1,8) следует, что

f  J ^ -^ L e-U V  -  f  b.w b^e-ЫУ +  f  <p,ft| w \2e~*dV +
■{я3 *  ^  [ 7 П 2  ‘

+  J ~c’^ w \'‘ - £ r e~,d s
unas

t/na

<CI®L|||®|

Если мы применим (3.1.7), предварительно поменяв местами j  и k 
и заменив w на р, то тогда рjk =  с%др1дып, что и доказывает нера­
венство (3.1.23).

З а м е ч а н и е .  Заметим, что при доказательстве предложений 
3 .1.2 — 3.1.3 мы пользовались только тем, что на М существует 
интегрируемая почти комплексная структура. Следовательно, оценки 
следующих пунктов также справедливы при этом предположении и их 
можно использовать для доказательства теоремы Ньюландера—Ниренх- 
берга [24] (см. Кон [14]).

3.2. Оценки для фиксированных норм
В этом пункте мы изучим оценки типа Морри [22], Кона [14] 

и Аша [2]. Пусть U — такая открытая координатная окрестность в М, 
что принадлежит С3, и пусть 9 — фиксированная функция из
C2(2f]77). Если z£U{)dQ,  то обозначим через Хх (2), . . . ,  Хл-1 (2) 
собственные значения формы Леви

П
X  ?]kf]fь

ЛА=1
относительно формы ( / ,  / )  =  2 1 f } |2 на плоскости 2  (др!да1) f } =  0 . 
Разумеется, собственные значения не зависят от выбора форм оЛ Для 
вещественных X положим Х+ «= шах (X, 0), X- =  шах(— X, 0), так что
X =  Х+ — Х~ и. | X | =  Х+ -)- X- .

Т е о р е м а  3.2.1. Предположим, что существуют такие кон­
станты К и К', что неравенство

j  | / p . - . d S < A r a r V ?  +  | S /? )  +  ^ ' | / ?  (3.2.1)
Uf)dQ

справедливо для всех форм f  С С(Л9)( 2 ) п DT*, обращающихся 
в нуль вне компактного подмножества в 2р|£/. Тогда для любой 
точки из U U dQ и любого мультииндекса J, образованного q
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различными индексами, принимающими значения 1, — 1,.
справедливо не равенство

>< (̂SX7 + S ь)-*(2 у+ Sv)- (3.2.2)
i J£J JeJ j § j

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы можем так выбрать локальные коорди­
наты z.j в U, что г  =  0 в той точке из U П в которой мы желаем 
доказать оценку (3.2.2), и шj =  dZj при z =  0. Уменьшая окрестность
U, если это необходимо, мы можем считать, что U п 2 задается нера­
венством вида

1ш z n =  х 2п >  р, (jclt . . . ,  г  € U,
где функция Pi € С2 и имеет в точке 0 нуль второго порядка. (Для 
сокращения обозначений мы здесь не различаем точки из U и соот­
ветствующие им точки в Сл.) Поскольку в первом приближении крат­
чайшее расстояние от точек z , близких к началу, до границы будет 
совпадать с расстоянием вдоль оси х2п и поскольку эрмитова метрика 
в точке z =  0 задается формой 2 1 dzt |2, то р (z) =  (х2п — Pi (jq, . . .

Следовательно,
d2P(°> _  ^Pi(O) . .• * , „  i
dzjdzk dzjdzk

С помощью унитарного преобразования переменных z x, . . . ,  zn_x мы 
можем добиться равенства

j,k= 1 1
Тогда в силу формулы Тейлора

п- 1
Pi (ЯГ) — 2  I I2 +  Re Л (г ') +  0(\zn\\z'\ +  I |2) +  о (| z |2),

l
где z' '=  (Zj, . . . ,  2 „_j) и Л — однородный аналитический полином вто­
рой степени.

Пусть У — некоторый мультииндекс длины q, составленный из 
индексов, принимающих значения 1, . . . , «  — 1, и пусть /  — произволь­
ный мультииндекс длины р. Тогда мы можем выбрать такую форму 
/ € С 2р,9)((/), ч т о  /  =  dz1 /\dzJ в точке 0 и форма /  удовлетворяет 
граничным условиям (3.1.2). В самом деле, если р =  0, <7 =  1, У = { / } ,  
то мы можем взять

f  =  21 (jeh  dZ} ~  dz") ■
Для произвольных р и <7 нам достаточно взять внешнее произведение 
dz' из <7 построенных выше форм, где j  будет пробегать значения из У.

Для функции Со (Сл) и положительного параметра т положим, 
теперь

/ т (^) =  /  (*) Ф Ы ) exp (/т22л).
Поскольку последний сомножитель аналитичен, имеем

=  ( /  (2) +  О (1)ф (Т2) )  exp (ix>za).



Оценки в L2 95

Заметим, что если вычислить первый член в правой части этого равен­
ства, то он будет содержать сомножитель т. Если мы в качестве но­
вых переменных выберем ^ х2п и хXj при ]<^2п, то мы без труда 
получим

со
lim Q1( / \ / ^ ) T 2" - i - . f | W ( ^ , , 0)|2c/x:' Г e~2x*ndx2n,

'Т—> -j-OO t/ t)
P*U'>

где

дГ2
п

S
1

| г Р ,  х ' =  (хи . . . ,  х2п-■г)-

Здесь dx' означает лебегову меру, р2 — сумму членов второго порядка 
в тейлоровском разложении функции pj. Таким образом,

2x2n~1Q1 ( /* ,  f - )  -  J | W (х', 0) |2 «-*•<*') dx', х +  оо.

С помощью той же самой подстановки получим
Q2( / T, / T) =  0 ( ^ 2n- 1). Х -  +  00,

x2n_1Q 3 ( / * ,  / * )  -  X  J I + ( ° )  f2 e - 2h{x,)d x ’ \ х +  оо,

,2л-1 ||Ф(х', 0)|
от

2 e-wx')dx' +  оо.

Если выполнена оценка (3.2.1), то, используя неравенство (3.1.21), мы 
можем заключить, что

(1 -  е) j* | ф (* ', 0) |2 e -W 'd x '  <

<  К {(1 +  е) -1  • $ | W (х', 0) |2 e - W d x ’ +

+  Yi h  j  IФ (* ', 0) |*е-ы*'Ых'} (3.2.3)
jgj

для всех e > 0 ,  а следовательно, и для e =  0. Выберем теперь ф =  ф1ф2> 
где € Со0 (С"-1) — функция от переменных х" =  (лгх, . .  .^л^л-гХ а 
ф2£Со°(С) будет такой функцией от {x2n-i, х2п), что dty2/dzn =  0 при 
х2п =  0. Последнее равенство ни в коей мере не является ограничением 
на значения ЧГ2 при д;2„ =  0, так что из оценки (3.2.3) следует, что

П — 1
11 -  К Yi l i)  J I <W ( -О  f e - ^ '^ d x "  < 4 -  2 J | -| ^  ^e-2̂ x">°)dx". (3.2.4) 

jfj 1 1
Вспомним теперь, что p2 (x", 0) =  L (z') -+- Re A (z'), где A (z') — анали­
тический полином и

л - 1

1
Если в неравенстве (3.2.4) мы заменим фх на фхеА и заметим, что умно­
жение на аналитическую функцию еА коммутирует с d/dzj, то найдем

П—1
(1 - * 2  X;)] ш V - 2W ' < 4  £ j | | i | V 2W ' .  (3-2.5)

iV 1 1
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Неравенство (3.2 .2) легко следует из неравенства (3.2.5) с помощью 
незначительного обобщения леммы 8.1.2 из книги Хёрмандера [12]; это 
утверждение мы сейчас докажем.

v

Лемма 3.2.2. Пусть L =  '2'Kj\zj \2 и допустим, что
v

2с J|Xp<?-2i r f jc <  j £ | £ L | V 2̂ jc, Xg С Г (О ),

г de dx — лебегова мера в С*. Тогда
v

с < £ х7-
1

Наоборот, из неравенства (3.2.7) следует (3.2.6).

(3.2.6)

(3.2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что ^ > 0  при всех у _
Положим Xе (z) =  X (ez), где X £ Со и X (0) =  1. Заменяя X на Xе, мы 
получим, что правая часть неравенства (3.2.6) будет 0 (е 2), что касается
левой части, то  ̂ \C^e~2Ldx —*  ̂ e~udx=£Q при в —>0, и тем самым
доказано, что с <  0. Если мы рассмотрим несколько более общий слу­
чай, когда Х; > 0  при всех у, причем равенство имеет место для р.
значений у, то правая часть (3.2.6) будет 0 ($2-р-), в то время как ле­
вая часть только 0 (е _|1), откуда опять следует, что с < Д . Переходя 
к общему случаю, прежде всего заметим, что если

8 j =  e2L dzj
дГ 2у dL 
dzj dzj ’

то имеем [см. (2. 1.8)]

dzj dzi
- ~ Ь , 2 - ^ 4 -  =  2Х..

dzjdzj *
Следовательно, интегрирование по частям приводит к равенству

дг
\d~zj

Е сли мы  полож им

e~2Ldx =  J 18 /  fe~2Ldx -  2~к} J X |* e~2Ldx.

^  =  £ l M K -|2 и Х '(г ) =  Х( ®lt . . . . О exp ( 2 2 ^ 1̂ 1*)*
1 1

где Wj =  Zj при > 0  и wj =  zj при Х . < 0, то неравенство (3.2 .6) 
теперь примет вид

V V

2 ( с -  2  Хг )  J I z ' I2 e~2L'dx <  f  2 1 § 7  f  e-^'dx, X € C~ (O)

и неравенство (3.2.7) следует из первой части доказательства. Доказа­
тельство обратного утверждения очевидно.

С л е д с т в и е  3.2.3. Пусть оценка

| / 12e-*dS  <  С (I 7"*/№р + 1 S /(*  + 1  f t ) ,  f  6 Cl,q) (2)П DT*, (3.2.8)
as
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выполняется с некоторой константой С. Тогда форма Леви, 
в каждой точке границы У2  имеет либо не менее n — q положи­
тельных собственных значений, либо не менее <7 +  1 отрицатель­
ных собственных значений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что в некоторой граничной 
точке имеется не более q собственных значений, меньших нуля, и не 
более n — \—q собственных значений, больших нуля. Тогда можно 
найти мультииндекс У длины q, образованный такими индексами 
у <  п — 1, что <  0, когда у € Л и >  0, когда у $ У. Но тогда 
неравенство (3.2.2) не может выполняться ни для какой константы К-

С другой стороны, заметим, что если форма Леви имеет по край­
ней мере n — q положительных собственных значений и \J\ =  q, то 
можно найти такое у+У, что ^ > 0 ,  а если форма Леви имеет не менее 
q +  1 отрицательных собственных значений, то мы можем найти такое 
у (Е У, что <+ 0. В обоих случаях для некоторого К неравенство (3.2.2) 
будет выполнено в каждой точке границы <?2. Тогда из соображений 
непрерывности следует, что неравенство (3.2.2) выполнено с некоторой 
другой константой К на всей границе (коль скоро справедливо утверж­
дение следствия 3.-2.3).

Т е о р е м а  3.2.4. Предположим, что условие (3.2.2) выполнено 
для собственных значений формы Леви в некоторой точке г 0£<?2, 
и пусть е > 0 .  Тогда существует такая окрестность U точки 
z0, в которой для всех форм /  € С\р,ч) (2 ) П £+*> обращающихся 
в нуль вне компактного подмножества в &f\Uu выполнено нера­
венство (3.2.1) с заменой К на (1 +  е ) /С  и некоторой констан­
той К'-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем координаты г  так, чтобы коорди­
наты точки z0 были равны 0, а формы «У мы выберем так, чтобы 
<1)л =  2<?р. С помощью унитарного преобразования форм о»1, . . . ,  а>"-1

Л—1 __
мы можем добиться того, чтобы форма Леви 2  pJk (0) f j f k приняла вид
Л — 1

2  л .| /;.|2. Пусть х . < 0 ,  у =  1, . . . , р ;  х . > 0 ,  у >  р. В силу предло-
жения 3.1.3 при фиксированной функции ср мы получим с некоторой 
константой С

—  р ,  . | w  |2 e - ^ d S  <

i/na 2 U ()2

dw
d*J e - W  +  C I M U M I r

Полагая w =  суммируя по всем индексам и используя (3.1.17), 
мы получим при 0 <+ 8 < Д

S '  $ S - ы I л . ■>Р <ts< q , ( / , / )  +  с I / 1, т / т , <
/ ,  J Uf}d2 1

С  (1 — 8)-1 Qi (Г, Г) +
В силу неравенства (3.1.20) после замены в на 8 найдем

и п ь я  4  1 i . j  i , k  j , k  '

< (1  +  8)(||^/||2 +  ||5/1Р +  С8||/||2.

7 Математика № 2
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В точке z =  О для подинтегральной квадратичной формы справедлива 
оценка

где 8 достаточно мало. Здесь У пробегает некоторое множество муль­
тииндексов длины q, не содержащих индекс п, поскольку при я £ У 
f  и  =  0 на <?2 в силу условия (3.1.2). Если окрестность U достаточно 
мала, то из соображений непрерывности следует оценка

доказывающая теорему.
Аккуратно применяя разбиение единицы, мы сможем доказать 

глобальный вариант теоремы 3.2.4 (см. Хёрмандер [ 12], замечание 
на стр. 266). Мы, однако, приведем здесь эту теорему только в той 
форме, в которой не учитывается размер констант.

Т е о р е м а  3.2.5. Пусть область 2  относительно компактна 
и ее граница принадлежит С3. Пусть форма Леви имеет 
в каждой точке границы либо не менее п — q положительных 
собственных значений, либо не менее q + 1  отрицательных. 
Тогда при фиксированной функции 9 выполняется оценка (3.2.8) 
с некоторой константой С.

Доказательство этой теоремы непосредственно следует из теоремы 
3.2.4 с помощью применения разбиения единицы.

В работе Кона [14] показано, что, комбинируя оценку вида (3.2.8) 
с результатами п. 1.2 и теорией эллиптических систем дифференци­
альных операторов, можно доказать, что единичный шар из Dt*V\Ds 
рассматриваемого в норме графика относительно компактен в Црд)(2,у). 
Таким образом, предположения теоремы 1.1.3 выполнены. Однако 
в настоящей работе мы пойдем по другому пути, существенно исполь­
зуя при этом весовую функцию 9 . Поэтому в следующем пункте 
мы изучим зависимость наших оценок от 9 ; это изучение приведет 
и к другим результатам, в частности к аппроксимационным теоремам.

3.3. Оценки с доминированием1)
В этом пункте мы докажем оценки, которые позволят нам распро­

странить рассуждения п. 2.3 на открытые множества, удовлетворяю­
щие тем условиям, к которым мы пришли в п. 3.2. Итак, нас будут 
интересовать оценки, в которых весовая функция 9 заменяется возра­
стающей выпуклой функцией X от 9, и мы будем тщательно изучать 
зависимость наших оценок от X. Сначала мы рассмотрим случай линей­
ных функций X. Здесь используются те же самые обозначения, что 
и в двух предыдущих пунктах, мы повсюду будем считать, что
9 С С3 (2) и что dQ € С3.

Т е о р е м а  3.3.1. Пусть г 0£ 2 . Для того чтобы у точки z0, 
существовала некоторая окрестность U с :2  и такие константы 
С и т0, что для всех форм ф^С\рл){2) с компактным носите­
лем в U выполнялась оценка

* II /  IIV<  С  ( II T*f  II 2? +  « S f  II 2T f) ,  t  >  Т0> ( 3 . 3 . 1 )

1) В-оригинале domination estimates. — П рим.перев.
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необходимо и достаточно, чтобы эрмитова форма
п

2  ^jk(zo)tjtk (3.3.2)
J, ь=\

имела либо не менее q-\-1 отрицательных, либо не менее 
положительных собственных значений. _

Здесь через Т* мы обозначили оператор, сопряженный к Т — д 
относительно норм || 1Д, так что коэффициенты этого дифференциаль­
ного оператора зависят от т.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Необходимость. Если справедлива 
оценка (3.3.1), то, заменяя в неравенстве (3.1.21) <р на тср и полагая, 
например, 6 =  1/ 2 *), получим

Д | / р  2 e -4 d V  +
duJ

+  T2  2 $ f  i,jK fi,kK e (3.3.3)
I ,  К  j,k

Здесь т "достаточно велико и форма f  £C^pq)(Q) имеет компактный 
носитель в U. Мы можем считать, что U содержится в одной коор­
динатной окрестности, и так выбрать локальные координаты и формы 
о); , -что координаты точки z0 равны 0 и ш2 =  dz} в точке 0. С по­
мощью унитарного преобразования мы сможем добиться того, чтобы

Запишем

П

2 д2у (0) 
dzjdzk

П

tj l k =  2 ^ l j \tp =  2L{t). 
1

<Р (*) =  2 {Re {(z, N ) ~  А (г)) +  L (г)} +  о ( | г  |2),
где А — аналитический полином второй степени. Для фиксированной 
формы /  £ С2р q) (2) с носителем в U и функции ф £ С“  (Сл) мы положим

Г  (г) =  т"/2 ф(z V z ) exp(т {(z, N) + А (z))) f .
Применяя оценку ( 3 . 3 . 3 )  к / т и устремляя / —> +  о о ,  получим

l / ( 0) ] 2 ^ l 2^ 2i ^ < c / { | / ( 0)|25s | ^ f : - - 2  L dx  - f

+  2 2 ' 2 ^ 1/ / . ^ ( ° ) 12$ M 2e~^d xj,
i ,  к  j

где dx — мера Лебега в С”. Если при фиксированном У, [\J\ =  q, 
и фиксированном / ,  | / 1 =  р, мы выберем такую форму1 / ,  что
/  =  dzl Д  dzJ в начале координат, то тогда

( 1 - 2 С ' З х Д | Ф р « г- . м х < с ' С 2 | Д
jeJ 1 1 ’

-41dx.

В силу леммы 3.2.2 отсюда следует

! -  2С '2 Д < 2С ' 2  *7,
iV 1

*) Используя как угодно малые числа е, мы сможем определить (так же как 
в подобной ситуации это было сделано в § 3.2) нижнюю грань тех констант С„ 
которые могут фигурировать в оценке *3.3.1.

7*
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а это значит, что
1 < 2С ' ( 2 > ; +  2  x j ) .  

ieJ ) $ /
Если это неравенство выполнено при всех J с | J \ — q, то, рассуждая 
так же, как и при доказательстве следствия 3.2.3, мы получим, что 
существует либо q - f  1 отрицательных, либо п +  1 — q положитель­
ных собственных значений

в) Достаточность. Выберем опять координаты так, чтобы
П П

2  M ° ) V *  =  2 2 XyK; l2-
j , k = 1 1

Пусть при у = 1, . . . ,[А и А . ^ 0  при Если форма
/ € С 2р?)(2 ), и носитель /  заключен в фиксированной координатной 
окрестности U, где 0 ^ t / c 2 , то тогда

(1 -  2 е )S ' 2 |  e - ^ d V  +  .  Ill /  ||р„ +

1,К ),ь а
+  « 5 / p  +  c ; i / p t¥.

При оценке тех членов из первой суммы, в которых }  <  ц, мы вос­
пользуемся неравенством (3.1.22) и получим

X $ Q e ( г ,  / ,  / )  e - ^ d v  +  S III / 1 | | ^  <  ( 1  +  в )  ( I  Г *  / 1 %  + 1| 5 / f l y  +

+  C J / I L  +  CII/ IUII/ IIU,  (3.3.4) 
где мы воспользовались обозначением

Q s ( ^ / ) / )  =  ( l - 2 e ) S ' S - ^ l / / ^ | 2+  (3-3.5)
I,J у=1 /,  К j,k

Если мы последний член в неравенстве (3.3.4) оценим через е | | | / | | |2 +  
+  С2е - 1||/|?f , то получим

Т 5 Q JZ, / ,  f ) e - ' td V  < (1  +  e)(||7’V li2, +  II5/IIV +  Ce\f\^. (3.3.6)
Далее заметим, что

П
Q0;(o, / ,  / )  =  2 ' ( S  х7 + 2  b)\ / J 2

I, J 1 W
будет положительно определенной эрмитовой формой, поскольку,
согласно предположению, либо 0 для некоторых j  £ / ,  либо 

-при некотором j  (j J. Следовательно, гформа Q6(z, / , / )  равно­
мерно положительно определена, когда е достаточно мало, а точка z 
принадлежит достаточно малой окрестности U точки 0. Тогда из нера­
венства (3.3.6) следует, что

т 5 | / 12 е - *  d V <  С (1Г V II  % + 1| S f  II у  +  С/ II / 12; ,  (3.3.7)
когда носитель /  принадлежит U, а е фиксировано. Если т^>2С ', 
то отсюда следует оценка (3.3.1).

В точках границы и для нелинейных функций Х(<р) (вместо х<р) 
наши результаты не совсем полны, но их достаточно для применений.
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' О п р е д е л е н и е  '3.3.2. гМы скажем, что вещественная функция 
ер £ С2 удовлетворяет условию Aq в точке z0, если grad 9 (z0) Ф 0 и

П —  1

■̂1 +  • • • +  \  0, (3.3.8)
1

где - < лп — собственные значения квадратичной формы
(3.3.2), а ф1 < ; ]л2 < ;• • • <  p„_j — собственные значения той же самой 
формы, но рассматриваемой на плоскости

П

Ъ ‘ / Ь -  о-
1

Заметим, что принцип минимакса для собственных значений приводит 
к неравенствам

Iх 1 2̂ 'С ■ ■ ■ ^  1 ^
так что из условия (3.3.8) вытекает неравенство

л - 1

Pi + •  • • + ( * ? +  2  1*7 ^  ® (3.3.9)
1

при q <^п. Наоборот, если выполнено условие (3.3.9), то небольшая 
модификация функции ср приведет к условию (3.3.8).

Л е м м а  3.3.3. Предположим, кто grad<р(г0) =/= 0 и либо выпол­
нено неравенство (3.3.9), либо q =  п. Тогда ev? удовлетворяет 
в точке z0 условию Aq при достаточно больших т.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы можем предположить, что <p(z0) =  0. 
Тогда очевидно, что в этой точке

(eVt)jk =  Т!Рjk +
Таким образом, мы должны доказать, что собственные значения 
Xj, ... ,ХЯ квадратичной формы

2  М Л  +  х ILtjVj (3.3.10)

при больших т удовлетворяют условию (3.3.8), здесь ^  не зависят 
от т. Случай q — n тривиален, поэтому мы предположим, что q<in. 
Нам надо показать, что след сужения формы (3.3.10) на любое <?-мер-

П—1
ное подпространство пространства С" строго больше — 2  +  6 при

больших х и некотором е^>0. Предположим, что это не так. Посколь­
ку множество всех ^-мерных подпространств является компактным про­
странством и форма (3.3.10) возрастает с ростом т, то тогда для лю­
бого е > 0  можно так подобрать ^-мерное подпространство, что след

П — 1
сужения формы (3.3.10) на это подпространство не превышает — 2  \xj-\- е

при всех т. Но тогда это подпространство должно лежать на пло­
скости 2  tftj =  0, и при достаточно малом е мы приходим к противо­
речию с условием (3.3.9).

Напомним, что условие (3.3.9) означает, что либо не менее n — q 
собственных значений ^  >  0, либо по крайней мере q +  1 собственное 
значение >  0.
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О п р е д е л е н и е  3.3.4. Мы скажем, что вещественная функция 
<р€С2 удовлетворяет условию aq в точке z0, если grad <p(z0) Ф 0 при

П
q<Cn и сужение квадратичной формы (3.3.2) на плоскость '£tJ<pl =  Q

1
имеет либо по крайней мере q -f- 1 отрицательных собственных значе­
ний, либо по крайней мере п —q положительных собственных значений.

Заметим, что условие aq не зависит от выбора эрмитовой метрики 
на М (что касается условия Aq, то для него последнее не верно) 
и лишь зависит от поверхности {г; <р (г) =  ср (г0)} и от той стороны 
этой поверхности, на которой <р ( z ) >  <f(z0) (см. Хёрмандер [12], стр. 271). 
Мы можем рассматривать условие aq как условие на кусок ориенти­
рованной поверхности класса С2. В частности, мы будем говорить, что 
граница <?2 удовлетворяет условию aq, если функция р, введенная 
в п. 3.1, удовлетворяет этому условию.

Т е о р е м а  3.3.5. Пусть ;г0£ 2  и функция <р удовлетворяет 
условию Aq в точке z0. Если z0£d2, то мы также предполо­
жим, что функция ? постоянна на границе д2  и сp(z)<^?(z0) 
внутри 2 . Тогда существует такая окрестность U точки z0 
и такая константа С, что для всех выпуклых возрастающих 
функций X £ C 2(R!) и всех форм /  6 C\p,q) (2 )п  DT* с компактным 
носителем в U р|2 справедливо неравенство

$ Z' (Т) I <  С(|| r * / IS M + 1  s /g , „ +  l/E ft,). (З.З.И)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы начнем с оценки (3.1.20), заменив в ней 

? на Х(<р). Замечая, что

1 ,}к /I,kK =  t-' (?) 1, ] к / I,kK + * (?) 2
M j,k j

где последний член >  0, мы при 0 <  е <  1 /2 получаем

и  j УП2

+  2  2   ̂ (?)?/•*//,]к/i,kKe~4<f)clv  +
I.K j,k t/f)2

e-m d V  +  s 2 I
вд ^

+  2 2  $ ?)kf/jxfi,kKe 
i , к  j,k uf}da

<  (1 +  e) (|| T * f ^  + 1  S f  ! w ) +  C J  / 1|(¥). (3.3.12)
Мы так выберем базис u>y в пространстве форм типа (1, 0), чтобы фор­
ма со" была пропорциональна форме ду, тогда <fy =  <?ср/да>; =  0 при j<^n. 
Поскольку grad<p и gratip пропорциональны на dQ, то последнее озна­
чает, что применимо предложение 3.1.3. С помощью унитарного пре­
образования форм о>у, у О ,  мы можем добиться того, чтобы

я - i л- 1

2  (го) 2  )̂ I2
j ,k = 1 1

Пусть Р; < 0  при у  =  1,..., а  И  р ;. > 0  или у >  о .  Мы применим пред­
ложение 3.1.3 к тем членам из первой суммы в (3.3.12), в которых 
у < > .  Это дает нам оценку

$ x '(? )Q .(* .  f , f ) e - ^ d V +  С / ? Д 2 , / , / ) ^ - Х(̂ 5  +  Ч11/1!1?(,)<
t/П2 1/|)д2

< (1  +  *)(! T*f ||x(f) +  II S/llw) +  Ct.|/||(f) +  с  \\ДШ III /  lllxw, (3.3.13)
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где мы воспользовались обозначениями
а

Q. (*, / , / ) - - ( ! -  2s) 2 ' S  ^  I f u I2 +  S ' 2 ?>*//./*  7 7 ^ ,  (3.3.14)
и  у = 1 Л/с у,Л

а

я. ( * , / , / )  =  -  а -  2s) 2 '2  Р„  |/Л,12 +  2 '2  ру*//, у«Л*^ (3 •3 •15)
I,J ]=1 / Л  у,ft

(при вычислениях важно, что =  0 при у <  л).
Эрмитова форма Q0( ^ o > / > / )  положительно определена. В самом 

деле, если \  <  А2 < . . . <  Хп — собственные значения формы (3.3.2), то

( 'Ч+• • • + ч? ) | / | 2 -с  2  S ^ y * /1>)к / 1,ьк-
1,К у,ft

Это неравенство усматривается непосредственно, если выбрать такой 
репер, в котором форма (3.3.2) имеет диагональный вид. Тогда из 
условия (3.3.8) следует, что форма Qo{z0, f , f )  положительно опре­
деленная. Если U — достаточно малая окрестность точки zQ, а е — фик­
сированное, но достаточно малое число, то отсюда следует, что |/|2<[ 
< C Q £(2 , / ,  / )  с некоторой константой С при z£U . Это неравенство 
приводит к тому, что Rt(z, f , j)^> 0 при z £ U f j52, поскольку фор­
ма /  удовлетворяет граничному условию / / у =  0 при п £ J, а так как 
® =  const на границе, то 9^ =  cpJk для некоторого с > 0, если у, k<^n. 
Теперь теорема 3.3.5 следует из оценки (3.3.13), если даже мы к левой 
части (3.3.11) прибавим / 2-норму формы /  по области £ /П<^ относи­
тельно плотности e-t-^dS.

3 .4 .  Теоремы существования и аппроксимационные теоремы

Первая из доказываемых нами теорем существования может быть 
также получена из теоремы 3.2.5 и предложения 1.2.4 с помощью рас- 
суждений Кона [14]. Однако мы предпочитаем во всех доказательствах 
существования использовать оценки, включающие весовые функции.

Т е о р е м а  3.4.1. Пусть открытое множество 2 относительно 
компактно в М и имеет границу 52  £ С3, удовлетворяющую 
условию aq. Тогда множество RT замкнуто и имеет конечную 
коразмерность в N s.

Напомним, что Т — это слабый максимальный оператор, порожден­
ный оператором д и действующий из Z2P,?_ ц (2, <р) в L\p,q) (2 , <р), a S — сла­
бый максимальный оператор, порожденный д и действующий из ЦМ)(2, <р) 
в L\Piq+1) (2 , <р). Здесь <р — произвольная функция из С (2 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что утверждение теоремы не 
зависит от выбора функции <р £ С (2 ), поскольку изменение <р означает 
введение эквивалентных норм в рассматриваемых трех гильбертовых 
пространствах. Мы выберем функцию ? £ С 3(2 ) так, чтобы в окре­
стности 52  эта функция была вида еХр, где X столь велико, что, со­
гласно лемме 3.3.3, функция <р будет удовлетворять условию Aq в каж­
дой точке 52. Нам достаточно доказать теорему в том случае, когда 
<Р заменено на т<р. Из теоремы 3.3.5 следует, что у каждой точки гра­
ницы 52 существует такая окрестность U, что

т { | / | ^ - ^ K < C ( | | r v i 2¥ +  ll5 /ll2,  +  l l / p
0П2
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при больших х и всех /  £ С(2Л?) (2 ) п DT* с носителем в U п 2 . Мы мо­
жем покрыть <?2 конечным числом подобных окрестностей U4 и выбрать 
такие функции € С™ (£/„), что 2 ^  =  1 в 2  вне компактного подмно­
жества К. Воспользовавшись очевидными оценками

II т *  (tv/)llx<p <: II 7’ * /ц тср + с и /  ||Т!р,
где константа С не зависит от /  и т (см. также доказательство пред­
ложения 2 . 1.1), мы получим с другой константой С

X (  ! /  рe-^d V <  С (1 г *f Е, +  \Sf It +  II / 1 ) ,
OK

/ б С Й П Й г . .

Если мы х выберем так, чтобы х > 2С, то

| f\*e-*dV  <|| T *ffxf + 1 S f  t  +  [\f\4~^dV,
OK К

/ б С Й П О г * .  (3 .4 .1 )
Поскольку в силу предложения 1.2.4 С2Р,? )(2 )П DT* плотно в Ds f}DT* 
в норме графика, то оценка выполнена для всех / ^Ds f\Dr*.

Для доказательства теоремы достаточно проверить, что в силу 
оценки (3.4.1) будут выполнены условия теоремы 1.1.3. Таким обра­
зом, пусть f j € D s r\DT* (у =  1, 2,...) и пусть 0, S fj-* 0
в \̂р,ч'fi)(2> х?) (соответственно). Если последовательность f j  сходится 
в Црд)(К, т<р), то, применяя оценку (3.4.1) к форме /  =  f j  — f k 
и устремляя у, k —|• оо, мы сможем заключить, что последовательность 
f } сходится в L\pq) (2 , х<р). [Заметим, что число х выбрано так, чтобы 
выполнялась оценка (3.4.1).] Таким образом, нам осталось только до­
казать следующую простую лемму, в которой мы будем писать <|> 
вместо хф.

Л е м м а  3.4.2. Пусть <]>£С2 и положим
B =  {f\ f Z D s {\DT>, ||/||ф + 1  «S/||| + 1 7 '*/||-< 1).

Тогда множество В относительно компактно в Z.2p?)(2 , 1ос).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть U а  2  — некоторая координатная 
окрестность, и пусть X £ С“  (U). Полагая g =  X/ ,  мы получим с неко­
торой константой С для всех / £ / ?

Тогда из неравенства (3.1.20) мы получим
dgi,j

U  j 6(0* e~*dV <  С с другой константой С.

Тогда

Si, у 1 2  +  2
k

dSi,j
д г ь

dx <  С

с еще одной константой С, здесь zk — локальные координаты. Приме­
нив преобразование Фурье, получим

S ’ jj (l Si, j?  +  4 "  I Srad Si, j I2)  dx <  C.
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Множество всех таких форм g с носителями из фиксированного ком­
пактного множества компактно в Z 2 в силу леммы Реллиха (см. Хёр- 
мандер [12], теорема 2.2.3).

Таким образом, из всякой последовательности элементов, принад­
лежащих В, мы можем выбрать подпоследовательность, которая схо­
дится в смысле L2 в окрестности любой заданной точки из 2. Приме­
няя лемму Бореля — Лебега и беря диагональную последовательность, 
мы найдем подпоследовательность, сходящуюся в Z.2p?) на любом ком­
пактном подмножестве в 2. На этом заканчивается доказательство 
леммы 3.4.2 и, таким образом, теоремы 3.4.1.

О п р е д е л е н и е  3.4.3. Если открытое множество 2 относительно 
компактно на многообразии М и функция ср непрерывна в 2 , то обо­
значим через Н(Р,д){2) факторпространство N S/RT. (Напомним, что

=  /  €  L\Piq) ( 2 ,  ср), df =  0}

и что Rr — область значений слабого максимального оператора, соот­
ветствующего д и действующего из (2 , ср) в ?)• Это
факторпространство, очевидно, не зависит от <р.) Обозначим также 
через H(P,q){2 ) факторпространство пространства { / ;  / £ Z2pв)(2 , 1ос),
д/ — 0} по пространству

А р,9)(2 ! loc)n {<?/; /  € Z(P,9_i) (2 , loc)},
где 2  может быть любым паракомпактным комплексным аналитиче­
ским многообразием.

По теореме Дальбо (см. доказательство следствия 2.2.5) суще­
ствует естественный изоморфизм между пространством Н(Р,Я) (2 ) и q-й 
группой когомологий 2  со значениями в пучке ростков голоморфных 
/7-форм. __

Нели выполнены предположения теоремы 3.4.1, то тогда #(/>,?> (2) 
будет конечномерным векторным пространством. Для заданной функ­
ции возникает естественный изоморфизм

t f (M) (2 ) ~ A ^ e * r  =  ;V5n ^ r *  =  A W 2 , ?).
где последнее равенство является определением. Если 2 ' э  2 , то, 
беря  ̂ сужение, мы получим канонический гомоморфизм / / (р>9) (2 ' ) —. 
—» / / ( р>9) (2 ). Сейчас мы дадим достаточные условия того, чтобы этот 
гомоморфизм был эпиморфизмом или мономорфизмом. В то же самое 
время мы получим аппроксимационную теорему для решений уравнения 
ди =  0. Доказательство будет опираться на оценки, содержащиеся 
в двух следующих ниже предложениях.

П р е д л о ж е н и е  3 .4 .4 . Пусть открытое множество 2  отно­
сительно компактно и <?2 £ С 3. Пусть функция <р£С3(2 ) равна О 
на <?2 и ср <  0 в 2 . Предположим, кто ср удовлетворяет усло­
вию Ач на множестве {z; z£  2 , сp(z)^-cj при некотором с<^0.  
Тогда существует компактное подмножество К множества 2С=  
=  {г;  z £ 2 , cp ( z ) <c }  и такая константа С, кто для всех выпук­
лых возрастающих функций X С С2 (R 1)

(  Z ' W I / P e - > W r f C < C ( | 7 - * / 8 (, ) +  | S / 6 M +  l / i („ ) .
с  к

/  е С\р, ч) (2 ) П О т * .  (3 .4 .2 )
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 3 .3 .5  для любой точки 
из 2  ПС 2 С мы можем найти такую окрестность U, что неравен­
ство (3 .4 .2 ) выполнено для всех форм /  с носителем в £/П^2- Если 
мы, как и при доказательстве теоремы 3 .4 .1 , применим разбиение еди­
ницы, то сразу получим, что выполнена оценка (3 .4 .2 ) (коль скоро она 
выполняется локально). Детали мы можем предоставить читателю.

Мы теперь выведем из (3 .4 .2 ) более полезную оценку. Для этого 
выберем такую последовательность выпуклых возрастающих функ­
ций £ С2, что
ХА(х) =  7т при т < с ,  Х *(т)/*4-оо , когда k —>oo и х^>с. (3 .4 .3 ) 
Здесь у — некоторая константа, большая, чем константа С в оценке
(3 .4 .2 ). Положим (pft =  Zft(<p).

П р е д л о ж е н и е  3 .4 .5 . При условиях предложения 3 .4 .4  
и в только что введенных обозначениях с некоторой констан­
той С' при больших k справедлива оценка

l l / k < C 4 f l r V l k  +  I S / f c ft), если f £ D T*{\Ds 
и

<\) \ f,g )e -w d V  =  0 для всех g ^ N (p>q){2С, ?<?). (3 .4 .4 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что сформулированное выше 
утверждение не верно. Тогда для любого числа С  мы можем найти 
сколь угодно большие значения k, для которых неравенство (3 .4 .4 ) 
не выполнено. Переходя, если это необходимо, к подпоследователь­
ности заданной последовательности, мы можем считать, что оценка
(3 .4 .4 ) не выполняется для С' =  к. Вейлу предложения 1.2.4 мы 
можем так выбрать формы f k€Cfp, ^ ( 2 ) ПDr* (последнее пространство 
не зависит от k), что

/* « * * =  1. +  $ ( f^ g )e -^ d V  =  0

при всех g £ N (p,q) (2 С, Тср). (3 .4 .5 )
Поскольку то из неравенства (3 .4 .2 ) получим

I / * I 2 * " TW < C T- i (  1 +  £-»),
с  к

откуда следует оценка

[  \fkf e ~ ^ d V ^ \ -  Ст" 1 (1 +  А -1). (3 .4 .6 )
к

Таким образомх никакая подпоследовательность f k не может сходиться 
к 0 в Х2-норме, распространенной по К.

Из первой части условий (3 .4 .5 ) и из равенства ?* =  7<р в 2С 
следует, что существует подпоследовательность последовательности /к, 
слабо сходящаяся в Z(p, д)(2 с, с̂р) к некоторому пределу / .  Изме­
няя, если это необходимо, обозначения, мы можем считать, что схо­
дится вся последовательность. Возьмем теперь такую функцию 

Со°(2с), что ф =  1 в К- Тогда из условия (3 .4 .5 ) с некоторой кон­
стантой Сх получим неравенство

IIТ* (<!>/*) iu  +  II5 (Ф/а) IU +  IIФ ЛIU <
при всех к. Таким образом, слабо сходящаяся последовательность 
по лемме 3 .4 .2  сильно компактна в L\p, q) (2 С, jcp), поэтому, на самом
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деле, эта последовательность сильно сходится. В силу (3 .4 .6 ) /= ^ 0 ,  
в то время как условия (3 .4 .5 ) приводят к равенству S f  =  Q в  2С. 
Мы докажем, что / £ D t* и что  T*f — 0 в 2С (это будет означать, 
что / € N{p,q) (2С, Т?)]- Тогда, как следует из (3 .4 .5), форма /  ортого­
нальна ко всем элементам из N(Pi9) (2С, т<р); последнее приводит к про­
тиворечию, доказывающему утверждение.

Итак, положим f k e~v>k =  gk. Имеем

2

так что формы gk слабо сходятся в L\p>q){2 , — yf) к некоторому пре­
делу g, равному /е~^ в 2С н 0 вне 2С. Далее имеем

е~чт* f k =  bgk,
где & — дифференциальный оператор, сопряженный к д и определенный 
равенством

^<bg,u)dV =^(g,du)dV  (3 .4 .7 )

для всех форм и £ C\Piq) (2 ) с компактным носителем. Оператор 9 не 
зависит от k. Поскольку <?k ^  79 и

\ \ 4 k\^e^dV^\T*fkf4 - ^  k-^oo,
то отсюда следует, что в Ц Р, Ч) ( 2 , —79). Применяя равенство
(3 .4 .7 ) к форме gk и устремляя k к о о ,  получим

\{f,~du)dV =  0, u£C\p,q)(Qc)
%

(мы здесь воспользовались тем обстоятельством, что всякую форму 
С(р,<7) (2 С) можно продолжить до формы из С(Р>9) (2 ) с компактным 

носителем). Если мы вспомним, что g =  fe~^  в 2С, то получим

 ̂ ( / ,  ди) e-vfdV =  0, и € С\р, q) (2 С),
2с

а поскольку множество ClP,q) (2 С) плотно (относительно нормы графика) 
в области определения оператора Т в 2С, то отсюда следует, что 
T*f =  0. Доказательство закончено.

Т е о р е м а  3 .4 .6 . Пусть открытое множество_ 2  относи­
тельно компактно и dQ£C3; пусть функция <р£С3(2 ) равна 0 
на границе <?2 , меньше 0 внутри 2  и удовлетворяет условию aq 
в точках 2 , лежащих вне множества 2c =  {z, .г £ 2 , < р (г )< с) при 
некотором с<^0. Если

/  € L\p, ,?) (2 , ?) и д/ =  0 ,
то уравнение ди =  /  будет иметь решение и € Ц Р, ?-п (2 , <р), коль 
скоро в 2 С оно имеет решение из l\P>q- 1> (2 t, 9). Другими словами, 
гомоморфизм сужения (2 ) — 9) (2С) является мономор­
физмом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если мы заменим функцию 9 на — 1 
с достаточно большим X, то с помощью леммы 3 .3 .3  мы можем 
добиться, чтобы функция ? удовлетворяла условию Aq вне 2С; тогда 
станет применимым предложение 3 .4 .5 . Выберем k так, чтобы выпол-
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нялась оценка (3.4^4). Обозначим через F совокупность всех форм 
/  ?)(2 > ?*). д/ =  0, для которых уравнение ди =  /  имеет в Qc
решение u£L\Pt q) (2С,. 79). Поскольку jj { / ,  g) e -^ d V  =  0 для всех

%
g € N iPtq) (2е, 79) и f £ F ,  то в силу оценки (3 .4 .4 ) мы можем приме­
нить теорему 1.1.4 с оператором Л, кратным тождественному. Теорема 
доказана.

Т е о р е м а  3.4 .7 . Пусть выполнены, предположения теоре­
мы 3 .4 .6 . Тогда для любой формы и £ L2P, 9_i> (2С, 9), удовлетво­
ряющей уравнению ди =  0 в Qc, и для любого е > 0  можно найти 
такую форму Ui£ L2Ptq-i){Q, 9), удовлетворяющую уравнению 
дих =  0 в 2 , что  ̂ |и — uxfe~^dV<е -̂ 

%
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как и при доказательстве теоремы 3 .4 .6 , 

мы можем предполагать, что функция 9 удовлетворяет условию Aq 
вне 2С, благодаря этому становится применимым предложение 3 .4 .5 . 
Пусть форма v £ L2Pt q~i) (2С, —9) ортогональна сужению на 2С любой 
формы их € Цр, ?-i) (2> ?), удовлетворяющей уравнению дих=0  в 2. Если 
мы доопределим форму v нулем вне 2С, то последнее означает, что

 ̂ (иь v )d V  =  0
2

для всех форм ии удовлетворяющих уравнению Тих =  0. Следователь­
но, форма ve9k принадлежит к RT* , поскольку это множество (в си­
лу теорём 3.4.1  и 1.1.1) замкнуто. Благодаря теореме 1.1.4 и оценке
(3 .4 .4 ) мы, таким образом, можем найти такую форму / к£От», что 
Т* Д  =  ve9k и ||/й1<рй-< C'\T*fiXk =  С  !M I-ir Теперь положим g k=  
=  f h е~9к. Тогда при всех k bgk =  v (обозначение & использовалось 
при доказательстве теоремы 3 .4 .5 ) и из только что приведенной 
оценки для f k следует неравенство

J \gk\2e9*dV   ̂ \v\2ewdV. (3 .4 .8 )
2

Поскольку 9ft 79, мы можем найти слабый предел g последователь­
ности g k в Цр,„)(2, —79); тогда из оценки (3 .4 .8 ) следует, что g = 0  
вне 2С. Из уравнений bgk =  v мы получим =  v. Тогда равенство

§ (v , и) dV =  (g, да) dV
2С_

выполняется для всех форм и С 9) (2С) и, таким образом, и для 
всех и из области определения максимального оператора, порож­
денного оператором д в Z.2 (2 С, 9) (предложение 1.2.3). Тем самым 
доказано, что  ̂ {v ,u )d V  =  0 для всех форм и С L\p, 9_i) (2с, 9), удов-

летворяющих уравнению ди =  0, так что теорема 3.4.7 будет следо­
вать из теоремы Хана — Банаха.

Т е о р е м а  3.4 .8. Пусть открытое множество 2  относительно 
компактно и <?2 £ С 3. Пусть функция 9 ^ С3 (2 ) равна 0 на <)2 
и <  0 в 2  и предположим-, кто для функции 9 выполнены уело-
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вия aq и aq+x в точках из 2 , расположенных вне мнорюества 2С=  
=  {z\ z £ Q ,  ср ( г Х е }  при некотором с<Д0. Тогда гомоморфизм 
сужения 7/(р,д)(2) — H(p,g)(Qc) будет изоморфизмом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 3 .4 .6  этот гомоморфизм 
будет мономорфизмом. Чтобы доказать, что он является эпиморфиз­
мом, мы воспользуемся теоремой 3.4 .7 . Выберем ортонормированный 
базис в пространстве N ip,q) (2е, ср). Поскольку dgj =  0 , мы
для любого е > 0  можем подобрать такую форму G^L\Py4) (2 . <Р),
что dGj =  0 и

J ( ( g j - O j ) ,  g k)e~fdV <e.

Это следует из теоремы 3 .4 .7 , поскольку функция ср удовлетворяет 
условию aq+v Полагая

aJk= \(-°i' Sk)e~* dV,
Я С

мы получим, что I ajk — < s ,  так что у матрицы (ajk) при доста­
точно малых е будет существовать обратная матрица (Ajk). Если поло­
жить

то тогда
$ <(gj-Oj) ,  gk)e-*d V  =  bjk-% A jlalk= 0
2 с i

при всех у и k. Следовательно, сужение формы G) на 2 С и форма gj
имеют одинаковый образ в 2С) и тем самым доказано, что рас­
сматриваемый в теореме гомоморфизм является эпиморфизмом.

Теперь мы будем изучать Н(Р,д){Щ. При этом удобно предпола­
гать, что <р —» - f o o  на „границе" 2 ; последнего можно добиться в ус­
ловиях предыдущих теорем, поскольку замена функции ср на возра­
стающую функцию от ср не влияет на справедливость условия aq.

Т е о р е м а  3.4.9. Пусть 2  — комплексное аналитическое много­
образие комплексной размерности п,и пусть функция <р, принад­
лежащая С3 в 2 ,, такова, что множества 2 f =  {z; z£  2 , ср (г) с) 
относительно компактны в 2  для всех вещественных чисел с. 
Далее предположим, что при некоторых с функция ср удовлет­
воряет условию а0 в дополнении к 2С. Тогда для этих с гомо­
морфизм сужения f f iP, q)(Q) -* H(P,q) (2С) будет мономорфизмом, 
откуда следует конечномерность пространства //<Р, ?>(2). Далее, 
каждую форму и £ ЦРг q- X) (Qc, у), удовлетворяющую уравнению 
ди =  0, можно сколь угодно хорошо аппроксимировать в норме 
L[P,q- о (2С, <р) сужениями на 2 С форм их € Цр, q-i) ( 2 , 1о с ) ,  удов­
летворяющих уравнению дих =  0. Если функция f  удовлетворяет 
eue_Qc как условию aq, так и aq + 1,mo гомоморфизм Hp,q(Q)-+ 

Н(р, я) (®с) будет изоморфизмом.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как было замечено в п. 3.1,  мы можем 

ввести в 2 эрмитову метрику. Если d^>c, то можно применять пре­
дыдущие теоремы, заменяя 2  на Qd. Пусть теперь /  £ ЦР, <?) (2, 1ос), 
<?/ =  0 и уравнение ди =  /  имеет решение и £ L2{Pl ?_ij (2С, ср). Тогда
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для любого целого j^> 0 мы можем найти такую форму и} £ 
€'£(p,-f-i>(e c+/.<p). что duj =  f  в Qc + j и

 ̂ |йу + 1 — Uj\2e ~ f d V . (3 .4 .9 )
2c+ j

В самом деле, предположим, что формы иь ..., Uj уже выбраны. Прежде 
чем строить и;.+1, заметим, что в силу теоремы 3.4.6 можно найти 
форму u€ lfp,g-i)(Qc+J.+1, <р), удовлетворяющую уравнению <?и =  /  
в 2c+;+j. Тогда d(u — Uj) =  0 в 2 С+/. и, согласно теореме 3.4.7, сущ е­
ствует такая форма i)(2 (.+;+1, ср), что dv =  0, и_оценка_(3.4.9)
выполняется для формы uj+l =  и — v. Поскольку duJ+1 =  ди =  /  
в 2с+ +̂1, то тем самым утверждение доказано. Из неравенств (3.4.9) 
следует, что в пространстве Z2 ^(2 , 1ос) существует предел
M =  limM;. и при этом, очевидно, да =  / .  Тем самым доказано, чтоj—>оо
гомоморфизм H(P,q) (2 ) ^  Z/(p,9)(2c) является мономорфизмом, а по­
скольку пространство H(p>q)(Qc) конечномерно (согласно теореме 3.4.1), 
то и Н(р,Ч){2) конечномерно. Аппроксимационная теорема получится 
в результате многократного применения теоремы 3.4.7. Не желая по­
вторять рассуждения, уже использованные при доказательстве тео­
ремы 2.3.5, мы оставляем детали читателю. Повторяя доказательство 
теоремы 3.4.8, мы теперь получим последнее из утверждений нашей 
теоремы; эти детали мы также опускаем.

З а м е ч а н и е .  Та часть условия aq, в которой требуется, чтобы 
grad <р ^  0, является излишним ограничением. От этого ограничения 
можно избавиться, применяя, как и в гл. II, теорему Морса и пред­
полагая, что среС2". Мы можем привести другой дополнительный 
результат.

Т е о р е м а  3.4.10. Пусть 2  — комплексное многообразие ком­
плексной размерности п, а пусть функция <р, принадлежащая 
С2 в 2 , такова, что множества 2с =  {.г; z£Q, <?(г)<^с} относи­
тельно компактны в 2  для всех вещественных с. Далее предпо­
ложим, что функция 9 удовлетворяет условию aq вне 2 Со при 
некотором с0 и что форма (3.3.2) имеет либо по крайней мере 
q +  1 отрицательных, либо n — q +  l положительных собствен­
ных значений для всех z 0€ 2 . Тогда / / ( М >(2 ) =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применив теорему 3.3.1 и теорему 3.3.5, 
мы получим, что H(P,q){Qc) =  0 при всех с^>с0. В качестве весовой 
функции мы используем Z (ср), где X — выпуклая функция в R, причем 
в интервале (— с о ,  с0) X — линейная функция с большим угловым коэф­
фициентом. Тогда наша теорема будет следовать из теоремы 3.4.9.

3.5. Поведение кернфункции Бергмана на границе
Пусть 2  — паракомпактное открытое подмножество комплексного 

эрмитова многообразия М размерности п, и пусть 9 £ С ° ( 2 ). Множе­
ство аналитических функций в 2 , для которых

|и|£ =  ( § | « 12£ - ^ к ) 1/2< ° ° ,

образует гильбертово пространство с этой нормой. Если иг, и2 — 
полная ортонормальная система в этом пространстве, то кернфункция
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Бергмана в 2 (относительно весовой функции е~*) определяется ра 
венством

к  (z; 2 , cp) =  K (z)^ '% \uj (z)\‘> =

S  aJui <*)
=  sup— ------------ - s u p ^ y - , z£Q,  (3 .5 .1 )

1 u lp
S i^ i*
i

где верхняя грань берется по всем функциям и Ф 0 из гильбертова 
пространства. Последнее из равенств (3.5.1) показывает, что керн- 
функция К не зависит от выбора ортонормальной системы.

Бергман [3] изучал поведение функции К (г ; 2, <р) на границе 2  
в том случае, когда 2  — ограниченная область голоморфности в С2 
и 9 =  0. (Хорошо известно также, что кернфункция регулярна в такой 
точке границы, в которой одно из собственных значений формы Леви 
отрицательно.) Мы следующим образом обобщим результаты Бергмана.

Т е о р е м а  3.5.1. Предположим, что слабый максимальный 
оператор д: Z (20>o)(2 , ср) —> Z20,i)(2 , <р) имеет замкнутую область 
изменения и z0 — такая точка границы <32, в окрестности ко­
торой <32 £ С2. Далее предположим, что граница <32 строго 
псевдовыпукла в точке z0, другими словами, форма Дева 
2  Pjk(2o) положительно определена на плоскости 2  р;-(г о) ^  =  ^ 
(здесь р — расстояние до <32, по поводу остальных обозначений мы 
отсылаем читателя к п. 3.1 и 3.2). Пусть k (z0) — произведение 
п — 1 собственного значения этой формы. Тогда

| р (z) |n+lK (z; 2 , <р) — k (20) «*<*•> ^ , 2 — г0. (3.5.2)

Предположение о замкнутости области значений оператора д 
всегда выполнено, если 2  — область голоморфности в С" и, например, 
<р(,г) =  |.г|2 (см. теорему 2 .2.1'), или если 2  — ограниченная область 
голоморфности в С" и ср — произвольная функция из С (2 ), или если 
<32 £ С3 и форма Леви границы <32 всюду имеет или п — 1 положи­
тельных или 2 отрицательных собственных значения (теорема 3.4.1). 
Таким образом, из теоремы 3.5.1 следует теорема Грауэрта, согласно 
которой область 2 голоморфно выпукла, если граница строго псевдо­
выпукла.

Мы покажем, что утверждение (3.5.2) можно локализовать — это 
будет основным шагом доказательства. Прежде всего заметим, что 
если 2 ' с й ,  то, как тривиально следует из (3.5.1),

К (z; 2 ', ср) > t f ( z ;  2 , ср), Z£Q’ . (3.5.3)
С другой стороны, нами будет доказана следующая лемма.

Л е м м а  3.5.2. Пусть замкнута область значений слабого 
максимального оператора Т : Z200) (2, ср) —» Z(201) (2, ср), порожден­
ного oneратором д. Пусть г 0£<32 и для некоторой окрестности 
U точки z0 существует функция и0, аналитическая в 2 ' =  2(~|£/ 
и обладающая следующими свойствами: |и0 |> 1  в 2 ', |и0(2 )| — 1 
при z - * z 0, верхняя грань u0(z) строго меньше 1 в 2 'п С U0, где
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Uq —окрестность точки z0, замыкание UQ компактно и содер­
жится в U. Тогда '■

К (z; 2 , y)/K(z; 2 ',  <р)-*1, z — z0. (3.5.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция X£ С“ (U) равна 1 в (JQ, 
и пусть всюду 0 < Х < 1. Если и' £ Tf00) (2 ', <р) и функция и' анали- 
тична в 2 ', то положим

U —  l u ' u l  —  V,

где целое число v будет определено ниже. Произведение Хц'и’ м ы  

доопределим нулем там, где X =  0 , а функцию г>€£1 200) (2 , <р) подбе- 
рем так, чтобы ди =  0 в 2 ; последнее означает

dv =  (дХ)и'иЪ.
Так как область значений 7?г замкнута (по условию), то, как сле­
дует из теоремы 1.1.1, последнее уравнение, кроме очевидного реше­
ния v =  Хц'ц^, имеет еще одно решение, v, удовлетворяющее нера­
венству

jj|x/|2e - W < C   ̂ \u'u'0\2e-*dV. (3.5.5)
2 2'П С (/0

При любом заданном положительном в мы получим

^\u-u'ul\2e-fd V  ^ 2 (С  +  1)  ̂ \и'и1\Ч~ЫУ <
2 ' 2'ПСЦ0

< s 2 \\a'\4-vdV, (3.5.6)
2'

где v столь велико, что |«0|2v <  е2/2 (С  - f  1) | в 2 ' п С Д о -  Из опреде­
ления кернфункции в 2 ' и оценки (3.5.6) следует, что

\u(z) — u'(z)uQ(zy I2 <  <z2K(z;  2 ', <p) C \u' \2e~^dV, z£  2 '.
2 '

Тогда
| ц (г ) |>| и ' (2 ) 11 и0 (2 ) |v — z( k (z; 2 ', cp)  ̂| u' \2e -td V y 12, z£  2 '.

Qr
Очевидно, что фигурирующая в определении (3.5.1) точная верхняя 
грань кернфункции достигается, поэтому для любой точки z £  2 ' мы 
можем так выбрать функцию и' ф 0 , что

1 и’ (z) [2 =  К (Z) 2 ' ,  ср) и' f e -ЫУ.
2 '

Тогда для соответствующей функции и мы получим оценку

| и (г )|2 >  к  (z; 2 ', <р) (| и0 (г)|» -  в)* $ | и' |2е~ W ,  (3.5.7)
2 '

где z£Q'  и |Ио(г )1' Х е- С помощью неравенства треугольника и не­
равенства (3.5.5) получим

J|Kl2e - W < ( l  +  sf^\u'\4~HV.
2 2 '

Комбинируя эту оценку с оценкой (3.5.7), найдем
К (г ; 2 , <р) >  К (z; 2 ',  ?) (| и0 (z) |» -  s)2 (1 +  s ) -2, 

если 2 ^ 2 ' и |и0 (2)|', > е .
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Следовательно,
lim К (z; 2 , ?)/К (z; 2 ', ?) > (1  -  е)2 (1 +  е)~2.
Z —> Z q

Поскольку справедливо неравенство (3.5.3), а число г произвольно, 
то лемма доказана.

Отметим, что только что проведенное доказательство близко 
к доказательству теоремы 2.3.8.

Используя лемму 3.5.2 и монотонность (3.5.3), мы можем свести 
доказательство теоремы 3.5.1 к изучению некоторой специальной 
области 2 , для которой кернфункция легко вычисляется.

Л е м м а  3.5.3. Пусть Q0 —эллипсоид в С", т. е.
20 =  {2 ; aj | |2 + . . .  +  | |2< а0},

где а0, а„ — положительные кисла, и пусть элемент объема,
фигурирующий в определении кернфункции, будет лебеговой 
мерой. Тогда

K{z\ 20, 0) =  тс!и-«а0,---. an{a0 — al \zl f —...— an\zn\2) - n- 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы можем считать, что а0 =  1 и (после 

линейного преобразования переменных) а 1= . . .  =  а„ =  1. В виду уни­
тарной инвариантности К мы можем считать, не ограничивая общности, 
что 2 =  (О,..., О, С).

Если «  — интегрируемая с квадратом функция из Д (20), то уни­
тарное преобразование В переменных z1,..., zn_x оставляет инвариант­
ными 20, и (О,..., О, С) и \̂u\2dV. Если мы положим

ux{z) =  \^u(Bz’ , zn)dB,
где rfZ? — нормированная мера Хаара на унитарной группе, то получим 
такую функцию их£ А ( 20), что

«ДО,..., 0,С) =  « ( 0 , . . . , 0 ,  С), 
а тогда в силу неравенства Минковского

 ̂|«1| W < ^ | « | W .
2о 2о

Но функция «1 инвариантна относительно унитарных преобразований 
переменных z1,..., zn_t, а поэтому является функцией только от zn. 
При вычислении точной верхней грани в (3.5.1) мы можем считать, 
что «  — аналитическая функция от zn в круге |2„|<4. Положим

u(z) =  ^CjzL
О

Поскольку объем единичного шара в /?2/г~2 равен nn- lj(n — 1)!, мы 
получим

2 тс 1
§ | и I W  =  J | и (re№) |2 г (1 -  r2)n~ldrd® =
20 0 0

оо 1
=  ( S j i  2 1с) l22« S г2Н  Д1 -  г2у - Ч г  =

о <Г

‘ ■ 2
].

U +  п)\
|2

8 Математика № 2



114 Ларе Хёрмандер

Отсюда с помощью неравенства Коши — Шварца получим
оо

IЯ(0....о, C)|2<*-"2|C |2'(y + /0!/y !$N W ,
причем равенство достигается для некоторой функции и. Поскольку 
сумма ряда равна п\ (1 — |С|2)-л_1, то лемма доказана.

При доказательстве теоремы 3.5.1 удобно применять лемму 3.5.3 
в несколько иной форме.

Л е м м а  3.5.4. Пустьаjk (у, k =  1,..., п) — положительно опре­
деленная симметрическая эрмитова матрица, положим

п
Q0 =  {г ; Im 2: „ >  2  aJkZjZ^ .

j,k=i
Тогда

где

K(z;  20, 0) =  ш\ ^Im zn — 2  a jkz j z k )  " \
i,k= i

x  =  d e t ( a ^ ) ; - L r

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С помощью унитарного преобразования пе­
ременных zv . . . ,  zn_x мы можем привести матрицу i к диа­
гональному виду, при этом утверждение теоремы останется инвариант­
ным. Предполагая, что редукция уже проведена, мы выберем 

+  znanj/ajj, у =  1, . . . ,  й — 1 и zn в качестве новых переменных. 
Детерминант этого преобразования равен 1, так что опять утвержде­
ние леммы останется инвариантным. Итак, мы можем предположить, 
что вся матрица (ajk) имеет диагональный вид. Если мы запишем

1тг„- a nn\z„ 2 __.
4 а„ d„ _i__ 2

2а пп *
то наша лемма будет следовать из леммы 3.5.2.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3.5.1. Как и в лемме 3.3.3, мы 
можем найти вещественную функцию ф £ С 2, строго плюрисубгармони- 
ческую в окрестности точки z0, причем в этой окрестности область 2 
задается уравнением ф<<0 и grad^ является единичным вектором 
внешней нормали к <?2. Выберем локальные координаты так, чтобы 
все координаты точки z0 были равны 0 , а дифференциалы dz  ̂ взаимно 
ортогональны в z0. Отсюда следует, что риманов элемент интегриро­
вания будет иметь плотность 1 относительно лебеговой меры в коор­
динатном пространстве. Далее мы выберем координаты таким образом, 
чтобы ^(z)^r lmzn =  0(\z\2) в точке z0. Тогда в силу формулы Тей­
лора область 2  в окрестности точки z0 будет определяться неравен­
ством вида

п

lmzn >  2  дг4 (0)__ ZjZk +  Re A (z) +  о (| г|2), 
у.* = 1 дг)дг*

где А — однородный аналитический полином второй степени.
Если мы заменим координату zn на zn — iA (z ), то дифференциал 

в точке z0 не изменится, так что без ограничения общности мы можем 
считать, что с самого начала А =  0. Возьмем а}к =  d2ty(0)/dZjdzk, 
эта матрица будет симметрической и положительно определенной.
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При произвольном S О положим

Тогда множество
j > k =

2 .* =  е .П {* ;

aikzjzk + £

2 | < 3 }

z

будет содержаться в 2, коль скоро 8 достаточно мало. (Мы не дела­
ем различия между точками из 2 , близкими к точке 20, и точками 
из С", определенными координатами этих точек.) При малых 8 произ­
ведение на плотность риманова элемента объема относительно 
лебеговой меры на этом множестве будет больше, чем ехр (—ср(20)— е). 
Тогда, используя монотонность (3.5.3), мы получим

К (г; 2 , ср) <  е? <*•>+■/Г (z; 2 :, 0).
Если 2 —»0 так, что величина Im2 „| z | -1 ограничена снизу положитель­
ной постоянной, то, применяя лемму 3.5.2 и лемму 3.5.4 к множест­
вам 2 ® и 2е, мы получим

lim (Im z n)n+1K ( z ;  2 , ср) £?(*<>)+* ]im (Im zn)n+1K (2 ; 2 ®, 0) =
=  e9 {Zo) + E lim (1m zn)n+1K (2 ; 2S, 0) =
=  ti\A~lк~пе* + E det (a^+eS^)""*1̂ .

Поскольку e произвольно, то тем самым доказано [в обозначениях 
теоремы (3.5.1)], что

lim | р (г) \п+1К (2 ; 2 , ср) <. k (z0) е* <г<>>л!/4гс", (3.5.9)
г->га

если 2 —>20, оставаясь внутри маленького конуса в координатном 
пространстве, окружающего нормаль к границе <?2 в точке z0. Однако 
нетрудно сообразить, что этот результат выполняется равномерно 
(относительно 20), так что оценка (3.5.9) сохранится при любом спосо­
бе стремления к z0.

До сих пор мы еще не использовали предположение теоремы 
3.5.1 о замкнутости области значений оператора д. Однако это пред­
положение весьма существенно при оценке К снизу, поскольку без 
этого предположения мы даже не будем знать, что существуют не­
тривиальные аналитические функции в 2 .

Пусть число s 0 меньше, чем наименьшее собственное значение 
матрицы (ajk). При достаточно малом 8 имеет место включение

2 s =  {z\ 2 £ 2 , ] 2 | <Д 3} сг 2 _ £.
Следовательно, лемма 3.5.2 применима к области U =  {2 ; | z | 8}
и функции u0(z) ~  е1гп. Из леммы 3.5.2 и монотонности (3.5.3) следу­
ет, что, коль скоро 8 достаточно мало,

Иш(1ш zn)n+lK  (2 ; (2 , ср) =  Иш(1ш zn)n+1K (2 ; 2 6 , ср) >  
е* (z»)_£ lim (1ш zn)n+lK (2 ; 2_ г , 0),

где г  —> 2d, оставаясь внутри маленького конуса, окружающего нор­
маль к dQ. Рассуждая таким же образом, как и при доказательстве 
неравенства (3.5.9), мы придем к неравенству

И т | р ( г ) | в + 1 / Г ( г ;  2 ,  с р ) > А ; ( 2 0 ) ^ ( го)Я ! / ( 4тс« ) .  ( 3 . 5 . 1 0 ) .
Z - + Z 0

Повторение деталей доказательства мы предоставляем читателю.
8*
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