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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ФЕВРАЛЬ 1993 г., ТОМ 29, № 2 

УДК 517.977 

Ю. Л. САЧКОВ 

УПРАВЛЯЕМОСТЬ ДВУМЕРНЫХ 
И ТРЕХМЕРНЫХ БИЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

В ПОЛОЖИТЕЛЬНОМ ОРТАНТЕ 

1 . Постановка задачи. Рассмотрим билинейную управляемую систему 

Х=(иА+В)Х, XGER", « е ( - о о ; + о о ) . ( 1 ) 

Прив_едем необходимые обозначения и определения. Пусть Х= (xi,...,GE R". Тогда 
запись Л Г > 0 , ( Х > 0 ) означает, что х Г > 0 (соответственно JC,-> 0 ) при всех i=± 1 , ... , п, 
Rn

+ = {X<=RN:X^0}, Rn+ = {X^Rn:X>0}. Lie (Л, £) — матричная алгебра Ли, порожден­
ная матрицами А и В; при I G R " Lie (Л, В) (X) = {V^RN:V=CX, Се= Lie ( Л , В)}. 

Пусть I e R " . Через Rf (X) обозначим множество достижимости системы ( 1 ) из 
точки X за произвольное неотрицательное время, а через Rr (X) — множество достижимости 
системы ( 1 ) из точки X за произвольное неположительное время. 

О п р е д е л е н и е 1 . Система ( 1 ) называется управляемой в положительном ортанте 
R + , если для любой точки X G E R + \ { 0 } имеем Rf (X) =э R+. 

Задача управляемости с и с т е м ы . ( 1 ) в R+ рассматривалась в работе [ 1 ] . Там указано, 
что эту задачу имеет смысл рассматривать лишь если положительный ортант инвариантен 
для системы ( 1 ) , т . е . когда матрица А диагональна, а матрица В существенно неотри­
цательна (т. е. bij^O при 1ф\). В [ 1 ] для случая п — 2 приведены открытые подмножества 
множества пар матриц (А, В) с указанными свойствами, для которых получено решение 
поставленной задачи; дополнение к этим открытым подмножествам имеет непустую 
внутренность. 

В данной работе предлагается решение задачи управляемости системы ( 1 ) в R+ при 
п = 2 , 3 для почти всех пар (А, В) указанного вида. При п = 2 это решение охватывает 
результаты [ 1 ] . 

2 . Вспомогательная лемма. Рассмотрим наряду с ( 1 ) систему 

Х= (uA+B)X, XEER\ И€= [ — О О ; + О О ] . ( 2 ) 

Траекториями системы ( 2 ) являются траектории системы ( 1 ) (когда WGER) И траектории 
полей ±АХ (когда ц = ± о о ) . 

О п р е д е л е н и е 2 . Система ( 2 ) называется управляемой в положительном ортанте 
R+, если для любой точки I G R + \ ( 0 ) имеем Rf (X) ID R+, где Rf (X) обозначает множество 
достижимости системы ( 2 ) за произвольное неотрицательное время. 

Л е м м а 1 . Система (1) управляема в R+ тогда и только тогда, когда управляема 
в R% система (2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу включения R^ (X) ZDR?~ (X) необходимо доказать 
только, что из управляемости в R+ системы ( 2 ) следует управляемость ( 1 ) ^ Пусть для 
любого XGER + XJO) имеем R2(X)iDRn

+. Тогда из результатов [ 2 ] следует, что 
dim Lie(>4, В)(Х)=п для любого ^ e = R + \ { 0 } . Значит, для любого Х^ R + \ { 0 } имеем (снова 
используя результаты [ 2 ] ) int Rf (X) ZDR^ (X) =э R+. Таким же рассуждением показы­
вается, что для любого ^GER+ имеем int Rr{X) uRf (X) ZD R + \ { 0 } . Д Л Я любых 
* G E R " + \ { 0 } , У Е Й + имеем (X) (]Rr(Y) Ф 0 , а для Z^Rt (X){\RV{Y) имеем 
Y<=Rf(Z), Z<=Rt(X) \ т. е. Y^Rt (X). Система ( 1 ) управляема в R + . Л е м м а ! доказана. 

3 . Двумерные системы. Пусть п = 2, 

А=( ° ) . - Л - ( Ь " " " ) . (3) 
, \ 0 а2 J \ b2\ Ь22 ) 

а{фа2, а^а2ф0, bl2> 0 , 6 2 I > 0 . (4) 
Л е м м а 2 . Пусть выполнены условия (3), (4). Система (2) управляема в R+ тогда 

и только тогда, когда любая траектория поля АХ в R+ пересекается полем ВХ в обоих 
направлениях. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Траектории АХ в R + имеют в зависимости от а\ и а2 один из 
видов, изображенных на рисунке. 

*г\ . t 

afaz< о я 71 > 1 а 2 1 > 0 1а 21 > 1 А 7 1 > 0 

Пусть в R+ одна (а тогда и любая) траектория поля АХ пересекается полем ВХ только 
в одном направлении. Тогда система (2) неуправляема в R+, так как эта траектория АХ 
делит R+\{0) на две части такие, что попасть из одной в другую можно, лишь пересекая эту 
траекторию АХ. Но переход через эту траекторию в силу системы (2) в направлении, про­
тивоположном направлению пересечения ее полем ВХ, невозможен. 

Если любая траектория АХ в R+ пересекается полем ВХ в обоих направлениях, то из 
любой точки R+\{0} можно в силу системы (2) попасть сначала на любую траекторию 
АХ в R+, а затем в любую точку этой траектории. Лемма 2 доказана. 

Л е м м а 3. Пусть выполнены условия (3), (4). Любая траектория поля АХ 
в R+ пересекается полем ВХ в обоих направлениях тогда и только тогда, когда 

а\а2> О, 
(аф22 — a2b]\)2-\-4a\a2b2\b\2> О, 

(a\b22 — a2bu)ai^0. 

(Квадратные скобки здесь и далее обозначают логическое «или».) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Любая траектория поля АХ в R+ пересекается полем ВХ 

в обоих направлениях тогда и только тогда, когда меняет знак в R+ функция f(X) = 
= det (AY, ВХ), 

f(xi, x2)=aib2\x2-\- (aib22 — a2bu)X[X2 — a2bi2xi 

Определим также функцию g(k) ~cok2-\-C\k-\-c2, где c0 = a\b2\Ф0, C\—a\b22 — a2bw, 
c2——a2b\2. 

Функция f(X) меняет знак в R + тогда и только тогда, когда квадратный трехчлен g(k)1 

имеет хотя бы один положительный простой корень. Выразим это условие через сг. 

D = rf —4соС 2> О, 

kl,2={-Ci±^c'i-4coc2)/(2co) = -(ci/(2co))±^(ci/(2co))2-c2/c0. 

Больший корень k\ = — (ci/(2c0)) + л](с\/(2с0))2 — с2/с0. 
Итак, условие того, что g(k) имеет хотя бы один положительный простой корень, 

имеет вид 

с2 — 4 с 0 с 2 > О, 

• (с,/(2со)) + ^J(Ci/(2co))2-c2/c0> О 

< = ) 
с2 — 4с0с2> О, 

г c i / ( 2 c 0 ) < 0 , 
I 1г. /iOn„\\2 

< = > 
( с , / ( 2 с о ) ) 2 - с 2 / с 0 > (d/(2co))2 

с2 — 4 с 0 с 2 > О, 

с2с0<0 

< = > 

с2 — 4 с 0 с 2 > О, 

с2 — 4 с 0 с 2 > О, 
с 2 с 0 < 0 

< = > 

с2 — 4 с 0 с 2 > О, 
С\Со^О, 

с 2 С о < 0 . 

О, получаем условие леммы. Выражая это условие через ai, Ьц и учитывая, что Ь\2> О, Ь2 

Лемма 3 доказана. 
Из лемм 1—3 следует 
Т е о р е м а 17 Пусть выполнены условия (3), (4). Система (1) управляема в R+ 

тогда и только тогда, когда 
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а\й2> О, 

( (a[b22 — a2^i i)2H-4aia2^2i^i2> 0, 
1 (a\b22 — a2bn)a\ < 0 . 

З а м е ч а н и е . Если a i = a 2 , то система (1) н е у п р а в л я е м а в R+, т а к как при а\Ф0 
т р а е к т о р и я м и поля АХ я в л я ю т с я лучи с вершиной в н а ч а л е координат и поле ВХ не м о ж е т 
пересекать их в обоих н а п р а в л е н и я х , а при a i = 0 поле АХ всюду р а в н о нулю. 

4. Трехмерные системы. П у с т ь п = 3 . 

/ а, 0 0 \ / bn b]2 bn \ 
Т е о р е м а 2. Пусть А= I 0 а2 0 I , д = { b2\ b22 b23 J a i < a 2 < a 3 , 

\ 0 0 a 3 / \ 6 3 i ^32 &зз / 
6 i 3 > 0 , 631 > 0, 6i2> 0, 6 3 2 > 0. Тогда система (l) не является управляемой в R + . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Р а с с м о т р и м следующую функцию на R + : 

Д л я д о к а з а т е л ь с т в а теоремы достаточно п о к а з а т ь , что: 
1) при V C > 0 поле АХ к а с а е т с я поверхности ( # = С}; 
2) при м а л ы х п о л о ж и т е л ь н ы х С поле ВХ пересекает поверхность [Н=С] только 

в одном н а п р а в л е н и и . 

grad Н(хи х2, хз) = ((аз — а2)/хи (а\—а3)/х2, (а2 — а\) /х3)Н. 

1) (АХ, g r a d Н (X)) =а\Х\Н (аз — о>2)/х\ + а2х2Н(а\ — аз) /х2 + а3хзН (а2 — а\) /хз = 
= (а\ (а3 — а2) +а2(а\ — а3) + а 3 ( а 2 — а{) ) # = 0; 

2) п о л о ж и м Ф(Х) = (ВХ, g r a d Н(Х)) = ( а 3 - а 2 ) (Ьи + Ь{2(х2/хх).+ Ьхз(хз/хх))Н + 
-f (a'i— а 3) ( 6 2 i ( x i / x 2 ) - f 6 2 2 + 6 2 3 ( x 3 / x 2 ) ) # - f ( а 2 — a i ) (631 (хх/хз) + Ь32(х2/хз) +Ьзъ)Н. 

П о к а ж е м , что при м а л ы х С > 0 имеем Ф | / / = с > 0 . П о л о ж и м и — х\/х2, и = хз/х2, 
а~аз — а2, (3 = a 2 — ai. 

Я ( * Ь JC2, *з) = (JC,/JC2) ( a 3 ~ a 2 ) (JC3A2) ( а 2 _ а , ) 

На поверхности {Н = С] имеем у = C l / P w ~ a / P , причем 1 / р > 0 , — с с / р < 0 , 

Ф = (аз — а2) (bw - f 6i2W~' + б ! з ( у / м ) ) Я + (ai— a 3) (^ 2 1« + ^2 2 + ^ 2 3 У ) Я + 

4- (a 2 —ai) ( 6 3 i ( " / y ) - Н з г У - 1 + 6 3 3 ) Я , 

+ C ( a i - а 3 ) (6 2 iw + /? 2 2 + / ? 2 3 C 1 / p w - a / p ) + 

+ C ( a 2 - a 1 ) ( 6 3 , C - 1 / ^ 1 + ^ - f t e C - 1 / V / 4 f e ) . 

Выберем число / С > 0 достаточно м а л ы м так , чтобы 

(аъ — а2)Ь\2/К+ (аз — а2)Ь\\ + (а\—а3) (b2\K-\-b22) + (а2 — а\)Ьзъ> 0. 

У м е н ь ш а я /С,_можно т а к ж е д о б и т ь с я того, чтобы при и<К в ы п о л н я л о с ь неравенство 

( a 3 - a 2 ) 6 1 3 C 1 / p w - 1 - ( a / p ) + ( a i - a 3 ) 6 2 3 C 1 / p f / - a / p > 0 . 

Тогда при любом С > 0 имеем Ф | н = = с j M < # > 0. Выберем теперь С > 0 достаточно малым 
так , чтобы 

( a 2 - a , ) 6 3 2 C - 1 / p / ( a / p - f (a3-a2)bu + ( а , - а 2 ) ( 6 2 2 + 6 2 3 С ! / Р / С ~ а / Р ) + ( а 2 - а , ) 6 3 3 > 0. 

У м е н ь ш а я С > 0 , м о ж н о т а к ж е добиться того, чтобы при и^К выполнялось неравенство 

( a * - a i ) b i C - , / p a , + a / p + (ах-аз)Ь2щ> 0. 

Д л я выбранного т а к С имеем Ф | я = с « ж > 0 и ф1// = с «<к> 0' т - е ФI я = с > 0- Теоре­
ма 2 д о к а з а н а . ' ^ 

Автор в ы р а ж а е т б л а г о д а р н о с т ь А. Ф. Филиппову за внимание к работе . 
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