
Л. А. АПАЙЧЕВА, В. Е. ГОРЛОВ 

О ПРИБЛИЖЕННОМ РЕШЕНИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ МЕТОДОМ МОМЕНТОВ 

В монографии [1] доказана равномерная и среднеквадра-
тическая сходимость метода моментов для интегральных 
уравнений- типа Фредгольма второго рода. 

В настоящей заметке для указанных уравнений исследует­
ся сходимость и устанавливается оценка погрешности мето­
да моментов в среднем с показателем /?, 1 < р < оо. Это 
позволило: 1) установить общие достаточные условия схо­
димости метода моментов; 2) доказать равномерную сходи­
мость метода моментов как следствие сходимости в среднем 
с показателем /?, 1 < / > < о о ; 3) доказать сходимость метода 
моментов в коэффициентах Фурье как следствие сходимо­
сти в среднем с показателем р, 1 </? < со; 4) получить прак­
тически эффективные оценки погрешности приближенного 
решения. 

Исследование метода моментов проводится по схеме, 
предложенной в работе [2] для метода механических квад­
ратур. 

В работе рассмотрена также применимость метода мо­
ментов к приближенному решению нелинейного интеграль­
ного уравнения и установлена оценка погрешности прибли­
женного решения. 

§ 1. Постановка задачи и вспомогательные сведения 

Рассмотрим интегральное уравнение Фредгольма второго 
рода 

Kx = x(t) + — Г h(t,s)x(s)ds=y(f), (1.1) 
2% J 

и 
где h{t, s) — интегрируемая с показателями р и q (1/р + l/q = 1) 
соответственно по первому и второму аргументам, 2^ — пе­
риодическая по обоим аргументам функция, a y{t) — 2^ — 
периодическая, интегрируемая с показателем р (\ < р < со) 
функция. 
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Приближенное решение уравнения (1.1) будем искать п 
виде полинома 

*«(') = 2 **?*('), (1.2) 

где 
?о(0 = W~2". <P2/-i(0 = sintf, ?2/(0 = cos//, / = 1 , 2 , . . . , (1.3) 
— тригонометрическая система функций. Неизвестные коэф­
фициенты ck, k = 0,2д, будем определять из системы алгеб­
раических уравнений 

2л 2тг 2т: 

= Т ! У ( 0 ? У ( 0 Л , i = 0,2/1. (1.4) 
о 

Обозначим через Х= Lp{\ <p< со) пространство 2^ —пе­
риодических функций, суммируемых в среднем с показате­
лем р и обычной нормой 

2тг 

l*fcp=ll*llp = {^ Jl-KWI'rf'}1''' K p < o o ; 
I к 0 J 

II Л: IUOO = | |x | | оо = wai sup | л: (/) | , р = оо. 

Через Л",, с: Л" будем обозначать множество всех тригономет­
рических полиномов степени не выше п (п = 1,2,...) вида (1.2). 

Пусть 5 ^ = (5кх)(^) — частная сумма ряда Фурье функции 

2л 

(ЗД(0 = Е * Ч ( 0 , «=1,2, . . . , (1.5) 

1 2* где xk = — Г Л: (/) ^ (/) dtf — коэффициенты Фурье функции x(t) 
Ты J 

о 
по системе (1.3). 

Имеет место следующая (см., например, [3], [4] ) 
Лемма 1. Для любого р, 1 < р < со, и x(t)£Lp справедли­
вы соотношения: 

\\Snx\\p<Bp\\x\\p, л = 1,2,..., (1.6) 
\\х — Snx\\p-+Q при /г—оо, (1.7) 

где £р — положительная постоянная, зависящая только 
от р; в частности, В2 = 1. 
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Отметим, что в предельных случаях при / ? = Г и р = бд 
постоянная Вр уже зависит от п, а именно, справедлива сле­
дующая (см. [3], [4]) 
Л е м м а 2. Для любых п = 1, 2,... справедливо соотношение 

вр=вр(п)=4^ + о(\), /; = 1,оо. •••;:-.(1;8) 

Л е м м а 3. Пусть x{t) £Lp (1 < р < оо), а Еп{х)р — ее наи­
лучшее (в Lp) приближение тригонометрическими полинома­
ми порядка не выше п, п = 1, 2, ... . Тогда равномерно 
относительно п = 1, 2, ... справедлива оценка 

\\x-Snx\\p<(l+Bp)EJx)py 1 < / ? < о о . (1.9) 
Заметим, что если x{t) — непрерывная 2г. — периодическая 

функция, а £„(.*;) — ее наилучшее равномерное приближение 
тригонометрическими полиномами порядка не выше п, п = 
= 1,2,. . . , то справедливо неравенство 

Еп{х)р < Еп(х), 1 < / > < о о , /г = 1 , 2 , . . . . (1.10) 
Рассмотрим операторные уравнения вида 

Кх=у(х,у£Х), (1.11) 

где К и /Гл — линейные операторы соответственно в X и ^Гл. 
Имеет место следующая (см., например, [5J) 

Л е м м а 4. Пусть существует линейный оператор К~1 и 
ая = ЦА"—:А"я 11 ЦАГ-111 < 1 , К — Кп: Хп—>Х. Тогда существует 
также линейный оператор К"п\ II К~п

х II < \\К~1 II (1—ал)-1, 
и для решений х* и х*п уравнений (1.11) и (1.12) справедли­
ва оценка 

п**-* ; 11-<(11у-лп + ал11у|1) \\к'1\\ ( 1 - а я р . 
Рассмотрим в пространстве Х = Lp уравнение 

a(t)x(t) = y(t) (x,y£X), (1.13) 

где а(/)-—непрерывная 2^ — периодическая функция,, удов­
летворяющая условию Дини—Липшица. 

Приближенное уравнение, соответствующее методу мо­
ментов для уравнения (1.13), имеет вид 

* Sn[a(t)xn(t)] = (Sny)V)(Xn,Sny£Xn). (1.14) 
Используя метод, предложенный в [6], легко доказывается 
'следующая -

Л е м м а 5. Пусть непрерывная 2ъ — периодическая функ­
ция a(t) удовлетворяет условию Дини—Липшица и 

аЦ)фО, x = ind a{t) = Q..' (1Д5) 
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Тогда оператор SnaSn:Xn—>Xn линейно обратим при до­
статочно больших #>/г 0 и 

П[5яа5 |1ГЧ1р<Ср| 

где Ср — при 1 < р < оо положительная постоянная, зна­
чение которой зависит от р и функции a(t) и не зависит 
от п, а при р = 1 и оо величина Ср уэюе зависит от п и не 
зависит от р и имеет порядок 

Ср=Ср(п) = 0(1пп). 
Справедливо также неравенство 

\\[SnaSn]-l\\c<Cl = Q(lnn). 

При обосновании метода моментов для нелинейного урав­
нения нами будет использована следующая 

Лемма 6[7]. Пусть А — оператор в банаховом прост­
ранстве F, дифференцируемый по Фреше при \\и — и0\\ <г0, 
где и0 — некоторая фиксированная точка F, г0 > 0. Пусть 
существует линейный обратный оператор \А (и0)]~{ u пРи 

некоторых гх и q (0 < гг < г0; 0 < q < 1) выполняются не­
равенства 

ъ= sup || [Л' (и0)]-1[А' {и)-А' (и0)]||<?, <1Л6) 
й и—«в И <г1 

72= iikw^Hw-^iKna-?)- (i.i7) 
Тогда нелинейное уравнение A(u) = v имеет в шаре \\и— 

— UQ\\ <.rx пространства F единственное решение и* и спра­
ведливы оценки 

Ъ (1 + ?Г* < II и* - Щ И < Т2(1 ~ 1Г1 • (1Л8> 
§ 2. Сходимость метода моментов 

Обозначим через S^h^S^hit, s) частную сумму ряда 
Фурье порядка п (п= 1, 2,...) для функции fi(t,s) по пере­
менной /, построенную по аналогии с формулой](1.5), и положим 

г = е (п,р) =l-i](] \h-S'nh\"d sV dt У" . (2.1) 

Т е о р е м а 1. Пусть оператор К, определяемый уравне* 
нием (1.1), имеет линейный обратный в пространстве X = 
= Lp(\ <p<oo): \\К~1 II ^WK'1 \\p< Ар < со. Пусть, кроме 
того, ядро h(t, s) и правая часть y(t) уравнения (1.1) тако­
вы, что при /г—>оо 
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lime (л, p) = lim||y —5иу|| /,==0, \<р<соК (2.2) 
Тогда при достаточно больших п, а именно, при 

* = *(п,р) = г(п,р)Ар<\у (2.3) 
система алгебраических уравнений (1.4) имеет единственное 
решение ck = cl, k~0,2n. Приближенные решения 

< ( 0 = 2 < ? f t ( 0 (2.4) 

сходятся по норме пространства X к точному решению 
х* {t) уравнения (1.1), причем погрешность метода моментов 
может быть оценена неравенством 

||х* - К II р < <а и У II р + и У - s
ny и р) и к~1 Пр (1 - " Г 1 . 

(2.5) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Интегральное уравнение (1.1) в про­

странстве X запишем в виде операторного уравнения 
Кх^х+ Thx=y, (2.6) 

где (Thx)(t)=± Г h(t,s)x(s)ds. 
2тс J 

о 
Система (1.4) эквивалентна линейному операторному урав­
нению в подпространстве Хп: 

КпХп ^*п+ Tnhxn = Sny, (2.7) 

где (Тп h хя) (0 = ^ | S< h(t, s) xn (s) ds. 
о 

В силу (2.6), (2.7), (2.1) и неравенства Гёльдера для лю­
бого хп£Хп находим 
|| Кхп ~ Кпхп \\р=\\ Thxn - Tnhxtt || р < s (л, р) || хп || р, (2.8) 

т. е. 1| К— КпII х -*х < ^(^,р). Отсюда, из соотношений (2.2), 
(2.3) и леммы 4, при достаточно больших /г, точнее таких, 
что выполняется условие (2.3), следует теорема 1 и оцен­
ка (2.5). 

Отметим, что при сделанных в § 1 предположениях отно­
сительно h(t,s) и y{t), в силу теоремы Фубини и леммы 1, 
условие (2.2) выполняется при любом /?, 1</?<^оо. Таким 
образом, справедлива следующая 

1 Второе соотношение из (2.2) выполняется для любой функции у 6 Lp 
(1 <р< °°) (см., например, лемму 1). 
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Т е о р е м а 2. Пусть интегральное уравнение (1.1) однозна­
чно разрешимо в X — Lp{\ < р < со). Тогда при достаточно 
больших п система (1.4) также однозначно разрешима и 
приближенные решения (2.4) сходятся к точному решению 
х* (t) уравнения (1.1) в среднем с показателем р, 1 </> < со. 

Данной теореме можно придать более определенный вид 
в случае, когда h(t,s) и y(t) обладают хорошими структур­
ными свойствами. Пусть ядро h{t,s) и правая часть у (t) 
уравнения (1.1) — непрерывные 2^ — периодические функции. 
Обозначим через Е*п(К) наилучшее равномерное приближе­
ние функции h (t,s) по переменной t тригонометрическими 
полиномами порядка не выше п (п — 1, 2,...). Тогда из тео­
рем 1, 2 и леммы 3 следует 

Т е о р е м а 3. Пусть интегральное уравнение (1.1) одно­
значно разрешимо в Lp(\ < р < со). Если h(t,s) и у(0€^2тг, 
то при 

$=№,P) = {\+Bp)ApE'n(h)<\ (2.9) 

система алгебраических уравнений (1.4) однозначно разре­
шима и приближенные решения x*n(t) сходятся к точному 
решению х* (t) уравнения (1.1) в среднем с показателем р, 
1 < р < со, со скоростью 

\\*т-х*п \\Р<(1+Вр){Ар\\у\\рЕ*п(к) + 

+ £.(у)}11/С-Ч1р(1^РГ1- (2.10) 
§ 3. Равномерная сходимость метода моментов 

В этом параграфе нами будет доказана равномерная схо­
димость метода моментов двумя способами. 

Т е о р е м а 4. В условиях теоремы 3 погрешность при­
ближенного решения уравнения (1.1) методом моментов в 
равномерной метрике может быть оценена неравенствами 

\\х*-х*п II ,<Л1(А) || * • - - * ; \\р + (\+Вр){\\х*п \\pE<t(h) + 
+ ЕпШ (3.1) 

I I * * - * ; IU < (1 + ^ , ) ^ | ± ^ ^ 4 1^. + 0(1)^ {£̂  (л) +^"„(У)}, 
(3.2) 

где M{h)~ max \h(t, s) |, Mx — max {1 , | | y | | r , Af(A)}, 

M2 = max {1, ||/С"1 II }• 
С л е д с т в и е . Если функции h(t,s) (no аргументу t) и 

у (t) удовлетворяют условию Дини—Липшица, то в условиях 
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теоремы 3 приближенное решение (2.4) при п -* оо равно­
мерно сходится к точному решению х* (t) уравнения (1.1) 
со скоростью 

\\ х* - х*п\\ с= О {(E*n(ti) + Еп(у)1пп]. (з.З) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях теоремы 3 для реше­
ний / (/) и x*n(t) уравнений (2.6) и (2.7) в С2тс получаем 

II х* - К II, < II У - Sny || с + || Thx* -Thx\ ||с+ 

+ \\Thx*n-Tnhx*n H r (3.4) 
Используя леммы 1 и 2, для первого слагаемого правой ча­
сти (3.4) находим 

\\y-Sny\\c<(l+B„)En(y). (3.5) 
С помощью неравенства Гёльдера для второго слагаемого 
правой части (3.4) имеем 

И Thx* - Thx\ ||c < max (±- Т | А(', 5) Г ds)1* \\ х* - < ||р < 

<M(h)\\x* -x*n\\p. (3.6) 
Используя леммы 1 и 2 и неравенство Гёльдера, для третьего 
слагаемого правой части (3.4) получаем 

И Thx\ - Tnhx\ \\c < (1 + Я.) ^ (Л) II х\ \\р. (3.7) 
Теперь из соотношений (3.4)—(3.7) получаем оценку (3.1). 
Оценки (3.2) и (3.3) следуют из неравенств (2.9), (2.10) и ле­
ммы 2. 

Заметим, что теорема 4 доказана при условии, что функ­
ции h(t, s) и y(t) непрерывны. Однако одной лишь непрерыв­
ности функций h (t, s) и у (/), что подтверждает следствие дан­
ной теоремы, недостаточно для равномерной сходимости 
метода моментов. Отметим также, что в условиях следст­
вия из теоремы 4 равномерную сходимость метода момен­
тов можно получить как следствие теоремы 1 в предельном 
случае при р = оо. А именно, справедлива следующая 

Т е о р е м а 5. Пусть функции h (t, s) (непрерывная по обеим 
переменным) по переменной t и у (t) удовлетворяют условию 
Дини—Липшица. Если уравнение (1.1) однозначно разрешимо 
в С^, то при 

Т = т(я, оо) zzz (1 + Boo) || AT-1 ||С^(А) < 1 (3.8) 
система (1.4) однозначно разрешима и приближенные реше-

:13 



ним x*n(t) равномерно сходятся к точному решению х* (t) 
уравнения {1.1) со скоростью 
II х* - К Wc < (1 + Воо)М3 [Е'п (А) + Еп(у)} \\К-%(1 - T)-i, (3.9) 
где Af3=max{/,ПуПЛ/СЧЦ-

Д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях теоремы любое изме­
римое ограниченное решение уравнения (1.1) удовлетворяет 
условию Дини—Липшица. Поэтому \\х* — х*п n^—^rai sup X 
XI х* (t) -xm

n(t)\=\\x* -x\ \\c. Тогда при р = oo °<'<2* 
с. помощью лемм 1 и 2 для (2.1) находим 

1 2% 

е(л,со) = max-^-Г | А(/, s) - S'n h (/, s) \ ds < (1 + £«,)£< (ft). 
0<^<2ic 2TI; J " 

(3.10) 

Отсюда и из соотношений (3.8), (3.5), используя лемму 4, по­
лучим (3.9). 

§ 4. Сходимость метода моментов 
в коэффициентах Фурье 

Каждой 2^-периодической функции <^(t) (^ X поставим 
в соответствие (2/г + 1)-мерный вектор <р = (ср°, ср1, ... , ср2'7) > 
где '<р* (А =0,2я)— коэффициенты Фурье функции <р(/) по си­
стеме (1.3). Норму в пространстве т2п+1 зададим следую­
щим образом: 

\\9\\т9я4_ =шах |<р*| = | | ? | | 7 2 " + 1 0<А<2я 

Имеет место следующая 
Т е о р е м а 6. В условиях теоремы 2 метод моментов 

. сходится в том смысле, что 
\\х*~х*п\\-с ->0, при /г-^оо. (4Л) 

Если, кроме того, функции h (t, s) и у (t) £ С2тс, mo погреш­
ность приближенного решения уравнения (1.1) методом 
моментов может быть оценена неравенствами: 

I I х * - К \ <М \\х*-Х*п ||р, 1<р<оо; (4.2) 

пх* - К \ < <! + ВР)М' м*м^ \вп (h) + ЕпЩ х 
ХН/Г'ПрО-РГ1, (4.3) 

где АГ - min{2, M(h)}, Af* = max{l, ПуП,}, M2 и M(h) on-
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ределены в теореме 4, а § — в теореме 3. 
С л е д с т в и е . Равномерно относительно i справедлива 

оценка 
Ix^O-xlWlKBootix^xll^^ + a+B^EJx*). (4A) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях теоремы для любого 
у, 0 < / < 2 / z , так же, как и в (3.4), получаем 

\х« - ХУ1 = \ХУ-С*\\ = l l j V ( о - К;(*))?.,{t)dt\< 
<2\\х* - х*п\\р, 

X I I * * - - О , . . ° " (4.5) 
Отсюда и из теоремы 2 следует справедливость (4.1). 

Пусть теперь h(t,s) и у (t) £ CW Тогда из неравенств 
(4.5) автоматически следует оценка (4.2), а из нее и теоремы 
3, как и при доказательстве неравенства (3.2), следует оце­
нка (4.3). Оценка (4.4) получается с помощью лемм 1, 2 и 
полинома наилучшего равномерного приближения для реше­
ния Л;* (t) уравнения (1.1). 

§ 5. О скорости сходимости метода моментов 

Из доказанных выше теорем и прямых теорем конструк­
тивной теории функций можно сделать следующий вывод: 
чем лучше структурные свойства коэффициентов уравнения 
(1.1), то, во-первых, тем меньше номер /г = /гь начиная с ко­
торого система (1.4) однозначно разрешима, и, во-вторых, 
тем меньше погрешность приближенного решения уравнения 
(1.1) как в Lp(\ <р <оо), так в С2тс и в Сп. 

Проиллюстрируем этот факт на следующем примере. Пу­
сть функции h(t,s) (непрерывная по обоим аргументам) по 
аргументу t и y(t) имеют г—непрерывных производных, 
удовлетворяющих условию Гёльдера с показателем а(0<ос<1). 
Обозначим через ах — Н(Щ\ а) и а2 = Н{у{г); а) постоянные 
Гёльдера (при данном а) соответствующих производных функ­
ций h{t, s) и y(t). Тогда из теорем Джексона, оценок Н. П. Кор­
нейчука [8] и теорем 3, 4 и 6 следует 

Т е о р е м а 7. Пусть y(t) и h(t, s) (непрерывная по s) no 
переменной t принадлежат Н{^ [0,2тс] ( г > 0 , 0 < а < 1). Если 
интегральное уравнение (1.1) однозначно разрешимо в Lp (1 < 
</? < оо), то при 

8=-8(л,Р> = | % ( 1 + ^ ) 1 1 ^ 1 : | 1 ^ ^ " а < 1 ,,,.,,. 
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система (1.4) однозначно разрешима и приближенные реше­
ния x*n{t) сходятся к точному решению х* (t): 

1) в среднем с показателем р (1 < р < со) со скоростью 

II ** ~ < Up < { (1 + Вр)М2МА (аг + а2) (1 - 8)"1 Ц/Г1 \\pnr*-*\ 

2) в коэффициентах Фурье со скоростью 
II**.- < Нся< 3 (1 + Вр)М2М, (ах + а2) (1 - 8 ) - 1 | | /Г , | | р й- ' - ; 

3) равномерно со скоростью 

И** ~К\\с < -|(1 + с̂о)(1 + ^ ^ ^ 2 ( ^ + 0 2 ) (1 —8Г1|Л^1ЬЛ-'— . 

§ 6. Сходимость метода моментов для уравнений, 
приводящихся к уравнениям второго рода 

В этом параграфе результаты предыдущих параграфов пе­
реносятся на следующее интегральное уравнение: 

Кх = а (0 x(t) + — f h(t% s) x(s) ds = y(t)9 (6.1) 
о 

где a(t) — непрерывная 2т: — периодическая функция, удовлет­
воряющая условиям леммы 5, a h(t, s) и y{t) такие же, что и 
в уравнении (1.1). 

Приближенное решение уравнения (6.1) будем искать в 
виде полинома (1.2), а неизвестные коэффициенты]^, k = 0,2#, 
будем определять из системы алгебраических уравнений 

2/z , 2тс 2 л • , 2тг 2% 

' " ' k=0 U О 

= ify(0?y(Orf', / = № . (6.2) 
ТС J 

Л—0 £ = 0 

2т: 

Обозначим через £n(tf, s) тригонометрический полином наи­
лучшего приближения в Lp по переменной /, степени не выше 
п(п = 1, 2, ...) для функции h(t, s)/a(t) и положим 

2тг , 2т: 

.' = ̂ Crt-i(f(j |^-*A.)f*P*r. ,6.3, 
Т е о р е м а 8. Пусть функция a(t) удовлетворяет уело-

виям леммы 5 и оператор К, определяемый уравнением (6.1), 
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имеет линейный обратный в пространстве X = Lp(\ < / ) < о о ) ; 
a.\\K~l\\p< со. Пусть, кроме того, ядро h(t, s) и правая часть 
v(t) уравнения (6.1) таковы, что при п—*оо 

lim Вр Ср е' (п, р) = Ит Вр Ср Еп(у/а)р = О, 1 < р < оо. (6.4) 
Тогда при достаточно больших п система алгебраиче­

ских уравнений (6.2) имеет единственное решение ck = c\ , 
k ~ 0,2п, и приближенные решения (2.4) сходятся по норме 
пространства X к точному решению х* (t) уравнения (6.1), 
причем погрешность метода моментов может быть оцене­
на неравенством 

\\х* - х*п \\р<М5Ср.Вр{г (п, р)+Еп(у!а)р} \\К~%. (6.5) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Уравнение (6.1), в силу условия 

(1.15), эквивалентно следующему операторному уравне­
нию в X: 

Кх = х + Tkx = у la , (6.6) 
где 

{Tkx){f) = ± \ ^ x ( s ) d s . 
2TZ J a (t) о 

Для норм обратных операторов К я К справедливы не­
равенства 

! l £ - % < l l a | l c l l / C % , \\K-l\\p< l | i / a | k l l £ - % . (6.7) 
Далее рассмотрим следующее вспомогательное уравне­
ние вХп: 

Кп*п = Хп+ ТкпХп = Уп, (6.8) 
где yn(f) — тригонометрический полином наилучшего прибли­
жения в Z, степени не выше п(п= 1,2,...) для функции 
y(t)la (t). 

Используя условие (6.4) и рассуждая так же, как и при 
доказательстве теоремы 1, для уравнений (6.6) и (6.8) полу­
чаем, что при достаточно больших я, а именно, при 

а' = а' (/г, р) = г (/г, /?) || АГ1 II, < 1 , (6.80 
следует линейная обратимость операторов Кп: Хп—*Хп, при­чем 

11^я"111р<П^111р(1-а/Г!, 
и для решений х* (t) и x*n(t) уравнений (6.6) и (6.8) спра­
ведлива оценка 

\\xm-K\\p<{*'\\y\\p + En(y)p} \\K~%(l-*Tl. (6.9) 
4* ^ . г « ^ 17 

1ШЧ 



Используя лемму 5 и начиная с п0 такого, что операторы 
Sna Sn: Xn —> Хп линейно обратимы, выберем п3 так, чтобы 
для всех п^п3 выполнялось неравенство (6.8'). Тогда урав­
нение (6.7) эквивалентно операторному уравнению, заданно­
му в Хп 

. Knxn=Snaxn + SnaTknxn = Snayn, (6.10) 
а для обратного оператора К~х справедлива оценка 

l l ^ I l l p < c p l l ^ 1 l l / i - ' ( 6 Л 1 ) 
Систему уравнений (6.2) запишем в виде эквивалентного ей 
операторного уравнения, заданного в подпространстве Хп 

Knxn = Snaxn+Tnhxn = Sny. (6.12) 
Используя неравенство Гёльдера, леммы 1, 2 и обозна­

чение (6.3), для любого xn(t)^Xn находим : 

№nxn-Knxn\\p=\\SnaTknxn-TnhxJ\p<Bp\\a\\cz {п,р)Х 

откуда, для достаточно больших п, в силу условия (6.4), 
будет выполняться неравенство 

(if/ = aw(n,p)=CpBp\\a\\cef(n9p)\\K-%<l. 
Тогда из леммы 4, для достаточно больших п, следует ли­
нейная обратимость операторов Кп:Хп—*Хю причем 

\\К~1\\ < \\К-1\\ 

и для решений x*n(t) и x*n(t) уравнений (6.10) и (6.12) полу­
чаем 

WK - < Ир < {*"\)Зп"Уп\\Р + ВР ШсЕп(у)р} \\К^\\ (1 - а")'1*. 
Отсюда и из (6.9) получаем оценку (6.5). 

Заметим, что при сделанных предположениях относитель­
но исходных данных уравнения (6.1), в силу теоремы Фуби-
ни и леммы 1, условие (6.4) выполняется при любом /?, 1 < 
< / 7 < о о . Таким образом, справедлива следующая 

Т е о р е м а 9. Пусть функция a{t) удовлетворяет усло­
виям леммы 5 и интегральное уравнение (6.1) однозначно 
разрешимо в X=Lp (1 </? < со). Тогда при достаточно 
больших п система (6.2) однозначно разрешима и прибли­
женные решения х*п (t) сходятся к точному решению х* (t) 
уравнения (6.1) в среднем с показателем р, / < / 7 < о о . 

Если исходные данные уравнения (6.1) обладают хоро­
шими структурными свойствами, то данной теореме, ана­
логично теореме 3, можно придать более определенный вид. 
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Т е о р е м а 10. Пусть функция a(t) удовлетворяет усло­
виям леммы 5 и интегральное уравнение (6.1) однозначно 
разрешимо в X = Lp (1 < р < оо). Если h (t, s) и у (t) £ Сг*, то 
система алгебраических уравнений (6.2) при достаточно 
больших п однозначно разрешима и приближенные решения 
xn(t) сходятся к точному решению х* (t) уравнения (6.1) 
в среднем с показателем р, 1 < р < оо, со скоростью 

||х* - xl\\p < М6СрВр [Е(
п (h/a) + Еп (у/а)} | | /Г 1 [,. (6.13) 

В следующей теореме установлена равномерная сходи­
мость метода моментов как следствие сходимости в среднем 
с показателем /?, 1 < / ? < о о . 

Т е о р е м а 11. В условиях теоремы 10 погрешность при­
ближенного решения уравнения (6.1) методом моментов в< 
равномерной метрике моэюет быть оценена неравенством 

№ - xn\c<M{hla)\x* -хп\р+ (1 +С^5со||а|с) {1^ | | ^ (А/а ) + 
+ ЕпШ1 (6.14) 

С л е д с т в и е . Если функции a(t), h (t, s) (no аргументу t) 
и y(t) удовлетворяют условию Гелъдера, то в условиях, 
теоремы 10 приближенные решения x*n(t) при п—*оо равно­
мерно сходятся к точному решению х* (t), уравнения (6.1) 
со скоростью 

\\x*-x*n\\c=0l(EUh/a) + En(y/a))ln2n}. (6.15) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях теоремы 3 для доста­

точно больших п, для решений х* (/) и х*г (/) уравнений (6.1) 
и (6.12) в С2тг получаем 
II х* ~ хп \\с < || у/а -уп \\с + || [SnaSn]-1 Sna (у la - уп) ||с + || Tkx* -

- Tkx*n\\€+ || Tkxn-Tnkx'nlc+\\ [SnaSn]-lSna{Tkx* -Tnkx*n)\\c, (6Л6) 
Используя леммы 1,2 и 5, для первого и второго слагаемых 
правой части (6.16) находим 

\\у/а-уп\\с+\\[8паЗпГ%а(у/а-уп)\\с<: 
<(1+С'„ВМс)Е„(у/а). (6.17) 

Для третьего слагаемого правой части (6.16) так же, как и в 
(3.6), получаем 

|| Tkxl - Tkx* ||c < М (hia) || x* - х„ \р. (6.18) 
Используя леммы 1, 2 и 5, для четвертого и пятого слагае­
мых правой части (6.16) находим 

|| Tkxl - Tnkx*A с +1| \SnaSn\-lSna (Tkxl - Tnkxl) \\c < 
< (1 + C'ooBv, I a Ic) II x*„ \\pEf

n (h/a). (6.19) 
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Теперь из соотношений (6.16)—(6.19) получаем оценку (6.14). 
Оценка (6.15) следует из оценки (6.14) и лемм 1, 2 и 5. 

В следующей теореме установлена равномерная сходи­
мость метода моментов как следствие теоремы 8 в предель­
ном случае при р = оот 

Т е о р е м а 12. Пусть функция a{t) удовлетворяет усло­
виям леммы 5. Пусть также функции a(t), h(t, s) (непре­
рывная по обоим аргументам) по аргументу t и y(t) 
удовлетворяют условию Гёлъдера. Если уравнение (6.1) 
однозначно разрешимо в С2тс, то при достаточно больших 
п система (6.2) однозначно разрешима и приблиэюенные 
решения xl(t) равномерно сходятся к точному решению 
х* (t) уравнения (6.1) со скоростью 

||х* - х*п\\с< MjCooBooЦ/Г1\\c{En(h/a) + Еп (у/а)}. 
С л е д с т з и е , В условиях теоремы операторыКп:Хп-^Хп 

при достаточно больших п линейно обратимы, причем 
\\Кп1\\с<0(\пп). 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы и следствия проводится 
аналогично доказательству теоремы 5 с использованием тео­
ремы 8 и лемм 1—5. 

§ 7. Обоснование метода моментов для нелинейного 
интегрального уравнения 

Рассмотрим нелинейное интегральное уравнение вида 

A(x) = <b[t;x(t); ^g(t,s; x(s))ds] = y(t), (7.1) 
О 

где y(t), g (t, s; и) и Ф [/, и, v] (| и |, | v | < со) — известные не­
прерывные функции, 2тс —периодические по аргументам ins. 

Приближенное решение уравнения (7.1) ищем в виде по­
линома (1.2), а неизвестные коэффициенты ck, k = 0,2n, опре­
деляем из системы уравнений 

2* 2* 

l^[t;xn({y,^g(t,s;xn(s))ds}9j(t)dt^ 
О О 

2ic = IJ y W *j (i) di> j ="^ (7-2) 
0 

Обоснование метода Галеркина для нелинейного уравне­
ния вида 

х=Т(х), 
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где Т — нелинейный оператор в банаховом пространстве Е, 
определенный и непрерывный на некотором непустом откры­
том множестве 2£2J, имеется в работах [9, 10] (см. также [7]). 

Обоснование вычислительной схемы метода моментов (7.1), 
(1.2), (7.2) при определенных ограничениях на функции Ф и £ 
сводится к обоснованию метода моментов для линейного 
интегрального уравнения (6.1), где 

dg ,,ч дФ I , / , ч дФ 
да \ х=хЦ) ov \x=x{t) да •*(') 

a x(t) — некоторая фиксированная функция. 
Мы укажем основные этапы обоснования схемы (7.1), 

(1.2), (7.2). 
1) Пусть Ф, g и у удовлетворяют условию Гёльдера по 

всем переменным. Тогда точное уравнение (7.1) эквивалентно 
операторному уравнению в Х=С2к 

A(x) = <b[t;x;Tg(x)] = y, (7.10 
где А — нелинейный оператор в X. Система (7.2) эквивалент­
на следующему операторному уравнению в ХпаХ: 

Ап (хп) = 5„Ф [t; xn; Tg (*„)] = Sny, (7.2') 
где Ап — нелинейный оператор в Хп. 

2) Пусть Ф«, Фу и g'u удовлетворяют условию Гёльдера 
по всем переменным. Тогда оператор А в А" дифференцируем 
по Фреше и оператор А' (х)(х^Х) определяется левой час­
тью уравнения (6.1). Аналогично, оператор Ап в Хп дифферен­
цируем по Фреше и оператор Ап (хп) определяется левой 
частью уравнения (6.12), т. е. производная Фреше в точке 
хп£Хп приближенного оператора Ап метода моментов совпа­
дает с приближенным оператором метода моментов для про­
изводной Фреше точного оператора, вычисленной в той же 
точке хп£Хп. 

3) При выполнении условий пунктов 1) и 2) производные 
Фреше Аг (х) в X я А'п(хп) в Хп удовлетворяют условиям 

lA'(x)-A'{\)\c<MB№-xfc(x, Z£X), 

|| Л; (хп) - Ап(хп)\\с<М9\йсп- Ijc-ln п(х„ хп£Хп), 0<р<1.(7.3) 
4) Пусть уравнение (7.1) в некотором шаре нз простран­

ства Х = С2х имеет единственное решение х* (t), удовлетво­
ряющее условию Гёльдера с показателем, 0 < v < l . Тогда 
существует такой элемент хп(^Хп, что равномерно относи­
тельно п имеем 

\х*-х1\с<МХъПГ\ 
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Пусть также функция a(t) = Фи\х==:хт удовлетворяет условию 
(1.15) леммы 5 и оператор А' (х*) линейно обратим в X=C2*. 
Тогда в силу (7.3) и теоремы Банаха при всех достаточно 
больших п линейно обратимы в X также операторы А'(Хп)я 
\\А'{х^\с<Мп. 

5) Из пункта 4) и § 6 следует линейная обратимость 
операторов Ап(хп) при достаточно больших я, причем 
|| [AniXnT'llcKM^ In n. 

6) Для достаточно малых гг < г и достаточно больших и 
находим 
Ti = • sup, ;ц[А'п {х°п)]-1[Ап (хп) - Ап(х°п)] \\с< Ml3rx In2 п = д<19 

Ь= || [An(x0n)\-l[An (xl) - Sny] \\c< MiAnr* In2 /г<г1(1-^), п>п4. 
7) Теперь из леммы 6 следует, что в некоторой окрест­

ности точки xn{t) (при достаточно больших п) уравнение 
_(7.2/) имеет единственное решение x*n(f) и 

\\хп — х1\\с<М1Ьп-"\пгп. 
8) Погрешность приближенного решения уравнения (7.1) 

методом моментов оценивается следующим образом: 
|| х* — х*г \\с< Мип-" In2 п. 

Таким образом, нами доказана следующая 
Т е о р е м а 13. Пусть выполнены следующие условия: 

а) функции Ф, Ф ,̂ Ф̂ ,, g-, gu и у удовлетворяют условию Гёль-
дера; б) нелинейное уравнение (7.1) в некотором шаре из 
CUTZ имеет единственное решение х* (/), удовлетворяющее 
условию Гёлъдера с показателем v, 0<v < 1; в) функция a(t)— 
== фДг=л*(г<) удовлетворяет условию (1.15); г) оператор А'(х*) 
линейно обратим в CW. 

Тогда в некоторой окрестности точки х* = (хч\ ..., х*1п) 
при всех достаточно больших п система нелинейных урав-
нений (7.2) имеет единственное решение ck = cl, k = 0,2n, и 
погрешность метода оценивается неравенством 

\\х*-~х*\\с<М16п~-*1п2п, 0 < v < l . 
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