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УДК 517.929 
В.В.МАЛЫГИНА 

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ 

Пусть R_=(-a>,0]; R+=[0,+a>); R4RU R+. Обозначим через С пространство непрерывных 
ограниченных на R_ функций с равномерной нормой. Следуя [1], введем отображение х •№ —> 

—Х7 по правилу: для любого te!R+ x t(s)=x(t+s), где se[-r(t),0], а функция r:R+—>R+ изме­
рима по Лебегу. 

Пусть отображение F:IR+xC—*К, а теК+. Рассмотрим уравнение 

x(t)=F(t,x), t»r; 
(1) 

xt(s)=^>(s') при s e [ - r ( r ) , 0 ) (<peC); x(t)=a(aelR). 

Подчеркнем, что (1) представляет собой семейство уравнений с произвольной (но фик­
сированной для каждого уравнения) начальной точкой теК+. Как показали результаты многих 
исследований (см., напр., [1]-[4]), такая постановка задачи целесообразна при изучении 
уравнений с последействием. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 ([2], с.9). Решением уравнения (1) с начальной точкой теК+ назо­
вем функцию х:[т,+а>)—ЯЛ, абсолютно непрерывную на каждом конечном интервале [х,Т] и 
удовлетворяющую (1) почти всюду. 

Решение (1) с начальной точкой т будем обозначать через x(t;x). Отметим, что необ­
ходимость такого понимания решения, при котором не предполагается (хотя и не исключает­
ся), что х(т)=<р(0), продиктована требованиями прикладных задач [5]. Кроме того, любое 
равенство, в частности, х(х)**<р(0), на практике можно гарантировать лишь приближенно а 
для некоторых классов уравнений вида (1) малое изменение начального значения может су­
щественно изменить свойства решения. В качестве иллюстрации приведем пример, построен­
ный С.А.Гусаренко: 

x(t) - 34 \x(t-/\x(t)\)\, t*0; 
(2) 

x(s) = 0 при $<0; x(0)=a. 
При а=0 уравнение (2) имеет решение х=0, определенное на всем множестве К+; при а*0 ре­

шение (2) существует только на конечном интервале [0 ,v |a | ) (в точке f=v |a | оно "оста­

навливается" и дальше не продолжаемо). 

Будем предполагать, что при всех re(R+ уравнение (1) однозначно разрешимо на любом 

конечном отрезке [т,Т] при любых <реС и aeR. Конкретные условия, гарантирующие такую 
разрешимость, можно найти в [1], [2], [6]. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть F(t,0)=0 для всех teR+. Решение х=0 уравнения (1) назовем 

равномерно устойчивым, если для любых reR+, е>0 имеется такое <5=е5(е)>0, что при 11у>1Кй, 

|а|<<5 справедливо неравенство |х(г;т)|<е при всех I*T. Решение х=0 равномерно асимпто­
тически устойчиво, если оно равномерно устойчиво и существует такое <5>0, что каждому 

е>0 отвечает 7ЧГ(е)>0, для которого из условий Пу>11<(5, |а|<<5 следует !х(£;т)|<е при всех 
t&x+T и любом re!R+. 
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Подчиним отображение F следующему требованию, которое обобщает соответствующие 
условия из работ [3], [4]: 

-a(t)Mt(<p) « F(t,<p) =s a(t)Mt(-<p) V^eC, VteR+, (3) 

где a(i)*0, M (p)=max{0; sup y(s)} VteR+. 
- r ( t )<s«0 

Далее будем считать, что для отображения F выполнено условие (3); отсюда, в частности, 
следует, что F(f,0)=0 при всех telR+. 

Следующие утверждения устанавливают некоторые асимптотические свойства решения (I) 
при различных условиях на параметры уравнения. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть a(s)ds<w. Тогда: J о 
а) решение х=0 уравнения (1) равномерно устойчиво; 
б) любое решение x(t;r) уравнения (1) имеет при t—И-да конечный предел. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть функция а суммируема на любом конечном интервале [0,Т] и 

t 
lim sup Г a(s)ds < 3/2. 
-»+ю t&b . " . . . 

(4) 
t - r ( f ) 

Тогда любое решение уравнения (1) имеет при t—и-оо конечный предел. 
Если, кроме того, a(i)>0 при всех fsR+; 

при t-т-—И-оо функция a(s)ds стремится к ю равномерно по теК+; 

для любой последовательности {t }—»+« и произвольной последовательности {<р }е£7, 

сходящейся к отличной от нуля постоянной функции, последовательность {а~ (t )F(t ,p }} 
не сходится к нулю, 
то решение хЧ) уравнения (1) равномерно асимптотически устойчиво. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть функция а суммируема на каждом конечном интервале [0,Т] и при 
всех tdR a(t)>0. Тогда, если 

t 
sup a(s)ds « 3/2, (5) 

t - r ( t ) 

тс решение х=0 уравнения (1) равномерно устойчиво. 
ЗАМЕЧАНИЕ. Как показывают примеры, построенные А.Д.Мышкисом ([7], с.232), кон­

станта 3/2 в неравенствах (4) и (5) неулучшаема. 
В заключение отметим, что теоремы 2 и 3 уточняют и обобщают соответствующие ре­

зультаты работ [3], [4] и являются новыми уже для линейных уравнений вида (1) (ср. [7], 
теорема 58). 
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