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Алгебра и логика, 2 1 , № 2 ( 1 9 8 2 ) , 1 9 3 - 2 0 3 

УДК 5 1 7 . 1 1 

СИЛЬНАЯ КОНСТРУКТИВИЗИРУЕМОСТЬ 

СЧЕТНЫХ НАСЫЩЕННЫХ БУЛЕВЫХ АЛГЕБР 

А. С. МОРОЗОВ 

Изучается конструктивиэируемость насыщенных булевых алгебр. Д о к а ­

зано несколько алгебраических результатов о продолжениях изоморфных в л о ­

жений. В явном виде построены все счётные насыщенные булевы алгебры. 

Основной результат работы состоит в том, что все счётные насыщенные бу­

левы алгебры сильно конструктивиэируемы. Из этого результата на основа — 

нии £б, с . 3 8 6 , 6 2] получается результат Мида £ "О 0 сильной конструк— 

тивлэируемости простых булевых алгебр. 

Будем использовать следующие обозначения и сокращения: б. а. - бу­

лева алгебра; ^ — 'это есть по определению*; O.U. , 0,1 обозначают 

соответственно пересечение, объединение, дополнение, ноль и единицу в б. а. 

Булевы алгебры будем рассматривать в сигнатуре 0" — ^ П , и , — , С 
простейшими свойствами б.. а . можно ознакомиться по £ 53 • 

Булевы алгебры будем обозначать готическими буквами, 

а их основные множества соответствующими большими латинскими буквами 

ДА... 
Далее, 3 4 j^r означает * J есть идеал в "\ Зу/У — фак -

тор-алгебра 2$* по J-F — класс смежности элемента 6 по У j 

a&bOt — ограничение 26г на элемент CL. Знаки » и = мы исполь­

зуем для обозначения отношений элементарной эквивалентности и изоморфизма 

соответственно. Символом X мы будем обозначать декартово произве — 

дение множеств и порядков. 

Пусть с£ и J& — линейные порядки. Под оЬ* j6 будем понимать 

линейный порядок на декартовом произведении л J& , заданный следую¬ 

щим образом: «+rA> **fii * V - Д 4 < + £ ) . 

0 Ишптут м ш и л и СО АН СССР. 1МЗ 



1 9 4 А. С. Морозов 

Если L — линейный порядок, то есть б. а, , порожденная интервала­

ми вида (Zf, / ) ( допускаются случаи CL — — <*° , S — о*о ) в б. а. всех под­

множеств h . 

Введем специальные идеалы: 

J{&) % [Cud \(С - атомный & ( d- безатом -

НЫЙ \/d=o)}. 
Через Ц}} ^) Rj будем обозначать порядковые типы множеств Н и мно­

жества рациональных чисел, конечного множества из [Ъ элементов соответ — 

ственно. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1 . Если Z - счетный линейный порядок, то 

Множество атомов, меньших ОС , обозначим А£ {(L) . Элементар­

ные характеристики б. a. dl ( # Ь < / 7 „ / 7 г , / г , > = КСк^З),^ (^ck^ (<#")> 
и предикаты Aj tS: , 3j ^Jj (J<U)) определим, как в Ql} . Мощность 

множества h обозначим \ А I . 

а'^а, а' ^ а. 
Пусть С, Z, $ - канторовские нумерующие функции такие, что 

Чт,п (с Ц(п)1 % (п))=а )h,{l{c{mtn))-rTi&l{c {т,п))~ц ) . 

Пусть C f b f $ 0 9 e $ € таковы, что 

с*. N* ±±Н% г?[ск(п, кк))=п., ; 

С* (if W) - Л ; 

^ + 1 < Ч V , > I О. € ( Д / ) , О п-/} . 

Нам понадобится следующая 

ЛЕММА О. О ' [ 2 , с . 7 1 J . П у с т ь J6~g и <$ г - с ч е т н ы е 

б. а. С у щ е с т в у е т и з о м о р ф н о е в л о ж е н и е 

&q *~*frf т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а 

с у щ е с т в у е т S — 3 " с о с в о й с т в а м и : 

1 ) «?,0>£S&.<tf,y>£S — (£=0-~у= 0); 



Сильная конструктивиэируемость насыщенных булевых алгебр 1 9 5 

2 ) <z,y>tS ^fy<*fy*y(<bft>€SA.<£^b,wt>di 
3 ) <s,p^.S lj>е S. 
Из доказательства этой леммы вытекает 

УТВЕРЖДЕНИЕ О. 1 . Е с л и S у д о в л е т в о р я е т у с ­

л о в и ю : 

т о м о ж н о в ы б р а т ь в л о ж е н и е <р Q S • 

Ь. Построение насыщенных счетных б. а. 

Сначала мы построим насыщенные счетные б, а. для всех характерис -

тик K/ljt/l^t/lj^ j flj < о о , затем насыщенную счетную б. а. с / ^ = о о , 

ЛЕММА 1. О. Д л я л ю б о й с ч е т н о й а т о м н о й 

б. a. J6" с у щ е с т в у е т в л о ж е н и е ^ У : < $ —еб'^ ц)хр ^ 

п р и к о т о р о м а т о м ы п е р е х о д я т в а т о -

м ы. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть В = [в£ \1<ц)} . По индукции, строим 

/in,^(Uea),/jo^</^>-J0^/. п у с т ь ^ , ^ - (кг") 
построены, причем \f<aj> | Al (Q,)\=\HiJ)\• Определим ^ ^ (2^ П 

$г^апГ\11г оля всех Те 2П
 . Пусть < Г ^ ^ U . . . 

^ . / • 4 . ) > ^ П Р И Ч в М ^ ^ Ч * " ' * 5 ^ V Если 
у. • есть объединение конечного числа атомов, то можно считать, 

h'"(br'\0r) - атомы. Пусть Wfanti; ! )\=К ААШ-П& ; ) ' 

< 4 ; u , » C**, • - 0 • ем) >) • 

Пусть j£ , и . содержат бесконечное число атомов. Т о г -

что 

= т-к 

да найдется 

Имеем 

/ такое, что , ) - бесконечно—атомный элемент. 

Й / Ч ,^.) = [<^Л7?,<^Д/>), где -A^Vf; и 
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Пусть 

Случай, когда лишь один из элементов S- : „ . О-
С0,... , ^-1*01 1С,...,С„Ч,4 

конечно атомный, рассматривается аналогично предыдущим. 
Л ^_ I | Z" Л 

FL^J —r_U Мя+f'M/l + i есть единственное продолжение £1 

подалгебру в $ , порожденную \ $ — \ & £ ~\ 

Из способа построения видно, что отображает атомы в атомы. 

на 

ЗАМЕЧАНИЕ 2 . Пусть - счетный линейный п о р я д о к , / * ^ ^f"^ 

"ЬА+л/х^Х^ X £, имеет место вложение (J/ \ —*" * ' к о т о Р ° е 

действует по правилу: 

= [<*, 9,>, <ос,$> ) U . . .V [<*, ̂ >, <«, >), 

где ос - какой-либо элемент из порядка ( f?+/+u)X X С/) • 

Учитывая замечание 1 , получаем, что существует такое вложение 

$'.&i*ll№t?)-**l*' ч т о Ф{а/У(*^*.а/3(&^)ш Н а с а -
мом деле этот факт более общий: 

ТЕОРЕМА 1 . 1 . П у с т ь с ч е т н а я б. а. 1 

J&/j. Т о г д а с у щ е с т в у е т в л о ж е н и е 

J8- т а к о е , ч т о SS <p(J/3)t-6/3. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Отношение определим так: 

S s [<а/7,а >\at3& (а/3- o/J^ а-о) Si (a/7=//J~d = /)}, 
где J удовлетворяет условиям леммы О. О, и потому существует изоморф­

ное вложение <D\ — , Из того, что ввиду О. 1 <Р ^ S < следует 

СЛЕДСТВИЕ 1 . 2 . П у с т ь ой — с ч е т н а я б. а. , 

Т о г д а с у щ е с т в у е т — п о д а л г е б р а & т а к а я , 

о i > J % * # / J ; 2 ) %,faB0 4j1~Sj3—6rt2. 
Оставив все обозначения из замечания 2 в силе, докажем теорему. 

ч т 
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ТЕОРЕМА 1 . 3 . Е с л и с у щ е с т в у е т в л о ж е -
н и в f : &I *~°"А , т о с у щ е с т в у е т в л о ­

ж е н и е ip* ; £ — т а к о е , ч т о 

1 ) а т о м ы п е р е х о д я т в а т о м ы , б е з — 

а т о м н ы е э л е м е н т ы в б е з а т о м н ы е , а т о м ­

н ы е - в а т о м н ы е ; 

2 ) <p*{g)€.<p0f(S/g(&))/3(£l* ) ( т . е . <Р* в 
н е к о т о р о м с м ы с л е п р о д о л ж а е т <р ). 

Введем 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 . 4 . . Пусть Ug,0f - элементы некоторых булевых 

алгебр. Тогда OL^CL^ -~- (\At (Од ) I = \ At (<Zf ) \ & ( 6?^ содержит безатомный 

элемент) "•—*-( {Jf содержит безатомный элемент). 

ЛЕММА 1 . 5 . С п р а в е д л и в о 

ia^a^&a^J )) — 4c*a03d<& а, (с ^d& a0^c~af ^d). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы. Здесь нетривиален лишь случай, когда 

Ша0)\=\М(а,)\ = Ш(с)\-Ш(а^с)\ = <*>. 
Пусть для простоты Qg не содержит безатомных элементов, тогда 

. # ) • причем J 7 * /7Z такое, что 

Пусть Положим 

(2/ - искомый. 

Доказательство леммы закончено. 

Далее, имеем 

Легко проверить, чго 5 удовлетворяет условиям О. О и О. 1 , поэтому с у ­

ществует вложение tf* EL S , JP* ! ^vfr^* , которое переводит а т о ­

мы в атомы, атомные элементы в атомные, безатомные элементы - в без -

атомные, и выполняется свойство: фо <р (й./У(&)) 6 f (Q)/0(&• + ), 
поэтому f(a)eyo<p(a/j(£))/j(& ) . с 
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Приступим к явному построению насыщенных б. а. Мы докажем универ­

сальность н однородность построенных б. а. , отсюда. [ 4 , с . 6 7 ^ будет следо­

вать их насыщенность. 

СЛЕДСТВИЕ 1 . 6 . В п р и в е д е н н о й н и ж е т а б ­

л и ц е с л е в а в ы п и с а н ы л и н е й н ы е п о — 

р я д к и L , а с п р а в а - х а р а к т е р и с т и к и э л е ­

м е н т а р н о г о к л а с с а , в к о т о р о м у н и в е р — 

с а л ь н а ^г, : 

к Р п ^ Ц/+£+7+<1>х£)ха)Т ) 
и: 

Л, 177,0 Ркт 

L 

<а,гл, 0> 
<а,0, /> 
< л, °°, 0> 

~Рп х (?+g+7+a)*p) 
m,/i < сю 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть & имеет элементарные характеристики 

<П1,П2,П3>, 0** flf < о - о . Тогда Ьп^п^„ ~Pn^ L, . Из леммы 

1. О голучаем, что $ , универсальна в классе всех счетных б. а. с ха— 

рактерис 1 икамл < П ^ > , . причем существует вложение, сохраняющее 

атомы и безатомные элементы. С помощью последнего вложим о6"/$ (^6") 

Б & п - . - " " ** 

ко i . f • i • t ' ~ й 1 / > •—• ™ 

каждом шаге мы имели вложение, сохраняющее ^QfS^ > ^ ? > и Б С И П У 

п. 2 из теоремы 1 . 3 . . Поскольку теория булевой алгебры с предика — 

тамп Л / . ST ,S;,Cf; {I < И) ) модельно полна {см . TlJ ) , то это вло¬ 

жение.' будет элементарным. 
ЛЕММА 1. 7. В с е v. а . м / , ' 

. Применив/^ раз теорему 1 . 3 , получим вложение & , при 

лором сохраняются все предикаты А;, В}, Б. , 0• (I < а)) , так'как на 
J ~т mm j-+ 

б. а. &, ,J6-. , 
J / < ест, / П.ЛК <у° ) о д н о р о д н ы . 

Нам понадобится вспомогательное 

/ > 

УТВЕРЖДЕНИЕ 1 . 8 . Д л я л ю б о й 

ч и с л е н н ы х б. а. в ы п о л н е н о 

и з в ы ш е п е р е 

у с л о в и е : 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть fl< ckj (Q)~ П} , CL - [&f,0t )U ... 
.и[^_ /,й,у)и...и}^да_ /,6 }

2я)и пусть, для^определенности, ckt(Z0f,0J) = Л,. 
Так как весь порядок имеет вид ( Т / + £ + ^ + £ ^ х ^ Х Сд)^1 * Lf и 

/ 1 < /2 . , то в \вf , 9, ) найдется интервал CL^ , упорядоченный по та­

лу (JT+^+T+u) * ̂  ) * ' 
, в котором можно выбрать Q , как обье -

динение конечного числа интервалов с первой характеристикой 1Ъ . 

Пусть c/Lj (d) "~ оо . Это возможно лишь при б. а. над порядками 

Пусть, для определенности, cAg ( ^ ) ) = ^ и ckj ( [ff f &2)) ~ 

— CtljlCL), Значит, последние координаты 0f и лежат в части и) * f? 
или в У + и) X ^ . 

В первом случае &=<„. ,e,Xf>,0= < . . . , К,\л>,Х,Я££/с£ <А 
Пусть Х,<%< / ^ , d = < . . . Д Х > (вместо точек поставим произвольные 

элементы).^ = [8f, 8 ) ~ искомый. 

Второй случай аналогичен первому. 

СЛЕДСТВИЕ 1 . 9 . В с е п е р е ч и с л е н н ы е в 1 , 6 

б. а. о д н о р о д н ы . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем проверять условие однородности. Пусть 

<£1a0„..,an_f>=<&j0,...,6/l_f>,апе.Я. обозначим а 1 ^ 

^гДдвС\.,, n&n'j' Для £ € В'1
 . Пользуясь 1 . 6 , найдем 6^ такое, 

что Ш*п алш**6* • &Иаь^ап )^$Н4^$.пу*тъ 

4^U С Ясто- ™ > < # , а ё , . . . , а л > * < & } 4 0 , . . . , 4 п > . 

ТЕОРЕМА 1 . 1 0 . Д л я с ч е т н о й б . а . е £ г э к в и в а -

л е н т н ы с л е д у ю щ и е д в а у с л о в и я : 

1 ) < # - н а ' с ы ш е н н а я б. а. » 

2) Vf l ( (V/ i<ci , [<l )3cla ck\a)~</&,<*>,/>)& 

& (chfta)- <*> — Ja'^a ok, (a')*ckt(a^a')- <*>)). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, l ) —*• 2) очевидно. 2) — - l ) . To , что из 2) 

следует однородность ofr , доказывается, как и в 1 . 9. Докажем универ - • 

сальность. 

Пусть i f - б . а . , на которой выполнено вышеуказанное свойство. 

Пусть — с& . Определим S — ̂  * 3 следующим образом: 

$ * ? { < a j > \ c k ( a ) ~ d n f a & a - o ~ ~ 4 - 0 & a - / — - 6 - / } . 
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Нетрудно проверить, что 5 удовлетворяет условиям О. О и О. 1 , а поэто­

му существует изоморфное вложение (р', —*• Q , которое в силу (р £ S 

будет элементарным. 

СЛЕДСТВИЕ 1 . 1 1 . В с е п е р е ч и с л е н н ы е в 1. 6 

б. а. н а с ы щ е н н ы . 

Итак, мы построили насыщенные счетные б. а. Для всех элементарных 

классов с конечной первой характеристикой. 

Как и в 1 . 1 0 , можно сформулировать критерий однородности счетной 

б. а. 

ТЕОРЕМА 1 . 1 2 . Д л я с ч е т н о й б. а. $ с л е д у то­

щ и е 3 у с л о в и я э к в и в а л е н т н ы : 

1 ) & о д н о р о д н а ^ 

2) \jaW((ckm= M)kch(a)=ck{h —-
— V c « a3d <6(ck(Q=ck(d)&>ch(a^c) = ck (S ̂ d;)) ; 
3 ) ЧаУ#((сЬ(а)=Ж(6)&ск(а)=сА(4))—* 
—• Ус*a {{(ck, (O + chz(c) = °°)&(ck, (a +ck2 (a\ch °4 v 

v [ck1(c)<ch1(a^c)&ck2(c)^o^)} — 
-+3d 6 (ск (c)=ck id) Si ck (a = ck (S^d))). 

( У с л о в и е 3 б о л е е г р о м о з д к о е , н о п р о щ е 

п р о в е р я е т с я . ) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1 ) — " 2 ) . Пусть fff $ таковы, что ck{a) = 

' dl ($& dl dl (Й . Тогда < $гл а У Я £ > . Для С ^ а найдется та -

кой d^ 6. что <Да,с>=<&, &d>, поэтому ek(c)=ck[d) *ck (a-^Ch 
— ck(S^d) . Случай 2 ) *-3) очевиден. Докажем 3 ) - 1 ) . Пусть 

<*Л <^>-<*А 4ы>>***4" ny Tbje^X=*fi . 
л с л . ясно, чтоdi$.t)=ctnb't) *ck(a*)=ck(o ) *а**а. 

Если обозначить через С • а через CL , то, если выполнено ус — 

ловие в фигурных скобках, найдется 0^ такое, что 

db{fli)-Mt) » ck(aKa£

n) = ck(^S>). 
Если условие в фигурных скобках не выполнено, то все равно такое V^ най­

дется: для таких характеристик ГЬ для Q, * и £ ? д ( элемент ^ можно по­

добрать в любой булевой алгебре. 
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2 . Конструктивиэируемость 

Для u)t £ и конечных порядков конструктивная дня строится очевид — 

ным образом. Пусть <^ и ос2 - счетные конструктивные порядки, .' Аг—— 
и ^ : /V —*-а£ - их конструктивиэашш. Тогда + тоже конструк­

тивен и его конструктивизаиия есть \>; А/—*~ ° ^ +• oCg , Здесь 

V ! / l I -
yf[frfl)) , если г (/I) = О, 
^г[йя)) , если t(/t)>0. 

Порядок X сС, тоже будет конструктивным, его конструктивизаиия 

есть V t 1Ъ I * - < {% {.Я)), ^2(£(/V)^>. Из вышесказанного ясно, что все 

порядки вида и конструктивиэируемы. Из построения видно, что они п1пгпз 
обладают первым элементом. 

Пусть [J — любой из описанных выше порядков вида FJ _ _ _ J 
TI RIG TIJ 

V — его конструктивизация, построенная, как и выше, Построим конст — 

руктивизадию : 

Dtofbw, v * / 'V .u[yCw'С*** • е с л и ^ ч е т в о ; 

[nf™Z(l), Пе

г

1П)1(ф ...U [И*™ , о о ) . е с л и нечетно. 

Все предикаты h', ,В• ,В• ,7• оказываются равномерно рекурсивными по и С' Ь' и 
' I* 
О , и, следовательно, V - сильная конструктивизация. 

Теперь построим насыщенную б. а. с первой характеристикой /lf — . 

Пусть "J(/l) = <С/Z , о*3, f У - нумерация подмножества всех эле -

ментарных характеристик б. а, и — / - / -конструктивизация порядка £ : 

Any-

00,0,0 ~* ХЦ "itftaa) ' 
Ввиду того, что на ofr^ выполнено условие 2 из теоремы 1 . Ю , 

она насыщенна. Ясно, что ' ' сЯ(е&/ ) = < ^ , 0 , 0 У . 
Теперь теорему 1 . 1 0 можно переформулировать так; 

ТЕОРЕМА 1 . 1 0 . Д л я с ч е т н о й б. а. э к в и в а— 

л е н т н ы с л е д у ю щ и е т р и у с л о в и я : 

1 ) ^ - н а с ы щ е н н а я б. a. J 

2 ) ^ %г, , г д е </1 П,,П >- э л е м е н т а р ¬ 

н а я х а р а к т е р и с т и к а ^ j 

3 ) На ((У а <сАг{а)За'>£ а ск (а') - > * 
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&с1ьгШ) - °о —~3a'<ackt[a') = сЛг(а^а') -

Б. а. ой', можно конструктивизировать так, что все предикаты 

,3- ,0Г; (t<^U)) будут рекурсивными. Следовательно, 

$у , сильно конструктивизируема. Укажем одну из таких кон -
структивиэадий. Она строится, как было указано выше, по конструктивная чин 
порядка / „ „ , 

Пусть V„ : N —*" li , — конструктивизации порядков, построен-

ные, как было указано выше. Заметим, что во всех б. a. «£f̂  t /Ъ<.и), 
предикаты А} ,В;,3; , J - (b<U)) и < п % определенные так: ' ^ ^ ^ ~—~ 

— > Уп (flj)< vĵ (П )̂ равномерно рекурсивны по Л . Конструктивизмщдо 

порядка 0 0 определим так: (fl) •= ̂ g^j (11 Л-)). Тогда 

С ( л , ) < »U С у — ( 1 f (em,)) < vf (t(nji) v (£ Шп,)) -

Сформулируем основной результат. 

ТЕОРЕМА 2. О. 1 ) К а ж д а я с ч е т н а я б. а. е с т ь , 

э л е м е н т а р н а я п о д м о д е л ь с ч е т н о й н а с ы ­

щ е н н о й б. а. 2 ) В с е с ч е т н ы е н а с ы щ е н н ы е 

б. а. с и л ь н о к о н с т р у к т и в и э и р у е м ы . 

На основании результата Гончарова Сб, с. 3 8 6 , 61Г получаем 

СЛЕДСТВИЕ 2 . 1 (Мид £71 . ) В с е п р о с т ы е б . а. 

с и л ь н о к о н с т р у к т и в и э и р у е м ы . 

Автор благодарен С. С. Гончарову за помощь и внимание к данной рабо­
те. 
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