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© â. î. èáâéâõììéî, ú. æ. áâäõììéîá, á. ð. òïúé�ðÕÓÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f × ÏÂÌÁÓÔÉ D ÉÚ C
n ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ-×ÉÀ |f | 6 eM ÎÁ D (�ÏÔÏÞÅÞÎÏ), ÇÄÅ M 6≡ −∞ | ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ×D ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÍÅÒÏÊ òÉÓÓÁ �M . íÙ ÕËÁÚÙ×ÁÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÛÉÒÏËÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÓÔÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ É ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÙÅ × D \ S0 ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÁ S0 ⊂ D, ÓÔÒÅ-ÍÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë ÇÒÁÎÉ�Å ÏÂÌÁÓÔÉ D. ëÏÎÅÞÎÏÓÔØÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �Ï D \ S0 ÏÔ ÔÅÓÔÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ÍÅÒÅ �M �ÒÉ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏ-ÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �Ï D \S0 ÏÔ ÔÏÊ ÖÅ ÔÅÓÔÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï (2n− 2)-ÍÅÒÅèÁÕÓÄÏÒÆÁ ÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÉ f �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁËÌÀÞÉÔØ,ÞÔÏ f ≡ 0 ÎÁ D. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ ÎÏ×ÁÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÔÅÓÔÏ×ÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÄÁ£Ô ÔÅÏÒÅÍÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.

§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅíÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÎÅÏÂÈÏÄÉ-ÍÕÀ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÒÏÓÔ ÉÈ ÍÏÄÕÌÑ ×ÂÌÉÚÉ ÇÒÁÎÉ-�Ù �D ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ D, ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ 2000-È ÇÇ. ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ËÎÉÇÁÈ[1, 2, 3℄, × ÓÔÁÔØÑÈ [4, 5, 6℄, ÏÂÚÏÒÁÈ [7, 6.5℄, [8, §6℄. �ÁË, × ÓÌÕÞÁÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÛÉÒÏÇÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÂßÅÍ ÅÅ ÎÕÌÅ-×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ (ÞÁÓÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ç. í. èÅÎËÉÎÁ{è. óËÏÄÙ), Á × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÒÏÓÔÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ, ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÓÔØ, ÍÅÒÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ, ÍÅÒÁ òÉÓÓÁ, ÓÕÂÓÆÅÒÉÞÎÏÓÔØ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ òææé, �ÒÏÅËÔ � 16{01{00024a.318



�åïòåíá åäéîó�÷åîîïó�é é �åó�ï÷ùå æõîëãéé 319ÆÕÎË�ÉÉ | ÔÏÇÏ ÖÅ �ÏÒÑÄËÁ ÒÏÓÔÁ (ÞÁ
ÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ û. í. äÁÕÔÏ×Á{è. óËÏÄÙ). óÌÕÞÁÊ �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÎÏÏÓ×ÅÝ£Î × [9, 10, 11, 13℄. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÔÏÞ-ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÔÉ�Á �ÏÌÕÞÅÎÙ ó. à. æÁ×ÏÒÏ×ÙÍ É ì. ä. òÁÄ-ÞÅÎËÏ × [14, 15℄ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù D ÉÌÉ ÅÅÞÁÓÔÉ.ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ × ×ÅÓØÍÁ ÏÂ-ÝÅÊ ÆÏÒÍÅ: ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D ÉÚ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÊËÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÉ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×Á
C
n
∞ = C

n ∪ {∞}Å×ËÌÉÄÏ×ÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C
n, n > 1, ÓÏ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÏÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÏÊ-ÍÏÄÕÌÅÍ | · | × C

n, |∞| := +∞, É ÄÌÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÖÏÒÁÎÔ M ÎÁ D. ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÅÓÔÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÁÀÔ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÏ×ÙÅÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ × §3 �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÂÏÌÅÅÉÌÉ ÍÅÎÅÅ Ñ×ÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ. åÓÌÉ ∞ ∈ D, ÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅëÅÌØ×ÉÎÁ (ÉÎ×ÅÒÓÉÀ �ÒÉ n = 1) ÓÏ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ×ÎÅD ÄÌÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÏÂÌÁÓÔÑÍ D × C
n. þÅÒÅÚ �2n−2 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ (2n−2)-ÍÅ-ÒÕ èÁÕÓÄÏÒÆÁ × C

n [16℄. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË > 0. äÌÑS ⊂ C
n
∞ ÞÅÒÅÚ 
losS, intS É �S ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ,×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ É ÇÒÁÎÉ�Õ S × C

n
∞.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ D | ÏÂÌÁÓÔØ × C

n
∞, S0 ⊂ D | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. óÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÕÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ × D \ S0ÆÕÎË�ÉÀ v, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÀlimD∋z′→z v(z′) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ z ∈ �D; (1.1)ÎÁÚÙ×ÁÅÍÔÅÓÔÏ×ÏÊ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÄÌÑD ×ÎÅ S0. ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ sbh+0 (D \ S0).óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1.1) ÉÎÁÞÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ËÁË lim�D v = 0. ÷ ÓÉÌÕ ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉ�Ù �D × ËÏÍ�ÁËÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C

n
∞ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ " ∈ (0; 1) ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔK" ⊂ D, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ |v| 6 " ÎÁD\K".ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ ÔÅÓÔÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ D Ó ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁ-ÓÔØÀ D′ ⊂ D, Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ çÒÉÎÁ gD′( · ; z0) Ó �ÏÌÀÓÏÍz0 ∈ intS0 ⊂ 
losS0 ⊂ D′| ÜÔÁ ÓÁÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ çÒÉÎÁ gD′( · ; z0). ðÅÒ×ÙÍ ÉÚ Á×ÔÏÒÏ× × ÓÏÁ×ÔÏÒÓÔ×ÅÓ î. ò. �ÁÍÉÎÄÁÒÏ×ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁ×ÎÏ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑÔÅÏÒÅÍÁ.



320 â. î. èáâéâõììéî, ú. æ. áâäõììéîá, á. ð. òïúé��ÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ([17, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ℄, [18, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1℄).ðÕÓÔØ S0 | ËÏÍ�ÁËÔ × ÏÂÌÁÓÔÉ D ⊂ C
n, intS0 6= ∅, M 6≡ −∞ |ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × D Ó ÍÅÒÏÊ òÉÓÓÁ �M . åÓÌÉ f | ÇÏÌÏÍÏÒÆ-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × D, ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ∣∣f(z)∣∣ 6 eM(z) �ÒÉ ×ÓÅÈ z ∈ D, É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÅÓÔÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉv ∈ sbh+0 (D \ S0)ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ

∫D\S0 v d�M < +∞ É ∫Z\S0 v d�2n−2 = +∞; (1.2)ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ ÎÏ×ÁÑ ÔÅÓÔÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÁ£Ô ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÕÀ ÎÏ×ÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ-ÍÁÖÏÒÁÎ-ÔÙM . üÔÏ ÁËÔÕÁÌÉÚÉÒÕÅÔ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÕ ÍÅÔÏÄÏ× �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÅÓÔÏ×ÙÈ ÓÕÂ-ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. òÁÄÉÁÌØÎÙÅ ÔÅÓÔÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ D = C
n ÉD = {z ∈ C

n
∞ : |z| < r} =: Bn(r) ÂÙÌÉ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÉÓÁÎÙ × ÓÔÁÔØÅ [19, 2.2℄.�ÁÍ ÖÅ ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÔÅÓÔÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ çÒÉÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ D. ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÄÌÑ ÅÄÉÎÉÞ-ÎÏÇÏ ÛÁÒÁ Bn(1) �ÒÉ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f : [0;+∞) → [0;+∞), f(0) = 0ÆÕÎË�ÉÑ z 7→ f(

|z|2−2n−1) | ÔÅÓÔÏ×ÁÑ ÎÁ Bn(1)\
losBn(r0) �ÒÉ r0 ∈ (0; 1)[19, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3℄. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ × §3 ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÂÏÌÅÅÔÏÎËÉÅ É ÏÂÝÉÅ Ó�ÏÓÏÂÙ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÔÅÓÔÏ×ÙÈ ÓÕÂÇÁÒÍÏ-ÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÒÄÉÎÅÒÁ{ëÌÉÍÅËÁ (ÓÍ. �ÕÎËÔÙ3.1{3.3), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ �Ï-ÎÏ×ÏÍÕ Ó Ñ×ÎÙÍ ×ÉÄÏÍ ÍÅÒÙ òÉÓÓÁ ×
§2, �. 2.2, Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ × �. 3.4 É ÓÕÂÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ (ÄÌÑD = C

n) × �. 3.5 ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ §4 ÄÁ£ÔÓÑ Ó×ÏÄËÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÈ ÎÁÄ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÔÅÓÔÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÎÏ×Á ÄÁÀÝÉÈÔÅÓÔÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÏ×ÙÍ ÔÅÓÔÏ×ÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ v ÔÅÏ-ÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ�ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ�ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ v × (1.2). ÷ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÈ ÎÁÍÅÞÅÎÙ ÄÁÌØ-ÎÅÊÛÉÅ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×Ù ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ.äÁÌÅÅ ÄÌÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ⊂ C
n
∞ ÞÅÒÅÚ har(S), sbh(S) É Hol(S) ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÍ ËÌÁÓÓÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÓÕÖÅÎÉÊ ÎÁ S ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÇÁÒÍÏ-ÎÉÞÅÓËÉÈ, ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ,Ó×Ï£Í ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å O ⊂ C
n
∞, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÍ × ÓÅÂÑ S; sbh+(S) |�ÏÄËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ sbh(S).
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§2. �ÅÏÒÅÍÁ çÁÒÄÉÎÅÒÁ{ëÌÉÍÅËÁ2.1. æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ äÖ. çÁÒÄÉÎÅÒÏÍ É ÄÏ-�ÏÌÎÅÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑÍÉ1 í. ëÌÉÍÅËÏÍ. ïÎÁ �ÏÍÏÖÅÔ ÓÔÒÏ-ÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÔÅÓÔÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÞÅÍ × [19℄.äÁÌÅÅ R | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, R

+ := {x ∈ R : x > 0}.�ÅÏÒÅÍÁ G{K ([20, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.6.6℄). ðÕÓÔØ O ⊂ C
n
∞ | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï, g : O → (0;+∞). åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒ£È ÕÓÌÏ×ÉÊ(i) s ∈ har(O), g ∈ har(O), f : R → R | ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ;(ii) s ∈ sbh(O), g ∈ har(O), f : R → R | ×Ù�ÕËÌÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ Ó ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÅÊf(−∞) := limx→−∞

f(x);(iii) s ∈ sbh+(O), −g ∈ sbh(O); Ô.Å. g | ÓÕ�ÅÒÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ
O, f : R

+ → R
+ | ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó f(0) = 0,ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ g f(s=g) | ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × O.îÉÖÅ ÄÁÎÏ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ | ÂÏÌÅÅ ÔÅÈÎÉÞÅ-ÓËÏÅ, ÞÅÍ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÉÅ, ÎÏ �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÅ Ñ×ÎÏ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÔØ ÍÅÒÙ òÉÓ-ÓÁ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ g f(s=g) ∈ sbh(O) ÉÚ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÑ �ÅÏÒÅÍÙG{K.ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ ÏÞÅÎØ ÄÁ×ÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ �ÅÏÒÅÍÙ G{K,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÀ g = 1 | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÅÄÉÎÉ�Á.�ÅÏÒÅÍÁ A ([22, I.II.9℄). ðÕÓÔØ O ⊂ C

n
∞ ÏÔËÒÙÔÏÅ, −∞ 6 a < b 6 +∞,F : (a; b) → R | ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ(i) ÆÕÎË�ÉÑ s : O → (a; b) ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á har(O);(ii) s : O → [a; b), s ∈ sbh(O) É F | ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÏÏ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÁÑ × ÔÏÞËÅ a �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉF (a) := lima<x→aF (x);ÔÏ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ F ◦ s ∈ sbh(O).2.2. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ìÁ�ÌÁÓÁ É ÎÁÂÌÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ. üÔÏÔ ×Ï ÍÎÏ-ÇÏÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÊ �ÏÄÒÁÚÄÅÌ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÁ£Ô �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÑ ÍÅÒ òÉÓÓÁ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÅÊ,ÄÅÌÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ, ËÁË × �ÅÏÒÅÍÅ G{K, ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÓÅÂÅÉ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÅÏÒÅÍÙ G{K. äÁÌÅÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ f; g ËÌÁÓÓÁ C2ÉÓÈÏÄÉÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ�(gf) = f�g + 2∇g · ∇f + g�f; (2.1)1äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÕ à. òÉÉÈÅÎÔÁÕÓÁ [21℄.



322 â. î. èáâéâõììéî, ú. æ. áâäõììéîá, á. ð. òïúé�ÇÄÅ∇g·∇f | ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ g = f
|∇f |2 = 12(�(f2)− 2f�f): (2.2)ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ g É s ÆÕÎË�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ C2 ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å O × C

n
∞, 0 =∈ g(O) É f | ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C2 ÎÁ (s=g)(O),f(s=g) := f ◦ sg | ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ�(gf(sg)) = f ′

(sg)�s− (f ′
(sg)sg − f(sg))�g + gf ′′

(sg)∣∣∣∇sg ∣∣∣
2; (2.3)ÇÄÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ∇g · ∇s ÄÌÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ× ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË \�ÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÎÏÓÔÉ"

∣∣∣∇sg ∣∣∣
2 = g2|∇s|2 − 2gs∇g · ∇s+ s2|∇g|2g4 (2.4∇)(2.1);(2.2)= 12g4(g2�(s2)− 2gs�(gs) + s2�(g2)): (2.4�)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ g = 1 ÉÍÅÅÍ�(f ◦ s) = f ′(s)�s+ f ′′(s)|∇s|2= (f ′(s)− sf ′′(s))�s+ 12f ′′(s)�(s2); (2.5)Á �ÒÉ s = 1�(gf(1g)) = (f(1g)

− 1g f ′
(1g)

− 1g2 f ′′
(1g))�g+ 12g3 f ′′

(1g)�(g2): (2.6)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁ-ÓÔÉ (2.1) (ÎÉÖÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÒÏÌØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ × ÆÕÎË�ÉÉ f É × �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÙÈ f ×ÓÅÇÄÁ ÉÇÒÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ s=g):g�f = g∇2f = g∇ ·
(f ′∇sg) = g(f ′′

∣∣∣∇sg ∣∣∣
2 + f ′∇2 sg) ;2∇g · ∇f = 2f ′∇g · ∇sg :ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × (2.1), �ÏÌÕÞÁÅÍ�(gf(s=g)) = f�g + 2f ′∇g · ∇sg + g(f ′′

∣∣∣∇sg ∣∣∣
2 + f ′∇2 sg)= f�g + f ′

(g�sg + 2∇g · ∇sg)+ gf ′′
∣∣∣∇sg ∣∣∣

2: (2.7)



�åïòåíá åäéîó�÷åîîïó�é é �åó�ï÷ùå æõîëãéé 323úÄÅÓØ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �ÒÉ f ′ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅg�sg + 2∇g · ∇sg = (g�sg + 2∇g · ∇sg + sg�g) − sg�g= �(g sg)
− sg�g = �s− sg�g:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �ÒÉ f ′ × (2.7), Á ÉÍÅÎÎÏ:�(gf(s=g)) = f�g + 2f ′∇g · ∇sg + g(f ′′

∣∣∣∇sg ∣∣∣
2 + f ′∇2 sg)= f�g + f ′

(�s− sg�g)+ gf ′′
∣∣∣∇sg ∣∣∣

2;ÞÔÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.3).æÏÒÍÕÌÁ (2.4∇) | �ÒÏÓÔÁÑ ×ÙËÌÁÄËÁ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ:
∣∣∣∇sg ∣∣∣

2 = ∇sg · ∇sg = (g∇s− s∇gg2 )2 = g2|∇s|2 − 2gs∇g · ∇s+ s2|∇g|2g4 :ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ (2.4∇) Ë (2.4�) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ ÓÞ£Ô ÆÏÒÍÕÌ (2.1){(2.2),ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÔÒ£È ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÉÄÁÈ
|∇s|2 = 12(�(s2)− 2s�s); (2.8s)2∇g · ∇s = �(gs)− g�s− s�g; (2.8gs)
|∇g|2 = 12(�(g2)− 2g�g): (2.8g)ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ (2.8) × (2.4∇) �ÏÓÌÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ É ÄÁ-£Ô (2.4�). ïÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (2.5) É (2.6) | ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ (2.3){(2.4). �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ G{K (Ó Ñ×ÎÏÊ ÍÅÒÏÊ òÉÓÓÁ). ÷ ÓÌÕÞÁÅ (i) ×�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (2.3) ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × (2.3), Á ÏÎÏ,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,(i) × ÓÌÕÞÁÅ (i) �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ òÉÓÓÁ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉgf(s=g)ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Ó ÕÞ£ÔÏÍ (2.4�) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ14�g3(g2�(s2)− 2gs�(gs) + s2�(g2))f ′′(s=g): (2.9)÷ ÓÌÕÞÁÅ (ii) ÔÁÍ ÖÅ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÏÅ É �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,



324 â. î. èáâéâõììéî, ú. æ. áâäõììéîá, á. ð. òïúé�(ii) × ÓÌÕÞÁÅ (ii) �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ òÉÓÓÁ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉgf(s=g) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Ó ÕÞ£ÔÏÍ (2.4�) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍf ′
(sg) 12��s+ 14�g3(g2�(s2)− 2gs�(gs) + s2�(g2))f ′′(s=g): (2.10)÷ ÓÌÕÞÁÅ (iii) ×Ï�ÒÏÓ ÔÏÌØËÏ × �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÁ-ÇÁÅÍÏÇÏ × (2.3), Á ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ �g 6 0 É ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Áf ′(x)x > f(x)ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f : R

+ → R
+ Ó f(0) = 0:ðÒÉ ÜÔÏÍ(iii) × ÓÌÕÞÁÅ (iii) �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ òÉÓÓÁ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉgf(s=g)ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Ó ÕÞ£ÔÏÍ (2.4�) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍf ′

(sg) 12��s+(f ′
(sg)sg − f(sg)) 12��(−g)+ 14�g3(g2�(s2)− 2gs�(gs) + s2�(g2))f ′′(s=g): (2.11)äÌÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ (ÎÅ ËÌÁÓÓÁ C2) �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÔÒÁÂÏÔÁÎÎÏÊÔÅÈÎÉËÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÓÕÂ- É ÓÕ�ÅÒÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ É ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ C2. �Ï, ÞÔÏ ×Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ �ÌÏÔÎÏÓÔÅÊ ÍÅÒ òÉÓÓÁ × (2.9){(2.11) ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ÉÍÅÎÎÏ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÙ ìÁ�ÌÁÓÁ, Ô.Å. ÎÅÔ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ×, �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ (2.9){(2.11) × ÜÔÏÍ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ, ËÁË �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÍÅÒ òÉÓ-ÓÁ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ × ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, Ô.Å. ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ. �

§3. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÓÔÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ÷ÓÀÄÕ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏD | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÏÄÏÂÌÁÓÔØ × C
n
∞, Á S0⊂D| ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÎÅ�ÕÓÔÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ × D× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ó C

n
∞, Ô.Å.

∃ z0 ∈ intS ⊂ S = 
losS ⊂ D 6= C
n
∞: (3.1)



�åïòåíá åäéîó�÷åîîïó�é é �åó�ï÷ùå æõîëãéé 3253.1. îÁ ÏÓÎÏ×Å ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ g; s ∈ har(D \ S0), ÆÕÎË�ÉÑ g > 0 É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁD \ S0, lim�D g = 0, Á ÆÕÎË�ÉÑ f : R → R
+ ×Ù�ÕËÌÁÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÁÏÂÒÁÚÅ (s=g)(D \S0). �ÏÇÄÁ g f(s=g) ∈ sbh+0 (D \S0) | ÔÅÓÔÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ �. (i) ÔÅÏÒÅÍÙ G{K É × ÓÉÌÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ fÉÍÅÅÍ g f(s=g) ∈ sbh+(D \ S0):ðÒÉ ÜÔÏÍ ××ÉÄÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ f ÎÁ ÏÂÒÁÚÅ (s=g)(D \S0) É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ-ÓÔÉ g ÎÁ D \ S0 ÆÕÎË�ÉÑ g f(s=g) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ D \ S0. éÚ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÑ ËÎÕÌÀ ÆÕÎË�ÉÉ g �ÒÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë ÇÒÁÎÉ�Å �D ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏlim�D g f(s=g) = 0É g f(s=g) | ÔÅÓÔÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ D \ S0. �ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ D | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ2 Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ çÒÉÎÁ gD( · ; z0)Ó �ÏÌÀÓÏÍ z0 ∈ intS0, s ∈ har(D \ S0), f : R → R

+ | ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÂÒÁÚÅ (s=gD)(D \ S0). �ÏÇÄÁgD f(s=gD) ∈ sbh+0 (D \ S0):÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÉ s ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, s = 1 ÉÌÉ ÆÕÎË�ÉÀçÒÉÎÁ gD̂ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D̂ Ó ÎÅ�ÏÌÑÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÊ× ÓÅÂÑ ÏÂÌÁÓÔØ D. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �Ï �ÒÉÎ�É�Õ �ÏÄÞÉÎÅ-ÎÉÑ [23℄ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ çÒÉÎÁ Ó �ÏÌÀÓÁÍÉ z0 �ÒÉ D ⊂ D̂ ×ÓÅÇÄÁgD̂gD > 1 ÎÁ D: (3.2)ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ D̂ ⊃ D, ÞÉÓÌÏ p > 0, ×Ù-�ÕËÌÕÀ ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÎÁ R ÆÕÎË�ÉÀfp(x) := {x−p �ÒÉ x > 1;
−p(x− 1) + 1 �ÒÉ x 6 1;Á ÔÁËÖÅ ×Ù�ÕËÌÕÀ ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ x 7→ e−px, x ∈ R. �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏ-ÒÅÍÅ 1 ÓÏÇÌÁÓÎÏ (3.2) Ä×Å ÆÕÎË�ÉÉgD (gD̂gD)−p = gp+1D · g−pD̂ (3.2)

6 gD; gD exp(−p(gD̂=gD)) 6 gD;ÇÄÅ gD := gD( · ; z0) É gD̂ := gD̂( · ; z′0) | ÆÕÎË�ÉÉ çÒÉÎÁ Ó �ÏÌÀÓÁÍÉ z0; z′0 ×intS0, | �ÒÉÍÅÒÙ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÔÅÓÔÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ sbh+0 (D\S0).2ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÒÉÚÎÁËÉ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÍ. × [23, 2.6.3℄, [24, 4.2℄.



326 â. î. èáâéâõììéî, ú. æ. áâäõììéîá, á. ð. òïúé�3.2. îÁ ÏÓÎÏ×Å ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ É ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ g ∈ har(D \ S0), g > 0 ÎÁ D \ S0 É g ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁD\S0, f : R → R
+ | ×Ù�ÕËÌÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÅÊf(−∞) := limx→−∞

f(x):ðÕÓÔØ s ∈ sbh(D \ S0) É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ:(a) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x0 ∈ [−∞;+∞) ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0 ÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ limD∋z→�D s(z)g(z)=x0; (3.3)(b) ÏÂÒÁÚ (s=g)(D \ S0) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ É lim�D g = 0.�ÏÇÄÁ g f(s=g) ∈ sbh+0 (D \ S0).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ �. (ii) ÔÅÏÒÅÍÙ G{K ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØÆÕÎË�ÉÉ g f(s=g) × D \ S0 É ÅÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ××ÉÄÕ ÓÔÒÏÇÏÊ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ g É ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ f . óÔÒÅÍÌÅÎÉÅ Ë ÎÕÌÀ ÄÌÑ g f(s=g) �ÒÉ �ÒÉ-ÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë ÇÒÁÎÉ�Å �D ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ (a) ÚÁ ÓÞ£Ô ÕÓÌÏ×ÉÑ (3.3) ×ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó f(x0) = 0, Á × ÓÌÕÞÁÅ (b) | ÚÁ ÓÞÅÔ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÑ g(z) Ë ÎÕÌÀ�ÒÉ z → �D É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÁ (f(s=g))(D \ S0). �ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ D̂ | ÏÂÌÁÓÔØ É D ⋐ D̂, Ô.Å. D ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ× D̂, g ∈ har(D̂ \ S0) É g > 0 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ D \ S0, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, g = gD̂ |ÆÕÎË�ÉÑ çÒÉÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ D̂ Ó �ÏÌÀÓÏÍ z0. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 2(a) ÚÁÍÅÎÁÕÓÌÏ×ÉÑ (3.3) ÎÁ f(0) = 0 É lim�D s = 0 ÄÁ£Ô ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.äÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ | ×ÙÂÏÒ × �. (b) × ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÉ s �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ çÒÉÎÁ gD′( · ; z0) ÄÌÑ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ D′ ⊂ D Ó ÎÅ�ÏÌÑÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ,Á × ÒÏÌÉ g | ÆÕÎË�ÉÉ çÒÉÎÁ gD( · ; z0). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ 0 6
gD′gD 6 1 ÎÁD \ {z0}.3.3. îÁ ÏÓÎÏ×Å ÓÕ�ÅÒ- É ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ g > 0 ÎÁ D \ S0, g ∈ − sbh(D \ S0), Ô.Å. g |ÓÕ�ÅÒÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ D \ S0, s ∈ sbh+(D \ S0), f : R+ → R+ |×Ù�ÕËÌÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ f(0) = 0 É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏÉÚ ÔÒ£È ÕÓÌÏ×ÉÊ:(a) lim�D g=0 É ÏÂÒÁÚ (s=g)(D \ S0) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ;(b) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3.3) Ó x0 = 0 É g ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ D\S0;(
) s ∈ sbh+0 (D \S0), lim infz→�D g(z) > 0 É g ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ D \S0.�ÏÇÄÁ g f(s=g) ∈ sbh+0 (D \ S0) | ÔÅÓÔÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.



�åïòåíá åäéîó�÷åîîïó�é é �åó�ï÷ùå æõîëãéé 327äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ �. (iii) ÔÅÏÒÅÍÙ G{K ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØÆÕÎË�ÉÉ g f(s=g) × D \ S0 É ÅÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ××ÉÄÕ ÓÔÒÏÇÏÊ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ g É ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ f Ó f(0) = 0. äÌÑ ×ÁÒÉÁÎÔÁ (a) ××ÉÄÕ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÓÔÉ f ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÏÂÒÁÚÅ (s=g)(D \ S0) É ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÑ Ë ÎÕÌÀÆÕÎË�ÉÉ g �ÒÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë ÇÒÁÎÉ�Å �D ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏlim�D g f(s=g) = 0:äÌÑ ×ÁÒÉÁÎÔÁ (b) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÕÓÌÏ-×ÉÑ (3.3) Ó x0 = 0, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ f × ÎÕÌÅ Ó f(0) = 0, Á ÔÁËÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÏÓÔÉ g ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å D \ S0. õÓÌÏ×ÉÑ (
) ×ÌÅËÕÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ (3.3) Ó x0 = 0,ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ (b). �ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ �ÏÄÏÂÌÁÓÔØ D′ ⊂ D ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ, z0 ∈ intS0 ⋐ D,s := gD′ := gD′( · ; z0) | �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÁÑ ÎÕÌ£Í ÎÁ C
n
∞ \ D′ ÆÕÎË�ÉÑ çÒÉ-ÎÁ ÄÌÑ D′ Ó �ÏÌÀÓÏÍ z0, g = 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ f ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3(
) ÆÕÎË�ÉÑf ◦ gD′ ÔÅÓÔÏ×ÁÑ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ sbh+0 (D \ S0).ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ D | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × C
n
∞ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ çÒÉÎÁgD = gD( · ; z0) Ó �ÏÌÀÓÏÍ z0 ∈ intS0. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉg := ln(1 + gD), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (a) ÔÅÏÒÅÍÙ 3 É ×ÎÅ ÔÏÞËÉz0 ∈ S0 ÆÕÎË�ÉÑ

−ln(1 + gD) ∈ sbh(D \ {z0})�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ A(i) ËÁË ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ −ln É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-ÓËÏÊ × D \{z0} ÆÕÎË�ÉÉ 1+gD. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ çÒÉÎÁgD( · ; z0) ÆÕÎË�ÉÑ ln(1 + gD) ÓÕ�ÅÒÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ × D \ {z0}. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3(a) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ s ∈ sbh+(D \ S0) �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ-ÓÔÉ ÏÂÒÁÚÁ (s=ln(1 + gD))(D \ S0) ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉf : R
+ → R

+ Ó f(0) = 0 ÆÕÎË�ÉÑf( sln(1 + gD))ln(1 + gD) | ÔÅÓÔÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ sbh+0 (D \ S0):3.4. îÁ ÏÓÎÏ×Å ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÓÔÏ ÔÅÓÔÏ-×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ. äÌÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g, Ô.Å.ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × [−∞;+∞℄, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ g+ := max{0; g}.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ3 h ∈ Hol(D\S0), ÆÕÎË�ÉÑ q ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÁÑ Ó×ÅÒÈÕ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÁ h(D \ S0), Á ÆÕÎË�ÉÑ w : D \ S0 → R3åÓÌÉ D \ S0 Ó×ÑÚÎÏ É n > 1, ÔÏ �Ï ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ çÁÒÔÏÇÓÁ h ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ D.



328 â. î. èáâéâõììéî, ú. æ. áâäõììéîá, á. ð. òïúé�ÓÕ�ÅÒÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓÎÉÚÕ ÎÁ D \ S0. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉv := q ◦ h �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉlim supD∋z′→z(v(z′)− w(z′)) 6 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ �D, (3.4)ÆÕÎË�ÉÑ (v − w)+ | ÔÅÓÔÏ×ÁÑ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ sbh+0 (D \ S0).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ q◦h ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÇÏÌÏ-ÍÏÒÆÎÏÊ (�ÌÀÒÉ)ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ [20, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.9.5℄, ÏÔËÕÄÁ ÆÕÎË�ÉÑv − w ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ É �Ï ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ D \ S0. ÷ÓÉÌÕ (3.4) ÉÍÅÅÍ lim�D (v − w)+ = 0:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 1 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÓÔÏ×ÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ(v − w)+ ∈ sbh+0 (D \ S0): �ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ h : D \ S0 → D := {z ∈ C : |z| < 1} | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ, ÏÔÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ D \ S0 × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏinfD\S0 |h| > 0; Á ÔÁËÖÅ limD∋z→�D∣∣h(z)∣∣ = 1: (3.5)æÕÎË�ÉÑ q(z) = 1
|z| ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ D \ {0}; w ≡ 1. �ÏÇÄÁ ÉÚ (3.5)ÓÌÅÄÕÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (3.4) É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 4 ÉÍÅÅÍ1
|h| − 1 = ( 1

|h| − 1)+
∈ sbh+0 (D \ S0):3.5. îÁ ÏÓÎÏ×Å ÓÕÂÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÌÑ D = C

n. ðÕÓÔØ m ∈ N| ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, m > 2. îÁ�ÏÍÎÉÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÕÂÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ Sm := {x ∈ R
m : |x| = 1}.�ÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÆÕÎË�ÉÑÍ ÉÚ sbh(Rm) ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ ÉÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ á.á. ëÏÎÄÒÁÔÀËÁ [25, §4℄, [26, §7℄. äÒÕÇÉÅ �ÒÉ-ÍÅÎÅÎÉÑ ÄÁÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÚ Á×ÔÏÒÏ× [27℄. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÔÏÌØËÏ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÕÂÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ[27, §1℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2 ([27, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2℄). ðÕÓÔØ x · y | ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏ× × R

m ÔÏÞÅË x; y ∈ Sm, � ∈ (0;+∞) É 0 < r 6 1.ñÄÒÏÍ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ K�;r : Sm × Sm → R
+ (ÄÌÑ ÓÕÂÓÆÅÒÉÞÎÏÓÔÉ) ÎÁÚÙ×ÁÅÍ



�åïòåíá åäéîó�÷åîîïó�é é �åó�ï÷ùå æõîëãéé 329ÆÕÎË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉ x · y > √1− r2 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÁËK�;r(x; y) := 1�+m((x · y +√(x · y)2 − (1− r2))�+m
−

(x · y − √(x · y)2 − (1− r2))�+m)= 1�+m((
os'+√r2 − sin2 ')�+m
−

(
os'−
√r2 − sin2 ')�+m);ÇÄÅ ' | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÔÏÞÅË x É y, Á �ÒÉ x · y 6

√1− r2�ÏÌÁÇÁÅÍ K�;r(x; y) := 0.�ÅÏÒÅÍÁ S ([27, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3℄). ðÕÓÔØ h : Sm → [−∞;+∞), h 6≡ −∞,� ∈ (0;+∞). �ÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:1) h | ÓÕÂÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÒÑÄËÁ �;2) ÆÕÎË�ÉÑ H(x) = h(x=|x|)|x|�, x ∈ R
m \ {0}, ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÕÌ£Í ×ÔÏÞËÅ x = 0, ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ × R

m;3) ÆÕÎË�ÉÑ h �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ Ó×ÅÒÈÕ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Sm ÎÁÊÄ£ÔÓÑÞÉÓÌÏ rx ∈ (0; 1), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏh(x) 6
1bmrm ∫

Sm h(y)K�;r(x; y) d�m−1(y) �ÒÉ ×ÓÅÈ 0 < r 6 rx;ÇÄÅ bm | ÏÂß£Í ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ × R
m É d�m−1 | ÜÌÅÍÅÎÔ �ÌÏÝÁÄÉÎÁ Sm, Ô.Å. �m−1 | ÜÔÏ (m− 1)-ÍÅÒÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÎÁ R

m.ðÒÉm = 2 ÓÕÂÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÒÑÄËÁ �| ÜÔÏ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ�-ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ [28, 29℄ É [30, ÇÌ. 8℄.�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ h > 0 | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÕÂÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ�ÏÒÑÄËÁ � ÎÁ S2n ⊂ R
2n, R

2n ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÏ Ó C
n, Ô.Å. S2n = �Bn(1).�ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ z 7→ h( z

|z|) 1
|z|�+2n−2 ; z ∈ C

n \ {0}; (3.6)| ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÓÔÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÌÑ D = C
n ×ÎÅ ÌÀÂÏÇÏ S0, ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 0 ∈ intS0 ⊂ 
losS0 ⊂ C

n.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÆÕÎË�ÉÑ (3.6) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ É �Ï �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÀ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ z → ∞ = �C
n × C

n
∞. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ S × ÓÉÌÕ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 1)⇔2) ÆÕÎË�ÉÑ z 7→ h(z=|z|)|z|�, z ∈ C

n, ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ.ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ëÅÌØ×ÉÎÁ [22, 1.II.12℄ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÁ£Ô ÆÕÎË�ÉÀ (3.6)É ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ (3.6), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. �



330 â. î. èáâéâõììéî, ú. æ. áâäõììéîá, á. ð. òïúé�ðÒÉÍÅÒ 7. ðÕÓÔØ p | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ∈ N ÎÁ C
n,Ô.Å. p(tz) = tkp(z) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t ∈ R

+, z ∈ C
n. �ÏÇÄÁ ÓÕÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉRe+p := max{Re p; 0} ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ S2n = �Bn(1) | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑÓÕÂÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÒÑÄËÁ k. ïÔÓÀÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 5 ÆÕÎË�ÉÑRe+p( z

|z|) 1
|z|k+2n−2 ; C

n \ {0};| ÔÅÓÔÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÌÑ C
n ×ÎÅ Bn(r0) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ r0 ∈ (0;+∞).ðÒÉÍÅÒ 8. ðÕÓÔØ T | ×Ù�ÕËÌÙÊ ËÏÍ�ÁËÔ × C

n, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×Ì£ÎÎÏÍ Ó R
2n,Ó Ï�ÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ [9, ÷×ÅÄÅÎÉÅ, §3, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ℄HT (x) = max{x · y : y ∈ T}; x ∈ R

2n: (3.7)÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÖÅÎÉÅ hT ÎÁ S2n = �Bn(1) ⊂ C
n Ï�ÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (3.7) |ÓÕÂÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÒÑÄËÁ 1, Á ÆÕÎË�ÉÑ (3.6) �ÒÉ h = hT É � = 1| ÔÅÓÔÏ×ÁÑ ÄÌÑ C

n ×ÎÅ Bn(r0) �ÒÉ r0 ∈ (0;+∞).
§4. ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÔÅÓÔÏ×ÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÚÄÅÓØ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÅÓÔÏ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÏÂÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÓÕÂÇÁÒÍÏ-ÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ [9, 20, 22, 23, 24℄. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÉÚÉÒÕÅÍ ËÌÁÓÓsbh+0 (D \ S0) × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ Ó×ÅÒÈÕ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏb ∈ [0;+∞℄ × ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑÈ (3.1) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ �ÏÄËÌÁÓÓÙsbh+0 (D \ S0;< b) := {v ∈ sbh+0 (D \ S0) : supD\S0 v < b}; (4.1a)sbh+0 (D \ S0;6 b) := {v ∈ sbh+0 (D \ S0) : supD\S0 v 6 b}: (4.1b)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,sbh+0 (D \ S0;< +∞) = sbh+0 (D \ S0;6 +∞) = sbh+0 (D \ S0):ëÌÁÓÓÙ (4.1) �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÁÍ × ÉÎÏÍ ÍÅÓÔÅ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÉÚ ××ÅÄÅÎÉÑ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ v ∈ sbh+0 (D \ S0;< b) ÉÌÉv ∈ sbh+0 (D \ S0;6 b), Á ÞÉÓÌÏ b′ ∈ [0;+∞), ÔÏ b′v ∈ sbh+0 (D \ S0; < b′b) ÉÌÉb′v ∈ sbh+0 (D \ S0;6 b′b) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ [9, ÇÌ. I, §1, �. 2℄.ðÕÓÔØ J | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÒÉÒÏÄÙ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÍ ÂÕË×ÏÊ j. íÎÏÖÅÓÔ×Ï J ÂÕÄÅÔ ×ÙÓÔÕ�ÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅË-ÓÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ bj ∈ [0;+∞), j ∈ J.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ J ËÏÎÅÞÎÏ. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ vj ∈ sbh+0 (D \ S0;6 bj),j ∈ J, ÉÈ ÓÕÍÍÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ sbh+0 (D \ S0;6 ∑j∈J bj). ÷ ÏÂÏÉÈ



�åïòåíá åäéîó�÷åîîïó�é é �åó�ï÷ùå æõîëãéé 331ËÌÁÓÓÁÈ sbh+0 (D \S0;6 · ) ÚÎÁË 6 ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ < ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ [9,ÇÌ. I, §1, �. 2℄.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ B := supj bj ∈ R
+. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï ÔÅÓÔÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ vj ∈ sbh+0 (D \ S0;6 bj) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï J ÓÔÒÅ-ÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë ÇÒÁÎÉ�Å �D × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ " ∈ (0; 1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÁËÔ K" ⊂ D, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ vj 6 "ÎÁ D \ K" �ÒÉ ×ÓÅÈ j ∈ J. �ÏÇÄÁ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ Ó×ÅÒÈÕ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑÆÕÎË�ÉÉ supj∈J vj ÉÚ sbh+0 (D \ S0;6 B) [20, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.6.1(iv)℄, [22, 1. III. 3,ÔÅÏÒÅÍÁ℄.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ J | ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕ-ÎË�ÉÊ vj ∈ sbh+0 (D \ S0;6 bj) ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÏ ×ÎÉÚ, ÉÌÉ ÆÉÌØÔÒÕÅÔÓÑ ×ÌÅ×Ï.�ÏÇÄÁ infj∈J vj ∈ sbh+0 (D \ S0;6 infj∈J bj)[20, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.6.1(ii)℄.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ J ⊂ R

+ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ,B := lim supj→+∞
bj ∈ R

+:ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÔÅÓÔÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊvj ∈ sbh+0 (D \ S0;6 bj)ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï J ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë ÇÒÁÎÉ�Å �D. �Ï-ÇÄÁ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ Ó×ÅÒÈÕ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ lim supj→+∞ vj �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ sbh+0 (D \ S0;6 B) [20, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.6.3℄.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ v ∈ sbh+0 (D \ S0;6 b) É × D \ S0 ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅ-ÍÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ Dj, j ∈ J. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÓÞÅÒ�ÁÎÉÅ Dk ⊃ S0 ÏÂÌÁÓÔÉ D ÔÁË, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ�Á�Dk ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ Dj �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ k. åÓÌÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉ�ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ v ×ÎÕÔÒØ ËÁÖÄÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ Dj, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ sbh+0 (D\S0;6 b). ÷ �ÏÄ-ËÌÁÓÓÁÈ sbh+0 (D \ S0;6 · )ÚÎÁË 6 ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ < [23, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.18℄.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 6 ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÅÓÔÏ×ÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ vj Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ j ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ v(z; j) ÎÁ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ(D \ S0)× J.



332 â. î. èáâéâõììéî, ú. æ. áâäõììéîá, á. ð. òïúé�ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ b ∈ [0;+∞), v( · ; j) ∈ sbh+0 (D \ S0;6 b) ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ j ∈ J, (J; �) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ �(J) < +∞, ÆÕÎË�ÉÑ v( · ; · )ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÎÁ (D \ S0)× J. �ÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
∫J v(z; j) d�(j)| ÔÅÓÔÏ×ÁÑ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ sbh+0 (D \ S0;6 b�(J)).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6 ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÍÎÏÇÏÍÅÒ-ÎÏÇÏ ÄÌÑ n > 1 ÁÎÁÌÏÇÁ [24, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.4.8℄, ÇÄÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÓÌÕÞÁÊ n = 1,ËÁË × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÓÉÊ ÜÔÏ É �ÒÏÄÅÌÁÎÏ × [9, ÇÌ. I, §1, �. 5℄.úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. ÷ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÓÔÏ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ dist ÏÔ ÔÏ-ÞÅË ÉÚ D ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù �D ÉÌÉ ÄÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ �D, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ó.à. æÁ×ÏÒÏ×Á É ì.ä. òÁÄÞÅÎËÏ [14, 15℄ �ÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ × ÉÎÏÍ ÍÅÓÔÅ. äÏ×ÏÌØÎÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÓÌÏÖÎÅÎÉÅ ÄÌÑÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ dist �ÒÉ ÎÁÛÅÍ �ÏÄÈÏÄÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ × Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÍ,ÞÔÏ ÚÁ ÒÅÄËÉÍÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑÍÉ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÂ- ÉÌÉ ÓÕ�ÅÒ-ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÏÌÏ �D. ïÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÄÈÏÄÏ× ÚÄÅÓØ | Ï�ÅÎËÉÆÕÎË�ÉÉ çÒÉÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÀ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ distÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ n = 1 ÉÚ [31, 5.1.5,6.2.3℄ ÔÅÓÔÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÕÎË�ÉÊ çÒÉÎÁ, ËÁË ×ÔÅÏÒÅÍÅ 1 É �ÒÉÍÅÒÁÈ 1{5.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÏÊ ×Ï ××ÅÄÅ-ÎÉÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ (2n − 2)-ÍÅÒÙ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÓÔÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ ÔÏ ÖÅ×ÒÅÍÑ ÄÌÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÔÅÏÒÅÍÁÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ k-ÍÅÒ èÁÕÓ-ÄÏÒÆÁ �ÒÉ 0 6 k < 2n − 2 Ó ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅÍ k ×�ÌÏÔØ ÄÏ k = 0 ×Ó£ ÂÏÌÅÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÕÀ ÒÏÌØ �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ �ÌÀÒÉÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ× ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �ÏÔÒÅÂÕÀÔ �ÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ �ÏÔÏ-ËÏ× å.á. ðÏÌÅ�ËÏÇÏ [32, 33℄, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÉÓËÏ×, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÏÔÅÎ-�ÉÁÌÁ [20℄.á×ÔÏÒÙ ÇÌÕÂÏËÏ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÙ ÒÅ�ÅÎÚÅÎÔÕ ÚÁ ÒÑÄ �ÏÌÅÚÎÙÈ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÊ É ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ ûÁÂÁÔ â. ÷., òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, îÁÕËÁ, í., 1982.[2℄ Stoll W., Value distribution theory for meromorphi
 maps serial, Aspe
ts Math., E7,Friedr. Vieweg & Sohn, Brauns
hweig, 1985.
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