
1970 

И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И И 

МАТЕМАТИКА М 1 (92) 

У Д К 511.2 
С. Л. Степанов 

СРАВНЕНИЯ ПО М О Д У Л Ю , РАВНОМУ СТЕПЕНИ ПРОСТОГО 
ЧИСЛА 

1. Пусть F(x,y) = yn + Р1(х)уп-1 + ... +Рп_1(х)у + Рп(х)-абсо­
лютно неприводимый многочлен с целыми рациональными коэффици­
ентами, и пусть р — простое число. В настоящей статье изучается 
количество решений сравнения 

F(x, у)^0(тойрт), • (1) 
когда х я у пробегают неполную систему вычетов. 

В дальнейшем через D(x) будем обозначать дискриминант мно­
гочлена F(x, у) как многочлена от переменной у, а через cv с 2 , . . .— 
положительные константы, зависящие только от F(x, у) и не зави­
сящие от р. С помощью оценок И . М . Виноградова тригонометри­
ческих сумм автором получена 

Т е о р е м а . Пусть т>с\—натуральное число, к — степень D (х), 
р(т-1ЖЫт-1)-п\-1}<Т^<рт^ l < T z < p m обозначим через N(TU Т2) 
количество таких решений сравнения (1), что О(х)ф0 (modр), 
для которых 0 < . х < 7\ — 1, 0 < j ; < 7 ,

2 . 
Тогда для величины N(TX, Т2) имеем следующее выражение: 

N(TU Т2) = TJ2(p + 0(pll2))/pm+1 + 
+ О (T\~mw l n 1 2 m S ) exp (7m In2 m)), (2) 

где постоянные, входящие в символ О, зависят только от много­
члена F(x, у). 

Частные случаи сравнения (1), а именно сравнения хг 4- у2 =-
= l(mod/>m) и ах3 +ys = 1 (mod/> т), рассматривались соответственно 
Л . П . Постниковой [I] и П . Д . Варбанцом [2]. 

2. Для доказательства теоремы нам потребуется ряд лемм. 
Л е м м а 1 [3]. Для числа N(F, р) решений сравнения F(x,y)ss 

= 0(mod/?) выполняется неравенство \N(F, р) — р\ < с3р1>2. 
Предположим, что (х0, у0) — такое решение сравнения F(х, у) = 

2s0(mod/?), что 
D (х0) ф 0 (modр). (3) 

Л е м м а 2. Пусть выполнено условие (3). 
Тогда при любом целом рациональном t, 0 < t < рт~Л — 1, суще­

ствует единственное решение сравнения 
F(x0-\-pt, у) = 0(тойрт) (4) 

такое, что у =y0(modp). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем предварительно некоторые обозна­
чения. Пусть а — вычет целого /7-адического числа а по модулю р, 
G(x, у) — редуцированный по модулю р многочлен с целыми /э-ади-
ческими коэффициентами, Ор — кольцо целых ^-адических чисел, 
Ор[у] — кольцо многочленов от неизвестного у с коэффициентами 
из Oj,. 

Пусть (х0, у0) удовлетворяет условию (3). Тогда при любом 
целом рациональном t 

D (х0 + р^фО (mod р). (5) 
Далее, очевидно, что многочлены F(xQ + pt, у) из Ор[у\ при любых 
целых рациональных t будут примитивными в Ор[у]. 

Пусть Е р — поле .вычетов Ор по простому _элементу р. В %р[у] 
имеет место разложение F(x0 + pt, у) = (у — у0) G (у). По условию 
(5) С7(_у 0)^0. Тогда по лемме Гензеля ([4|, с. 365) в Ор[у\ будет 
справедливее разложение F(x0 + pt, у) = (у — у (t)) G(t, у), причем 
y(t)=y0, G(t,y) = G(y). Последнее разложение, выполняющееся 
в Ор\у], будет, очевидно, выполняться и в Яр[у]. 

Редуцирование по модулю рш будем обозначать двумя черточ­
ками сверху. Имеем 

F(x0 + pt, y) = (y-y(t))G(t, у). (6) 
Пусть y(t)— целое рациональное число, вычет которого по моду­
лю рш есть у (t). Из равенства (6) следует, что y(t) есть решение 
сравнения F(x0+pt, y) = 0(modpm) и что у (t)=yQ (mod р). 

Пусть у* (t) — какое-либо другое_решение сравнения ^4). Из =ра-
венства (6) имеем (у (t) ~y(t))Q(t, у ( /))=Ю. Поскольку у (1)фуЦ), 
то Q(y*(t)) = 0, и, следовательно, у*(t) ф y0(modp), ибо О(у0)Ф0. 
Лемма тем самым полностью доказана. 

Л е м м а 3 ([4], теорема 8, с. 271). Пусть 6 — примитивное целое 
число поля алгебраических чисел К, / ( У ) — его минимальный мно­
гочлен и р— простое число, не делящее дискриминант многочлена 
f(y). Предположим, что по модулю р имеет место разложение 
j(у)~fx(y)...fs(y)(modр), где f x f s — неприводимые попарно 
различные по модулю р целочисленные многочлены степеней пх,..., ns 

соответственно. 
Тогда разложение числа р в произведение простых дивизоров 

поля К имеет вид р = ipx... vs, где различные простые дивизоры 
P i , . . . , р л имеют соответственно степени пх,..., ns, и при этом 
/ i (8) = 0(modp /) для каждого i=l, 2 , . . . , s. 

Л е м м а 4. Существует многочлен степени т—\ 
m—l 

v = 0 

у которого ev(x0, у0), v = 0, 1,..., m — l, суть целые рациональные 
числа, взаимно простые с р, a X, — неотрицательные целые рацио­
нальные числа, удовлетворяющие неравенствам X v > v , v = 0 , 1,..., m—l, 
такой, что F(x0 + pt, у (t)) = 0 (mod р"г) и у (t) s=yQ (modр). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы имеем F(x0+pt,y)=yn+Px (x0+pt)yn'1 + 
+ ... + Рп_х(х0+ pt)y + Рп(х0 + pt). Положим z=pt и будем рас­
сматривать F(x0 + z, у) как многочлен от z, у. Обозначим g(y) = 
=уп + Рх (х^)уп~1 + ... + Р „ _ х (х0)у + Рп (х0). По предположению срав­
нение g(y) = 0(mod/>) имеет решение у0. Ввиду условия (3) дискри-
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минант многочлена g(y) не делится на р. Тогда имеет место раз­
ложение g ( y ) = g\(y) ...gr(y), где g x g r — неприводимые попарно 
различные целочисленные многочлены, старшие коэффициенты кото­
рых равны 1. Следовательно, только для одного из этих многочле­
нов, пусть для f(y) = gi(y), имеем / ( у 0 ) = 0(тойр). Дискриминант 
многочлена /(у) не делится на р, и в таком случае 

f (У) ^ (У-Уо) НУ) (modр), (7) 

где h (Уо) Ф 0 (mod р). Пусть 0 — корень многочлена f(y) и пусть 
K=R(b). Тогда по лемме 3, учитывая разложение (7), получим, что 
р = ра, где р — простой дивизор поля К первой степени, а —целый 
дивизор поля Л", не делящийся на р, и 8= j ; 0 (modp) . Далее, по изве­
стной теореме элементарной теории чисел, сравнение f(y) = 0 (mod/?™) 
будет иметь единственное решение а 0 , причем а 0 =у0 (modр). Тогда 
1(У)'=(У — аа)п\(У)(modрт), где hx(y) можно взять в виде h1(y) = 

п 

-—]/Г^(У — ао)'_ • Поскольку 6 ss_y0(mod р) и у0 = а 0 (mod р), то 

8 = <x0(modp), и, следовательно, / ' (8) = / ' (a0) (mod р). Но / ' ( а

0 ) = 
= / ' (д> 0 ) # O(modp), и так как f'(ao) е с т ь целое рациональное число, 
то / ' ( a o ) #0 (mod р). Ввиду того, что /(у) = (у — a0) hx (у) (mod p m ) , 
имеем 

O = / ( 8 ) = (0_a o ) / 4 (6 ) (modp m ) , (8) 

и так как 8 = a 0(modp), то hx (8) = = / ' (a0) ^ 0(mod р). Следовательно, 
из (8) получаем, что 

8 = a 0 (mod p m ) . (9) 

Рассмотрим уравнение 

F(xa + z, у) = 6. (10) 

Пусть у = v (z) есть решение этого уравнения в некоторой окрест-

ности точки г = 0 и пусть г>(0) = 8. Пусть далее v(z) = Q+ Ц ^ ^ * 
есть разложение г» (z) в степенной ряд в некоторой окрестности 
точки z = 0. Разложение по целым неотрицательным степеням г воз­
можно ввиду того, что точка 2 = 0 по условию (3) будет регуляр­
ной. Пусть т есть наименьший индекс, при котором 6х ф 0. Положим 

оо 
v = t l — х и обозначим ^ = P v , v = 0, 1, 2, . . . Пусть w (z) = £ ?v z", 

тогда v (z) = 6 + zz w (z) и w (0) == p0 ф 0. Подставляя г> ( 2 ) = 0 + 
-\-zTw(z) в уравнение (10), получаем после сокращения на z T 

Q 0 ( 2 ) ^ " + Q 1 ( 2 ) « y " - 1 + ... + Q „ _ 1 ( 2 ) « ; + Q „ ( 2 ) = 0, (11) 

где Q0(z),..... Q„ ( 2 ) — многочлены от 2 с целыми алгебраическими 
коэффициентами, и не все они обращаются в нуль в точке z = Q. 

Пусть Qj(z) = ^а\лz\ у' = 0, 1,..., д.-Легко видеть, что a\j) = 0 п р и 

#0(modp) . (12) 

0 < z < « — / — 2 и что 
(я-1) _ dg ( V ) 

ao -— 
dy 
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Пусть теперь \w(z)}J= ^{j)z", j = 0, 1,..., п, где р<л = 

!'l=0 jy=0 

h + •••+ ij=4 

v = 1 , 2 , 3 , ... 

Подставляя a>(z) в уравнение (11), получим 
оо I П 

v = 0 i = 0 i '=o 

откуда, приравнивая нулю коэффициенты: при степенях z, найдем 

t 2 ^ л К ^ л = о, (13) 
г=0 7=0 

где r = min(/, v). Поскольку = ... = а^-2* = 0, из (13) при м > 1 
следует 

(=1 7 = 0 

или, так как р^1* = P v , 

Из последнего соотношения видно, что все р\, суть алгебраические 
числа, лежащие в поле К. Обозначим а = а(,л_1> и покажем, что 
a " v + 1 P v суть целые алгебраические числа для всех v = 0, 1, 2 , . . . Для 
v = 0 утверждение очевидно, так как а% = — а<£\ Умножая в случае 
надобности v(z) на а, мы можем считать % целым алгебраическим. 
Поэтому достаточно показать, что <2 vp\, v = l , 2 , . . . , суть целые 
алгебраические числа. Если м = 1, то из (14) легко видеть, что ар\— 
целое алгебраическое. Пусть утверждение доказано для всех 
v = l , 2 , . . . , т. Докажем его для v = x + l . Из рекуррентного соотно­
шения (14) имеем 

аК+1 = - Ц а\» ̂  = _ £ £ a J* «ОД, . 
г=1 у=о у=0- i=n—У—1, 

/ > 1 

Умножая обе части последнего равенства на а", получим 

/=07=л—/—1, 
£>1 
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Рассмотрим ac$[nziJll

 д л я -/ = 0' !»'•••, Щ i > п — j —\; i>\. Имеем 

1—i+i i—i+i 

(£= S S ) 
h+ ... + in_j = -с—i+l 

• * tziii=s p,, - P w =s к PJ - {«Я~'&_, \ " ' = 

По индуктивному предположению a'1 p\ , . . . ,а л - ; 'р \- . суть целые ал-
tl—J 

гебраические числа. Кроме того, г > 1 , и, следовательно, « Х ^ " Т ^ 1 

также целые алгебраические для У = 0, 1,..., п; i~>n — j—1, г > 1 , 
а тогда, очевидно, и а т + 1 р \ + 1 есть целое алгебраическое число. 

Отсюда следует, что a"4 6v суть целые алгебраические числа при 
всех v = l , 2 , . . . Кроме того, поскольку a ^ O ( m o d p ) , то v p ( 8 v ) > 0 , 
где vp (а) есть р-адический показатель числа а поля К. Пусть п 
есть степень поля К. Каждое 6 ч, v = l , 2 , . . . , можно представить 
в виде 9v = (£0

V) + Mv) в + ... + bV-i 8"- 1): (4V) + в + ... + с^~% где 
&о"\ •••, ^л—1, с(о\ •••, Сл-1—целые рациональные взаимно простые числа 
и =q4 (cov) + cj^S + ... + Cn-i 8' г _ 1) с .целыми рациональными дч . 
Очевидно, что vp ( с« + с^б + . . . + с^11Вп~1)=0. Поскольку 6 = a 0 (modpm), 
то 6V = « v (mod р"г), где а, = (bP + Mv)<*0 + - + «Г1) = (^v) + c [ \ + 
+ ... + Cn-i«о-1) — рациональные числа, причем p — целые. 

m—l 

Подставляя многочлену т (z) = ^ a

v ^ v вместо j / в уравнение (10), 
v = 0 

непосредственным сравнением коэффициентов убеждаемся, что 
со 

F(x0 + z, ym(z)) = £ £ v z v (mod p m ), где v p ( c v ) > 0 . В таком случае, 
V—т 

очевидно, F(x0 + pt, ym{pt)) = 0(modp'*), и поскольку при каждом 
целом I, 0 < ^ < у У " — 1, левая часть последнего сравнения есть 
рациональное число, притомр—целое, то F(x0+pt,ym(pt))=0(moupm). 
Пусть р" a, = / > v ajb^, где ач, #v — взаимно простые с р целые ра­
циональные числа. Обозначим через e v , v = 0, 1,..., т — 1, корень 
сравнения e v 6v == ач(mod/У"). Ясно, что (еч, р) = \. Положим, нако-

т—1 

нец, y(t) = Yi е; Р * При любом t, 0 < t < рт~1 — 1, имеем, что 
v = 0 

jy(0 удовлетворяет сравнению F(x0+pt, у(t)) == 0(mod/?m) и _v(0 = 
= y 0 (modp). Кроме того, очевидно, что Хч > v, v = 0, 1,..., да—1. 
Этим лемма доказана. 

со 

Л е м м а 5 [5]. Пусть функция а (г) == a

v 2 V регулярна в единич-
v = 0 

нож к/у/ге | г | < 1 и все особенности этой функции при | г | = 1 алге­
браические. Пусть k есть число этих особенностей. 
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Тогда при v > v 0 0 < AS < | a J + | a v + 1 | + . . . + | a v + f t _ t | < В/, где г 
есть рациональное число, отличное от отрицательного целого, 
а А и В — некоторые константы, не зависящие от v. 

Из этой леммы непосредственно следует, что если ряд v(z) = 
оо 

= 0 + Е 8 V 2 4 имеет радиус сходимости I > О, то при v > v 0 справед-

лива оценка 10V j < c4v 5 1 ~ \ и что среди k подряд идущих коэффици­
ентов 0V хотя бы один не нуль. 

Пусть о,,..., о„ — все изоморфизмы поля К в поле комплексных 
чисел. Обозначим pv = + Mv) 9 + ••• + bnU 9Я~1, и пусть q = 
= шах (| oj (а ) Г , . . . , I ап (а) \п). Тогда имеем | p v | < [ 0Ч ап" [< с4 / 5 Qrlq? . 

Покажем, что все ряды v{}) (z) = оу- (9) + £e , ( e v ) z \ У = Ь 2 , . . . , «, 
v=l 

являются решениями уравнения (10). 
оо П—1 

Действительно, v (г) - £ 0v г", где е ^ ^ ^ ' О ' ' , v = 0, 1, 2 , . . . , и 
оо 

й{р — рациональные числа. Положим Vj(z) = ^ j v j ^ v , и для произ-
*=0 

п—1 

вольного и пусть t>(z, и) = YiuIVj(2)> т а к ч т о ^(г) = f (z, 0). Под-

ставляя <a(z, и) в уравнение (10), получим F(x0 + z, v(z, и)) = 
оо 

= £ /? v («) z v , где /?„(«) есть многочлен от и с рациональными коэф-
v=0 

фициентами. Поскольку /? , (0) = 0, то и R^ (o,(fl)) = 0 для / = 1, 2 , . . . , п, 
и, следовательно, все ряды v<J)(z) = z>(z, a,(0)) удовлетворяют урав­
нению (10). 

В таком случае при v > v 0 

К О О К ' / ' ^ Ч Г (15) 
для всех У=1, 2 , . . . , п. Пусть ш1,..., шп есть взаимный базис к 1, 0 , 0 " - 1 

и пусть | Оу(шг.) | < Л (р) при всех г, у. Умножая p v на ш,- и переходя 
п 

к следу, получим bjy) = sp (p v ш,) = £ <зг (p v) a. (ш,). Отсюда следует оцен-

ка | Ь(р | < В (р) vCb(\~l q)\ Если Ь^ФО, то очевидным образом полу­
чаем v / ) (6 j v ) )< {In 5 (/?) + с5 In v + v In ( Х - 1 q)) \n~lp. Далее, v p ( P v ) < 
< v p (Norm (p v)) = чр (Norm (p v ) ) . Из (15) следует, что | Norm (p v) | < 
< { c 4 / 5 ( A _ 1 q)"\n, и тогда, если p v ф 0, то v p(Norm (p v ) ) < { lnc 4 -+- cs In v + 
+ v In (Х - 1 ?)} я I n - V Следовательно, если pv ^ 0, то v p (pv) < {In ct + 
+ c 5 In v + v In ( X - 1 q)\n \vTlp. 

Пусть c6 > 0 есть наименьшее число такое, что А > qp~c\ Тогда, 
если p v =£0, то Vp (p v) < { lnc 4 + с5 In v}/г I n - 1 / ? + nc6 v, и если =̂= 0, то 
v p (^ v ) )< {In В (p) + c5 In v} In-ip + c6 v. 

Очевидно, что c6 не зависит от р, а зависит только от много­
члена F(x, у). Из доказательства леммы 5 легко видеть, что v 0 , г, 
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А, В и, следовательно, с 4 и с5 зависят только от F(x, у). Наконец, 
величина \пВ(р) In"1 р также ограничена некоторой константой, 
зависящей лишь от F(x, у). Таким образом, существует некоторая 
константа с7, зависящая только от F(x, у), такая, что при pv ф О, 

y p 4 ) < c 7 v (16) 

и при Ь{р фО, v > v0 , 
vp( ty ) )<c 7 v . (17) 

Пусть с 8 = max(с 7 + 1,13). В дальнейшем будем считать, что 

/ r c > c 8 ( v 0 + A + 2 ) + l = c 1 . (18) 

Из (9), (16) и (17) следует, что если v0 < v < mjc& и pv Ф 0, то 
vp(^ov) + bi\ + ... + bn-iа"-1) = vp(p v), и тогда при таких v имеем 

T p ( « v ) = > ( p v ) < c 7 v . (19) 
m—l 

Пусть ^(0 = S Е->Р^ ̂  е с т ь многочлен, построенный в лемме 4. 

Из неравенства (19) легко видеть, что при v0 < v < т/са — k справед­
лива оценка min(A v, X v + 1 , . . . , \ + к _ х ) < cs (v + k). Таким образом, 
доказана 

Л е м м а 6. Пусть многочлен 

m—l ^ 

v = 0 

определен no лемме 4 и пусть т> сг. 
Тогда при v0 < v < m/cs — k и при любых х0, у0, являющихся ре­

шениями сравнения F(x, у) = 0(mod/>) и удовлетворяющих усло­
вию (3), справедлива оценка min(X v , X v + 1 , . . , , X v + f t _ t ) < с8 (v + k). 

3 . Приступим к доказательству теоремы. Предположим, что 
7\ = pU —1. На основании леммы 4 ясно, что N(pU—\, Т2) равно 
количеству дробных долей 1){р~т (ч0+е1 {х0,уа)рх> *+...+ ет_х (х0,у0)Х 
X р m~~l tm~l\ из интервала (0, Т2/рт), когда х 0 , у0 пробегают такие 
решения сравнения F(x, у)^0(тойр), что D(x0) Ф0(тойр), 
а * = 0, 1,..., U-\. 

Возьмем параметр 0 < А < 1/2, более точно определим его потом. 
Положим а = — Д/2, § = Т2/рт + Д/2. Обозначим через X (t) характе­
ристическую функцию интервала (0, Т2/р'л), периодически с перио­
дом 1 продолженную на всю вещественную ось. Обозначим через 
Ф (0 периодическую с периодом 1 функцию, определенную на (— А, 
1 + А) следующим образом: если ' — Д < ^ < 0 , то ф(t) — линейная 
функция, возрастающая от <f>(— Д) = 0 до ф(0) = 1; <]>(t) = l при 
О < t < 7 2 / y 5 m ; если 7' 2/ y9m < t < T2jpm + Д, то ф (*) — линейная функция, 

Ч В дальнейшем используем обозначение 

Р~т {ч + Ч (х„, j „ ) / • * + . . . + ^ _ i (JC„, Jo) / m _ 1 tm~l) = «. 
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убывающая от «|> ( 7 У / Н = 1 Д° Ф (7У/> т + Д) = 0; 4(0 = 0 при Т2/рт+ 
+ Д < ^ < 1 + Д . Функция ф(0 разлагается в ряд Фурье 

<|i (t) = р — а + J (а„ cos 2»л* + &я sin 2wrt)» I а„ | = О (1/я), 
я = 1 

| * я | = 0(1/я), К | = 0(1/я 2Д), |&, г | = 0(1/ге2Д) 

([6], с. 260-261) 1 ) , 

N(pU-\, n) = sSxH-
Проведем исследование близкой суммы 

~ t 7 - l „ U - \ оо 

£ £ Ф («О = S S ( W + S [л„ cos 2w№ + 
/ = 0 я = 1 

оо 

.•• + -*„81п2адш]) = / > - ' " ^ t / S l + 0{p(JA) + 0 ( £ m a x ( | a „ | | 6 „ | ) Х 
л = 1 

X 2 1 Ц ехр[2тгшш]|) . 
/==о 

Применим к внутренней сумме оценку тригонометрической 
суммы, данную И. М . Виноградовым ([6], с. 389). Положим 
р. = [(от — 1)/с8 — А]. Из условия (18) следует, что [* > v0 + 2. Кроме 
того, очевидно, что р < (от—l)/c8 — k. Тогда по лемме 6 min (Х^ , X . 
• ••, X + й _ х ) <с 8 (н- + А) < о т — 1. Будем вести оценку тригонометриче­
ской суммы по коэффициенту при t\ где v равно тому из номеров 
{А, t* + 1,..., j* + А — 1„ для которого X V < от — 1. 

Положим с2 = сГ 1 . Тогда мы имеем [с2(от — 1) — А] < v < [с2(от— 1)] 
и [с2(от — 1) — k\ < X V < от — 1. Так как (е^{х0, у^, р) = \, то коэф­
фициент при f имеет вид несократимой дроби е„(л:0, у0)р~~т+1\ где 
1 < O T - X V < O T - [ C 2 ( O T - 1 ) ~ 4 Будем считать, что / " - W l ^ - D - f t i - i ^ 
< Т1 < / Л Тогда pm~x >U>p{m~[С2(т_1)*и: m ( т - 1 ) - А ! - 1 } . 

Рассмотрим первый случай оценки, т. е. когда U > рт \ По­
ложим р у = U\ Поскольку Ux < U, то т < 1 . С другой стороны, 
/?<£/\ р*Ср(т~1)х. Отсюда получим, что (от — I ) - 1 < т < 1. Обозна­
чим / = 1п[12от(от — 1)/т]. Имеем In 12m (/re — 1 ) < / < In 12от (от — I ) 2 . 
Обозначим далее р=т/3 (от— I ) 2 /. Легко видеть, что 1/3 (от—I)3 In 12отХ 
X (т — If < р < 1/3(от— 1)21п 12от(от — 1). В этом случае оценка 
И . М . Виноградова дает 

I £ Х ехр {2шт\I < (8 (от - I ) ) 2 " 1 (m~l)
 In 12m(m"1)2 х 

/-о 
v 2/3 (m- l ) s In 12m (m—l) г il—1/3 (m- l )> In 12m ( m - 1 ) 2 

i) Везде дальше введено обозначение: 2 = 2 2 
-Vo >'о 

Л (*<,)=iO{mod p) 
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Пусть теперь U < р"' > v < U[c'{т l) k] \ Тогда имеем дело со вто­
рым случаем оценки 

| Il'exp { 2 т о [ I < (8 (от - I))2"1 {т'Х) 1 , 1 1 2 т ( т - г ) X 

г=о 
^ ^2/3 ( m - l ) » In 12m ( m - 1 ) j y l - 1 / 3 ( m - l ) = Jn 12m ( m - 1 ) 

Итак, во всех случаях 

J Yi ехр{2ад/гсо}| < 

^ ^ m 1 ) ) 2 _ 1
 ( m _ 1 ) I n 1 2 m ( m — ! ) 2 ^2/3 (m—l)1 In 12m (m-1) £yl—1/3 ( m - 1 ) 3 In 12m ( m ^ i p 

Из условия (18) следует, что от > 13. Тогда 8 (от — 1) < от2, от/(от—1) < 
< 9 / 8 , 1/(от-1) 2<81/64от 2 . Имеем 12от (от - 1) > 12 (от - I) 2 > 
> 1 2 - о т 2 > 8от2. Далее 
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(8 (от - I ) ) 2 " 1 M , n 1 2 m ( m - 1 ) 2 < ехр [(от — 1) In 12от3 In от] < exp [7m In2 от].. 

Следовательно, 

I s'exp \2riiw) I < e1m l n ' m n m I n 8m2'uL-V8m',n Vlm\ 
Продолжим оценку 

-f- О (elm l n 2 m / > £ / 1 — 1 ' 3 ' " ' l n 1 2 m ' £ ra~ 1 + 1 ' m J I n 8 r a 2 ) — 

K « < T 

= / j - m 72(7S l + О (/>(УД) + О (e 7 m , n ' m pUl-l,3m'1п 1 2 m S X 
Х т

1 " в , 1 п 8 т , ) + 0 ( ^ / Д Т ) . 
Возьмем 7 = 1/Л2. Тогда 

~ u-i 
S S Ф H = P~mT2U% 1 + О ( /7Ш) + О (e 7 m 1 1 , 2 m X 

/=о 
^ pUl—ll3mS l n 1 2 m S Д - 2 / т = In 8m^ 

Возьмем далее Д = ( 7 - 1 , 3 т Ч п 1 2 т 3 . Тогда 
£ у 1—1|3т» In 12ms д—2/т2 In 8 т 2 ^ y l - ( 1 - 2 / т 2 In 8 т г ) / 3 т 3 In 12т 3 

Ясно, что от21п8от2 > 4 при от > 13, и тогда 

£ SW) =p-mT2Ut\ + 0 { e l m W m p U l ' i m 3 X t t l b n ) . 

Обозначим через X, (^) характеристическую функцию интервала 
(—Д, 0), периодически с периодом 1 продолженную на всю число­
вую ось. Обозначим через Х 2(^) характеристическую функцию интер-

file:///2riiw
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вала (Т2/рт, Т2/рт + Д), периодически продолженную на всю ось 
с периодом 1, 

N(Pu-\, 7'2) = s s ^ ( » ) + e iSS 1 ziH + e 2 S S 1 Z 2 ( » ) -
t=o * = o t=o 

Обозначим через ^ (t) функцию, определенную следующим обра­
зом: если 0 < ^ < Д , то Ф[ (t) —- линейная функция, убывающая от 
Ф (0) = 1 до «I»! (Д) = 0; Фх (0 = 1 при — Д < t < 0; если — 2Д < t < — Д, 
то Ф, (t) — линейная функция, возрастающая от Фх(—2Д) = 0 до 
Ф Д — Д ) = 1 ; если Д < ^ < 1 — 2 Д , то фх(/) = 0. Продолжим функцию 
^ (t) на всю числовую ось с периодом 1. Имеем 

о < £ s'zi (»)< 2 S V («О = с» + 
+ О (e 7 m l n 2 m pU1"1'6"1'ln 1 2'"3) О (e 7 m 1 1 , 2 т рц1^6"1'1п 12т3) 

Точно так же 

S S х2 И = о ( е 7 т т

 Риг-116т'In I2m=). 
Итак, 

N(pU-\,T2)= р~т
 T2Ul\ + 0 (еш 1 , 1 2

 m

 Ри1~1]Ш 1п 12т'). 
Покажем теперь, что при р>р0 

Х\=р + 0(р112). (20) 
Действительно, из абсолютной неприводимости многочлена 

F(x, у) следует, что дискриминант D(x) многочлена F, как много­
члена от у, является не равным тождественно нулю многочленом 
от х. Рассмотрим простые числа р, не делящие всех коэффициен­
тов D(x). Тогда число решений сравнения D (х) = 0 (mod р) не пре­
восходит некоторой константы, зависящей только от многочлена 
F(x, у). Пусть х0 есть решение сравнения D(x) = 0(mod р). Для 
заданного х0 число решений сравнения F(x0, y) = 0(modp) не пре­
восходит п. Таким образом, число решений (х0, у0) сравнения F(x, у) = 
= 0 ( m o d j 9 ) таких, что D(x) = 0 (mpdp). не превосходит константы, 
зависящей только от многочлена F(x, у). Тогда на основании лем­
мы 1 имеем (20). Таким образом, 

N(pU-\, T2)=p-mT2U{p + 0(р112)) + 0(e7mWm

 p U

l ^ 6 m 4 n l 2 m ) . 

Представим 7\ в виде 7\ = pU — г, где 1<г<р — 1. Каждому 
значению х0 может соответствовать не более п решений сравнения 
F(x0, у) = 0 (modр). Поэтому при р>р0 

N(TU T2) = N(pU-l, T2) + 0(p)=p-mT2U(p + 0(pV2)) + 
-j- О (e7m ln2 m pU 1_1'6m3 l n 12m') 

= p~m TJ2{p + 0{pVl2))p-1 + О(e7m 11,2m T\-V6mSы 1 2 m 3

p

1 ! 6 m ' ы 12m), 
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но Г] > р2, р < 7 Y ' 2 . Следовательно, справедливость равенства (2) 
доказана. 
г. Москва Поступило 

12 V 1968 
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