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ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ 
ДЛЯ НЕПОТЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

-В. М. Филиппов, В. М. Савчин, С. Г. Шорохов 

ВВЕДЕНИЕ 

Под интегральными вариационными принципами для систе­
мы уравнений некоторой заданной модели в общем случае 
имеют в виду построение таких функционалов, множество кри­
тических (экстремальных или стационарных) точек которых 
совпадает с множеством решений исходной системы. Широкое 
распространение и систематическое использование вариацион­
ных принципов в математике, классической механике, теорети­
ческой физике, механике сплошной среды обусловлено рядом 
замечательных последствий вариационных формулировок: 

— в теоретических исследованиях экстремальные вариацион­
ные принципы позволяют установить существование решений 
ИСХОДНЫХ уравнений; 

— в приложениях важной является возможность получения 
устойчивых приближений решений рассматриваемых уравнений 
так называемыми вариационными методами; 

— на основе вариационных формулировок возможно полу­
чение интегралов эволюционных уравнений, в том числе зако­
нов сохранения. 

Вместе с тем, все эти преимущества вариационных принци­
пов в течении длительного времени удавалось использовать 
лишь для узкого класса так называемых потенциальных опера­
торов. 

Более того, в механике сплошной среды известно, что «все 
обратимые физические явления удается описать вариационны­
ми принципзми — утверждениями о том, что в реально осу­
ществляющихся Процессах некоторые функционалы имеют ста­
ционарное значение» (B. Л. Бердический [7, с. 7]). К настояще­
му времени установлено существование функционалов вари­
ационных принципов (причем — квазиклассических, то есть 
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ограниченных сверху ИЛИ снизу) для произвольных линейных 
уравнений с обратимым оператором и для широких классов 
нелинейных уравнений. 

Актуальность рассмотрения обратных задач вариационного 
исчисления для современной теоретической физики связана, как 
отмечено в заключении обзора В. И. Манько [54], также с тем, 
что «общепринятые процедуры квантования базируются имен-
но на знании соответствующего функционала. Поэтому неодно­
значности в выборе функционала приводят к совершенно раз­
личным квантовым картинам... Однако, в настоящее время нет 
полных решений ОЗВИ для физически очень важных задач: 
1) Не доказана однозначность, но и не найдено ни одного от­
личного от известного гамильтониана для классических уравне­
ний электродинамики Максвелла.1' 2) Не решена ОЗВИ для 
уравнений общей теории относительности Эйнштейна, то есть, 
с одной стороны, не построен пример другого нетривиального 
действия, дающего те же уравнения гравитации, что дает и 
обычное действие, с другой стороны, не доказана однозначность 
решения ОЗВИ для уравнений калибровочных полей (например, 
уравнений Янга—Миллса). Решение этих чисто математических 
задач дало бы возможность строить различные квантовые мо­
дели (квантовую хромодинамику и т. д.)». 

Таким образом для уравнений с непотенциальными опера­
торами поиск функционалов соответствующих вариационных 
принципов является актуальной и нетривиальной проблемой: 
несмотря на значительное количество работ в этом направле­
нии в последние 25 лет, имеется ряд проблем, в основном, — в 
области конструктивного построения решений обратных задач 
вариационного исчисления (ОЗВИ) для таких операторов. Мно­
гочисленные попытки и важность получения частных решений 
ОЗВИ привели к принципиально разным постановкам и различ­
ным подходам в их решении, — обзору этих результатов и по­
священа, в основном, данная работа. 

Глава 1 
ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

И ПОСТАНОВКИ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ 
ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ (ОЗВИ) 

§ 1.1. Вспомогательные сведения 
1.1.1. Некоторые вспомогательные обозначения и определения. 

1, R — поле действительных чисел. 
2. Rm — m-мерное евклидово пространство точек 

(Х\ ...,Х™). 

-> В недавней работе В. В. Додонова, В. И. Манько [28] построен один 
из таких функционалов, отличный от классического гамильтониана-
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3. {Omega} — область, открытое связное множество в Rm c кусочно 
гладкой границей dQ; {Omega}— замыкание {Omega} в Rm. 

4. Z+ —множество всех /n-мерных векторов а-=(a, ат) 
с неотрицательными целыми числами а{, . . ., ат. 

Для любых a, pgZ+ полагают ct-f — (_+Pi> • • •> °-m + Pm). 
Запись а > р означает, что а г > р , (г== Г т). 
Запись i = \,n означает, что величина i принимает все 

целые значения от 1 до n. 
5. Биномиальный коэффициент L ] для векторов a, p{in}Z+ 

определяется равенством 

*-((й)-(й)-п(|;)---->^ Р/ Г " t-i 
О, если c i<p, 

6. Знак V означает «для всякого^, «для любого». Знак 0 
означает пустое множество. 

7. Dt или L \ i — полная производная по переменной х'. 
Dj—полная производная с^-го порядка по переменной -х1. 
Da = D'\1- • •EC'* — полная производная, соответствующая мульти-
индексу agZ+. 

8. di = dldxi — частная производная по переменной х1. да.= 
=д^1(дх1)а1...(дхт)а,т—частая производная, соответствующая 

т 
мультииндексу а, | а \== 2 a,, aa = dati. 

г - 1 
m 

9. A = = 2 д21(дх*)2—-оператор Лапласа. 

10. и i = d{u, и i ){х) = дщ(х)1дх1дх1. 

П. С*({Omega})(С-5({Omega})) — множество всех функций, непрерывны--
в области {Omega} ({Omega}) вместе со всеми частными производными до s-ro 
порядка включительно. 

О 0 _ _ 
С-({Omega}) = С* ({Omega}) —множество всех функций из С* ({Omega}), которые 

обращаются в 0 на dQ вместе со всеми производными до s-ro 
порядка включительно. 

ОО ОО 

C({Omega})-= П С * ( О ) . 
МО 

о 
С°° ({Omega}) — множество всех функций из С°° ({Omega}), для которых вс е 



частные производные произвольного порядка в Q существуют 
и обращаются в 0 на dQ. 

Если Qr=-£!X(0. Г)—некоторая область в пространстве 
переменных (х, t) = (x' хт, t), TO C£\1(QT) — это класс функ­
ций. которые на множестве Qr имеют все непрерывные произ­
водные по x1, . •., хт до порядка р и непрерывные производные 
no t до порядка д. 

Иногда, для краткости, аргумент (x, t) у класса Cx',9t(Qr) 
не указывается. 

12. Для вектор-функции и(х) = (иг(х), ..., ип(х)) норма 
в CS(U) определяется равенством 

п 

NC-(Q)||«2.2m«KC*)|. 
13. В обзоре принято стандартное правило тензорного ис­

числения: по повторяющимся индексам сомножителей, располо­
женным на разных уровнях, подразумевается суммирование. 
Пределы изменения индексов будут ясны из текста. 

14. Формула Лейбница 

Da(f.g)^)(Da-&f)(D&g), a,P6Z+
m. 

15. Через U, V всюду обозначаются линейные нормирован­
ные пространства над полем действительных чисел R. Ои, Оу — 
нулевые элементы соответственно в U и V. 

16. Ф(-,•) •--•<•,•>:VX'--/->-R — нелокальная билинейная фор­
ма. 

Классические билинейные формы—это нелокальные билиней­
ные формы, определенные формулами типа Q>t(v,-g) = yv-gdx. 

а 
Ф ( " ; • > • ) — < • , *>u : VXU-*"R— локальная билинейная фор­

ма. 
17. D(N) —область определения, R(N)—область значений 

оператора N. 
Линейность оператора N означает, что 

N {Xlul+X2u2) =%iNul+UNu2 

УЛь 126R, Yu\u2&D{N). 
. -.18. D(N,B) = {u: u&D(N)C[D(B)}, 

RN(B) = {Bu:uGD(N,B)}. 
19. N*— сопряженный оператор относительно заданной би­

линейной формы, N~l — обратный оператор, / — единичный опе­
ратор. 
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20. Класс функционалов Эйлера—Лагранжа, или эйлеров 
класс функционалов Em'n's — это множество функционалов вида 

F [а] --= \ / (x, иа (х)) dx, 

Где X = (x1 Хт), U (Х) - = (И1 (x) if (x)). Ua (x) = ЙаК (x). 
agZ+; 5 —наивысший порядок производных, входящих в подын­
тегральное выражение. 

21. Бесконечномерной системой называется материальная 
система, состояние которой не может быть определено конеч­
ным числом обобщенных координат. 

22. Две системы уравнений считаются эквивалентными, если 
всякое, в определенном смысле, решение одной из них является 
решением и другой системы. 

Приведем обозначения, связанные с использованием совре­
менных геометрических подходов при рассмотрении дифферен­
циальных уравнений и соответствующих постановок ОЗВИ. 

23. Через Ж обозначается «-мерное связное паракомпактное 
С°°-многообразие. При рассмотрении дифференциальных урав­
нений, как правило, можно ограничиться случаем, когда Ж яв­
ляется открытым подмножеством евклидова пространства R". 

24. Для любой точки х&Ж можно ввести понятие касатель­
ного вектора к многообразию Ж в точке х как класса эквива­
лентности параметризованных кривых, проходящих через точку 
х. Совокупность всех касательных векторов к многообразию Ж 
в точке х называется касательным пространством к Ж в точке 
х и обозначается ТХ(Ж). Совокупность касательных прост­
ранств, соответствующих всем точкам х многообразия Ж, обра­
зует касательное расслоение многообразия Ж и обозначается 
Т(Ж) = U ТХ(Ж). Касательное расслоение Т(Ж) является 

хвЖ 
С°°-многообразием размерности 2/г. Рассматривая касательное 
расслоение многообразия Т(Ж), получим второе касательное 
расслоение многообразия Ж, которое обозначается Г(Т(Ж)). 

Гладкое векторное поле f на многообразии Ж — это гладкое 
отображение f : Ж~*-Т(Ж), такое, что itof = id д (при отображе-; 
нии л : Т(Ж)^*-Ж любой вектор из ТХ(Ж) проектируется в точ­
ку х&Ж), т. е. сопоставление вектора 1х&Тх(Ж) каждой точке 
х*Ж. Множество всех гладких векторных полей на Ж, обозна­
чаемое 93 {Ж), является алгеброй Ли (бесконечной размер­
ности) над R относительно коммутатора ;[f, g], f, g6#? (.#). 

25. Каноническая проекция я индуцирует линейные отобра-: 
жения П,:ТХ1Т{Ж)-У-ТП(:П){Ж). Элементы пространства r v T(J f ) , 
касательные к слою над тс (и) и, следовательно, принадлежа­
щие ядру отображения я., называются вертикальными вектора-'1 

ми. Подпространство в ТКТ(Ж), образованное вертикальными 
векторами, называется вертикальным подпространством: Сово-
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купность всех вертикальных подпространств' называется верти­
кальным расслоением и обозначается УТ{Ж). 

Горизонтальным расслоением называется векторное под-
расслоение НТ(Ж), дополнительное к VT(Ж) в Т(Т{Ж)), т. е. 
Т(Т(Ж))=НТ(Ж)ФУТ(Ж). Элементы НТ{Ж) называются 
горизонтальными векторами. Подпространство в Т»Т{Ж), обра­
зованное горизонтальными векторами, называется горизонталь­
ным подпространством. Горизонтальное расслоение, как прави­
ло, порождается связностью или дифференциальным уравнени­
ем на многообразии. 

26. При рассмотрении отдельных аспектов ОЗВИ исключи­
тельно эффективен аппарат дифференциальных форм. 

Дифференциальная k-форма а> в точке х многообразия Ж — 
это fe-линейная кососимметричная функция (внешняя й-форма) 

ш : ТХ(Ж)ХТХ(Ж) X . . . ХТХ(Л)-+Ц. 
Пространство дифференциальных k-форм в точке х обозна­

чается №(Т*Х(М)). По определению, 0-форма в точке x—-это 
вещественное число. Пространство 1-форм ТХ'(Ж) = А1(ТХ(Ж\ 
является пространством линейных функций на ТХ(Ж), т. е. 
двойственным векторным пространством к касательному про­
странству ТХ(Ж)., и называется кокасательным пространством 
к Ж в точке х. 

Множество Л*(Т*(Ж))^' IJ Л* (ПС*)), VftgN называется 
расслоением дифференциальных k-форм, в частности, множе­
ство А.\Т*(Ж)) называется кокасательным расслоением и 
обозначается просто Т *(Ж). Дифференциальной 1-формой назы­
вается гладкое отображение а:Ж -+Т* (Ж), такое, что я*-ш----
= idj£ (здесь я* —проекция л*:Т*(Ж)-+Ж), т. е. задание 
ковектора из Т*Х(Ж) в каждой точке х&Ж. Аналогичным обра­
зом вводятся дифференциальные &-формы на Ж. 

27. Пусть <5—расслоенное многообразие с проекцией tt:d-T{to} 
-*Ж. Локальные сечения fag многообразия <!Г(п-/ — idj^ 
nog— id^) называются q-эквшаленпгными в точке хёЖ, а>0у 
если в локальных координатах 

fl{x)=g^x), ^ / ' ( x ) - ^ ( x ) V{mu},1<|(i|< .̂-
Свойство -̂ -эквивалентности не зависит от выбора системы ко­
ординат в окрестности точки х. Класс ^-эквивалентности назы­
вается q-джеmoм этого сечения в точке х и обозначается 
Jq(f)(x). Множество Jq(&)= U Jq(<£)x> где Л {&)x—множест­
во <~-джетов всевозможных локальных сечений <S в точке х, 
образует расслоение q-джетов расслоенного многообразия &, 

28. Пусть Ех, Ev — банаховы пространства, Еху — простран-
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ство всех линейных непрерывных отображений из Ех в Еу\ N(x) 
при каждом фиксированном х есть отображение из выпуклого' 
открытого множества &аЕх в Еху. Если Vx, №EX функция 
ф(^)-=<.У(д;+Й), h>, 0{le}i{le}l непрерывна по t, то такое отобра­
жение называется радиально непрерывным. 

29. Отображение ЛГ, действующее из нормированного про­
странства Ех в нормированное пространство Еу называется: 

деминепоерывным в точке veD(N), если для произвольной 
последовательности un-^a(uneD (N)) последовательность 
/V"(в„) -*.. N {и) (слабая сходимость); 

хеминепрерывным в точке u0£D(N), если для произвольных 
элементов и, таких что Uo-\~tuW(N) при 0{le}*{le}a (a==a(u)>0), 
и последовательности t„{to}0 при n{to}oo (0<^n{le}a), последова­
тельность N{u0+tnu) —-V(Uo). 

Отметим, что из деминепрерывности оператора N следует 
его хеминепрерывность, а из хеминепрерывности на D(N) сле­
дует, что <h, N(u0-\-tu)) непрерывно по t Y№Ey*, если u0+tu& 
ZD(N). 

30. Обзор состоит из пяти глав, которые разбиваются на 
параграфы, а последние, в свою очередь, иногда делятся на 
разделы. Нумерация формул — своя для каждого параграфа; 
ссылка на формулу (k.m.n) означает формулу (n) из парагра­
фа (k.m.); здесь k означает номер главы. 

31. Ввиду частой повторяемости в обзоре использованы сле­
дующие сокращения: 

— ОДУ — обыкновенное дифференциальное уравнение; 
- • ДУЧП- дифференциальное уравнение с частными про­

изводными; 
— ИДУЧП — интегро-дифференциальное уравнение с част­

ными производными; 
— ОЗВИ — обратная задача вариационного исчисления; 
— ВП — вариационный принцип; 
— УП — условия потенциальности. 
1,1.2. Некоторые элементы вариационного исчисления. 

Пусть задан оператор JV, определенный на плотном в веще­
ственном банаховом пространстве U линеале D(N) и действу­
ющий из С/в сопряженное банахово пространство V=U*. Если 
для некоторого u£D(N) и для всякого MU существует 

, N (u+Bh) — N (а) 
цт._. 1 Li=£)7V(tt, h), 
8-о е ' (1) 

Который является линейным выражением по h, DN(u, h)=N'ahy 
то линейный оператор N'u называют nvomeoduou Гшпо опера­
тора- N в точке и.. Предел в (1) понимается в смысле сходи -
мости по норме пространства V; различные условия существо­
вания и непрерывности производной Гато для нелинейных опе-
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раторов приведены М. М. Вайнбергом [12]. Вычисление произ­
водной Гато оператора (а, следовательно, и функционала как 
частного случая оператора при V= R) удобно выполнять по 
формуле 

N^'{r,N(uJr",)\^ <2> 
Для величины N'ah;=DN{и, h) {дифференциала Гато) по 
.аналогии с классическим вариационным исчислением применя­
ется, при eh —6и (6и — вариация функции), обозначение 
DN{u, bu)=N'uuu = 6N{u). 

Предположим теперь, что на VXU определен невырожда-
ющийся билинейный функционал <•, •> : VXU{to}R, так что 
пространства U и V рассматриваются как дуальные относи­
тельно этой формы <•,•>. 

Определение 1. Оператор N: U-*-U* называется потен­
циальным на некотором множестве cocr-U, если существует 
[непрерывно дифференцируемый по Гато функционал f[u], опре­
деленный на аз, такой что V/i6D (.¥„') 

(f'[u\, А)—Пт f[u + eh]~flu] ~(N{u), h)\ (3) 

Обозначая f'lu]=N{u)=gradf[u], функционал f называют 
.потенциалом оператора N, а оператор N — градиентом функ­
ционала /. Уравнение f'[u]=Ov называют уравнением Эйлера 
для функционала f. 

Функционалы вида 
/[и] = \ S{х, и{х), ихх{х), ..., ихт{х))dx, (4) 

я 

хде х= (х1, . . . , хт)ШаRm; S — достаточно гладкая функция 
2т-\-1 переменных, называют функционалами Эйлера—Лаг-
ранжа (записанными для ДУЧП 2-го порядка). 

При некоторых предположениях о гладкости входящих в (4) 
функций (например, достаточно «еС"(й), 2?GC3{R2m+l)) из ус­
ловия Пи]—0 следует классическое уравнение Эйлера—Лаг-
ранжа 

**_.о.|£«=о(*ео). (5) 
Для более общего класса функционалов 

G[u] = [s{u{x), S",a Sru)dx (6) 
я 

при некоторых требованиях (Помрэнинг [360], В. M. Филиппов 
[105]) на линейные операторы 2?i{i = \, r) уравнение Эйлера — 
1.0 



Лагранжа имеет вид 

— + 2 ' * - - — - - = 0 (x6Q). (7) 
ди 1д (.2-1») 

1.1.3. Локальные и нелокальные билинейные формы. Пусть 
Е* {1—1, 2) —линейные пространства над полем R. 

О п р е д е л е н и е 2. Отображение Ф(-,-) =<-,->:£'1XF2->R 
называется билинейной формой, если оно линейно по каждому 
аргументу; при Е'=Ег такое отображение Ф называется сим­
метрической формой, если 

<${v,g)^<l>(g,v)Vg,v<iEi=E\ 
и кососимметрической формой, если 

Ф(у, £ ) - — Ф ( £ , v) Yg, ueE ' -E 2 . 

'Такие отображения называются также нелокальными билиней­
ными формами. 

О п р е д е л е н и е 3. Локальной билинейной формой назы­
вается отображение Ф("; •,•)-^<-,->u:VX'-/—>-К, которое каж­
дой совокупности элементов i"5V, h, w6U ставит в соответствие 
•число из поля R и является билинейной формой по о, h. 

О п р е д е л е н и е 4. Локальная билинейная форма Ф(«; •,-).:. 
VX^-^R называется невырожденной, если: 

1) из условия 
Ф(и; v, h)=0VweV, YuGU (8) 

•следует, что h~0u', 
2) из условия 

Ф(и; v, / i )=0Vh, uGU (9) 
•следует, что v~Qv. 

При фиксированных элементах v&V, h&U выражение 
•Ф(-; v, К) определяет оператор, значение которого зависит 
•от u&U. В дальнейшем предполагается, что для любой рассмат­
риваемой локальной билинейной формы существует производ­
ная Гато такого оператора, и при этом будем записывать 

ф; (£;^А) = Нт—{Ф(а + е£;о,/г)-Ф.(и;г>, Щ). (10) 
еч-О е 

Чтобы подчеркнуть тот факт, что ф„ есть 3-линейная форма 
но элементам vQV, g, hQU будем также использовать обозна­
чение 

(g;v,fi)u^O,
u(g;v,h). • (11) 

При существовании производной Гато оператора N имеет мес­
то равенство (Нэшд [339]) 

N(u+eh) = N(u) + nN'Ji + r{u,*h),' UGD{N), (12) 

11 



где для любого фиксированного элемента h^D (N'u) 

lim r ( " , e f t ) =Q. . . (13) 
e->0 

Приведем примеры локальной и нелокальной билинейных 
форм, которые, кстати, мы используем в дальнейшем. 

Пример 1. Пусть Q -—ограниченная область евклидова 
пространства Rm точек х~ (х\ . . . , хт); v(x) = (vi(x), . . . 
...,а»(*))еСЛ_ h{x) = (h1(x), . . . , hn{x))ZU, где v\ Л-eU--
— C(Q)(i=l,n), £/--(£/', . . . . Un). 

Определим нелокальную билинейную форму <-,->:UXU-*"R 
равенством 

(v,h) =1^ъ'(х)-111(х)с1х. (14> 
Q 1 = 1 

Билинейную форму, заданную формулой вида (14), будем 
называть классической. 

Пример 2. Пусть заданы функции a£/-—а^(х, иа), -x.gQc.R''-
(i, у=-Т77г; | а | — 0, s), где_ «--=-=-Зои, C46Z+, и(х) = (и1{х),. .. 
..., ti"(x))6U. uie.Ut = Cs(Q)Jt = l, п), причем не все производ­
ные daij/du'a равны нулю в Q. Тогда формула 

{y,h} u=\jexp(al])-vi(x)-fi](x)dx (15> 
а 

определяет локальную билинейную форму на <-У X U-
Считая, что aiJQC1(QX'Rc') (-W—1>n)> где q — размерность 

вектора {«а} (|а] = 0,s), получаем дифференциал Гато 
С даи 

{g;v,h) „= exp(ai;)——• g^-v'-hidx. (16> 

§ 1.2. Постановки обратных задач вариационного исчисления 

В рамках современного вариационного исчисления класси­
ческой является следующая формулировка ОЗВИ. 

Пусть оператор N отображает множество D(-V), плотное в. 
вещественном банаховом пространстве E, в сопряженное про­
странство Е*, и на Е*У(Е определена невырождающаяся сим­
метричная билинейная форма <•,•>• 

По стано вка 1. Для оператора N уравнения 
ЛГ(и)=0 (1> 

найти функционал Ф[ы], такой, что 
вОД--<Л/,(и), 6w>Vu6D(N)> (2> 
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или, в другой терминологии, 
grad(D[u]-..V(u) VueD(N). (3) 

Операторы N, для которых существуют функционалы (2), 
(3), называются потенциальными относительно данной били­
нейной формы. 

Настоящая работа посвящена обзору решений 03ВИ имен­
но в случае, когда заданный оператор N при выбранной били­
нейной форме <•,•> непотенциален, поэтому рассмотрим обоб­
щенные постановки ОЗВИ. 

П о с т а н о в к а 2. Для линейного ДУЧП второго порядка 
(xeQcrR") 

п п 

- " = 2 Рр7(*)-ЭрОуИ(л:) + 2 Я4х)0$и(х) + г(х)и=/{х) (4) 

(с достаточно гладкими коэффициентами, см. § 4.4), рассмат­
риваемого на некотором множестве D(3?), найти функцию 
li(x)BCi(Q), n(x)=?-0 в Q, и в классе квадратичных функциона­
лов Эйлера—Лагранжа (4) (§ 1.1) найти функционал F[u] 
так, что 

6F[tt]^\i(x)-{Sa—f}6udx vtteD(3?). (5) 
Q 

Для нелинейных дифференциальных уравнений порядка m 
N[x, a] = N (x, a(x), Dxu Dna DiDjU\iJaT^,.. .)•= 

- / С * ) . (6) 
естественны следующие обобщения классической обратной за­
дачи: 

Постановка 3. Для уравнения (6) найти функцию 
[х(х, и, и')-— l-i(x> и(х),..., DljU(x),...), /= - lTn; i = 07~k; k< 
{le} "Г ' \**£® B "- V"GL>(-V). и в соответствующем классе 
функционалов Эйлера — Лагранжа 

F [и] = [ 2 (x, и(х) D )и{х) | . —; ,...)dx (7) 

найти функционал F [и] так, что 
6F [и]— J ц(x, и, и'И-V [А и ] - f)budx VueD {N). (8) 

Постановка 4. Дано семейство функций {иа(х)}. Найти 
функционал F0[u], множество критических точек которого сов­
падает с множеством {иа (x)}, TO есть 

"6{ua(x)}^6F0[w]=0 (9) 
13 



П о с т а н о в к а 5. Для заданного оператора N найти функ­
ционал W[u] такой, что: 

A. N (и~),= 0^8Щи]=0. 
При этом на искомые функционалы часто налагают допол­

нительные условия. 
B. Для дифференциального оператора N функционал Щи} 

содержит производные от неизвестной функции ы (л:) меньшего. 
порядка, чем уравнение N(u)—О, и в случае линейного опера­
тора N функционал Щи] является квадратичным. 

C. Функционал Щи] ограничен снизу на D(-V). 
Во многих случаях удается установить более сильное свой­

ство. 
Д. Существует и единственен элемент «0, минимизирующий 

в некотором пространстве HN функционал Щи]; при этом эле­
мент и- совпадает с некоторым обобщенным (единственным) 
решением уравнения N(u)=0. 

Функционалы из класса функционалов Эйлера—Лагран-
жа — решения обратных задач в постановках 1—3, обладаю­
щие также свойствами В—Д, называют классическими реше­
ниями (функционалами) ОЗВИ: прообразом такого решения 
является функционал Дирихле для уравнения Лапласа. Функ­
ционалы, удовлетворяющие требованиям A, В, С, называют 
квазиклассическими решениями (функционалами) ОЗВИ, — 
такие функционалы не обязательно принадлежат классу функ­
ционалов Эйлера—Лагранжа. 

Отметим, что проблема построения для несимметричных 
операторов функционалов со свойствами А, В, С, Д была по­
ставлена в начале 60-х годов Л. Д. Кудрявцевым: в плане ее 
решения, в частности были выполнены диссертации В. М. Ша-
лова [125] и В. М. Филиппова [97], [112].. 

Подчеркнем важность как для теоретических исследований, 
так и для приложений, свойств А—Д искомых функционалов. 
Свойство С в доказательствах позволяет использовать хорошо 
разработанную схему метода минимизирующей последователь­
ности (С. Л. Соболев [89]), а в приложениях — различные ме­
тоды минимизации функционала- последнее важно, в частности, 
если при численной реализации по методу Ритца получается 
система уравнений с большим числом неизвестных (см. 
Г. И. Марчук, В. И. Агошков [59], Г. И. Марчук, Ю. A. Кузне­
цов [60], Нэшд [338]). Неоднократно отмечалось также 
(Ю. И. Няшии [73], В. Л. Бердичевский |[7]), что прямые методы 
вариационного исчисления особенно эффективны в тех случаях, 
когда функционал имеет единственную критическую точку и 
она является его точкой максимума или минимума. 



Глава 2 

УСЛОВИЯ ПОТЕНЦИАЛЬНОСТИ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
И ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Исследование проблемы построения искомых функционалов 
по заданному уравнению начинается всегда с выяснения того.. 
не является ли оператор уравнения потенциальным. Поэтому, 
хотя основным объектом обзора являются непотенциальные 
операторы, в этой главе мы приведем целый ряд условий по­
тенциальности операторов, как абстрактных, так и для кон­
кретных дифференциальных уравнений и систем (ОДУ, ДУЧП,. 
ИДУЧП). Эти результаты уместны здесь также и потому, что 
приводимые далее построения функционалов ОЗВИ для непо-
тенциальных операторов базируются во многих случаях на 
обобщениях соответствующих утверждений для потенциальных 
операторов. 

§ 2.1. УСЛОВИЯ потенциальности в операторной форме 

Пусть задано уравнение 
N(u)=0, (1> 

где оператор N отображает выпуклое открытое множество 
Z> (jV) некоторого нормированного вещественного пространства 
E, в множество R{N) сильно сопряженного относительно задан­
ной формы <-, •> пространства Е*. Справедлива 

Т е о р е м а 1. Пусть оператор N дифференцируем по Гато в 
каждой точке D(N), причем дифференциал Гато DN(u,h) xe-
минепрерывен (см. п. 1.1.1, (25)) по и. Тогда для потенциаль­
ности оператора N-*-->-билинейный функционал (DN(u,h\), h2> 
был симметричным, т. е. чтобы V«, hi, hi из D(N) 

<DN(u,hi), /i2> = <DN(n,h2),h1>. (2) 
При условии существования производной Гато N'u это ра­

венство сводится к условию ее симметричности: ^hb h<£D (N) 
< N'Ji,, h% > = < N'uh, hx) (VueD (N)). (3) 

Искомый функционал f(u) : N(u) =grad f (и) в этом случае 
имеет ВИД: 

1 

/ (и) => /о + [ < N («о + i ( " - «о))> и—Щ) dt, (4)-
i 

где fo — произвольный фиксированный элемент пространства Е*, 
(у, и) — значение линейного функционала у&Е* на элементе-
и&Е. 

В таком виде теорема 1 установлена М. М. Вайнбергом 
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J12]; этот результат восходит к работам Вольтерра '[445] и Кер­
нера '[287]. 

С л е д с т в и е 1. Для линейного ограниченного оператора 
А из условия (3) следует, что для потенциальности оператора 
A-*=s>-A-=A*. то есть, чтобы A был самосопряженным операто­
ром (а не только симметрическим). 

Известны различные обобщения приведенной теоремы Воль­
терра—-Кернера—Вайнберга. В частности, для недифференци-
руемых операторов из результатов М. К. Гавурина [18] полу­
чается (см. M. М. Вайнберг [12]) следующая, теорема, поясняю­
щая по аналогии с классическим математическим анализом 
суть понятия потенциальности оператора. 

Т е о р е м а 2. Пусть N — радиально непрерывный оператор, 
действующий из открытого множества а><^Ех в Ех*. Тогда для 
потенциальности А/^чтобы для любой ломаной линии Icza 
криволинейный интеграл I(N(u), du) не зависел от пути ин-

е 
тегрирования. 

Для операторов, действующих в гильбертовых пространст­
вах, установлены (Лангенбах [50]) более конкретные достаточ­
ные условия применимости вариационного метода. 

Т е о р е м а 4. Пусть нелинейный оператор N действует в 
гильбертовом пространстве Я, D(N)—H, и пусть: 

A) Л̂  (0) =. 0; дифференциал Гато DN (и, h) существует для 
любых и, MD (N), линеен относительно h, и как элемент Я не­
прерывен в любой «плоскости», содержащей точку и; 

B) (N'(ti)hu ht) = (N'(u)ht, К) у и, К, h2eD(N); 
C) (N'(u)h, h ) > 0 Vw, MD{N), n-7-.O. 
При выполнении этих условий элемент u0GD(N) является 

решением уравнения 
N(u)=f, uW(N), (5) 

тогда и только тогда, когда и0 минимизирует в D(N)' функцио­
нал 

1 

Ф[и] = ^ ( Л г ( ^ ) , и ) ^ - ( / , и ) . (6) 
о 

При этом решение и- уравнения (5) единственно. 
Т е о р е м а 5. Пусть выполнены условия A, В теоремы 4, 

:& также условие 
D) (N'(u)h, /г)>у2||/1||2 Vu, heD(N),уфО. 

Тогда выполняются утверждения теоремы 4, функционал 
Ф[и] (6) ограничен снизу в Я, и любая минимизирующая после­
довательность сходится в метрике Н к одному и тому же пре­
дельному элементу из' Я. 

Отметим, что в работе Вандербауэда [439] установлено по­
лезное обобщение теоремы 1 на случай,'когда производная Гато 
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Nu' оператора N действует в некотором замкнутом подпро­
странстве Eo вещественного банахова пространства Е: в этом 
случае критерием потенциальности оператора N действующего 
в E, относительно подпространства £о является выполнение 
тождества (3) для любых и£Е, hi, h2 из E0. Принимая 
Е = С«* (Q), Eo = {« WeCa» (Q): Dau = 0 (xedQ) va: | a ] < k ~ 1}, 

и используя специальную конструкцию искомого потенциала, 
Горовэ [280] построила в явном виде потенциалы для достаточно 
широкого класса нелинейных эллиптических ДУЧП дивергент­
ного типа. 

Таким образом, критерий потенциальности (3) должен вы­
полняться для всех функций из D(NU') (в (3) считаем D{N) = 
=D{NU')), то есть на множестве функций, удовлетворяющих 
соответствующим краевым условиям. Для дифференциальных и 
интегро-дифференциальных операторов, рассматриваемых на не­
которой области QcrR", практически удобнее, однако, вначале 
проверять условие формальной потенциальности: 

< N'Jtv h2) - < N'Jh., hi ) va, ft,, h£C™ (Q). » (7) 

Конечно, условие формальной потенциальности (7) являет­
ся в общем случае лишь необходимым, но не достаточным для 
потенциальности краевого оператора N: в книге Лионса и Мад-
женеса [51] приведен пример корректного эллиптического опе­
ратора А, 

Au^A2u+u=g(x), xGQcR", (8) 
«=Аи---0, x&dQ, (9) 

D (А)={и(х)вС*(£2), а (х) удовлетворяет условиям (7)}, который 
является формально потенциальным, но не потенциальным 
именно из-за граничных условий (9). (Хотя несложно проверить, 
что рассматриваемый на множестве D{A) = {u(x)QC4(Q), 
и=-—=-0| оператор Л будет потенциальным.] 

В приведенных выше критериях потенциальности операто­
ров использованы нелокальные билинейные формы. Однако 
понятие потенциальности оператора может быть обобщено 
и относительно локальной билинейной формы Ф(и, •,•) = 
•--••-<v>u:VXU~vR.' гДе >̂ -j — действительные линейные нор­
мированные пространства. Для этого в определении 1 разде­
ла 1.1.2 следует заменить соотношение (3) равенством 

< / ' (» ) , *> « s u m /<"+••*>-/<в>..- < Nift)l h> „. (ю) 
f-s-0 -

Ч Отметим, что для ряда задач теоретической физики оказывается и до-
• статочным ограничиться множеством D(N) = Со°-(й). 
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Т е о р е м а 6 (В. М. Савчин [84]). Пусть дифференцируе­
мый по Гато оператор N:D(N)aU-+-V и локальная билинейная 
форма <-,->u:VXU->-R такие, что для любых фиксированных 
элементов u£D(N), g,MD(N^) функция Е1-* <N(u+eh), g}u+»h 
является непрерывно дифференцируемой на отрезке [0, 1]. 
Тогда для потенциальности оператора N на выпуклом множе­
стве D(N) относительно рассматриваемой билинейной формы 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 

< N'Ji, .§• > u + < A; N(u), g > „.= { N'ug, h > u + 
+ <g;..V(a),A>B (11) 

VueD(N), vg,heD(N'u). 
При этом потенциал оператора N определяется формулой 

• • • 1 

/M=-{ j < Ы(и0 + Х(и—и0)), и — щ) ий+\{и-и.) dX +const, (12) 
о 

,где и0 — фиксированный элемент из D {N). 
Возможность использования локальных билинейных форм 

для обобщения понятия потенциальности операторов была от­
мечена в работе Мэгри {317]. 

П р о б л е м а 1. Нет каких-либо достаточно общих утверж­
дений, позволяющих конструктивно определять после установ­
ления формальной потенциальности оператора N, является ли 
этот оператор потенциальным при заданных начально-краевых 
условиях. В более общем плане, неизвестны описания множе­
ства граничных условий, при которых формально потенциаль­
ный оператор был бы потенциальным. Эти же проблемы акту­
альны и более сложны для fi-потенциальных операторов 
(см. §3.2, §4.4). 

§ 2.2. Условия потенциальности систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

Исследование вопроса о разрешимости ОЗВИ для систем 
ОДУ в классической постановке 1 может основываться на не­
скольких различных подходах, каждый из которых имеет свои 
недостатки и преимущества. Например, недостатками класси­
ческого аналитического подхода, берущего начало от работы 
Тельмгольца [252], являются зависимость от выбора системы 
координат и громоздкость получаемых формул. В то же время 
геометрический подход, в рамках которого ОЗВИ сводится 
к изучению геометрии касательного расслоения конфигураци­
онного многообразия, позволяет получить компактные инвари­
антные формулировки основных результатов. Операторный под­
ход, основывающийся на теореме Вольтерра—Кернера—Вайн-
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берга (теорема 1 § 2.1), в силу своей общности, наиболее эф­
фективен при выводе условий «вариационности» систем ОДУ. 
Особенности различных подходов к ОЗВИ обсуждались в ра­
боте Шафира [411]. 

2.2.1. Формальная потенциальность систем ОДУ. Рассмот­
рим вещественное n-мерное конфигурационное пространство Ж 
с координатами ии ..., ип и систему ОДУ ЛГ-го порядка на Ж. 

Fjt,a{t),-£ru{t),...,~Fru,(t)\==Q, ц-=1777, te[to. *ib О) 
dt — . ' / - • - • • d t 

FtfC-iJC). 
Обозначим через Р[Ж) декартово произведение п прост­

ранств функций С00 ([to,' U]), которое является бесконечномер­
ным вещественным гильбертовым пространством со скалярным 
произведением 

<и. я >•----J »j (-)«<(')•#. я=(»/(*)). «---(-*(0) (2) 

(здесь и в дальнейшем по повторяющимся индексам произво­
дится суммирование ОТ 1 до /г). 

Введем в рассмотрение нелинейный обыкновенный диффе­
ренциальный оператор N, определенный на Р{Ж) и действую­
щий из Р[Ж) в Р{Ж) по правилу 

(N(u(t)))^F^t, U(t), ±-u(t) ~£-«(V 

u(t)=(Ui(t), ..., «„(О). Щи, U]. Тогда система (1) эквива­
лентна операторному уравнению N(w)-=0, ивР(Ж). 

В соответствии с общей теорией, изложенной в § 2.1, выве­
дем условия формальной потенциальности оператора N относи­
тельно классической билинейной формы, соответствующей ска­
лярному произведению (2). Производная Гато Nu', определяе­
мая согласно (1.1.2), представляет собой линейный дифферен­
циальный оператор АЛ-го порядка 

N'——4-—— -4 - I dF dN 

действующий из Р(Ж) в Р(Ж) по правилу 

(N;(%—25r^ 
здесь z40)-= «v> h^ = hv). Проверка критерия формальной потен 
циальности (2.1) позволяет получить следующее утверждение. 

Лемма, Необходимыми и достаточными условиями фор­
мальной потенциальности оператора N, определяемого систе-
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мой ОДУ (1), являются равенства 
N 

Еь .?_._? /_1Vbf.__.V*,_o. (ЗУ 
.V 

^ _ _ V / W * ^ . _ _ i ^ ,,> -g^C) # - f t 
, , , J = \, N, p., v=l,n. 
З а м е ч а н и е l. Условия (3), (4) являются необходимыми 

и достаточными условиями потенциальности (а не только фор­
мальной потенциальности) относительно классической билиней­
ной формы для достаточно широких классов краевых условий 
для системы (1). Например, это справедливо для случая, когда 
нелинейный оператор действует на множестве функций, удовле­
творяющих краевым условиям 

«£>(*„) = *£.. «»>(-i)-=-4- k-=0,iV — 1, 1Л.-1.Л. 
В дальнейшем, если не оговорено противное, будет рассмат­

риваться именно этот случай, поэтому условия (3), (4) будут 
трактоваться как условия потенциальности N. 

З а м е ч а н и е 2. Рассмотрение неклассических билинейных 
форм позволяет существенно расширить класс систем ОДУ 
с потенциальными операторами. Например [105], оператор про­
стейшего ОДУ 

4f-—/(*) = 0, Щ0,Т] (5) 
не является потенциальным относительно соответствующей. 
классической билинейной формы. В то же время при использо-; 
вании билинейной формы 

т т-t 
{u,v)u=\u(t) i (T~t — x)v(x)dxdt 

потенциальность имеет место, и решение уравнения (5) с на­
чальным условием и(0) =0 является критической точкой функ­
ционала 

т т т—t 
D[ti]=i\u(t)u(T-t)dt-2'\if(t) jj a(x)dxdt. 

0 0 0 

З а м е ч а н и е 3. Существенным условием теоремы Вольтер-
ра-Кернера—Вайнберга (теорема 1 § 2.1) является выпук­
лость области определения оператора N. В том случае, когда 
это условие не справедливо, выполнение соотношений (3) —(4), 
тем не менее, гарантирует локальное существование функцио-
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нала, являющегося решением ОЗБИ в постановке 1. '(Указан-
ный круг вопросов более подробно разбирается в § 4,1). 

З а м е ч а н и е 4. Начиная с работ Хирша [262]—[263], мно­
гие авторы (см., например, [388]) использовали при исследова-' 
нии «вариационное™» системы дифференциальных уравнений 
понятие самосопряженности системы уравнений в вариациях, 
введенное Якоби [283]. Указанный метод эквивалентен подхо­
ду, изложенному в 2.1, и приводит к тем же самым условиям 
потенциальности. 

2.2.2. Условия потенциальности систем ОДУ. Условия 
Гельмгольца. Для системы ОДУ первого порядка вида 

Fv,(t> и,к) = 0, ц== 1, п, (6) 
условия потенциальности (3), (4) представляют собой соотно­
шения 

dFlL dFv d I dFv\ л 

dav ди^ ' dt у айц 

О, .'{mu},.v=T7n. (8) 

где —г——г + Ия •-—• Из (7) вытекают соотношения dt - dt — WA да% 

d°F„ • •—О, n,v, Я--=1,/г, (9) 
dtivduh 

для выполнения которых необходимо и достаточно, чтобы функ­
ции En, ц----Ьга, зависели от dv линейным образом, т. е. си­
стема (6) имела вид 

F,i(t, и, u)^Cp,y(t, и)и'у + Оц(^ и ) = 0 , у —177.С (10) 

Подставляя равенства (10) в (7), (8), получим следующий 
результат. ! 

Т е о р е м а I. Необходимыми и достаточными условиями 
потенциальности оператора, соответствующего системе (10), 
являются.условия [\i, v, Я,—1, n) : 

G.xv + Gv^ — O. " (И) 
дСцу , •-'Суя ; -*GXu 0 | ••' ( 1 2 ) 

-•"{lambda} - • • - > d t t v 

^ — ^ . . ^ . - - , 0 . ' • ' • . • • ' ( 1 3 ) ; 
dt duv ' ди^ 

3 а м е ч а ц и е 5. В силу(П) , матрица (СЦУ) имеет отличный. 
от'нуля определитель лишь при четном п—2т. Системы ОДУ' 
вида (10), удовлетворяющие (11) —(13), рассматривались 

21. 



Биркгофом [9] и в настоящее время называются системами 
Биркгофа [19]. Теорема 1 доказана в работе Хаваса [251]. 

З а м е ч а н и е 6. Вывод условии (11) — (13), основывающий­
ся на понятии самосопряженности и подробный анализ содер­
жится в работах Сантилли [388], Обадеану, Маринка [345]. 

З а м е ч а н и е 7. Заметим, что согласно теореме 1, оператор 
любой системы ОДУ первого порядка, разрешенной относи­
тельно старших производных 

"и + /и(*> «) = 0> Ц—1.«> 
не является потенциальным, поскольку не выполняется усло­
вие (11). Это справедливо и для системы канонических урав­
нений 

•?,--^—о, /V+--—0, 
как известно, допускающей вариационный принцип Гамильтона. 

Необходимые и достаточные условия потенциальности (3), 
!(4), записанные для оператора системы ОДУ второго порядка 

Fn(t, и, и, й) = 0, ц-=Т7я (14) 
имеют вид (ц, v=-l , n) 

^ + ^L_24(^U0, • (16) 

*у ^ V I > Y ^ A _ ^ / ^ ) = O I (1T) 
duv да^ _ at у да^ ) dP ^ д ^ 

где ----- = ----- + «{lambda} —- + «{lambda}—--. Условие (17") с учетом (16) может быть at от ou\ fin 
переписано в более симметричном виде 

5t_i^_i^_№__^Uo as) 
duv ди^ 2 dt у duv дй^ ) 

Таким образом, следствием теоремы Вольтерра—Кернера— 
Вайнберга является 

Т е о р е м а 2. Необходимыми и достаточными условиями 
Потенциальности оператора системы ОДУ (14) являются усло­
вия (15), (16), (18). 

З а м е ч а н и е 8. Необходимость условий (15) — (18) была 
впервые обоснована Гельмгольцем [252], поэтому соотношения 
1,(15) — (18) (а также некоторые другие эквивалентные формы 
этих условий) в литературе принято называть условиями 
Гельмгольца. Достаточность этих условий была независимо 
доказана Майером [330] и Г. К. Сусловым [94]. 
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Из равенства нулю коэффициентов при «-,<3) в (16) следуют 
соотношения 

О (n.v, К - = ! , « ) , 

2l^+"*4N=a (21) 

т. е. система (14) должна быть квазилинейной (линейной отно­
сительно старших производных) и иметь вид 

E^( i , и, и, и ) = а ^ ( г , и, u ) a v + pM(t. «. и) = 0, p. = 1Tn. (19) 
Теперь условия потенциальности могут быть записаны в виде 
(i, ;', &=T7n) 

а а = 0 , ^ _ ^ . — = 0, (20) 
J J dti] ди-i 

•ЗРг | dpy о / .3 ,, ;, a 

.55-—. Ж-т(w+**5s;J.(д; ~^7/= u - - ^ ' 
Единственным дополнительным требованием, налагаемым' на 
матрицу (а.,) является ее невырожденность, т. e. det(a,-,) ¥=0, 
Равенства (20) — (22) также называют условиями Гельмгольца. 
• П р и м е р (Сантилли [388]; Обадеану, Маринка [345]). 

Определим УП системы ОДУ второго порядка, разрешенной 
относительно старших производных , • • 

щ~ fi(t, и, й) = 0, i = l,n. • • 
С учетом того, что а , - .= 6^, pl = — fi, из (20) —(22) следует, 
что функции / - линейны по ир т. е. /-==.р-у(.., ti)a.j-\-oi(t, и), 
тогда УП имеют вид 

Р.7 + Р;. = 0, 
дРЦ , д№ . дРЫ Q 
диц * diii "-" duj ' 
дЩ_ .... да' | " • / _ р 
d£ duj "г" ди.г 

Из условий (20) — (22) вытекает ряд следствий. Обозначим 
левые части равенств (21) и (22) через S..- и G,, соответственно 
и введем обозначение .,"', 

1 /ар, _ d p > y i / _ 7 — . 

Тогда из (21) с учетом (20) получаем равенства ..',.', 

д'щ Mj ~ д'иь duj + дщ — ' \ > 
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а из (22) следуют соотношения (i, J, k = \,ti) 

i_f^ + ̂  + ̂ W ^ + ^ + ^ = 0 (24) 
Соотношения (23), (24) использовались в работах различных 
авторов [394]. 

Можно показать (С Г. Шорохов [128]), что из равенств (20)» 
(23), (24) вытекают соотношения 

-Jl — ̂ lll _ _ i Z - _ o ' (25) 

Наконец, если коэффициенты системы (19) и их производные; 
определены в некоторой окрестности множества и—0 в фазо­
вом пространстве R2n{«, и], то очевидным следствием (22) 
являются равенства 

'dfr д$] 1 д /ар, d$j 
0{,\,'п = = 0 . (26) 

и=0 
З а м е ч а н и е . 9 . В некоторых работах (И. М. Рапопорт [81]) 

следствия (23), (24) рассматриваются наряду с условиями по­
тенциальности (20) —(22) (в той или иной форме) в качестве 
условий «вариационности» исходной системы, т. е. условия 
«вариационное™» содержат избыточную группу соотношений. 

Условия теоремы 2 могут быть ослаблены, как показывает 
следующая 

Т е о р е м а 3 (С. Г. Шорохов [128]). Условия (20), (21),. 
(24), (25) эквивалентны условиям Гельмгольца (20) —(22), 
т. е. являются необходимыми и достаточными условиями по-, 
тенциальности оператора системы (19). 

З а м е ч а н и е 10. В общем случае условия (22) сильнее 
условий (24), (26), а эквивалентность (устанавливаемая с ис-' 
пользованием (25)) имеет место лишь при выполнении 
(20), (21). 

З а м е ч а н и е П. Соотношения (23) — (26) могут быть 
использованы в задачах исследования структуры сил в меха­
нике (С. Г. Шорохов [127], |[129]), а также в различных кон­
кретных задачах как необходимые условия потенциальности. 

Помимо условий Гельмгольца различными авторами пред­
лагались альтернативные формы условий вариационности си­
стемы (19). Так, во многих работах используются условия 
потенциальности системы (19), полученной из системы ОДУ 

Щх, — fix(t, tt, к) — 0, ц----1Т7Г. (27) 
разрешенной относительно старших производных, умножением. 
на невырожденную n X n матрицу (atJ(t, и, и)), т. е. при усло­
вии» что в (19) 

Рн=-— «liv/v» Ц==17«. (28) 
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Например, подстановкой (28) в равенства (23), (22), (21) мо­
гут быть получены условия (И. М. Рапопорт [81]) 

^ + ^i__^_= = 0 > (29> 
I д . д д \ / dfk dfk\ „ 

•1 / dfk dfk\ где ff^iK~'ajid' 
И. M. Рапопорт [81] доказал, что для вариационности си­

стемы (19), полученной из (27) умножением на матрицу (а,-.-), 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения (20) ,, 
(29) — (31). Условия, предложенные И. М. Рапопортом, в прин­
ципе могут быть использованы при решении ОЗБИ для систе­
мы (19), однако гораздо более приспособленными для прило­
жений зарекомендовали себя условия, полученные Дугласом 
(см. гл. 4). 

В работе Энгельса [224] предложены две альтернативные 
формы условий Гельмгольца. Показано, что условия Гельм-
гольца (20) — (22) (к которым добавлено следствие (23)), 
могут быть записаны в виде 

со„ + а>у1-0. ^ - 0 . ^ + ^ - £ L - = 0 , (32> 
1 , - duk (ft <?",/ ди-t 

г д е ^ - Р ; - ( ^ + % £ ; ) ф / . , ^ = ^ + Й - ; . а ФУн^и Ф, {*. и. 
к) должны быть определены из системы ДУЧП -^-=ач, для 
совместности которой необходимо и достаточно выполнение ра­
венств. (20). В рамках второго подхода вводятся в рассмотре­
ние функции Фг-=ф2-Ьх;. Г{==1Гг—--• гДе функции ъ (?. И> 
являются частным решением системы ДУЧП 

duj ди-i 
(совместность ЭТОЙ системы вытекает из (3'2)). Тогда необхо­
димые и достаточные условия потенциальности (19) могут быть 
записаны в виде 

2._+2Ь,_0, ^$1=^1, _^=^£/. ' ' (33) 
•duj dui dilj dui ' duj dui 

3 аме'4ание"12. Функции Ф., Г. в соотношениях (33) име­
ют следующую простую интерпретацию 

ф _ _ - г - - — -
dut dui 
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З а м е ч а н и е IS. В общем случае применение условий (32) 
или (33) при проверке потенциальности конкретных систем 
не приводит к сокращению объема вычислений (что рассмат­
ривалось в качестве главной цели в работе Энгельса [224]), 
поскольку для определения функций ср. и х. требуется проинте­
грировать соответствующие системы ДУЧП. 

3 а мечан ие 14. 1̂  то же время предложенные Энгельсом 
формы условий Гельмгольца могут быть полезны при рассмот­
рении некоторых теоретических задач. Например, с.использо­
ванием условий (32) в работе Ю. Б. Ключковского, П. П. Нав­
роцкого [41] получен следующий результат. 

Пусть система ОДУ второго порядка для двух наборов 
переменных x--=(x.), i--=1, n, y = (yll), \x=\, m 

Ft(t, х, х. х, у, у, 'у) = 0, Qn(t, х, х, х, у, у, г/)-=-0, (34) 
i.= 1, ti, ц-—1, т, 

является частично лагранжевой в том смысле, что для каждой 
из двух подсистем (34) известны лагранжианы £<••*) (t, x, х, у, 
у), №(t, х, х, У, у), т. е. Ft = g^(LW), О^^ЦЬ<*>), где 
<gw, (g'W —операторы Эйлера—Лагранжа относительно пере­
менных Xi и г/ц соответственно. Тогда, как доказано в [41]. 
система (34) допускает единую функцию Лагранжа тогда и 
только тогда, когда для некоторых функций <ait a2, d3 выпол-
няется равенство i 

L.W(t, х, х, у, y)—LW(t, x, 'x, у, jf)----
. . d '' 

•=а,(/, х, x)—a2(t, у, у)+—'03(t. х, у). 
Иной подход к исследованию потенциальности системы (19)'' 

развит в работе КрупкОвой [301]. Равенства (20) —(21) рас­
сматриваются как система ДУЧП для определения неизвестных. 
${(t, и, и) при заданных ct.j(t, w, и). В случае- выполнения 
условий (20), которые являются необходимыми и достаточны­
ми условиями совместности системы (21) — (22), построено об­
щее решение этой системы. Тем самым получено общее описание 
всей совокупности потенциальных систем вида (19) и для про­
верки потенциальности конкретной системы необходимо убе­
диться в ее .принадлежности полученной совокупности систем, 

Подходы к формулировке условий потенциальности систем ' 
вида (19), существенно использующие аппарат внешних форм, 
рассматриваются в § 2.4. 

Для регулярной функции Лагранжа L(t, и, й, ..., и1т)), 
уравнения Эйлера—Лагранжа 

2(--1)*(--у) - о . и - - .* . (35) 
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представляют собой систему (квазилинейных) ОДУ поряд­
ка 2т . Поэтому рассмотрим систему ОДУ (1) при четном 
N=2m. В работе Боэма [160] доказан следующий результат. 

Т е о р е м а 4. Для (локального) существования функции 
L(t, и, и, ..., иЫ)), такой, что 

-Д [ 6L \{к) 

f , -0 \ 0 ц ц / 

иеобходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия 
OF,, /ft + l W ( dF.. \ / 2т \ 

( dF„ \ (2т-*) dF„ . 
Х | — - Г ' ==( - - )* - , k = 0. 2m, ц, v = l , n. 

Очевидно, что условия (36) эквивалентны условиям (3) — (4) 
потенциальности дифференциального оператора с высшими 
производными, соответствующего системе (1). 

§ 2.3. Условия потенциальности Гельмгольца 
для систем дифференциальных и интегро-дифференциальных 

уравнений с частными производными 
2.3.1. Условия потенциальности систем интегро-дифференци­

альных уравнений с частными производными (ИДУЧП) отно­
сительно локальной билинейной формы. В этом разделе, 
используя критерий потенциальности операторов (11) (§ 2.1), 
приводится аналог условий Гельмгольца для широкого класса 
•систем ИДУЧП при исследовании на потенциальность относи­
тельно заданной локальной билинейной формы. 

Рассмотрим систему ИДУЧП вида 

N'(w).= /-(x, иа)~\-[ж1[х, у, щ(х), Ufi-{y)]dy=0,. 

xeQc-R"", i-ЛТл; .|а|,-|р|, |р'|=°> s, 
тде Q-ограниченная область с кусочно гладкой границей dQ; 
/'6С-+1 (OxR"), •%"eC-+1(QXQ"xR?XR'0 (i=--L n); ^-размер­
ность вектора {иа}( |а | = 0, s; agZ+); 5 — наивысший порядок 
'производных, входящих в эту систему; и(х) = (и'(х), . . .,ип (х))-~ 
•неизвестная вектор-функция. 

Положим 
£>(N)^D(NK ..,,Nn)=*{ti£U=(Ul tf»):«'6tf - С---(--),. 

.= cpv (v=-0, -so)}, (2) 
да 

27 



где пх—-внешняя нормаль к границе д&, фЛ, == (ф .̂• . . ,Ф" ) 
(v = 0, so) — заданные гладкие вектор-функции. Здесь и далее 
число s0 зависит от s. Если s —четно, то s0—s/2— L При не­
четном s полагаем, что s0 —(s-f- 1)/2—J. 

Обозначим 1/ = (V1,. ..,Vn): Vl = C(Q) (i = \,ri) и определим 
локальную билинейную форму ( . , . ) U : 1 / X U - ^ R равенством 

< v, g > . - J л,у (х, и) v ' (х) gj (x) dx, (3> 

где ai}eCs (Q X R") (t,J = \, n). 
Теорема 1 (В. М. Савчин [84]). Если 

dair datj 
•dvJ диХ -0 v^eQ. VUQD{N); i,J,r=\,n, (4> 

то для потенциальности оператора (1), (2) относительно били­
нейной формы (3), необходимо и достаточно выполнения на Q 
соотношений 

а< ' Щ 
\[^)% L>a-y[atrj~rJ—air ди/ 

dy = 0 (5> 

VweD(-V), / , г = 1,я; | т I ——-0. s, 

( -1 ) 1 Г | Г( — air-D(. = 0 (б> 

VtieD(N), J,r = \,n, 
где запись (...)\х+и означает, что в выражений в скобках нуж. 

y-t-x 

но х и у поменять местами. 
Отметим, что при т=\, s = 2, Ж1=0 (i=\,n) и а- — б,;. 

(i,j = \,n) (символы Кронекера), из соотношений (5), (6) сле­
дуют условия Гельмгольца [252], полученные для ОДУ второго 
порядка. Поэтому критерий потенциальности (5), (6) можно 
рассматривать как аналог условий Гельмгольца для системы 
ИДУЧП (1) и локальной билинейной формы (3). 

2.3.2. Об условиях потенциальности систем Д'УЧ П относи­
тельно нелокальных и локальных билинейных форм. Задача 
получения условий потенциальности дифференциальных опера­
торов с частными производными---аналога условий Гельмголь­
ца для ДУЧП — привлекла внимание многих исследователей.. 

В работе И. М. Рапопорта [81] рассмотрено общее диффе­
ренциальное уравнение с частными производными второго по-
2Г 



рядка 
/ (xft, ti,tik,uk r)=—0, x6-2-Rm; k, г = 1, m, (7) 

с краевым условием 
и\еа=ч(х)- (8) 

Доказана (И. М. Рапопорт [81]) 
Теорема 2. Если гладкая функция / = / (xk, и, и k, и k Г) 

удовлетворяет условиям: 

(bkr—символ Кронекера), которые являются необходимыми и 
достаточными условиями существования функции 2 , = . 2 ' (Л« , 
и Л, удовлетворяющей тождеству1) 

/-41-о.#р <к» 
то функционал 

{lambda}. 

5 Ш — J I f [*k. ifr V 4> tV) I f d^d* (11) 
a {lambda}, 

сохраняет постоянное значение для всякой функции г].-г|5(Я; x), 
удовлетворяющей краевым условиям 

Ф - . в о - Ф - l̂{lambda}={lambda}- = " ' o . 4 > L . . j L t - - - • « • ( - 2 ) 
Значение функционала S определяется заданием двух функ­
ций 

иа=щ[х), и=и(х), 
таких, что 

ua\oa = ti\da- (13) 
Если допустимая функция и является стационарной ТОЧКОЙ 

функционала S, то она является решением уравнения (7). 
В работе Тонти [429] для системы уравнений 

fr{til,dxk,iixkxi)=Q, xe{Omega}cRm; и'ес-Й; i . r — О , (14) 
найден аналог условий Гельмгольца в виде соотношений 

а/- _ df 

•> то есть левая часть (7) есть выражение Эйлера—Лаграыжа для функ­
ционала J" SSdx. 

а 

29 



VL—J£- + 2Dj-*£-. (16> 
daxk xk x"xJ 

ди' да' да'У J- du1^ 

Для получения этих условий используется критерий потенци­
альности операторов (см. формулу (3) из § 2.1). 

В. Л. Бердичевским [6], [7] приведены аналоги условий 
Гельмгольца для общей нелинейной системы ДУЧП 

/г(х,а*,и1,.... «?,..., )=°> xeQcRm, к, r = 1 T n , (16> 

где иЧг...1 =dPakldxli.. .дх1Р; неизвестные функции ufi {k = \,n} 
подчинены соотношениям 

дУак =.ф*, й = 17¥; v-=07v0, Vo=v0(p). (17> 
Klen 

Эти условия представлены В. Л. Бердичевским в виде 
N-fi 

W V / ,ч*+/^/.п. п. W » 2 (-ir'Ci+lDik+l...Dii+ll~-^ , (18> 
. — ^ v -/ - « - р . — . А т » чсг' д„г 

г, s = l,n; ix ift = 1. p; k=0, N, 
где C£=k\/(m\(k-m)\). 

По терминологии В. Л. Бердичевского [7] соотношения 
(18)—это условия голономности (т. е. б 'б(. . .)—66'(. . .)) для 
функционала 

п 

bJ=\^Ufkbukdx. (19) 

Отметим, что в работе В. И, Заплатного [33] условия потен­
циальности Гельмгольца для системы ДУЧП второго порядка 
получены путем обобщения подхода И. М. Рапопорта. Соответ­
ствующее обобщение на случай одного уравнения четвертого 
порядка изложено в кандидатской диссертации В. И. Заплат­
ного [32]. 

Общим для указанных выше работ является то, что в них 
исследуется потенциальность дифференциальных операторов 
с частными производными лишь относительно нелокальной би­
линейной формы классического вида 

га 

{•o.g)=>\y2iv4A-glMdx. (20) 
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Рассмотрим теперь следующую систему ДУЧП: 
Nl(u)^fl(x,tta) = 0, ^6QcRm, i=T7n; | а |= -07 , (21) 

где a(x)—(и1^) к" (x)) —неизвестна я_ вектор-функция; 
fi (i .-=T7n) — заданные функции класса ^-(QXR17); g — размер­
ность вектора {иа} (| а|==0, $); область определения рассматри­
ваемого оператора N—(Nl, ..., Nn) задается соотноше­
нием (2) (§2.3). 

Определим локальную билинейную форму <-,•>«:VX.U-*-R 
равенством 

{ v, g > и = \ atJ (х, щ) • v1 (x) • gJ (x) dx, (22> 
а 

где a^eC^QXR*) (i. j==TTft; |p| = 071), причем на Q 
det^/y^i-^-O vuQD(N). 

Справедлива (В. М. Савчин [84]) 
Теорема 3. Для потенциальности оператора (21), (2) от­

носительно локальной билинейной формы (22) необходимо. 
и достаточно выполнения условий 

( _ l ) i « l f « ) D a - , j ? r ( e i r / 0 - - ? 7 ( e ' r - / < ) - O (23). 

vxe&, yuQD(N)\ j , r = T7n; |-Y | = 07i. 
Соотношения (23) являются аналогом условий Гельмгольца 

для системы ДУЧП (21) при исследовании на потенциальность. 
относительно локальной билинейной формы (22). 

2.3.3. Аналог условий Гельмгольца для системы ДУЧП от­
носительно заданной билинейной формы со свертками. Пусть 
задана система ДУЧП вида 

N* (и.) = / ({х , t, и»>) = 0, {х, * )GQT- Q X (0. Т), (24> 

i.= T7n; k=0,l; | a | = 0 , s, 
где u(x, <)--=(«t(x,t), . , . , un(x, t))— неизвестная вектор-
функция; Q — ограниченная область в R™ с кусочно гладкой 
"границей dQ; 

D(N)^{aeU = (W i / n ) :a 'eU ' = C 2 ( '+ i )(Qr) 
(i = l7n) , ^ - =cpA(x), xQQ (k = O7T0), (25> 

dn>x 
- iPv. Гг = dQX (0. Т) (v = 0, s0)}. 

Здесь 1фА, if.v— заданные достаточно гладкие вектор-функции. 
Числа U и s0 зависят соответственно от las. Если I, s — четные, 
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то U=l/2—\i S-—s/2—1. При нечетных I, s полагаем i0— (/-+1)/ 
2 - l , s 0 = ( s + 1 ) / 2 - L ___ 

Обозначим V=(V\ ..., V"):V-C(<TT) (i=1, n) и опреде­
лим билинейную форму < •, • >:VXU-^R равенством 

' r 
< v, g > — J J au (x)-v{ (x, t)• BgJ (x, t) dxdt, (26) 

о я 

-где ai](i, j = \, n) — заданные функции класса CS(Q), Bg](x> t) = 
= ^(x, T-t). 

Имеет место (В. М. Савчин [84]) 
Теорема 4. Для того чтобы оператор (24), (25) был по­

тенциальным относительно билинейной формы (26), необходи­
мо и достаточно выполнения условий 

- а < - — 7 1 ^ = ° v ^ ' -)-#-•• v«eE>(N); (27) 

у, г = 1, п; v = 0, l; |p| = 0, 5, 

где C)!..= .ftl/(vl(.%-v)l). 
Из соотношений (27) при 1—2, s=2, atj—l (i, / = 1 , n) 

следует соответствующий результат работы Бампи,Морро [153]. 
Следует особо подчеркнуть, что в общем случае соотноше­

ния (27) заключают в себе дополнительные ограничения и на 
.область определения оператора N. 

Пример. Рассмотрим нелинейное ДУЧП вида 
—и—ь^х 2f 

(x,^)6Qr.=-QX(a Г), 
тде u=u(x, t)—неизвестная функция; {Omega}—ограниченная об-
ласть в R3 с кусочно гладкой границей 6Q; а\ 6. (/=1, 3) — 
заданные постоянные по х, t величины; 

D (N)={u£U ^Cz(Qr):tt\t=0= 4>(х), xQQ, 
и\тт = ^(х, t), TT = dQX(0, T)), (29) 

•<р, чф—заданные непрерывные функции на й и <?ЯХ[0> Т] 
•соответственно. 
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Пусть задана билинейная форма вида 
г 

(v, g > --= J ^v (х, t)-Bg{х, t) dxcit, (30) 
0 Q 

'rpfiBg(x,t)=g{x, T-t). 
Оказывается (В. М. Савчин [84]), что для потенциальности 

оператора (28), (29) относительно билинейной формы (30) 
необходимо' и достаточно, чтобы для любой функции u£D(N) 
выполнялось соотношение 

{u&D(N):u{x, t)=u(x, T—t)}, 

Следовательно, оператор (28), рассматриваемый в новой 
области определения 

{u&D(N):u(x, t)=u(x, T—t)}, 

является потенциальным относительно билинейной формы (30). 
П р о б л е м а 2. Исследовать разрешимость системы уравне­

ний (23) относительно aiy(i, у — 1, it) при заданных функциях 
/ ' (1 .= 1Гй). 

§ 2.4. Формулировки условий потенциальности 
с применением аппарата внешнего 

дифференциального исчисления 

Среди многих преимуществ, которые дает применение поня­
тий и методов теории внешних дифференциальных форм, сле­
дует выделить компактность и большую алгоритмичность по­
лучаемых при этом результатов. Использование дифференци­
альных форм при изучении ОЗВИ позволяет получить обоб­
щения условий потенциальности на случай произвольных глад­
ких многообразий (§ 2.5) и дает ключ к решению проблемы 
глобального существования решений ОЗВИ посредством рас­
смотрения вариационного комплекса (§4.1). 

2.4.1. Формулировки условий потенциальности для систем 
ОДУ. Поставим в соответствие системе ОДУ первого поряд­
ка (2.10) 2-форму 

со — — Cnvd«MAd«v+L )| j,dMnAdt. (1) 

где C^(t, и), D^t, и) — коэффициенты системы (2.10), при 
этом предположим, что матрица (C„v) кососимметрична, т. е. 
выполняются соотношения (2.11). Вычислим внешнюю произ-
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водную со: 

dams±. ^+!_4P- , lU^Ad%Ad«v + 
6 \р&ь -Зиц 6MV i 
1 [dC..v dDa dDv\ t (2) 
-- \ dt duv du^J 

Сравнивая (2) с УП (2.11) —(2.13), получим, что справедлива 
Т е о р е м а 1. Необходимым и достаточным условием по­

тенциальности системы ОДУ первого порядка (2.10), удовле­
творяющей (2.11), является замкнутость 2-формы (1), т. е. 
da>=0. 

Указанная теорема приводится и обсуждается в книге 
Сантилли [388]. 

Сформулируем теперь условия потенциальности для систе­
мы ОДУ второго порядка вида (2.19) относительно стандарт­
ной билинейной формы с использованием аппарата внешнего 
дифференциального исчисления, следуя работе Мимуры, 
Ноно [335]. Системе (2.19) соответствует 2-форма Q 

1 сф/ Q = a4dul/\Qj — -jJjQi/\Q!~fnQl/\dt, (щ 

где aip Р; — коэффициенты в ОДУ системы (2.19), 0/ —контакт­
ные 1-формы, имеющие выражение Ql = dtii — uidt. С учетом 
равенств dtii=Qi-\-u.idt, dQ=—duf\dt внешняя производная 
2-формы Й имеет вид 

dQ=aljduiAdujAdt-\-~dujAdiiiAQh— 

1 (d$i <ЭР/\ дан . дап\ . 

1 д% даы\ . 
7ddfa-d^}b™)Ad"* + 

~ 2 дй]ди* в-Л^Ле*. (4) 

Сравнивая (4) с условиями (2.20) — (2.24) и теоремами 2—3 
§ 2.2, получим, что справедлива 

Т е о р е м а 2. Система (2.19) является потенциальной тогда 
и только тогда, когда соответствующая системе (2.19) 2-форма Q 
замкнута (dQ=0). 

З а м е ч а н и е 1. В более общей формулировке теорема 2 
впервые приводится в работе Балачандрана и др. [150]; раз­
личные переформулировки и модификации этого результата 
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содержатся в работах Крэмпина [182], Шафира [409], [410],. 
Энно [254] и др. 

З а м е ч а н и е 2. Из равенства (4) следует, что в базисе dt, 
в., da] замкнутость формы Q эквивалентна выполнению усло­
вий Гельмгольца (2.20) — (2.22) и их следствий (2.23), (2.24). 

Рассмотрим систему ОДУ JV-ro порядка общего вида (2.1). 
Для формулировки условий потенциальности системы (2.1) 
может быть использован подход Колара [296], состоящий в 
следующем. Вводятся в рассмотрение дифференциал й„ и диф­
ференциал Лагранжа 6, определяемые формулами 

N 

d*/=V 
ft-0 
N 

б — (фо+2-^— D^jdn, 
где дифференцирования £>> cpo- Ф задаются соотношениями 

Ddn = d«D, Df=% + Y.$r*£+l)' 

Ф / = 0, cPdMlx=0, tpduW^kdu»-», k>0, 

ф о Ш - ( C l e g (0)C0. 

Согласно [296], равенство 
6{FVL(t,a,k,...,u{N))dull)^0 

представляет собой критерий (локального) существования лаг­
ранжиана для системы ОДУ (2.1). 

Условия потенциальности дифференциального оператора 
с частными производными Р(х, и, . . . , иш)) порядка N также 
могут быть представлены как условия замкнутости дифферен­
циальной формы (относительно соответствующим образом опре­
деленного дифференциала). Этот факт вытекает, например» 
из точности вариационного комплекса 

D D D Е б - О 
0{to}R{to}A0{to}A1{to} . . .{to}A„->Al!{to}A{to} . . . 

(Олвер [352]) в члене Л]: (см. § 4.1). 
Различные подходы к формулировкам условий потенциаль­

ности, использующим технику дифференциальных форм, содер­
жатся в ряде других работ (Андерсон [НО], Колар [295], 
Крупка [297], Крупкова [300], Лаурук, Тульчиев [308], Литин-
ский [312], Хорндески [278] и др.). 

2.4.2. УСЛОВИЯ потенциальности для ДУЧП и форм баланса. 
Вариационные описания дифференциальных уравнений с част-
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ными производными второго порядка могут основываться на 
формализме так называемых форм баланса (Эделен [222]). 

Пусть Ж и E —многообразия размерностей п и ti + N соот­
ветственно, причем Е-~ расслоение над Ж, и (tt + ./V+n.V)-Mep-
ное многообразие J, (E) —расслоение 1-струй многообразия Е. 
Для наших целей достаточно ограничиться случаем, когда 
j?=-R", £ -=R»xR" . а следовательно, J, (E)-=RnXRA 'XR"N , и 
на многообразиях Ж, E, J, (Я) заданы координаты (х1), (х}, ра), 
{xl, Pa, p?), i = l,n, C4—1, N, соответственно. 

В дальнейшем используются «-форма объема ^-----ofx'A 
Adx^A- • • Adxn и (п— 1)-формы .и£ = ^/ i|ix- i = \,n. Отображе­
ние у.Ж-> J-(E) называется регулярным, если Ф*ц¥=0> ф*Са==0, 
а=-1 , 7V, где Ф*-индуцированное отображение из внешней 
алгебры А(Е) в А(Ж), Ca = dpa — pfdxl,a=\, Л/,-контактные 
1-формы на J, (Е). Если отображение Ф:,..•£-> J, (E) регулярно, 
то в локальных координатах Ф определяется формулами 

Ф (х1) = (х{, и* (х% djUa (x1)), (5) 
т. е. ра = иа(х1), р* = д]Иа(х'), где функции аа(х1) представля­
ют собой сечения расслоения Е. 

Рассмотрим систему ДУЧП второго порядка 
Л|/р (х!>, и\ dkuy) dljtf+-Ва (хк, иУ, dhuy) .= О, (6) 

где (хк), k-= 1, п, --независимые переменные, (и1), ч— I, N, — за­
висимые переменные, А%, Ва — известные функции. Следуя ме­
тоду Картана [39], сведем систему (6) к системе внешних диф­
ференциальных форм. Пусть имеется система n-форм 

Fa = AlJi (x\ p\ pi) dpfAiij + .fie (хК /Л pi) ц, 
тогда с учетом (5) 

<P*Fa = A$(x*, uv, dkp)d(diu^)Aiij + Ba(xk, иУ, дкиУ)у,. 
В силу равенств ^ Л ^ = - * ^ . имеем 

d(d tuP) Ayj=dluPdxkAVj=dZ}ti% 
следовательно, 

Ф*-Р,- (A'Vj (j-*, и\ dkav) 'Щ}Ф+ВЛ (x", иУ, дкиУ)) ц. 

Таким образом, регулярное отображение ф : J{to}Jt(E) яв­
ляется решением системы квазилинейных ДУЧП (6) тогда и 

.только тогда, когда cp*.Fa = 0, a = l , N . Отметим, что система 
внешних дифференциальных форм может быть сопоставлена 
системе ДУЧП (6) не единственным образом. 

Более ограниченным, но имеющим обширные приложения 
(Эделен [222]), классом квазилинейных ДУЧП являются урав-
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нения баланса. Эти уравнения выводятся из n-форм баланса 
Ba^Wa [х\ рУ, Pl) v-dWl

a [х", /Л, pv) Afl(> a = TTlV, (7) 
c учетом равенств 

Ф*5« -= {Wa (xk, иУ, дкиУ) ~ DiWla (х", и\ дьи?)) ц. (8> 
где D.— полная производная по х\ 

Формы (7) называются формами баланса, поскольку в ре­
зультате интегрирования (8) по QaJt и применения теоремы 
Стокса получаются равенства 

J Ф* О^аЦ)---- JJ Ф* Л » ) . a = O V 

имеющие форму'интегральных законов баланса. 
В классический вариационной формулировке систем 

ДУЧП (6) используется гладкая функция Лагранжа вида. 
Ь(х\ иа{х*), д.ца(я*)). В силу равенства ^*L(x\ pa, р.а) = 
=Ь(х\ иа(х1), д{иа(х*)), лагранжиан L может рассматриваться 
как элемент внешней алгебры А(^{Е)), а именно LGA°(Ji(F)). 
Поэтому функционал—«действие», зависящий от регулярного 
отображения ф : Qc:Jf->J1(E) и функции L6A°(J1(E)), имеет 
вид 

©[91 = 5 Ф* (1ц). (9); 

я 
Лагранжиану L соответствуют n-формы Эйлера—Лагранжа 

£«{cdot}-(d«L)n-d(dU)Ani. a=TTiV. (10) 
Справедливо утверждение (Эделен [223]) о том, что регуляр­
ное отображение ф : QczM->-Ji(E) стациоиаризует действие (9)' 
тогда и только тогда, когда равенства 

Ф*£а = 0, a^\,N (11) 
(уравнения Эйлера—Лагранжа) удовлетворяются во всех 
внутренних точках Q. 

Отметим, что в локальных координатах уравнения (11) эк­
вивалентны следующей системе ДУЧП 

диа \ dtdtu*) J 
где Di — полная производная по х\ 

Очевидно, что произвольные n-формы Эйлера—Лагранжа 
(10) представимы в виде n-форм баланса (7). Обратная зада­
ча о представлении формы баланса в виде формы Эйлера— 
Лагранжа является одной из возможных постановок ОЗВИ. 
Будем говорить, что система форм баланса (7) на Ji(-E) до­
пускает вариационный принцип, если существует функция 
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Лагранжа L-5A°(Ji(E)), такая, что Ba=Ea(L), т. е. 
Wa-daL, Wj^dJL. 

Пусть задана система форм баланса (7). Определим 1-форму 
W равенством W=Wadpa + Wi

adpf. Справедлива 
Т е о р е м а 3 (Эделен [223]). Система форм баланса (7) 

допускает вариационный принцип тогда и только тогда, когда 
(«+1)-форма (W/\\i) замкнута. 

Очевидно, что не каждая система форм баланса на Ji(F) 
допускает вариационный принцип в указанном выше смысле. 
Например, форма баланса D1—d(p'dx1+p1

1dx2) для линейного 
уравнения диффузии в случае одной пространственной перемен­
ной не допускает вариационного принципа на Ji(E) с коорди-
натами (л:1, хг, р\ р.1, р-1) и контактной формой С — 
=dpl—pi

1dxi—p2
idx\ 

ОЗВИ для форм баланса может быть решена за счет расши­
рения многообразий Е и Ji(E), что демонстрирует следующая 

Т е о р е м а 4 (Эделен [223]). Любая система форм баланса 
Ba=WaVL — dW'aAnt> a = \, N на Ji(E) может быть расширена 
до системы форм баланса на Jx (E) X JtN+nN с координатами 
(x'> pa, pf, ~pa, pf) и дополнительными внешними формами 
Ca=dpa—pfdxi, Ba='W'a\\ — dWaA\ii так. что система форм 
{Ва, Ва} допускает вариационный принцип. Для этого достаточ­
но выбрать 

При этом функция Лагранжа имеет вид L = Wpp.3+№rj3p . 
Отметим, что метод введения сопряженной системы форм 

баланса является аналогом метода введения дополнительных 
переменных (см. § 4.6). 

§ 2.5. Условия вариационности дифференциальных уравнений 
на многообразиях 

В этом параграфе рассматриваются векторные поля, соот­
ветствующие дифференциальным уравнениям на многообра­
зиях, и приводятся условия «вариационности» этих полей, а 
именно, выводимости их из некоторого лагранжиана. ОЗВИ 
для дифференциальных уравнений на многообразиях отличается 
рядом особенностей. Например, в общем случае гладкое мно­
гообразие не является банаховым пространством, поэтому об­
щая теория, приведенная в § 2.1, в частности, понятие потен­
циальности, не применимы для дифференциальных уравнений 
на многообразиях. 

Изучение ОЗВИ для дифференциальных уравнений на мно-
38 



гообразиях требует также применения разнообразных ПОНЯТИЙ 
и методов современной теории динамических систем и диффе­
ренциальной геометрии (В, И. Арнольд [4], B. И. Арнольд, 
В. В. Козлов, А. И. Нейштадт [5], Абрахам, Марсден [135], 
Годбийон [22], Мармо и др. [327], Мармо, Рубано [323], Крэм-
пин, Пирани [188], Либерманн, Марль [310], де Леон, Родри-
гес [200], [202], Саундерс [407], Моранди и др. [336]). 

В силу существенных отличий, случаи автономных и неавто­
номных дифференциальных уравнений рассматриваются от­
дельно. 

2.5.1. Условия вариационности векторных полей на много­
образиях (стационарный случай). Рассмотрим гладкое много­
образие М четной размерности п и векторное поле Х&2В (М), 
имеющее локальное выражение X=f'(x)—г. Интегральные 

ах1' 
кривые X в локальных координатах удовлетворяют системе 
ОДУ первого порядка 

* - -= / - (х) . (1) 
Под ОЗВИ для векторного поля X будем понимать задачу 

нахождения лагранжиана ЬвС™(ТМ) вида 
L = \x+h, (2) 

где А—прообраз функции hQC°°(M) относительно проекции 
%:ТМ-+М; цбС00 (7 M) —функция, линейная на слоях 7"M 
и связанная с 1-формой n.3A'(M) соотношением 

ц(и, v) = [\{v)\u, uGM, (и, v)QTM, 
для которого уравнения Эйлера—Лагранжа (в локальных коор­
динатах) эквивалентны (1). Лагранжиан (2) является вырож­
денным, поэтому указанная выше постановка ОЗВИ для век­
торного поля X требует некоторого дополнительного обоснова­
ния (см. [169]). 

Теорема 1 (Каринена, Лопес, Ранада [169]). Если 1-фор-
ма |гбЛ'(М) такова, что 2-форма d\i является симплектической, 
и производная Ли 9?х\ь — замкнута, то существует (локально) 
лагранжиан L&C°°(TM) вида (2), ЯВЛЯЮЩИЙСЯ решением 
ОЗВИ для векторного поля X. 

Наиболее адекватным объектом для описания автономных 
динамических систем с конечномерным конфигурационным мно­
гообразием М является касательное расслоение ТМ дифферен­
цируемого многообразия М. Введем в рассмотрение некоторые 
геометрические структуры на ТМ, возникающие при исследова­
нии ОЗВИ для уравнений второго порядка на М. При этом 
будем пользоваться локальными координатами (и11, #) на ТМ, 
где (и") —локальные координаты на М. 
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Векторным полем гомотетий (или векторным полем, 
Лиувилля) называется векторное поле &&$&(ТМ), имеющее 
локальное выражение A — va—-. 

dva 

Вертикальным эндоморфизмом называется тензорное поле 5 
типа (1,1), определяемое в локальных координатах следующим 
образом: 

S=~®daa. dva 

Системам ОДУ второго порядка в локальных координатах 
на многообразии М соответствуют векторные поля на ТМ, удов­
летворяющие дополнительному условию. Векторное поле Г на, 
ТМ называется полем дифференциального уравнения второго 
порядка на многообразии М, если 

5(Г)=А, 
где А—-векторное поле Лиувилля. Другими словами, векторное 
поле Г в локальных координатах должно иметь следующее вы­
ражение 

Г - ^ + /"<"'«>£=•• (3) 

при этом интегральные кривые Г удовлетворяют в локальных 
координатах системе 2п ОДУ первого порядка 

'u? = va, ia=fa(u,v), 
а проекции интегральных кривых Г на М являются решениями 
системы ОДУ второго порядка 

'ita=fa(u, it). 
Как известно (Абрахам, Марсден [135], Либермани, Марль 

[310J, Моранди и др. [336]), инвариантная форма уравнений 
Эйлера—Лагранжа имеет следующий вид. 

Пусть ЬвС°°(ТМ) — функция Лагранжа. Тогда вводятся в 
рассмотрение l-форма Картана @L=SdL и 2-форма Лагранжа 
QL— -—dQL, имеющие локальные выражения 

Oz-I-Vdtt'. 

Лагранжиан L называется регулярным, если 2-форма йь. 
невырождена (и, следовательно, является симплектической). 
Если лагранжиан L регулярен, то существует единственное 
векторное поле Г, такое, что 

iFQL = dELt (4) 
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где £ь = A(L)—L — энергия, соответствующая лагранжиану L. 
С учетом формулы Картана 

.2?r = fr-d + d°ir, 
соотношение (4) может быть записано в виде 

SvQL-dL^Q, (5) 
обычно называемом инвариантной формой уравнений Эйле­
ра—Лагранжа. 

Можно показать (Крэмпин, Пирани [188]), что векторное 
поле Тъ2)?{ТМ), удовлетворяющее (4) или (5), является полем 
дифференциального уравнения второго порядка на М и проек­
ции интегральных кривых Г на М в локальных координатах 
удовлетворяют уравнениям Эйлера—Лагранжа. Такое вектор­
ное поле Г называется полем Эйлера—Лагранжа с лагранжиа­
ном L. 

ОЗВИ для векторного поля уравнений второго порядка на 
многообразии М состоит в определении условий, при которых 
это поле является полем Эйлера—Лагранжа с каким-либо лаг­
ранжианом L. Справедлива 

Т е о р е м а 2 (Балачандран и др. [150]). Необходимым и 
достаточным условием (вообще говоря, локального) существо­
вания лагранжиана L для дифференциального уравнения второ­
го порядка Г на М является существование невырожденной 
2-формы ю на ТМ, удовлетворяющей условиям 

©(*,,*-)-=(), (6) 
со (vv v2) = 0, (7) 

2'го)=-0, (S) 
dco = O, (9) 

где vu vs&VTM и hi, h^HTM — произвольные вертикальные и 
горизонтальные векторные поля соответственно. 

З а м е ч а н и е 1. Горизонтальное подрасслоение НТМ, опре­
деляемое дифференциальным уравнением второго порядка Г 
на М, порождается базисными горизонтальными векторными 
полями 

Вертикальное подрасслоение VTM порождается базисными-
вертикальными полями V}=—yd<%(TM). 

Условия теоремы 2 могут быть ослаблены, как показывает 
Т е о р е м а 3 (Крэмпин [182]). Для того, чтобы заданное 

дифференциальное уравнение второго порядка Г на многооб­
разии М выводилось из регулярного лагранжиана, необходимо-
и достаточно, чтобы на Т(М) • существовала невырожденная' 
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2-форма ев, удовлетворяющая условиям (7) — (8) и условию 
ihda{vu v2)=0, (10) 

где vu vfcVTM — произвольные вертикальные векторные поля, 
ЛбЯГЛГ — произвольное горизонтальное векторное поле, ih — 
внутреннее произведение на h. 

З а м е ч а н и е 2. Подпространство (размерности п) каса­
тельного пространства к многообразию М в точке и называется 
лагранжевым относительно заданной 2-формы, если 2-форма 
исчезает на каждой паре векторов из этого подпространства. 
С учетом этого условия (7) и (10) могут быть переформулиро­
ваны следующим образом: все вертикальные подпространства 
являются лагранжевыми как для со, так и для fada, где h — 
произвольное горизонтальное векторное поле. 

Следуя работе Крэмпина [182], выразим необходимые и до­
статочные условия теоремы 3 в локальных координатах («•, из), 
Напомним, что индексы изменяются от 1 до п и по повторяю­
щимся индексам производится суммирование. 

Совокупность базисных горизонтальных и вертикальных век­
торных полей {Hi, Vj} образует базис в $&(ТМ); дуальный ба­
зис состоит из 1-форм {8\ ар-7*}... где 

8' = da1, yf = dvi—l-djLdu,k. (П) 

Производные Ли этих форм по отношению к Г задаются со­
отношениями: 

^ r 0 < = d t > ' - — ^ - 0 / + 1|)'<, 
2 dvJ 

где 
Ф' i j ! . + ± i — — i _ _ r ^ " i 

] ди1 4 dvk dv1 2 \dv! j 
Запишем 2-форму ю, удовлетворяющую условиям теоремы 3, 

в базисе {6*. ifi'} 
ю=й^8г'Л1|53'+М*Ле-, 

где, не ограничивая общности, fJij+[5j.i = 0. Отсутствие слагае­
мых ф'Л^3' вытекает из (7). С учетом (12) 

--гсо = (Г (Pi;) + piJk
 d-£r+alk^ 9<Лв' + 

- +(2Р^ + Г Ы + у ^ / ^ + у « А у ^ ) 9 ' Л У + а ^ Л ^ . (13) 
Приравнивая к нулю, согласно (8), коэффициенты при ли: 
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лейно независимых слагаемых ^'Л'ф-1' в (13), получим 
ац=иц- (14) 

Рассматривая отдельно кососимметричную и симметричную 
•части матрицы коэффициентов при 8.Л"]А c учетом (14), полу­
чим 

N - 0 , . (15) 

Г(аг/) + — а,й-—-г+—0.4,-^ = 0. ' (16) 

Наконец, обращение в нуль коэффициентов при 6'Л-Э- c y4e" 
том (15) дает соотношения 

а-Аф5.= ауАФ?. (17) 
С учетом (15), (й = ац&/\&, поэтому со невырождена тогда 

и только тогда, когда det(aij){ne}0. 
Коэффициент при в'Л'ф-'Л'ф6 в 3-форме dco равен - - - [ , по-

•этому условие (10) сводится к равенствам 
дай да ik / I - A 
dvlt dv' 

Таким образом, в локальных координатах для выполнения 
условий теоремы 3 необходимо и достаточно, чтобы невырож­
денная 2-форма со имела вид 

оз = аф1/\№, det(aij) {ne}0, 
где коэффициенты aii удовлетворяют равенствам (14), (16), 
(17), (18). 

З а м е ч а н и е 3. Равенства (14), (16), (17), (18) представ-
.ляют собой условия Дугласа — особую форму условий Гельм-
гольца, достаточно хорошо приспособленную для решения за­
дачи определения матричного вариационного множителя (см. 
тл. 4). 

Исследование различных задач, включая ОЗВИ, для диффе­
ренциальных уравнений на многообразиях требует использова­
ния дополнительных геометрических структур (Клейн [291], 
1292], Грифон [243], Крэмпин [185], Сарле [397] и др.). 

В работе Сарле, Кантрайна, Крэмпина [402] вводятся в рас­
смотрение множество векторных полей 

т множество 1-форм 
^ = { Ф е Я ? * (TM):&r(S (Ф))-=Ф} 

(здесь St?*(TM)—множество всех 1-форм на ТМ), соответст­
вующие заданному векторному полю Г уравнения второго по­
рядка на М. 

Элементы множеств оо ^ и So„ имбют локальные выражбния 

•--"•'-7+.-W-4-. 
43 



0 = ajdvi+T(aj)du1. 
соответственно, где \1*(и, v), aj(«, v) — произвольные функции. 

Множества Wv и Щ могут быть использованы для выделе­
ния векторных полей Г, являющихся полями уравнений Эйлера — 
Лагранжа. Назовем 1-форму Фб#?г невырожденной, если 
dS(Ф)---cимплeктичecкaя форма (локально это условие означает, 
что detl—-j-y--0j. Справедлива 

Т е о р е м а 4 (Сарле, Кантрайн, Крэмпин [402]). Векторное 
поле Г уравнения второго порядку является полем Эйлера— 
Лагранжа (с лагранжианом L) тогда и только тогда, когда 
существует невырожденная точная 1-форма ФбЯ?г*, т. е. 
Ф=йЬ, LGC°°(TM). Векторное поле Г уравнения второго поряд­
ка локально является полем Эйлера—Лагранжа тогда и только 
тогда, когда существует невырожденная замкнутая 1-форма 
Фе#?£, :йФ=0. 

Дальнейшее развитие приведенных здесь результатов, а так­
же приложения к исследованию симметрии и законов сохране­
ния, содержится в работах Сарле [398], Каринены, Лопеса, 
Мартинеса [168] и др. 

2.5.2, Условия вариационное™ векторных полей на много­
образиях (нестационарный случай). Рассмотрим неавтономную 
динамическую систему, конфигурационным пространством кото­
рой является гладкое n-мерное многообразие М с локальными 
координатами (ы'). Для адекватного описания движений такой 
системы необходимо рассмотреть эволюционное пространство 
RXT'-W, которое можно отождествить с расслоением 1-струи 
гладких отображений R{to}M, обозначаемым J1 (R, М). 

Векторное поле Г на J1 (R, -М) называется векторным полем 
дифференциального уравнения второго порядка, если .все ин­
тегральные кривые Г являются 1-струями кривых в М. Это 
означает, что 

i r9 — 0. а — 1 , п, iTdt = \, 
где контактные 1-формы ©а имеют координатное выражение 

ва—du — vadt. 
В локальных координатах 

v-4t+*a{?+fa{t'a'v)ib' (19> 
Интегральные кривые (19) удовлетворяют системе ОДУ 

ka {t) = va (t), ia(t) = fa(t,u(t),v(t)) 
и являются, таким образом, 1-струями интегральных кривых си­
стемы ОДУ второго порядка 

'iia=fa(t, и, и). 
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В рассматриваемом здесь нестационарном случае вертикаль­
ный эндоморфизм S имеет координатное выражение S-=—--®6'. 

Дуальный оператор к S обозначается S*, т. е. 
S*«(X)-a(SX) , ае%*(11ХТМ), X№{RXTM). 

Векторные поля Va и На на J*(R, M), определяемые равен­
ствами 

и — д '-И д — Аь ------- Аь l dfb 

Va — -7Г' па—диа Ла dvb ' а~ . 2 dva ' 
образуют локальные базисы вертикальных и горизонтальных 
векторных полей на J l(R,M) соответственно, а векторные поля 
{Va, Нь, Г} образуют локальный базис всех векторных полей на 
J1 (R, Л4). Дуальныйбазис образуют 1-формы {0°, tyb, dt}, где 

V = dv"- fdl + AbaQa — Ab
adua + dv»- (f + Ааюа) dt. 

Базис 1-форм {8а, я|)ь, dt) оказывается весьма удобным при 
изучении геометрии системы уравнений Эйлера—Лагранжа и, в 
частности, при рассмотрении обратной задачи вариационного 
исчисления. Одна из причин состоит в том, что при этом имеют 
место тождества 

i r9 a = 0, iri|>u = 0, ivdt = \. (20) 
Отметим, что не только рассматриваемый базис обладает 

свойствами (20). Например, в работах Крэмпина [181], Принса 
[361] использовался базис {0a, dva—fadt, dt}, также удовлетво­
ряющий (20). 

Пусть на J^R.M) задана гладкая функция Лагранжа L и 
лагранжиан L регулярен, т. е. матрица а с элементами 

aab = Va(Vb(L)) = ^ - b . 

невырождена. Векторное поле Г вида (19), где функции fa оп­
ределяются из системы линейных алгебраических уравнений 

/ & _ _ _ _ _ ь дг£ _ d*L aab/ — даа v
 dubdva dvadt' 

называется полем Эйлера—Лагранжа (с регулярным лагран­
жианом L). 

З а м е ч а н и е 4. Введем в рассмотрение 2-форму {Omega}, име­
ющую следующее координатное выражение 

{Omega} - - м - а ь ф - Л б - ; ( 2 1 ) 
тогда поле Эйлера—Лагранжа Г является единственным ха­
рактеристическим векторным полем Q, удовлетворяющим усло­
вию нормировки, а именно, 

tr{Omega} = 0, iFdt = \. (22) 
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Таким образом, {Omega} единственным образом определяет Г. 
З а м е ч а н и е 5. С другой стороны, существуют различные-

2-формы, удовлетворяющие (22) для заданного векторного по­
ля Г. Существенным признаком, выделяющим 2-форму {Omega} среди: 
таких форм, является то, что {Omega} представляет собой внешнюю 
производную 1-формы Картана 6b=Ldi4-Va(-- - )6 a , а именно,. 
{Omega}=aabi|)aA8b-d0L. 

Рассмотрим теперь О З В И для векторного поля Г на ИХ.ТМ 
вида (19), а именно, приведем условия, при которых Г яв­
ляется полем Эйлера—Лагранжа с каким-либо регулярным 
лагранжианом. Справедлива 

Т е о р е м а 5 (Крэмпин, Принс, Томсон [190]) . Д л я того,. 
чтобы заданное дифференциальное уравнение второго поряд­
ка Г следовало из регулярного лагранжиана , необходимо и до­
статочно, чтобы существовала невырожденная 2-форма {Omega}, та­
кая, что 

{Omega} (Vu t i - ) = 0 , (23). 
i г {Omega}=0, (24) 

5>r{Omega}=0, (25). 
hidQ(vit u2)=0 (26) 

для любой пары вертикальных полей vit v2 и любого горизон­
тального векторного поля Н. 

З а м е ч а н и е 6. Условия (23) и (24) гарантируют, что. 
2-форма {Omega}, будучи выраженной через базисные 1-формы 
{8а, -фь, dt) имеет вид 

{Omega}=аабфаЛ0&+РаЬе«Л0ь. 
Условия потенциальности для дифференциального уравне­

ния Г в локальных координатах могут быть получены анало­
гично разделу 2.5.1. Если форма {Omega} удовлетворяет условиям 
теоремы 3 (при этом она обязательно имеет вид (21) , то. 
функции ааъ являются элементами матричного множителя и. 
удовлетворяют условиям Гельмгольца (см. § 2.2) . 

B работе Р а н а д ы [367] для формулировки условий ва-
риационности векторного поля Г на RX.TM используется поня­
тие полубазисной формы. Напомним, что 1-форма a 6 A ' ( R X 
\ТМ) называется полубазисной (относительно проекции 
я : RXTM-+-TM), если io/dt -a—0. Д л я заданной 1-формы 
a6A1(RX- r-W) обозначим через азЬ полубазисную часть а, т. е.. 
ав Ь—a— (i g/gt a)dt. 

Т е о р е м а 6 ( Р а н а д а ![367]). Пусть Г —векторное поле на 
RXTM, причем S ( r ) = 0 и i<pdt= 1. Тогда д л я того, чтобы Г 
было полем Эйлера—Лагранжа , необходимо и достаточно, что­
бы на RX.TM существовала 2-форма ю, такая , что 

1) ю — замкнута и (anf\dt — элемент объема; 
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3 ) c u ( ^ ^ ) = 0 ' / = = T 7 ^ ; 

4) (.2?ru))s-_0. 
В появившихся в последние годы исследованиях (Сарде,. 

Кантрайн, Крэмпин [402], Сарле [397], Каринена, Мартинес 
[170], Каринена, Лопес, Мартинес [168], Ранада [367], Сарле, 
Принс, Крэмпин [406] и др.), посвященных ОЗВИ, теореме Нё-
тер, симметриям векторного поля дифференциального уравне­
ния второго порядка Г, значительную роль играют множества 

&С=*{Х&В (R X TM):S (&ГХ) = 0, ixdt^O}, 
jf*r--={neA1(RXrM):S*(--?rn) = 0, irH = 0}. 

^----{Фел1 (R x TM)\&V (5*Ф)=Ф}, 
а также отображение t ^ A ^ R X - F M K A H R X-"M)> опре­
деляемое равенством 

-£ (а) = а - S* (g'rc-) — (ir«) dt. 
Например, Карнненой и Мартинесом [170] доказан следу-

ющий результат. 
Т е о р е м а 7. Утверждения 
1) поле дифференциального уравнения второго порядка Г 

является полем Эйлера—Лагранжа; 
2) существуют 1-форма <р6$?г и функция /6C0O(RX-nM)> 

такие, что < P + / d t - - точная 1-форма; 
3) существует замкнутая 1-форма абл1 (R X ТЖ). такая, что 

#г(т*(а)) = 0 ; 
являются эквивалентными. 

Несколько более общий вариант условий вариационности 
получен Сарле, Принсом, Крэмпином [406]. 

Т е о р е м а 8. Пусть 1-форма (fQ%?*r невырождеиа (т. е. 
2-форма dS(cp) + cpAdt имеет максимальный ра-цг) и dcpAd^---=0. 
Тогда Г— (локально) поле Эйлера—Лагранжа. 

В работе Сарле, Принса, Крэмпина [406] приводится ряд 
других формулировок условий вариационности векторного поля 
на RXTM, в которых фигурирует понятие присоединенной 
(adjoint) симметрии. 

Глава 3 
ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ 

ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

Среди обратных задач вариационного исчисления особое 
место занимают задачи построения функционалов, удовлетво-
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;ряющих, помимо основного, вариационного условия типа (2), 
(3), (5), (7), (§ 1.2), также условию ограниченности сверху 

или снизу этого функционала в соответствующем функциональ­
ном пространстве. 

«Лакмусовой бумажкой» исследований по построению функ­
ционалов со свойствами А, В, С является принцип Дирихле 
для уравнения Лапласа, точнее, его современная трактовка, 
ставшая классической благодаря работам Гильберта [260], 
£261], С. Л. Соболева [89], Фридрихса [234]—[236]. В рамках 
этого подхода С. М. Никольским [69], [70], Л. Д. Кудрявцевым 
146], [47], был разработан мощный аппарат — теория специаль­
ных классов функциональных пространств, результаты которой 
позволяли исследовать прямым вариационным методом широ­
кие классы уравнений: мы оставляем в стороне многочислен­
ные результаты этой школы, касающиеся рассмотрения, в ос­
новном, потенциальных операторов. 

§ 3.1. Прямой вариационный метод Мартынюка — 
Петришина— Шалова 

для линейных уравнений с Б-симметричными, 
В-положительными операторами 

В 1957—65 гг. в работах A. E. Мартынюка [55]—<[58], Петри­
шина [356], [357], В. M. Шалова [123]—'[126], был в ОСНОВНОМ раз­
работан следующий прямой вариационный метод решения ли­
нейных уравнений с произвольным обратимым, вообще гово­
ря, несимметричным, незнакоопределенным оператором (мы 
приведем изложение этого подхода, следуя монографии 
.В. М. Филиппова [105]). 

Рассматривается уравнение 
Au=f (1) 

с линейным оператором A, действующим в вещественном гиль­
бертовом пространстве Я, \\и\Н\\=\\и\\=(и, u)l/2, D(A)—H. 

а) Строится некоторый вспомогательный линейный оператор 
В, #=>D(B)=>D(A), RA(B)-{Bv:vGD(A)}=H, такой, что вы­
полняются: 

— свойство В-симметричности 
(Аи, Bv) = (Bu, Av) Vu, vW (A); (2) 

— свойство В-положительности 
(Аи, Ви)^а2-\\и\\2 Va<-D(A), (3) 

или В-положительной определенности 
(Аи, Ви)>аЦи\\2, (Аи, Ви)>$2-\\Ви\\2, (4) 

где положительные постоянные а, р не зависят от и. 
Симметризующий оператор В должен быть таким, чтобы вы-
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ражение {Аи, Ви) после интегрирования по частям на мно­
жестве D(A) содержало производные от неизвестной функции 
более низкого порядка, чем исходное уравнение (1) (см. усло­
вие В, § 1.2). 

Отметим, что в случае В-симметричного, В-положительного 
оператора A нужна его слабая замыкаемость: для {ип}, ипе 

GD(A) из ||un||{to}0{Rightarrow}(A«n, -Bu){to}0 Vo6D{A). Для В-симметрич-
ного, B-положительно определенного оператора А условие сла­
бой замыкаемое™ A не является необходимым. 

Заметим также, что условие (3) эквивалентно (В. М- Фи­
липпов [105]) следующему определению В. М. Шалова [124] 
В-положительности оператора A. 

Линейный оператор А называется В-полоо/сительным, если 
( Л и , В и ) > 0 VuGD(A), ифО 

и для любой последовательности {ип}, un£D(A) из 
(Аип, Bwn)-^0 следует ]|u„||{to}0 (n-{to}oo). 
б) Задаются, вначале на D(A), скалярное произведение и 

норма «энергетического» пространства 
[и, v] = [и, V]AB = (Аи, Вп), (5) 

| |и | |лВ=-ф,и]1 / 2
1 (6) 

и пространство Фридрихса НАВ определяется как пополнение 
множества D(A) в норме (6). 

в) Вводится в рассмотрение функционал 
Df[u] = \\u\\2

AB~-2(f,Bu), UQD(A). (7) 

Если справедливо неравенство 
\(f,Bu)\KC(f)\\u\\AB Yu5D(A), f&H, (8) 

в частности, если 
\(f, Bu)\^C\\f\H\\\\u\\AB VueD.(A), Vfetf, (9) 

где постоянная С > 0 не зависит от f и от и, ИЛИ если оператор 
А является В-положительно определенным, то линейный огра­
ниченный в НАВ функционал (f, Ви) можно распространить по 
непрерывности (по и) в НАВ до линейного, ограниченного на 
всем НАВ функционала If {и), lf{u) = (f, В и) VuGD(A). Тогда 
функционал 

Df[u\-\\ii\fAB-2lf{u) (10) 
определен уже на всем НАВ. 

г) Обобщенное решение уравнения (1) определяется как 
элемент и0£НАВ, такой, что 

["о, f]-(f> Bv) Vt-eD(A). (11) 
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Если n06D(A), то с учетом (5), из (И) имеем: 
(Atto-f, Bv)=° Yv&D(A), 

откуда, в силу условия #А(В) = Н, следует, что 
A«o=/ 

в смысле исходного гильбертова пространства Н. 
В более общем случае и0&НАв свойства такого обобщенного 

решения и0 характеризуются следующим образом (В. М. Фи­
липпов [105]). 

Л е м м а 1. Элемент и0£НАВ является обобщенным решени­
ем уравнения (l)^существует последовательность {uft}> "ft6 

€D(A) Vk= 1, 2 , . . . , такая, что одновременно выполняются со­
отношения 

||«*—"ОИАВ-Ю, {Auh—f, Bw){to}0 (k-{to}oo), 
где последнее соотношение выполняется Vt/6D(A). 

д) Рассматривается вариационная задача минимизации 
функционала D/[«] (10), т. е. определение элемента и0£НАв та­
кого, что 

Df[a0] = mln Df[it]. 
НАВ 

Установлены (ем. В. М. Филиппов [105]) для В-симметрич-
иых, В-положительных операторов следующие основные утверж­
дения схемы прямого вариационного метода. 

Т е о р е м а 1. Если выполняется неравенство (9) (или не­
равенство (8) при некотором /б#) или, если оператор А яв­
ляется В-положительно определенным, то Vf-ЗЯ (соответствен­
но, при этом /6#) в НАВ существует и единственен элемент ио, 
минимизирующий в НАВ функционал D/[w] (10). 

Т е о р е м а 2. Если выполняется условие (9) или, если опе­
ратор A является В-положительно определенным, то элемент 
«о, минимизирующий в НАв функционал Df[u], непрерывно за­
висит от f&H, точнее, справедлива оценка 

1|и0||АВ<С.||ЛЯ||. 

§ 3.2. Конструктивные решения экстремальных обратных задач 
вариационного исчисления для некоторых ДУЧП 

3.2.1. О несуществовании решений ОЗВИ в классах функ­
ционалов Эйлера—Лагранжа. В. М. Филипповым [105] получе­
ны следующие описания классов В-симметричных, В-положи-
тельно определенных операторов. 

Л е м м а I. а) Оператор A(R(A) = # ) является В-симметрич-
ным, В-положительным при некотором операторе В-*-*-существу­
ет А~\ определенный на R(A); 
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б) Оператор A{R(A)=*H) является Б-симметричным, В-
положительно определенным при некотором Б**-*-оператор A -1 

ограничен на R{A) в норме пространства Н. 
При этом симметризующий оператор В МОЖНО представить 

в виде 
B=(A- ' )*-C, (1) 

где С — произвольный самосопряженный и положительно опре­
деленный (в обычном смысле) оператор с D(C)3D(A) . 

Конечно, представление (1) неконструктивно для построе­
ния симметризующего оператора В для содержательных крае­
вых задач с частными производными, поэтому для определе­
ния того, в каком виде следует искать симметризующий опера­
тор В, важную роль сыграли следующие результаты. 

Пусть Q—ограниченная область в R" с кусочно гладкой 
границей Г = дОг, р ^ = pJt,_ql (i, J = 1, п) — постоянные, заданные 
в Q величины; r(x)6C(Q), f(x)£C(Q)~ заданные функции 
х=С*, хп)> Ui(,x) = Ditts=j£-, i = \,n. Для оператора 2 
определяемого соотношением 

п п 

• .#«..=. 2 pVDiDjU+^qtDitt+ru^fix), x£Q, (2) 

tt(x)=0, xedQ, (3) 

D {&) -= {tt (л)еС- (Q) П C1 (Q) n С (Q)>=M, (4) 
введем класс функционалов Эйлера— Лагранжа 

2)[и]=[^(х,и(х), —,..., ~)dx. (5) 
J V дхх, dxnj 

В этом классе функционалов для уравнения (2) известны 
постановки 1, 2, 3 ОЗВИ (см, § 1.2). Однако в постановке 1 
обратная задача имеет решение только для симметричных 
операторов (см. критерий потенциальности —следствие 1 § 2.1). 
В постановке 3, если в (7) (§ 1.2) j-фО или _-—-#0 при не­
котором i&l,n, то, в силу нелинейности подынтегрального 
выражения в (7) (§ 1.2), даже при N - 3 ? — линейному опера­
тору, очевидно, что искомый функционал ЗУ\и\ (5) является 
неквадратичным.'Поскольку для линейного оператора целесооб­
разно ограничиться (условие В § 1.2) квадратичными функ­
ционалами из (5), то конкретизируем постановку 2 ОЗВИ для 
задачи (2) — (3). 

П о с т а н о в к а 2'. Найти функцию \x(x)QC1(U), \x(x)=£0 yx£Q 
и квадратичный по и, Dxu Dnu функционал F [и] в классе (5) 
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так, что 
bF[u] = [\i(x){&u--f}bu.dxvaeM. (6) 

.... 

TaK как n(x)=7-=0 в Q, то можно положить |j, (x)-= — 2 ехр Ф (x) 
и ограничиться множеством квадратичных функционалов из (5) 
вида 

1/[а]=Д е х р Ф ( л ) { 2 aiittiU]+2u'2iblui-{:c(x)tt'2 + 2gu\dx. (7) 
g . и./---. . .i-i . I 

Здесь подлежат определению (для удовлетворения тождества 
(6)) постоянные в "й коэффициенты aiS = a11, b'(i, /==1, и), функ­
ции с(х)£С(&), g(x)QC{&), Ф.(л)еС(5). Копсон [180] доказал 
что для параболического оператора 3? (2) — (3) рассматрива­
емая ОЗВИ решения не имеет. В 1957 году Адлером [136] был 
переоткрыт этот результат для уравнения теплопроводности в 
случае H(x) — 1, n—1; простые эвристические соображения по­
лучения этого же результата приведены Ю. И. Няшиным [73]. 

В. М. Филипповым, В. М. Савчиным [112}, [119] установлены 
также следующие утверждения: 

Т е о р е м а 1. Для любого ультрагиперболического (в том 
числе собственно гиперболического) оператора 3? (2) — (3) не 
существует полуограниченных на М (то есть ограниченных 
сверху или снизу) решений ОЗВИ в постановке 2'. 

ДЛЯ эллиптического оператора 9? (2) — (3), считая для оп­
ределенности 

п 
2 р"Ы]>М1\>>0> n-sconst, П----(£, y e R " (8) 

/ , / - 1 
также справедлива (В. М. Филиппов, В. М. Савчин [112], 
[119]) 

Т е о р е м а 2. Существует r0==rQ{;Q, ql,,.., -Г)— const>0 
такое, что при всех г>гй для эллиптического оператора 
SS (2) —(3) не существует полуограниченных решений ОЗВИ в 
постановке 2'. 

Таким образом, оказывается, что если ограничиваться обще­
принятым в вариационном исчислении классом функционалов 
Эйлера—Лагранжа, то даже для основных уравнений матема­
тической физики — гиперболического, параболического и широ­
кого класса эллиптических уравнений, — в этом классе не су­
ществует квазиклассических, то есть полуограниченных реше­
ний ОЗВИ в постановке 2'. Заметим, что еще в 1929 году Ми-
ликан [331] доказал несуществование в классе функционалов 
Эйлера—Лагранжа решений ОЗВИ в постановке 1 также для 

'ДУЧГ1 Навье—-Стокса, описывающих движение несжимаемой 
;жидкоста,'Поэтому для решения •экстремальных ОЗВИ для 
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многих ДУЧП становится необходимым введение некоторых 
специальных, неэйлеровых классов функционалов 

ф[и]=[ф.(х, a(x), .g'.a... .,2Ni£)dx, (9) 
Q 

где не все операторы 2?j являются «чисто» дифференциальны­
ми или алгебраическими. Такие классы функционалов могут 
порождать некоторые новые функциональные пространства -HAS, 
неклассического типа (см. В. М. Филиппов [105, §§ 9, 10]). ;.. 

3.2.2. Подход Шалова— Филиппова построения экстремаль­
ных интегральных вариационных принципов. В этом разделе 
мы изложим разработанный В. М. Шаловым [125], [126] и 
В. М. Филипповым [96]—[113] подход построения в явном виде' 
решения экстремальной ОЗВИ в постановке 5 (§ 1.3). Заметим, 
что многочисленные «негативные» результаты (Копсон [180], 
Адлер {136], Балатони [151]) о несуществовании решений 
ОЗВИ в постановках 1—3 для параболических уравнений дали 
повод к заключению о том, что «прямые вариационные мето­
ды, обычно используемые для решения эллиптических задач и 
основывающиеся на минимизации соответствующих функциона­
лов, неприменимы для параболических задач, поскольку 
функционалы с аналогичными свойствами не существуют» 
(Ректорис [374]). Как было замечено выше, такие функциона­
лы—решения ОЗВИ в постановке 5 (A---C) (§ 1.3) с необходи­
мыми свойствами существуют, но в других, неэйлеровых клас­
сах функционалов. 

Рассмотрим краевую задачу для параболического оператора:, 
с {х) Щ -~^(k (x, t) -|LJ _ g (x, t), (Xt t)£Q, (i0); 

u(x,0)^u(x,T), a<x<Y(0) = Y(T)> (H) 

k^^tytt), {х,ЩТл=:{х^:х=а,0<1<Т}, (12) 
u(x,t) = 0, .(x, t)ern-={x, t:x-=4 (t), 0 < t < 7 } . (13) 

где ограниченная область {Omega}—{x. £:0<я<-у(£)<£, 0<t<7"}, 
такова, что граница Г=.5Й—кусочно гладкая, и прямые г. —t 
(0 < t < Г) не являются касательными к Г и пересекают Гп! 
только в одной точке; £(л^*)еС*',° ({Omega}), с(х)еС[а,Ь], 0 < я < 
<k(x,t), v. = const, (х, t)G{Omega}, c(x)-7--0 в \a,'b]. На множестве 
С2'1 ({Omega}; Гп. T) = {u(x, t)eC2/,t ({Omega}):и(x, t) = 0, (x, *)еГп; и(х, 0)-
~и(х,Т)==0,.х6[а,ч(Т)]} задается оператор Л, определяемый 
левыми частями уравнений (10), (12): • 

Аи=^сщ-(ка'хУ;к^у (14) 

(условия (П.), (13) выполняются для ибС2,1 ({Omega}; Гп, Т). 
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Вводится вспомогательный оператор В 

ае 
/?•." = •." (x, 2.)-

k (е. t) 
y\t) a 

^c($,)vt(t,t)dl (15) 

°- , -для TiGG2'1 (Й,Тп, Г); первые и вторые компоненты операторов 
А и В определены соответственно на Q, ГЛ. 

Основное тождество, показывающее 5-симметричность и 
E-положительность оператора А, и получаемое интегрированием 
по частям на С2,1 (Q; Гп, Т) имеет вид: 

(Au,Bv)^<\j{cai — (kux)x}RvdQ+\jk~Rvdt = 

= \\ktixvx+^\cvt{b t)dl \сщ(\, t)dl\dQ. (16) 
Q l а о ' ' 

При этом норма энергетического пространства //АВ, где 

ЯАВ = С2,1(Й;ГП. Т), 
и ЛД=К k(^)-+^KcME 

la L \a > 
dQ 

1/2 

(17) 

не ОТНОСИТСЯ к классу функционалов Эйлера—Лагранжа (5). 
Дальнейшее построение и исследование решения экстремальных 
ОЗВИ для (10) — (13) проводится по приведенной выше схеме 
а)—д); ИСКОМЫЙ функционал имеет вид 

<Dfla]^\\u\\2
AB-2{gRud&-,2\q(t)f[u{a,t)dt. (18) 

0 -* -
Для других краевых задачах для параболических уравнений 

конструктивные решения экстремальных ОЗВИ получены 
В. М. Филипповым в [99], [105], [115], [121]. Финлейсоном 
[233] проведены непосредственные вычисления, показывающие, 
в. частности, что уравнением Эйлера для функционала (18) яв­
ляется уравнение теплопроводности. В. М. Филипповым [105] 
показано также, что из функционала (18) следует функционал, 
полученный Брезисом,. Экландом [163] для задачи Дирихле для 
частного случая уравнения (10) (при k{x, i)*--l---.с(х) методами 
нелинейной теории полугрупп. 

В рамках изложенной в § 3.1 схемы а)—д) может оказать­
ся, что норма ||-|ЯАв|| энергетического пространства НАв от­
носится к классу функционалов Эйлера—-Лагранжа, однако, 
искомый функционал D£u] (Щ :(§ 3.<1) к этому классу может, 
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не относиться из-за линейной части (f, Ви) в (10) (§ 3.1): 
именно этот случай реализуется для следующей краевой задачи 
для гиперболического интегро-дифференциального оператора 
следующей краевой задачи: 

1 

Гц 

Г а / 
а 
Г > 
/ 

ч 

г0 

* Гю Л 

/ 
«С^Гу Г5 

п 

/ 
/ 

.Гз 
/ > у 

X 

Рис 1 

••-_ае^.(А(£,тО-^.)+?(6,Л)- -•С 
* < С л ) \ - j ( S , t ) d t = 

» 
«e(g..n)..'(£i-i)eQ, 

=Ф , -fH'—r7r8ur4r5, 

-•J5(S), 

- ^ 1 ----Сф), 

~1 

Г.Г, 
и1г,г. = 9(5)' 

-=X'(s), 
г.г.уг.оГ» 

alr.,.rfUr.r, = w ( s ) . 

(19) 
(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

Здесь область Q-такова,'что каждая из характеристик 
%—x-j-t, t\~Xr-t либо пересекает Г-=-.<?йг.не более чем в двух 
точках, либо сливается с Г в некоторой ее части; Г< == {|<, TI<}, 
t — 0, 11 -— точки пересечения Г с соответствующими харйктери-
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стическими прямыми | или ц; l="\i(ч\) (Ца^Ц^Ц^ —уравнение 
кривой Г-Г.Т2Г.1Г4; Л~"7а№)(1"----1<^) -уравнение кривой 
Г8Г9Г10ГИГ0. Считаем, что Щ, ц) &Cl (Q) f]C (Q), *(*,*)>*-•-• 
---const>0 в Q. 

Заметим, что из общей задачи (19) — (26) следуют известные 
частные случаи начально-краевых задач для волнового уравне­
ния, например: 

— задача Гурса, если имеем только участки Г5Гв, ГоГь ГвГо, 
Г5Г1, Г8=Г6, которые образуют замкнутую кривую, ограничива­
ющую область в виде прямоугольного «треугольника» с кривой 
«гипотенузой»; 

— задача Дарбу, если присутствуют только участки Г5Гвг 
Г6Г7, ГоГ., ГнГо(Гн=Г7, Г1=Гз, которые образуют прямоуголь­
ник; 

— смешанная краевая задача, если отсутствуют участки ха­
рактеристик Г5Г6, Г6Г7, Г9Г10, ГЗГ4 (Г9 = Г10, Г4 = Г2); НЭ уЧЭСТКе 
fH заданы начальные условия (20) —(22), а на «боковых» гра­
ницах Г8Г9, Г4Гз —Условия (25), (26) соответственно первого 
и второго рода. 

На множестве С2 (Я) вводится оператор А, определяемый 
левыми частями уравнений (19)—(26) 

( да да да да "1 
(27) 

и вспомогательный оператор В, определяемый соотношением 
Bv={Kv; KnV, KMv; Kmv; 7>; Ttv; Tu v; Tuv) (28) 

с компонентами, заданными на Q, yH, yH, 7в. Г5Гв. ГвГ7. - ^ Г Л О 
Ur,r4, /- = Г8Г0иГ«оГн, где 

1) 

KHv = cos(яЛт) \ т.(|, T)dT=r|i)----rr,'U. 
Y«<S> 

Kmv =- — Ki> • sin (2 [it, %}) • —, ^щ 
/*. 

. Tilv=—Kv^-sln(ti, r\); 
Triv=—Kv-k-sin'>(n, r\)=—Kshv. 

Определяется гильбертово пространство L2(Q,r) вектор-
функций / правых частей уравнений (19)—(26) 

• >-{(*(!.ri)-).§J . Ч>0-)! 6(5); «(*); %($); о(*)> (30) 
[(компоненты которых заданы также на Q, yB, 7m YH- Г5Г«> ГвГг» 
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lu k) со скалярным произведением 

a vH v„ \'H 

+ jj 9i92d{cdot}s+ J a.aads + jjxifods + ^ i ^ d s . (31) 
Г,Г« Г,Г, I, h 

Интегрированием по частям устанавливается справедливость 
тождества 

(An, Bv) = \uvdQ Va, .пеСа (Я), (32> 

показывающего В-симметричность, В-положительность операто­
ра А (27) краевой задачи (19) — (26). Тогда искомый функ­
ционал имеет вид 

Д д и ] — | И ^ ( й ) | | 2 - 2 ( / . В и ) . (33) 

Заметам, что полученный для задачи (19)-(26) функционал' 
вообще не содержит производных от неизвестной функции — 
наличие такого функционала следует из представления (1). 
Кроме того, здесь ||«|ЯдВ | | = ||w|L-(Q) ||, то есть норма энерге­
тического пространства НАВ в этом случае относится к классу 
функционалов Эйлера—Лагранжа, но сам функционал не отно­
сится к этому классу из-за вида линейного слагаемого {f, Ви) 
(см. (28) — (31)). 

В. М. .Шаловым [126] для ^частного случая уравнения (19) 
(При -7(1» т)) = 0, k.(g, г))=з1 в Й) с помощью другого симмет-
ризующего оператора В построен функционал (10) (§3.1), где 
||и|//л.в||=-=||й|Щ(Й)||, но функционал не относился к классу 
функционалов Эйлера—Лагранжа также из-за специального 
вида линейной части (f, Ви). 

Приведенные здесь симметризующие операторы находились 
«подбором»; некоторые эвристические соображения их поиска 
изложены в монографии В. М. Филиппова [105]. В работах 
В. М. Шалова [126], A. Е. Мартышока [56—68], В. М. Филип­
пова [991 [104]—£106], [ПО], [112], [113] для отдельных типов 
уравнений также удавалось подобрать соответствующий опера-, 
тор В. Но долгое время не было никакого общего подхода по­
строения симметризующего оператора В. Лишь в 1978 году 
В. П. Диденко [25] предложил следующий способ построения 
симметризующего оператора В и соответственно функционалов. 
DfwJ— (Аи, Ви>—2<3, Ви> со свойствами A-~C (§ 1.3) для 
широкого класса систем ДУЧП независимо от их типа. 

3.2.3. Вариационный метод на основе априорных оценок в 
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негативных пространствах. Пусть задана система линейных 
ДУЧП 

Au^atjUx^j+aitix^aott^fix), xe^cR", • (34) 
Л,и=0, xedQ, (35) 

где и (х) — неизвестный, / (x) — заданный < да-мбрные векторы 
функций, / я > 1 . atJ(x), di{x)(i, / = 1, п), аа (х) — заданные мат­
рицы размером тХт, компоненты которых пусть принадлежат 
{эти требования можно ослабить) соответственно С- (£Т), С1 (Q), 
C(Q). В (34) и далее предполагается суммирование по повто­
ряющимся индексам; Д в (35) — некоторый локальный линейный 
граничный дифференциальный оператор нулевого или первого 
порядка. 

Предполагая оператор А определенным вначале на множест­
ве функций из С~(Й), удовлетворяющих условиям (35), .D(A) = 
£= СгР (Я), введем пространство WtP пополнением D (Л) в нор­
ме ||-1 Wl (П)||. Очевидно,' что W\ {Щ^№% c:Wl (Q). Пространст­
во W%+ определяется как замыкание в норме пространства 
Wl (О) множества функций С?р+(£.-) = /) (А*), т. е. функций _из 
С2(Й), удовлетворяющих при любом (фиксированном) И6С?Р(Й) 
равенству 

(Аа, <v)=>(u, A*v), (36) 
где 

A*v = {ai/o)XlXj—(av)xl+a0'v.. 
Тогда элемент uQWfp называют (Ю. М, Б ереванский [8]-

В. П. Диденко [25]) решением задачи (34)—(35), если V*>6CrP+(Й) 
выполняется тождество 

^{—(ai/o)xiaXj+aBlttXlv+'aoUv}dQ^fvdQ. (37) 
а я 

Разработанный В. П. Диденко вариационный метод оказывается 
применимым, как и предыдущий подход (см. В. М. Филиппов 
[96], [102], [114]). к задачам с правой частью / из негативных 
пространств W7P+ Соболева —Шварца: пространство W7P может 
быть определено как замыкание Со (Q) в норме 

! l " l r S U - «S i t i § r • ' . " '•'.'..• .'{cdot}̂  
»е*& .. . ' 

Из общей теории пространств с негативной нормой (см. 
Ю- M. Березанский..[8]) известно, что для uQW+p, ,v^W~^ (или 
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•uQW^, VEW-^) определена билинейная форма < ... > , являю­
щаяся расширением по непрерывности формы (.,.)£.(я). При 
этом для тройки оснащенных гильбертовых пространств, напри-
мер, W~p+z>L2^WtP+, существует изометрический оператор ЛР+» 
переводящий все W-p+ на W+p.h и такой, что Уи, vQW~ + 

(a, v)w- = ( Jrp+u, x) > = ( a, Jrp+v > = (/Гр+и, Jrp+v)w+ . (39) 
гр+ гр+ ' 

С помощью оператора /гр+ строится вспомогательный сим-
метризующий оператор В: 

B = Jrp+A, D{B) = D{A) = Wt¥, (40) 

•если расширить по непрерывности оперитор A:Clp(Q)^W7P + 
на все иТ'-.р-О-ОИ), —при сделанных предположениях это всегда 
возможно (см. В. М. ФИЛИППОВ [105]) в силу оценки 

| |Ли |Г г>| |<С| |й |^Г
+р| | . 

Тогда из (39), (40) получаем 
< Аи, Ви) = { Аи, Jrp+Av > = < Jrp+Au, Av > = 

= (Bu,Av), (41) 
т. е. оператор А является Б-симметричным относительно били-
«ейной формы ( . , . ) . Поскольку vu^Wtp 

{ Аи, Ви > = ( Jrp+Au, Аа > = | | Аи\ №7Р+1|2, 
(42) 

, < Аи, Ви > = (Лр+Аи. Jrp+Au) = \\Bu\ W%+ |р, 
то ohepaTOp А будет и 5-положительно определенным, если, на-
пример, справедлива априорная оценка 

| |Aa |UV| |>CHL2(£- ) | | . (43) 
Таким образом, функционал D[u] — (Аи, Bu) — 2(f, Ви) можно 

записать в явном виде, если известен изометрический оператор 
Угр+ (39), отображающий все W7P+ на W?p+: этот интегральный 
оператор, как известно (Ю. М. Березанский [8]) определяется 
своим ядром-функцией Грина задачи 

J7p+u=ku=f(x), xeQ, (44) 
при соответствующих граничных •условиях. Ясно, что "для 
-большинства областей Q в явном виде сложно построить Лр+» 
а, следовательно, и искомый функционал. Неконструктивность 
«функционала В. П. Диденко в общем случае видна также 
из его совпадения (В. M. Филиппов [103], [114]) с функционалом 
метода наименьших квадратов в норме W~p*. Действительно, 
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имеем с учетом (39): 
£>[«]= (Аа.Ва) - 2 <'/ , ,£«> = ( Ал, Jrp+Aa) — 
— 2 < / , Лр+Ла > =(Аи, Ли) - - 2 < / , / r p +A« > = 

w r p+ 
= (Ли,Ли) - 2 ( / , A « ) - = | И и - / | № Г Р + | | 2 -

wrp+ и ' гр+ 

- | | / | \ ^ - + ||2—1Ии-/1^ГР+||2-С'- (45> 
Но норму ||tt |W^+|| (см. (38)) трудно ВЫЧИСЛИТЬ В случае про­
извольной области QCR" даже для элементарных функций. 
В. М. Филипповым [114], [102] проведены конструктивные вычис­
ления этой нормы, а, следовательно, функционалов (45), для 
случая Wtp+ — пространства с доминирующей смешанной произ­
водной. Отметим также, что В. П. Диденко и его ученицей. 
А. А. Поповой [26] предложены различные пути численной 
(приближенной) минимизации функционала (45) без его запи­
си в явном виде. 

3.2.4. Построение симметризующего оператора с помощью 
рядов Фурье. Отметим, что хотя в общем случае линейного опе­
раторного уравнения Au—f, все построения схемы Мартыню-
ка—Петришина-—Шалова несложно обобщаются (см. В. M. Ша-
лов [123], [124]) на случай комплекснозначных' операторов в; 
комплексных гильбертовых пространствах (тогда, в частности,. 
из условия В-положительности (3) следует условие В-симмет-
ричности (4) (§ 3.1)), но практически конструктивные постро­
ения симметризующих Б-операторов в этом случае значительно 
осложняются. Поэтому представляет интерес следующий под­
ход (см. С. Е. Железовский и др. [31}) применения прямого ва­
риационного метода Мартынюка—Петришина—Шалова для: 
абстрактного гиперболического оператора А задачи 

w"(0+G 2G(0=f(-) . 0 < t < f < o o , (46) 
о(0)=и ' (0)=0 , (47) 

рассматриваемого в, вообще говоря, комплексном гильбертовом, 
пространстве G. Здесь С — произвольный самосопряженный, по-. 
ложительно определенный оператор в G; D(C)=0, имеющий 
вполне непрерывный оператор О ' ; очевидно, что краевой A не 
охватывает случай обычного волнового уравнения иц—ихх= 

Вводятся линейное пространство #—L-(i[0, r], G) абстрак­
тных измеримых функций, отображающих отрезок [0, TjcrR1 в 
G с метрикой 

if,g)H=l(f(t),g(i))dt, ' (Щ 
о 
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.а также подпространство Я ' с Я функций, таких, что для поч­
ти всех *б(0,~), v(t)bD{G), CveH, v'HH, а (0 )=0 , c метрикой 

[v, w$=(v',w')H+(Cv, Cw)H. (49) 
Оператор A левой части уравнения (46) задается на множестве 
D(A)c=#f функций v(t) : [0, T]{to}#, таких, что v(t)GD{C), 
Cv&H, v"eH, v(0)=v' (0) -=0. Для самосопряженного, положи­
тельно определенного оператора С существует ортонормирован-
ная система собственных элементов {uh}, образующих базис в 
пространстве G. Симметризующий оператор В задается соотно­
шением 

со IT 

Bv (t) = {sum} К (?>' (%), uk)Q • c o s [Kk (t - 1 ) ] — 
ft..-i if I 

- Xk (v (x), uk)a sin [кк (t - x)] d t Jult, (50) 
где Xh — собственные значения оператора G, соответствующие 
собственным функциям uh, k=\, 2, 3, 4, . , . 

Установлены (С. Е. Железовский [31]) следующие основные 
свойства В-симметричности, Б-положительной определенности 
оператора A: 

(Av, Bw)H=:(Bv, Aw)H=(v, w)m, (51) 

(Aw,Bw)>^r\\Bw\\2„, (52) 

(Aw, Bw) > const || w | И || 2, (53) 
позволяющие получить для задачи (46), (47) все утверждения 
теорем 1-3 прямого вариационного метода Мартынюка—Пет-
ришина—Шалова. 

Приведенную здесь идею С. E. Железовского построения 
симметризующего оператора В (50) для волнового оператора А 
задачи (46), (47), несложно распространить и на случай пара­
болического оператора А задачи 

Ao- t i '+Cu- - / , (54) 
v ( 0 ) - 0 . (55) 

Оператор A задачи (54)—.(55) задается на множестве D(A) = 
— {о : v£h, v'BH для почти всех tB (0, Т); v (0) •-=0}. 

Симметризующий оператор В в этом случае можно ввести 
следующим образом 

Bv = {sum} П (v W' и*)о exP .>* (- — "*)] d%\ аь- (б6) 

В этом случае также, интегрированием по частям можно 
установить необходимые для применения прямого вариацион­
ного метода соотношения (3), (4), (§ 3.1) В-симметричности, 



.8-положительной определенности оператора А : Уда, ибЯ1 

(Av, Bto)„={Bv, Aw)H = [v, w]AB, 

(At), .8-3)^=[v, v]AB= || v || AB, 

l l ^ | | w < C | | e | | A f l , C ^ c o n s t > 0 , 

(A^B-:o>-g.--IMl3/. 
З а м е ч а н и е 1. Симметризация уравнений математической 

физики, т. е. сведение несимметричного уравнения к эквива­
лентному симметричному с помощью умножения исходного. 
уравнения на вспомогательный («симметризующий») множи­
тель, известна давно (см., например, Марти [329], где рассмот­
рена симметризация интегрального уравнения). Достаточно 
полные результаты вначале были получены для уравнений с 
симметрируемыми ограниченными или вполне непрерывными 
операторами (Лаке [309], Рейд [378], Заанен [450]). Для сим-
метризующего оператора В=1, где /—"изометричный унитар­
ный оператор, существует теория /-изометричных операторов 
(М. Г. Крейн [44]). Систематический подход к исследованию 
уравнений с симметричным дифференциальным оператором дан 
Фридрихсом [234], [235] (см. также Д. Ф. Харазов [122], Сара-
сон [390], Силберстейн [415]). Симметризация сложной краевой 
задачи для уравнения переноса нейтронов проведена В. С. Вла­
димировым i[17]. 

З а м е ч а н и е 2. Идея рассмотрения В-положительных опе­
раторов впервые высказана М. Ф. Кравчуком и Н. М. Крыло­
вым, (см. также монографию M. Ф. Кравчука [42] и приведен­
ную в ней библиографию): разработанные на основе их идеи 
прямые методы называют методами Крылова или методами 
моментов (см. A. E. Мартынюк [56], [58]). 

В работах Фридрихса [237], Моравец [337] и других был раз­
работан метод «a—b—с», позволяющий устанавливать единст­
венность решения уравнения Aty{x, у) —f {x, у), путем получения 
и анализа соотношений 0=-(Аф, а ф + Ь ^ + ^ у ^ М и - ^ - О . Сле­
дует отметить, что еще в 1955 г. Лионе [3И] определял для за­
данного эллиптического оператора А гильбертово пространство 
со скалярным произведением [и, V]AB — (A«, Bv) при некотором 
вспомогательном операторе В. В 1969 г. Лионе [51] провел сим­
метризацию (по схеме Мартынюка—Петришина—Шилова) «не-
вариационной» краевой задачи (8) — (9) (§ 2.1) для эллипти­
ческого уравнения и поставил задачу отыскания (Лионе [51,. 
с. 255]) общего подхода построения симметризующих В-опера-
торов для различных классов ДУЧП. Задача построения опе­
раторов В для линейной гиперболической системы уравнений 
первого порядка Аи—f, таких, чтобы выполнялось обобщенное 
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энергетическое неравенство (Аи, Ви)^\\и\\2, ставилась также 
А. А. Дезиным [23, е. 47]. 

Как следует из приведенного обзора, задача конструктивно­
го построения вспомогательного оператора В со свойствами 
(2), (3), (4) (§ 3.1) остается актуальной: неизвестны явные 
конструкции таких операторов, например, даже для ОСНОВНЫХ 
краевых задач для недивергентных ДУЧП эллиптического, ги­
перболического и параболического типов с переменными коэф­
фициентами в многомерной области jQcrRn общего вида. По­
строение таких операторов позволило бы, в частности, приме­
нять для приближенного решения соответствующих уравнений 
хорошо разработанные методы (см. Петришин [356], [357]). 

§ 3.3. Экстремальные вариационные принципы 
для нелинейных уравнений с непотенциальными операторами 

Пусть N — нелинейный оператор, действующий из вещест­
венного банахова пространства U в сопряженное пространство. 
V—U*, определен на плотном в U линеале D(N). В этом па­
раграфе мы будем рассматривать задачу построения функцио­
налов со свойствами А—С постановки 3 (§ 1.3) для непотенци-
альных операторов. Напомним (§ 2.1), что для операторов,. 
удовлетворяющих критерию потенциальности 

< N'Jtv h2 > ---, < hv N'Jb > v t t , A„ h2eD (N), (!)• 
искомый функционал / [и] находится по формуле 

1 

f[u]~f0+^(N(tu)tu)dt, /0=cons t . (2> 
о 

3.3.1. Схема Ляшко—Нэшд обобщения вариационного мето­
да Вольтерра—Кернера—Вайнберга—Лангенбаха. Основная 
идея распространения схемы (см. § 2.1) Вольтерра [445], Керне­
ра [287], М. М. Вайнберга [12], Лангенбаха [50]) на нелиней­
ные, непотенциальные операторы принадлежит Нэшд [338] и 
А. Д. Ляшко [52]. Более систематическое современное изложе­
ние вариационного метода для нелинейных В-потенциальных 
операторов разработано Динка [213], другое изложение и рас­
пространение метода на более широкие классы В-потенциаль-
ных операторов проведено В. М. Филипповым [105, гл. IV]. Суть 
этих обобщений заключается в следующем. 

Рассмотрим уравнение 
N (*)=/, (3) 

где оператор .V (в общем случае — нелинейный) действует в 
некотором вещественном гильбертовом пространстве Н со ска-
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-лярным произведением ( . , . ) и нормой ||я| |я= (х, x)in; f — 
-заданная функция из Н. 

Введем следующие условия: 
а) оператор N определен на плотном в Н линейном много-

•образии функций D(N); ЛГ(0)=0; Yx&D(N) существует непре­
рывная (по х) производная Гато /..-У, так, что 

Л' (t) = (А7;+^Ф, №Ct [О, 1 ] Ух, У, Ф, №D (N)> 
р) существует линейный замыкаемый оператор В, D(B)^.D(N), 

7ЫЩ=Н такой, что (N'xu, BV) = (BU, N'XV) УХ, u, v&D (N); 
f) ,(N'(0)u,Bu)>C0\\u\\% V«eD(iV); 

Ч') (Nxa, Bu) > С (N' (0) u, Bu) Ух, uQD (N); 
y") \{f,Bu)\\^Cf{N'(0)u,Bu)ua YutD(N), feH, 

тде С, Co, Cf — положительные постоянные, не зависящие от 
х, и. 

Как и ранее, если линейный оператор A----N'(O) является 
В-симметричным и В-положительным (то есть выполняется if) 
и р) (при -х—0))), то он также должен быть и слабо замыкае­
мым. Если же В-симметричный, В-положительный оператор 
A-=.V'(0) удовлетворяет также и условию -у") В. М. Шалова 
[123] при любом f&H, то он будет (В. М. Филиппов [105]) и В-
положительно-определенным [§ 3.1, (4)] по Мартынюку—Петри-
шину, и условие слабой замыкаемости (см. § 3.1) оператора 
N'(0) не ну-жно. 

Основная идея распространения вариационного метода 
Вайнберга—Лангенбаха на класс, в общем случае непотенци-
альных операторов N(a)~(у") состоит в следующем резуль­
тате. 

Т е о р е м а 1. Если условия «)—-_*') выполнены и элемент 
.xoGD(JV) является решением уравнения (3), то х0 реализует в 
D(N) минимум функционала 

1 

ф (x) =± С (ДГ (*x), Bx) cit - ( / . Вх). (4) 

2. Если выполнены условия а ) , р), то верно и обратное: эле­
мент XQQD(N) минимизирующий в D(N) функционал (4), яв­
ляется решением уравнения (3). 

Для установления существования минимума функционала 
(4) вводится, как и в линейном случае (§ 3.1), «энергетическое» 
пространство HNB пополнением D (N) в метрике 

[u,v]=(N'(0)utBv), 
(5) 

| |«|Я^в||=[и ,и] ! /2 . 
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Дальнейшее существенное продвижение в этой области 
оказалось возможным благодаря результатам Петришина {358]: 
им разработаны конструкции разрешимых расширений доста­
точно общих нелинейных, непотенциальных операторов; эти 
конструкции широко обобщали известные конструкции—разре­
шимые (вариационные) расширения по Фридрихсу [234], [235] 
линейных самосопряженных операторов. На основе этих ре­
зультатов Петришина в монографии В. М. Филиппова [105} 
введены, помимо «обычного», из D(N), также обобщенные — 
сильное и слабое решения уравнения (3) и построены соответ­
ствующие расширения ф функционала Ф(х) (4). B частности, 
получена (В. М. Филиппов [105]) 

Т е о р е м а 2. Пусть оператор N удовлетворяет условиям а ) , 
{3), Y) с ----положительно определенным оператором A = N ' (0 ) . 
Тогда V / 6 # A B существует единственное в #—• сильное решение 
уравнения (3); это решение совпадает с единственным элемен­
том, минимизирующим в HNB расширение Ф функционала Ф 
(4) и непрерывно зависит от заданной функции f. 

Отметим, что из этих результатов следуют, как частные, 
случаи: 

— при N---A—линейному оператору, — прямой вариацион­
ный метод Мартынюка—Петришина—Шалова решения линей­
ных уравнений с В-симметричным, В-положительным операто­
ром A; 

— при В~1 — единичному оператору, — прямой вариацион­
ный метод Кернера—Вайнберга—Лангенбаха для нелинейных 
уравнений с потенциальными операторами; 

— при N=A, B=I — прямой вариационный метод Фридрих-
са—Михлина (см. [65]) для линейных уравнений с самосопря­
женными положительно определенными операторами. 

Подчеркнем, что отмеченная выше (§ 3.2) проблема кон­
структивного построения симметризующего оператора В в не­
линейном случае осложняется тем, что надо искать линейный 
оператор .8, удовлетворяющий р), у') при любом элементе х, 
входящем как параметр в а ) , у ' ) , вообще говоря, нелинейным 
образом. Приведем пример оператора, удовлетворяющего усло­
виям а)—у"). 

П р и м е р , 
i 

. N [ a ] s ( - 1 ) * ^ i . / ( a » . + n ) + 2 a a ^ - i ) = . s g f ( J ; ) , хф, b), (6) 

и(а) = а'(а)=и'(Ь)=...=Ф)(Ь), (7) 
где к,1 — целые числа, k > 0 , K i < 2 k + l, / ( J C ) 6 C * ( R - ) , 

/ (0) = 0, it=q(x), uW^=~; D (N)={tt(JC)eC2*+1[a. b], удовлет­
воряющих условиям (7)}; H=Lz(a, b), 
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Дифференциал Гато оператора N для любого «GD(N) 
имеет вид: 

i 

N'(u)h = (-\)k^lf'(u<k+VhW)]~\-']?i aphVp-1). (8> 

Очевидно, что критерий потенциальности — условие сим­
метрии 

{N'{u)h,v) = {N'{u.)v,h) Yu,v,MD{N) 
не является справедливым на всем D(N), то есть оператор N 
(6), (7)—непотенциален. 

Положим Bv=v'(x), D (В) =D (JV). Тогда Vu, vW(N), ин­
тегрируя по частям, получаем: 

1 

(N' (a)h, Bv)= jj {/' (й^+') hb+lW*+l) + 
6 

i 

+ 2 ( — iy+1aphWvW}dx. (9) 
- - - I 

Отсюда заключаем, что выполняется не только условие а) , 
но и условие р) —-S-симметричность оператора ,N'(u). Пред­
положим, что 

f(«(ft+'))>f (0)>C5>0 VutD(N), (Ю> 

\^(-\Уар[иЩЧх>0 VuQD(N) (11) 
а Р=1 

Тогда из (9): 
ъ 

(N'(и)v, Bv)> С5 J [г><*+••> {х)]Ых> С-1| v | L2(а, 6) || =, (12> 
а 

поэтому выполняются условия y), 7'). В силу очевидных, с уче­
том (12), соотношений 

\(g,Bu)\^fg\\H-\\u'\\ '{le}C7||g||„ •(/V/(0)«-Bny1'2, 
выполняется также условие y"). 

Пространство #1ув в этом случае есть пополнение D(N) 
в метрике 

||"lkB=t-V'(0)«,B«]1/2, (13) 

а 

+2-',<-v"{cdot}£-&W <•*> 
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Искомый функционал (4) в данном конкретном случае (6), (7) 
имеет вид на D(N): 

1 i ft 

Ф[и]= jj (N (ta), Bu)di-(g,Bu)=[ dt $/(***••*+•>) a<*+n (x) dx + 
0 0 a 

+ J | 2 ( - 1)" aP I*00 № • - **' Ц d* (1 5> 
Из теорем 1, 2 тогда получается 
С л е д с т в и е Г а) Элемент u0&D(N) является решением 

уравнения (6) •*=*- и- минимизирует в D(N) функционал 
<Ч>] (15); 

б) Для любого g&L2(a,b) существует единственный элемент 
u0£HNB и последовательность {ип}, "n6D(N), n—l, 2, . . ., такие, 
что 

|| « „ — «о | Яда? || {to} О ( Д - > ОО ) , 

®[#,J{to}d = inf Ф Ы . 
D(N) 

Другие примеры применения изложенной схемы построения 
функционалов (4) для класса нелинейных, непотенциальных 
операторов N {а—у") приведены Динка [213]. 

Отметим, что если для линейных операторов .-V—A (в том 
числе — для непотенциальных), известны некоторые достаточ­
ные условия существования вспомогательного оператора 
В (la—-у") (см. лемму 1 раздела 3.2.1), то для нелинейных опе­
раторов N остается актуальной задача установления существо-
вания вспомогательных операторов В (а—у") для каких-либо 
классов операторов 

3.3.2. Схема Тонти решения ОЗВИ ДЛЯ нелинейных, непотен­
циальных операторов. Тонти [432], [433] предложена другая 
конструкция общего решения ОЗВИ для нелинейного уравнения 

N(«)=e„ (ley 
с непотенциальным оператором N. ,' 

Т е о р е м а 3. (Тонти [432]), Пусть оператор N, действующий 
из банахова пространства U в банахово пространство V= U*, 
таков, что D(N) —выпуклое, плотное в U множество, R(N} 
содержит нулевой элемент 6„ из V; существует производная 
Гато Nu' и оператор ( N / ) * обратим Yu&D(N). 

Тогда для любого симметричного, обратимого на JR (А") 
линейного оператора К, такого, что D(K)^JR(N), /?(АТ)с 
с~£) [(AQ*j vu^D (N), оператор TV, определенный соотношением 

Jl(u) = (NX-K'N(u), b(N) = D(N), (17) 
обладает свойствами: 
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а) элемент u0GD(N) является решением уравнения (16) 
-^N(w0)=O; 

б) оператор N — потенциальный; множество решений из 
D(N) уравнения (16) совпадает c множеством критических то­
чек функционала ' • ' • ' • 

F (и) = - < N (a), KN (и)), D (F) == D (N), (18) 

где <•, •>—-некоторый действительный симметричный невы-
рождающийся билинейный функционал иа f/XV-

В. М. Филипповым [105] показано, что если оператор К — 
не только симметричный, но и положительно определенный, 
оператор N действует в гильбертовом пространстве Я, так что 
используемый в теореме билинейный функционал <-, •> есть 
скалярное произредение в Я, то функционал Р (18) является 
(как и в подходе В. П. Диденко, см. формулу (45) в разде­
ле 3.2.3) функционалом метода наименьших квадратов в гиль­
бертовом пространстве Я,,: 

|| и | И к ||2 •= < и, К и > = (и, и)к, 

F ( t t ) -= i - ( N(u),KN(tt)) ^~\\N(a)\HK\\*. (70 

Для случая Я = /,2(й), например можно выбрать Нк= 
= WTl (Q) так, что для задачи Дирихле для уравнения Лапласа 

/ - Д и = / ( . х ) , xeQcR" 
\u(x) = 0, xQdQ 

функционал F (и.) (!') совпадает с известным функционалом 
Дирихле 

D[u]^F[u] = ~^ {\ V « | 2 - 2 / « } d x + G / . G / - ( / . Kf). 
а , 

В. М. Филипповым [105] установлено также для случая 
£ / = 1 / = L2(Q), что приведенный в теореме 3 симметризующий 
оператор К существует для широких классов нелинейных 
ДУЧП конечного^ порядка с достаточно гладкими коэффициен­
тами— R(7V)cC(Q), локальными (или нелокальными —вида 
. ^ £laa.D

au\rk'=0, TkdT=dQ,) граничными условиями. При 

этом симметризующий оператор К можно строить как оператор 
функции Грина однородной краевой задачи для полигармониче-
ского уравнения в рассматриваемой области Q: это, с одной 
стороны, показывает близость подходов Тонти и В. П. Диденко 
(см. (7) и (45) § 3.2), а с другой стороны, сложность постро­

е н и я таким образом в явном виде функционалов (18) для 
областей ficzR" достаточно общего вида. Для некоторых 
нелинейных ОДУ такие функционалы построены Тонти i[432], 
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§ 3.4. Двойственные вариационные принципы 

3,4.1. Общие подходы построения двойственных вариацион­
ных принципов. Двойственные вариационные принципы, которые 
иногда называют «дуальными», •«дополнительными», «встречны­
ми» (см. С. Г. Михлин [65], Вельт [441], [442]), играют важную 
роль в установлении апостериорной оценки приближенного ре­
шения соответствующей вариационной задачи минимизации 
(ее будем называть прямой вариационной задачей), особенно—; 

для непотенциальных операторов. Вначале отметим, однако, не­
которые аспекты получения априорных оценок приближенного 
решения прямой вариационой задачи минимизации функциона­
ла для непотенциальных операторов, на примере полученного 
(§ 3.1) для уравнения Aw—f с В-симметричным, В-положитель-
но определенным оператором функционала 

D[u]~\\a\¥AB-2(f,BoU), U^HAB. (1) 

Здесь Bo — расширение симметризующего оператора В (2) — 
(4) (§ 3.1), по непрерывности на все пространство НАв (5), 
(6) (§ 3.1), которое возможно, в силу второго соотношения в 
(4) (§ 3.1). Тогда существует единственный элемент и0&НАв, 
минимизирующий функционал D[u] в НАЛ, так, что 

Й=т1п£)[и]=т1п{| |й—и0]Рл в — ]|й,||2ДВ}-—|!ио||2дВ. (2) 
НАВ НАВ 

Отсюда несложно заключить, что получение априорной 
оценки \\ип~«О||АВ приближенного решения прямой вариацион­
ной задачи можно свести к следующей задаче теории прибли­
жений функций. 

Пусть известно (из теорем о гладкости решения уравнения 
Au^f или решения вариационной задачи), что «о принадлежит 
некоторому классу Wa^HAB\ а {Фп} — система координатных 
функций, по которой строится приближенное решение 

• ' « ' • . • 

м л ==2 а*Ф*(л)- (3) 
* • - = • . ' 

Тогда задача получения априорной оценки | |ип-иоЩв фор­
мулируется так: для элемента u0&Wa6HAB оценить наилучшее 
его приближение по норме" || • | # А В | | линейными комбинациями 
вида (3) (т. е. приближение этого элемента системами алгеб­
раических, тригонометрических полиномов и т. п.); Для ДУЧП 
с самосопряженным и положительным оператором A норма 
1Н.#-4в|| (5), (6) (§ 3.1), где В=1, относится, к известному, 
классу функционалов Эйлера—-.Лагранжа, и указанная задача 
теории приближения функций во многих случаях имеет доста­
точно полное решение (см. С. М. Никольский [69], [701, 
Л: Д. Кудрявцев [47]). 
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Однако, для несимметричных операторов А норма ||-]ЯЛв11 
С-*). (6) (§ 3.1) может и не принадлежать классу функционалов 
Эйлера—Лагранжа (как, например, для параболических урав­
нений (см. формулы (18), (17) (§ 3.2)), и получение априор­
ных оценок решения вариационной задачи в норме ||-|ЯАВ|| 
требует новых результатов в теории приближения функций. 

Поэтому для уравнений с непотенциальными операторами 
особо важное значение приобретают апостериорные оценки 
приближенного решения 

|1«п~и-||<еп, п = \, 2, 3 , . . . (4) 
где en — числа, получаемые в процессе вычисления ип. 

Оценка (4) обычно получается следующим образом. Из 
(2) нетрудно заключить, что Уип£НАв, п=\, 2, 3 , . . . 

dn=D[un]^d, (б) 
\\un—uu\\AB=VD{nn}-d. (6) 

Если удается построить функционал W (v), такой, что 
ЧЧоК** VoeD(^), (7) 

sup4>) — d> £>0Г) =--=#, (8) 

то можно найти последовательность {vn}, un6D(4f) Vn= 
= 1, 2; 3, . . . такую, что 

6n-4f(On){to}d (rt{to}c-o), (9) 
8n<d, n=1, 2, 3, (10) 

Из (6) — (10) получаем апостериорную оценку 
\\ия-Щ\НАВ\\<УЩщ[=&~п. (--) 

Из (11) и формул (4) —(6) (§ 3.1) следует апостериорная 
оценка в норме исходного гильбертова пространства Я: 

|| ла-щ| Н\\< ±уп[ип]-Ъп. (12) 
В ряде случаев возможно построить такую двойственную для 

(2). вариационную задачу максимизации функционала г1/(и), 
что 

minD[«] = D^o]=d=¥[tt0]-=max4f('a), (13) 

где Я—некоторый линеал из D(4?), ЯПЯддЭио. Для уравне­
ния (1) с 5-симметричным и В — положительно определенным 
оператором А вариационная задача • (13) строится на Н= 
г=В(А)эщ, например, следующим образом. Из (2) VUQHAB 

D[u]>D[u0], (14) 
£[и]-=£[и-] + ]|й-й0|Рлв. (15) 
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Для иб-D (A), в силу (4), имеем 
|и|РЛЙ = (Ли, BaX-L | | АйЦа, (16) 

или при замене и на и—и0 с учетом A«0=f получим 

и-«о||8дв< — М*-/11-. 07) 
Из (14)- (17) следует, что 

D[u]>D[Uo]>D[u]-UiAu-f\\*. (18) 
p 

причем равенство как слева, так и справа достигается ТОЛЬКО 
для и=«о, ЧТО позволяет поставить пару двойственных задач 
вида (13): 

mj.nD[u] = D[a0]^d = xV[tio\ = rnax4^(v), па-, 
НАВ D(A) V1-"/ 

Где 
^ ) = D W _ ± | | A ^ — / | | - , D(V) = D{A). (20) 

3.4.2. Три направления развития двойственных принципов. 
При В=1, то есть для уравнения Au=f с самосопряженным 
и положительно определенным оператором двойственная ва­
риационная задача (19), (20) получена другими построениями 
Биттнером [58], Помрэнингом [359], [360] (см. также У. Смит 
[417], П. Смит [418]). Вместе с тем, присутствие в двойственном 
функционале (20) нормы ||Ao---f|#|| фактически устраняет 
преимущества «энергетического» метода по сравнению с мето­
дом наименьших квадратов: в случае дифференциального опе­
ратора А, #=L-({Omega}) функционал ¥(«) содержит производные 
того же порядка, что и исходное уравнение — такие функцио­
налы не удовлетворяют условию В (§1.3). 

На случай нелинейного уравнения . , • 
N(u)=f, '(21) 

рассматриваемого в гильбертовом пространстве Н, изложенные 
выше построения двойственной вариационной задачи распро­
страняется, например, следующим образом (У. Смит [417]). 
Пусть оператор N представим в виде 

N{u)=N0(u)+Lu, (22) 
где: No — потенциальный оператор, для которого существует N^~l 

Yu&D(N), L — симметричный оператор на линеале D(N). 
Из (22) находим • . 

JV0(a) + LM=/=ftt----.V^1{/— Lu)=> •._; . 
=>-Lu + LNfl{f-Lu}=0. (23) 

7Г 



Лемма 1. Для потенциального оператора Р, (dF(u, h)=-
= (Р{и), /г)), симметричного оператора L и для фиксированно­
го элемента /б# справедлива формула 

grad{F(L«-f)}=LP(La-f). (24) 
Действительно, положим ®{u)=F(Lu~-f). Тогда 
d<D(M, h) = lim— (Ф(и + г.А)-Ф(и)) — Нт4(^( - / .«+ tLh — f) — 

- F (Lu-/))=(P {La- f), Lk) = {LP(Lu-f), h), 
что доказывает (24). 

С учетом симметричности оператора L и леммы получим 
для уравнения (23) искомый потенциал в виде 

1 
Q (и) - = - - ( « . Lu)-U[f - La], Nbl[t{f~~Lu)])dt. (25) 

° 
Справедлива • 
Т е о р е м а 4. Пусть L — самосопряженный положительно 

определенный оператор в гильбертовом пространстве Н и по­
тенциальный оператор N-"1 удовлетворяет условию 

(DN~l(u, A ) . h ) > 4 № 
где 6||L||> - 1 , если 6<0. Тогда уравнение N0(u)-{-Lu-f имеет 
единственное решение и0, причем: 

0[щ] = тат(.0[и]. 
£>(Р) • 

Конечно, эта простейшая схема У, Смита применима лишь 
к определенным видам нелинейности, поскольку требует явного 
вида No'1. 

Двойственные вариационные принципы — это самостоятель­
ная обширная ветвь современного вариационного исчисления, 
обзор результатов которой требует отдельной работы. Здесь же 
для ориентации читателя приведем лишь краткий исторический 
обзор работ по построению двойственных вариационных прин­
ципов. . 

Идеи преобразования исходной вариационной задачи мини­
мизации функционала в соответствующую задачу максимиза­
ции восходят к работам Зарембы [452], [453], Треффтца [434]„. 
Фридрихса [234]. Работы этих авторов лежат в основе трех 
ОСНОВНЫХ направлений получения дополнительных вариацион­
ных принципов; условно эти направления можно назвать гео­
метрическим, операторным и функциональным. Первые два из 
них в современной трактовке очень близки, поскольку исполь­
зуют концепцию ортогоцадьного разложения гильбертовых про­
странств или соответствующее представление оператора. В рам­
ках этих двух подходов еще ц 40--50-х годах получены допол-
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нительные вариационные принципы и апостериорные оценки; 
приближения вариационными методами решений различных 
краевых задач (М. Г. Слободянский [86], [87], Диас [209]— 
[212], Гринберг [242], Синг [421], [422], Вашицу [446], Вайн-
бергер [447]. На широкий класс краевых задач метод Треффтца 
был обобщен в работах М. Ш, Бирмана [11], [10]. Отметим, 
что в приложениях результаты этих работ использовались в 
основном для уравнений с потенциальными операторами (см. 
также Телега [425], [426], Коллингз [176]), поскольку только 
для них были известны исходные вариационные задачи мини­
мизации. 

Третье направление— функциональное, основано на двой­
ственном преобразовании, введенном Фридрихсом [234] и обоб­
щающем преобразование Лежандра для класса функционалов. 
Эйлера (подробно оно обсуждается в книге Куранта и Гиль­
берта [49]). М. Г. Слободянский [86]—[88], обобщив это пре­
образование, предложил достаточно простой способ сведения 
задачи минимизации функционала «энергии» к задаче макси­
мизации соответствующего функционала с получением апосте­
риорной оценки приближения (см. также Хирш [259]). Начиная 
с работ Нобле [342], Серелла [412], Синга [422], в которых 
обобщены канонические преобразования Куранта, это направ­
ление получило интенсивное развитие в работах многих зару­
бежных математиков (см. Артуре [144], Барнсли, Робин­
сон [154], [155], Биттнер [158], Карассо [165], Каплан [286], 
Помрэнинг [359], [360], Ролл [366], Вельт 1[441]), поскольку 
можно было получать одновременно прямой и дополнительный 
вариационные принципы для многих классов линейных и нели­
нейных уравнений. Заметим, однако, что большинство резуль­
татов и в этом направлении было получено (см. обзоры Артур-
са [144] и Робинсона [380]) для уравнений 

Au=F(u).-
Здесь F — потенциальный оператор, а линейный оператор А 
в большинстве работ представим в виде 

A = T.T*+Q, ' 
где Q — положительный, причем, оператор А или ограничен 
в исходном пространстве Я или удовлетворяет условию 

•\i.№\\*<:(Au, и)^ц2\\и\\\ р,,, | i ,2=const>0. 
3.4.3. Обобщение конструкции М. Г. Слободянского, Вельт 

двойственных вариационных принципов на непотенциальные 
операторы. Укажем два возможных направления обобщений 
конструкций двойственных вариационных задач на уравнения 
с непотенциальными операторами при функциональном и опе­
раторном подходах. 

Приведем вначале распространение подхода М. Г. Слобо-
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дянского [87], £88] на построение пары двойственных вариаци­
онных задач для уравнения Au=f с 5-снмметричным и В-поло-
жительно определенным оператором A, так, что двойственный 
функционал ЧР(и) (13) не будет содержать, как в (19), (20) 
в явном виде оператор A. 

Пусть вначале u6D(A) и оператор А можно представить 
в виде суммы операторов: 

A = ^ApD{A)(^D(Aj)^H, (21) 

причем, для каждого A/3&f. D (Bjj^D (A,), / — 1, /, 
i 

В = ^ВГ D(B)£D(Bj)cH, (22) 
J-1 

У a, veD{Aj), j=~l 
имеем: 

(A,.«, 5-o) = ( 5 A A,V), (23) 
.(A,u, 5,a)>a-||a||-, (24) 

(A}u, В,и)^р\\В,и\\*; (25) 
Вводится линейное множество W=D(Ai) • . . . -D(Ai) /-мер­

ных вектор-функций v'=(vu ..., v{), независимые компоненты 
Vj(j=l, I) которых определены вначале на D(Aj) соответствен­
но. Свойства (23) — (25) позволяют определить на W скалярное 
произведение 

. . ' . • ' i i 

< и', v' > ={sum}(AA, Bjvj}^[ap •VJXA.B.. (26) 
j - \ ]=\ • • • . 

Через Н'АВ обозначается пополнение множества W в норме 

\\и\н'АВ\\ = (и>,и')ч\ (27) 
По построению, НАВэ_Н Ав (5), (6) § 3.1, если элемент из 

НАВ отождествить с /-мерным вектором и' = (и и). 
Установлена (В. М. Филиппов [105]) 
Теорема 5. Если оператор А—В — симметричный, 5—-

положительно определенный, и выполняются соотношения 
.(21) — (25), то У/еЯЯ!и0бЯлв, такой, что 

mlaD[u] = D[u0] = L[u0] = maxL('V'), (28) 
"АВ И'АВ . 

где L(u')-= —||о'|Ллв|[г, причем вектор v' удовлетворяет соот­
ношению 

<-/;.£>-=(/,.5|) Vg — (|, ;.... WDIA). (29) 
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Следствие 2. ЕСЛИ элемент и0, минимизирующий функ­
ционал D[nJ, принадлежит D(A) и RA{B)=H, то условие (29) 
равносильно равенству 

Av '-=/. (30) 
Таким образом, в этом случае двойственный к (1) вариаци­

онный принцип М. Г. Слободянского состоит в том, что макси­
мизируется L ("')== — ]| v' \Н'АВ\\2 на множестве векторов <о' = 
— (vv...V[), vfiD(Aj),, j = \, l, удовлетворяющих уравнению 

Ау{+ ... +A.u.=f. 
Для приложений этот момент очень важен, — что только 

-одно уравнение (31) связывает I независимых переменных 
vu ..., vi (по этому вопросу см. Хирш [259]). 

Таким же Образом несложно проведено (В. М. Филип­
пов [105]) распространение и конструкции Вельт [442] пары 
.двойственных вариационных принципов на уравнения с В-сим-
метричными, В-положительными операторами. 

Функциональное направление в теории двойственных вариа­
ционных задач состоит в построении максимизируемого функ­
ционала W (13) по известному функционалу (1) прямой вариа­
ционной задачи. Помрэнинг [360] распространил этот подход 
на неэйлеровы функционалы, что позволило В. М. Филиппову 
{105, § 7] получить новые двойственные вариационные принци­
пы, в частности, для уравнений с В-симметричными, В-положи-
тельными операторами. 

В заключение отметим, что важное значение двойственных 
.вариационных принципов и получение с их помощью апостери­
орных оценок подчеркнуто в докладе Куранта [179], где он 
•среди трех основных недостатков вариационного метода первым 
назвал то, что приближенные решения могут и не сходиться 
к точному решению, даже если производные их сходятся. 
Двойственные же вариационные принципы позволяют получать 
не только апостериорную интегральную оценку вида (12), но 
и поточечную двустороннюю оценку приближенного решения 
(см. Куперман [178], Диаз [210], Фужита [238], Вельт [441], 
-Вашицу [446]). 

Глава 4 
СТАЦИОНАРНЫЕ ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ 

ДЛЯ НЕПОТЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

Условия G, р постановки 5 (§ 1.2) обратной задачи вариа­
ционного исчисления значительно осложняют конструктивное 
построение искомого функционала для многих содержательных 
ДУЧП с переменными коэффициентами в. многомерных обла-
•стях общего вида. Но в ряде приложений ОЗВИ (для числен-
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ного решения, например, методом Ритца, краевых задач, если 
нет необходимости устанавливать вариационным методом суще­
ствование решения, в приложениях в теоретической механике 
(см. А, С. Галиуллин [19]), в механике сплошной среды 
(В. Л. Бердичевский [7]) условие полуограниченности искомых 
функционалов не является необходимым. Поэтому в этой главе 
мы остановимся на результатах решения ОЗВИ в Постановке 5,, 
при условии выполнения только условий А, В (§ 1.2). 

§ 4.1. 0 глобальных решениях ОЗВИ 

4.1,1. Глобальный лагранжиан и препятствия к его сущест­
вованию. Остановимся на вопросе определения функции Лаг-
ранжа L(t, и, и) для системы ОДУ второго порядка (2.2.19) 
в случае, когда оператор этой системы является потенциаль­
ным и коэффициенты щ.ч, p(l6Co0(R2n+i). Предложенные-
Г, К. Сусловым [94] и Манером [330] доказательства достаточ­
ности условий Гельмгольца для существования функции 
L(t, и, и), удовлетворяющей равенствам 

^ ( ^ - ^ - ^ п * - « • « ) * ; + ? . ( - • • « • « ) • • -=--"•"• . о> 
были конструктивными и содержали в себе первый метод вы­
числения лагранжиана. 

Согласно (1), функция Лагранжа L(t, и, и) удовлетворяет: 
равенствам 

—;—--- = а£ / , (2> 

из которых, с учетом (2.2.20), следует, что функция L(t, и, и) 
определяется из системы (2) в виде 

L (t,a, и) -=L(2) (t, и, K) + L<
<1) (i, u)it+Li0) (t, и), 

i 

1<2>(Л й. и)-=\ (1 — x)ai](t, и, xu)ittu.jd"c 
о 

(3). 

(О однозначно с точностью до произвольных функций L\\ i= - l , n 
L{0\ 

Подставляя (3) в (1), с учетом (2), имеем: 

fl-(Q) у д Р ) сЗ£<'> 

. d"i diiidt ~*~ dt 
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Для определения Lil)(t,u) продифференцируем (4) по и} 

ар, _ а°£(2) дчм / д • д \ дч& —/° _Kf 
дй) ddjduj dutdhj {.Ы k duk ) adiduj ди}. дщ 

Отсюда, с учетом (2) и (2.2.21), 
ЭФ —У' _ 1 Idh д$,\ 
duj dui 2 [ да; Q^t J -=0" 

Совместность системы (5) вытекает из (2.2.24). Окончательно: 

(5) 

•L?Ht. и)-Щ&(1, ш, 0) — | g (t, ш, 0)у^ + Щ^1, (6) 

где ф(^, и) —произвольная функция. 
Функция L(0) (t, и) определяется из системы 

dL{0) dL<i" л а и ел т 
которая получается из (4) при и—0. Нетрудно проверить, что 
условиями совместности системы (7) являются равенства 
(2.2.26), при этом решение (7) имеет вид 

1 

Lm (t, и) = - С pft(t, хи, 0) tbfo + Щ$- (8) 

Итак, справедлива 
Т е о р е м а 1. Если оператор, соответствующий системе ОДУ 

второго порядка (2.2.19), является потенциальным, то лагран­
жиан определяется с точностью до произвольной функции 
<p(t, n) по формулам (3), (6), (8). 

З а м е ч а н и е 1. Обзор различных подходов к построению 
лагранжиана содержится в книге Сантилли [338], см. также 
работу Энгельса [225]. 

В том случае, когда коэффициенты системы ОДУ (2.2.19) 
«„v, Рн определены в некоторой области Q {subset} Ran+i {t, и, и), 
несмотря на выполнение условий Гельмгольца (2.2.20) — (2.2.22), 
функция Лагранжа L, определенная всюду в Q, может и не су­
ществовать. Например (Моранди и др. ;[336]), для системы 
ОДУ 

' щ-^=0,. a2+.£..-0, , Г2«й? + «|. 
рассматриваемой в области Я = R2\{(0, 0)}, условия Гельм­
гольца выполнены, но глобального лагранжиана на Я не суще­
ствует (локальные лагранжианы существуют, например, 

L ^ - l ^ + ^ - a r c t g - ^ ) . 
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Существуют различного рода препятствия к существованию' 
глобального лагранжиана для системы дифференциальных 
уравнений, которая локально является лагранжевой (Иборт,. 
Лопес—Лакаста [281]). Однако основными являются тополо­
гические препятствия, связанные с нетривиальностью группы-
когомологий Я2 (М) конфигурационного пространства М. 
Гарантией существования глобального лагранжиана для ло­
кально лагранжевой системы является точность так называе­
мого вариационного комплекса. 

4.1.2. О вариационном комплексе. Вариационный комплекс 
впервые построен A. М. Виноградовым [15]. Дальнейшие иссле­
дования вариационного комплекса содержатся в работах 
A. М. Виноградова [16], [443], [444], Тульчиева [435], Такен-
са [423J, Андерсона, Дачэмпа [141], Купершмидта [302], Олве-
ра (352], Олвера, Шакибан [353], Шакибан [413] и др. Приве­
дем конструкцию вариационного комплекса, следуя книге-
Олвера [75], 

Пространство независимых переменных х\ ..., ХР обозна­
чается через X, пространство зависимых переменных и\ ..., ия 
через U. 

Полной дифференциальной k-формой на McXxU назы­
вается выражение (u = J?iPj[u]dx/, где коэффициенты Pj — 

j 

дифференциальные функции, dxJ=dx^/\... /\dxik, 1 <у- < .. -
<j*{le}p (если вместо и подставить функцию u=f(x), то полу­
чим обычную дифференциальную k-форму на X). Полный диф­
ференциал формы ю получается, когда мы дифференцируем со,. 
обращаясь с и как функциями от x, т. е. 

Р 

•О" = 2 2 DtPjdx'Adx/, 

Пространство полных А-форм обозначается Л-.. 
Вертикальной k-формой на MczXXU называется конечная 

сумма вида 

ш—2P"[«Jrf»"lA. • • Ada**, 

в которой коэффициенты /'"—•дифференциальные функвди 
(в вертикальных формах присутствуют лишь дифференциалы 
du%). Аналогом обычного дифференциала является вертикаль­
ный дифференциал 

"T^ дра 

Пространство вертикальных k-форм обозначается ЛЙ. 
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На пространстве Л* вертикальных k-форм можно определить 
отношение эквивалентности, при котором Ь> эквивалентна ш'-. 
если они отличаются на полную дивергенцию 

р 
w — ш' = Djv (!])-= 2 £>^., ^еА*. 

'=1 
где полная производная D{ действует на ii. в соответствии 
с правилами линейности, дифференцирования (правило Лейб­
ница), коммутирования с вертикальным дифференциалом. 
Класс эквивалентности, содержащий собЛ", называется функ­
циональной k-формой и обозначается с использованием знака 
интеграла ladx. Пространство классов эквивалентности обра­
зует пространство функциональных k-форм, обозначаемое 

A* = A*/Div(AA). 
Вариационный дифференциал функциональной k-формьг 
©=Jcodx—-это функциональная (k -{- 1)-форма, соответствующая; 
вертикальному дифференциалу формы <в: 

6co = j (dco)-ix. 

Заметим, что можно отождествить пространства Ар и Л°,. 
поэтому, если рассматривать функционал & = \ Ldx как элемент 
Л»» то его вариационный дифференциал есть функциональная: 
1 -форма 

4 • « - . • 

du*\dx, ^10ш*=12,т a - l J <"V 

которая после интегрирования по частям принимает вид 
bs=S [2 (2 (- ° ) ^ ) dAdx=\ (E юdu) dx> 

(здесь E — оператор Эйлера--Лагранжа). 
Подобласть McX~XU называется вполне звездной, если 

каждый вертикальный слой Мх={и:(х, и)Ш} — звездная под­
область в U и горизонтальный слой в базе Q={.*::(x, 0)бМ} — 
звездная подобласть в X. 

Теперь, после введения необходимых понятий и обозначений. 
МОЖНО сформулировать следующее 

У т в е р ж д е н и е . Полный вариационный комплекс 
О D D D Е б 2 б 

0-> R {to} Л0 {to} Л. {to} . . .{to}Ap_1{to}A/,{to}A<!{to}Aa,{to} . . . 
точен на вполне звездных областях McrXX^. 
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Точность вариационного комплекса в члене Л.1 обуславли­
вает существование глобальных решений ОЗВИ. Так, вариаци­
онный дифференциал от функциональной 1-формы a = S{P'du}dx 
равен 

6t0 = U _ j _ j ~тdu$/\du*\dx=*^{Dp(du)Adu}dx, 
[ о. (3,/ J ) 

где Dp — производная Фреше от Р. Интегрирование по частям 
позволяет получить выражение 

бсо -------- \{duA(DP — DP) du)dx. . 

'Отсюда следует, что форма со (S) замкнута тогда и только 
тогда, когда дифференциальный оператор DP симметричен, Из 
точности вариационного комплекса вытекает 

Т е о р е м а 2 (Олвер [75]). Пусть областью определения 
Р[и}| является вполне звездная область MczXX,U. Тогда Р — 
выражение Эйлера—Лагранжа для некоторой вариационной 
задачи Sf^JLdx (P^E(L)), если и только если производная 
Фреше Dp симметрична [DP* =DP). 

З а м е ч а н и е 2. Лагранжиан для Р в этом случае можно 
/построить в явном виде с помощью формулы гомотопии 

1 

L f t t ] - = ^ ' P [ ^ ] d ^ . 

"§ 4.2. Вариационные принципы для систем линейных ОДУ 

В этом параграфе мы изложим подходы решения ОЗВИ 
.для систем ОДУ с несимметричными операторами с учетом 
специфики линейности системы: как будет видно из дальней­
шего, излагаемые в ряде других разделов этой главы подходы 
решения ОЗВИ для нелинейных уравнений и систем также 
применимы и для линейного случая, но имеют свои особен­
ности. 

4.2.1. Симметризующий оператор для системы линейных 
ОДУ второго порядка. He ограничивая общности, рассмотрим 
-систему п линейных обыкновенных уравнений второго порядка 

й + 2Д(*)а+А,(*)а.—О, (1) 
где Ai, Ao — nXtt-матрицы, определенные и достаточно гладкие 
на открытом интервале, содержащем начальное значение U. 

Рассмотрим ОЗВИ для системы (1) в следующей постанов­
ке: определить невырожденную пХ'--матрицу B(t), после ум­
ножения на которую система (1) представляет собой систему 
уравнений Эйлера—Лагранжа для функционала вида (4) 
С§ 1.1), т. е. 
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С точки зрения общей теории вариационных принципов для 
линейных уравнений (§ 3.1) поставленная задача фактически 
сводится к нахождению такого линейного оператора В, ЧТО ли­
нейный дифференциальный оператор 

A^ -^A . -Jr + A,, 
является В— симметричным, считая, что линейный оператор В 
есть оператор умножения на матрицу B(t). 

Условия Гельмгольца (2.2.15) —(2.2.17) для системы (2) 
можно записать в виде: 

В = ВТ, (За) 
B - B A + Af̂ 7", (3b) 

В г = 2-|-(ВА1)Г + -5Ло-(ВЛ0)г. (3c) 

Справедлива (Сарле, Бахар [399]) 
Теорема 1. Условия потенциальности (3) эквивалентны 

условиям 
S - S r , (4a) 

B = -4fB + £A1, , (4b) 

в(Л-Л?-А1)=(в(Л-^-Л))г, * (4с) 
где S=B (/0). 

З а м е ч а н и е 1. Условие (4с) может быть получено из (Зс) 
в результате исключения В, в силу (За) — (Зв). Очевидно, что 
с учетом (ЗЬ) матрица B(t), имея симметричное начальное зна­
чение S, остается симметричной и в дальнейшем, поэтому (За) 
эквивалентно (4а). 

З а м е ч а н и е 2. Если условия теоремы 1 выполнены, то 
функция Лагранжа, очевидно, принимает вид 

L--=-i- итВй + итАгВи+~ит {А\ВА^-В (Л— А\— Д)) «• 
Введем в рассмотрение оператор &'Al, ставящий в соответ­

ствие произвольной дифференцируемой п X n-матрице Ф(2.) rcXn-
матрицу •З'лДФ.) по правилу 

2'д1(ф) = [Л1,Ф] + Ф, [Д,Ф] = А Ф - Ф Д . (5) 
Далее определим операторы -SP*,' k$H, действующие на про­

извольную, достаточно гладкую nX «-матрицу Ф(£) следующим 
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образом 
<?U$) = - л . (-^лТ1 (<*>)). k>2, 

i (6; 
^ Д Ф Н ^ Д Ф ) . 

Наконец рассмотрим «Xn-матрицы ф(А' (t), k=0, 1, 2 , . . . , 
определяемые равенствами 

ф ( 0 >=-Д ) -Л?-А 1 , (7а) 

Ф ( й ) - . ^1 (Ф ( 0 ) ) - [Л 1 ,ф № - 1 ) ] + А(1>№-1), A6N. (7Ь) 

Справедливо следующее утверждение (Сарле, Энгельс,. 
Бахар [405]). 

Т е о р е м а 2. Система (1) допускает матричный вариацион­
ный множитель B(t) тогда и ТОЛЬКО тогда, когда существует 
постоянная невырожденная симметричная nXn-матрица S, 
удовлетворяющая условиям 

S ^ (to) = {SQm {Щт, £ = 0 ,1 ,2 (8) 
З а м е ч а н и е 3. Условия (8) представляют собой бесконеч­

ную систему линейных однородных алгебраических уравнений, 
и в общем случае существование невырожденной матрицы 5, 
удовлетворяющей (8), не может быть обосновано исследова­
нием конечной подсистемы бесконечной системы (8), поэтому 
в приложениях соотношения (8) важны, прежде всего, как не­
обходимые условия существования матричного множителя 
и используются для доказательства того, что такого множителя 
не существует. 

Однако, теорема 2 в некоторых случаях позволяет обосно­
вать и существование матричного множителя, как показывает 
следующее 

С л е д с т в и е . Если при некотором i6N 
Ф(»(0—-0. (9) 

то для существования матричного вариационного множите­
ля B(t) необходимо и достаточно проверить- условия (8) при 
k = 0 , l , . . . , . ' — , 1 . 

Выделим особо случай, когда 1=1, а условие (9) имеет вид 

Ф (1 )-[Д, Л0—Л] + ^ - (Л" -4?~Л) — 0. (Ю) 
При этом матричный множитель -6 (t) определяется как реше­
ние дифференциального матричного уравнения (4Ь), имеющее 
в качестве начального значения невырожденную матрицу S, 
такую, что матрицы 5 и S(A0(t0)—Ai

2(t0)—Ai(t0)) симмет­
ричны. 

Заметим, что в случае постоянных А" и А равенство (10) 
Сводится к условию 

[АиА0]=>0, (11) 
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поэтому условия вида (9) принято называть условиями обоб-. 
щенной коммутативности 1-го порядка (Сарле [393]). Условия 
коммутативности (11) исследовались и применялись во многих 
работах (Кватни, Бахар, Массимо [305J, Сарле [393], Бахар, 
Кватни [147] и др.). 

Если выполняется условие коммутативности первого поряд­
ка (10), то система (1) допускает не менее п независимых мат­
ричных множителей. Действительно, условие симметричности 
матрицы S(A0(t0)—A?(t0) — Ai(-o)) налагает не более п(п~1) 

ограничений типа равенств на "• 2Т ) элемента симметричной 
матрицы 5, поэтому матрица .В(г') является не менее чем 
/г-параметрической. 

Так, если Ф("=0 и Bt— множитель для системы (1), то 
матрица 52=В1Ф<0» — также множитель для (1) (Сарле, Энгельс, 
Бахар [405]), причем указанное свойство имеет прямые аналоги 
в случае коммутативности более высокого порядка лишь при 
дополнительных ограничениях. 

Заметим также, что при выполнении (10) каждому матрич­
ному множителю B(t) системы (1) соответствует квадратич­
ный первый интеграл системы (1) (Сарле, Бахар [399]): 

f = iiTBit + 2итАТ\Ви + ttT (ВФ,{0) + АТ
ХВ Д ) и. (12) 

4.2.2. Описание систем линейных ОДУ, допускающих вариа­
ционный множитель. Рассмотрим линейное преобразование не­
зависимых переменных 

u=U(t)v, (13) 
где U(t) —невырожденная nX^-матрица, являющаяся част­
ным решением матричного дифференциального уравнения 

U+A^-O. (14) 
Непосредственная подстановка (13) в (1) показывает, что 

в новых переменных система (1) примет вид 
v + Z(t)v = 0, 2=U-1{A0-A*-A1)U. (15) 

В силу отсутствия в (15) членов, содержащих v, условия 
типа (4) для системы, полученной умножением (14) на матрич­
ный множитель S, имеют вид 

S=ST, (16а) 

5 = 0 , (16в) 
SZ(t) = (SZ(t))T. (16с) 

З а м е ч а н и е 4. Выбор обозначения S для матричного ва­
риационного множителя системы (15) обосновывается тем, что 
если U(t) есть решение (14), имеющее единичную пХ"-матри-
цу в качестве начального условия, то общее решение (4в) опре-
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деляется формулой 
.S(t){cdot}-(U-1)-,5C/-1, (17) 

где 5 — произвольная невырожденная симметричная постоян­
ная nXtt-матрица, причем, подставляя (17) в (4с), получим 
(16с), т. е. матрица S, являющаяся начальным значением B(t) 
и определяемая согласно (4), удовлетворяет (16) и наоборот. 

Системы вида (1), допускающие матричный множитель В (t), 
могут быть охарактеризованы (Сарле, Энгельс, Бахар [405]) 
следующим образом. Поскольку матрица S симметрична и не-
вырождена, существует постоянная ортогональная матрица Т, 
такая, ЧТО матрица Л—7Г5Г является диагональной с ненуле­
выми диагональными элементами, тогда матрица Q(t) = TTZ(t) T 
должна иметь следующую «полусимметрическую» структуру 

••' ; a J a ^ 2 И 2 2 - ' |, (18) 
I Л-з —13 Я-23--23 • • 

где со.,-, t{le}/ — произвольные функции t,ai},i<ij — произвольные 
постоянные, удовлетворяющие равенствам 

ajyfljft-a.j, i<j<k. 

Справедлива (Сарле, Энгельс, Бахар [405]) 
Т е о р е м а 3. Система вида (1) допускает матричный ва­

риационный множитель B(t) тогда и только тогда, когда 
матрицы A1(t) и A0(0 имеют следующую структуру 

Ax^-UU-\ (19) 
А0=и{С1-и~1и + 2(и-ф)г)и-\ 

где Q (г^)—произвольная матрица вида (18) и U(t)—произ­
вольная невырожденная матрица, начальное значение которой 
T—U(tB) —ортогональная матрица. 

З а м е ч а н и е 5. Теорема 3 имеет, очевидно, лишь теорети­
ческое значение, поскольку для заданной системы (1) практи­
чески сложно проверить, имеют ли матрицы At и A- вид (19). 

§ 4.3. Вариационные принципы для систем нелинейных ОДУ 
с непотенциальными операторами 

4.3.1. Матричный вариационный множитель для системы 
ОДУ второго порядка. Для того, чтобы система ОДУ 

ul = fi(t, и, и), i=\, п, 0) 
и система уравнений Эйлера— Лагранжа для какой-либо регу 
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лярной функции Лаграижа L (t, и, и) 

dt \О«Й ] ou/t 
имели ОДНО и то же множество решений, достаточно, чтобы си­
стема (1) после умножения на некоторую невырожденную 
пХ"-матрицУ ({alpha}ii(t, ", и)) удовлетворяла условиям потенци­
альности (2.2.20) — (2.2,22) с учетом равенств 

Рг= — аИ/Р i=TTn. (3) 
При этом функция L{t, и, и) и элементы матрицы {а1}) свя­

заны соотношениями 
а-£ . . т— 

' auiduj 

О п р е д е л е н и е 1. Если указанная матрица (си.) Для си­
стемы (1) существует, то будем говорить, ЧТО,систем a (1) до­
пускает матричный вариационный множитель. '.'•'. 

Заметим, что задача определения матричного вариационно­
го множителя для системы (1) также может рассматриваться 
как частный случай более общей задачи нахождения вспомо­
гательного линейного оператора по схеме раздела 3.3.1 распро­
странения вариационного метода на нелинейные уравнения 
с непотенциальными операторами. 

Для построения системы уравнений относительно элементов 
неизвестной матрицы («.,) достаточно поставить (3) в (2.2.21), 
(2.2,22), в результате чего получим систему из алгебраических 
уравнений и уравнений с частными производными относитель­
но а,ц. В случае совместности этой системы при условии, что 
det(aij)-7--0, ОЗВИ для системы (1) в соответствующем классе 
функционалов Эйлера—Лагранжа разрешима и решение опре­
деляется согласно теореме 1 § 4.1.. " 

Отметим, что И. M. Рапопортом [81] получена система, от­
личающаяся от указанной системы наличием группы избыточ­
ных уравнений, которые вытекают из равенств (2.2.23) и могут 
быть получены как следствие других уравнений системы. Одна­
ко, формальная интегрируемость системы Рапопорта в литера­
туре не исследовалась. 

Гораздо более эффективным оказался подход к исследова­
нию ОЗВИ, предложенный Дугласом [218]—[220]. 

Т е о р е м а 1. Невырожденная nX "-матрица о = (ос.^, и, и)) 
является вариационным множителем для системы (1) тогда 
и только тогда, когда выполняются условия (2.2,20)- и условия, 

•—----аЛ+АТа. ' / ' (4а) 

аф(°)---(аФ,(«))т, .. (4Ы 
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D д . д д /ru „ , DA 
г * е 5 7 - * + * - 3 7 4 + / * 3 f r Ф ( 0 ) - 5 — Л 2 - — , a элементы 

nXn-матрид A и .6 определяются равенствами 

I д/г 5/г . _— 
АЧ=~ 2 dd/ ВЧ^~да,' -• У = Ь n. 

З а м е ч а н и е 1. Необходимость и достаточность условий 
теоремы 1 были получены Дугласом непосредственно без ис­
пользования условий Гельмголыца, хотя равенства (4а) и (4Ь) 
могут быть выведены из соотношений (2.2.21), (2.2.22) соответ­
ственно с учетом (2.2.20) (Сарле f394]). 

Непосредственно из теоремы 1 вытекает следующее 
С л е д с т в и е 2 (Сарле [394]). Если функции /* не зависят 

от и, то элементы матрицы а, не зависящие от и, являются 
постоянными. 

В случае диагональной матрицы множителей « указанное 
утверждение было высказано Хавасом [250]. 

Отметим, что равенства (2.2.20) и (4) представляют собой 
переопределенную систему уравнений с частными производны­
ми, которая представлена в весьма удобной для дальнейшего 
исследования форме. Так, некоторые из уравнений являются 
линейными алгебраическими, что позволяет легко осуществить 
редукцию системы. Система имеет нормальную форму, что об­
легчает применение методов теории формальной совместности 
систем ДУЧП. Наконец, применение оператора D/Dt к алгеб­
раическим уравнениям, входящим в систему, с учетом (4а) 
позволяет без особых вычислительных затрат продолжить си­
стему и получить новые алгебраические уравнения, а в конеч­
ном итоге, и проинтегрировать систему. Однако, к настоящему 
времени это удалось сделать лишь для /г—1 (Дарбу [194]), 
ft—2 (Дуглас [220]) и для диагональной матрицы а при произ­
вольном п (Хавас[250]). 

Для общего случая получен ряд результатов, облегчающих 
исследование совместности системы (2.2.20), (4). 

Т е о р е м а 2 (Сарле [394]). Пусть U(t,u, и) — решение 
матричного уравнения с частными производными (существова­
ние которого гарантировано теоремой Коши—Ковалевской) 

^ - fAU -=0 
Dt 

с начальным значением U (t0, и, й)*=1п, где /„ — единичная 
nXn-матрща. Тогда любой матричный множитель а, систе­
мы (1) представим в виде 

a={U-ly$U-\r! (5) 
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о, 

где матрица S = (Sij(t, и, и)) удовлетворяет условиям 

(sIJ-sJd\t-t.-o.№b-p*) —о, 

[да, да^ 2 диАдц lk ddb
 l}))t-tt'"" (6) 

-=o , sz=(SZ)T, г=и-чцпи. 
Dt K ' 

Введем в рассмотрение дХя-матрицы Ф(й) (t, u, it), k = l> 
2 определенные рекуррентным способом 

ф«и-0(г, и, и)=——--f[A, <Е|<М],'[А, ф(»)]-=Аф№) —ф№)А (7) 

Так как матрицы a(t, и, а) и S(t, и, и) при t = tQ совпадают, 
обозначим их общее значение через а (и, а): 

а {и, u) = a{tQ, и, u) = S{t0, и, it). 
Теорема 3 (Сарле [394]). Система (1) допускает матрич­

ный множитель а тогда и только тогда, когда существует невы­
рожденная матрица cr(w, и), удовлетворяющая условиям 

а^ат, *£i*-=^»f (8а) 
ди] du-i 

^ _ ^ + J _ j L №olk-Via ./1 = 0, (8b) 
duj diih 2 ди-i \duj duk I 

e№\t-to = (o<l>w\t-u)T, k = Q, 1, 2, . . . . (8c) 
З а м е ч а н и е 2. Для заданной системы (1) все матрицыФ(*> 

состоят из известных элементов, поэтому линейные однородные 
алгебраические уравнения (8с) могут последовательно разре­
шаться относительно элементов симметричной матрицы с. Так, 
исследование лишь условий (8с) может привести к заключению 
о том, что для системы (1) не существует решения ОЗВИ в 
классе функционалов Эйлера—Лагранжа, т. е. в постановке 3 

Выделим некоторые другие работы, в которых рассматрива­
лась задача нахождения матричного вариационного множителя 
для системы общего вида (1). 

В работе Кавиглиа [171] рассматриваемая задача сводится 
к определению условий совместности некоторой внешней диф­
ференциальной системы, соответствующей системе ДУЧП 
(2.2.20), (4а), (4b) относительно неизвестных элементов мат­
рицы а. Полученные с использованием подхода Картана [39] 
утверждения являются некоторым развитием результатов рабо­
ты Сарле [3941. 

В работе Кавиглиа [172] выведена также система необхо-
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димых условий существования матричного множителя и пока­
зано, что элементы матричного множителя преобразуются при 
замене координат как компоненты симметричного (0, 2)-тензор­
ного поля тогда и только тогда, когда указанные элементы 
представляют собой ПОЛИНОМЫ ПО обобщенным скоростям с ко­
эффициентами, зависящими от координат и времени, и, нако­
нец, Кавиглиа [172] получена бесконечная система линейных 
уравнений относительно а,,-, названная тождествами инвари­
антности. Установлено, что непротиворечивость условий совме­
стности и тождеств инвариантности гарантирует существование 
матричного вариационного множителя. 

В работах Моранди и др. [336], Мармо, Рубано [321], [323] 
при рассмотрении ОЗВИ для системы (1) эффективно исполь­
зуется метод бивекторных полей. 

Задача определения матричного вариационного множителя 
для (1) может рассматриваться при наличии дополнительных 
ограничений. Например, следуя работе Мармо, Рубано, Томп­
сона [324], рассмотрим случай, когда 

/ ' = — Г^(д)^и.-, Г ^ = Г ^ 
(функции Tljk интерпретируются как коэффициенты симметри­
ческой связности) и матричный множитель а имеет вид 
а = (а/у(и)) (тогда соответствующий лагранжиан £=----а^(и)Х 
У,и1и! является квадратичным). Указанная постановка задачи 
имеет обширные применения в римановой геометрии и общей 
теории относительности (Шмидт [414], Холл, Кэй [248], Ириг 
[282] и др.). Одним из результатов, полученных Мармо, Руба­
но, Томпсоном [324] с использованием методов ОЗВИ, является 
следующий: необходимым условием . разрешимости указанной 
выше задачи является существование нетривиальных решений 
системы линейных алгебраических уравнений (относительно а») 

где Rs
rij—компоненты тензора кривизны, соответствующего 

связности (Гл.). 
В ряде работ авторы различными способами выводят усло­

вия потенциальности нелинейного дифференциального опера­
тора, определяемого исходной системой ОДУ, в том числе и для 
случая системы (1), умноженной на некоторую матрицу а, 
Однако, наиболее трудный и, в общем случае нерешенный, 
вопрос состоит в том, чтобы "исключить элементы матрицы а 
из условий потенциальности и получить условия разрешимости 
ОЗВИ в виде соотношений, наложенных лишь на правые части 
исходной системы ОДУ (1). В настоящее время известно лишь 
несколько работ, содержащих результаты в указанном направ­
лении. Это—результаты Дарбу для п= 1, Дугласа для п—2 
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и Хаваса для случая диагональной матрицы а при любом пг 
о которых речь пойдет в следующих разделах этого параграфа,-
а также результаты Сарле и др. [405] для случая системы ли­
нейных ОДУ, рассмотренные в § 4.2. 

4.3.2. Случай диагональной матрицы вариационных множи­
телей. Исчерпывающее исследование случая, когда матрица 
множителей а является диагональной, т. е. 

a—diag(cx1(t, и,«), ...,an(t, u,u)) 
было проведено в работе Хаваса [250]. 

Т е о р е м а 4 (Хавас [250]). Нелинейный дифференциальный 
оператор, соответствующий системе ОДУ, полученной умноже­
нием системы (1) на диагональную матрицу а, является потен­
циальным тогда и только тогда, когда выполняются условия 

£ * — 0 , i+}, (9> 
0U] 

daifi dajfj 

duj diit 

daifi dai • , dat 

= 0, i^j, (10> 

L = 2 5 L i + « E L , (11) 
oui duj ot 

d ' o j / , = 0, i^j^k^i, (12) 
dujdaii 

dp-^plL, t + j , (13> 
duj ouidu] 

. ^ _ ^ - ( « « + A ] ^ - i f / l (i4> 
oaj . aiii \ oak ot J duj 

Где i, j , k — hn. 
З а м е ч а н и е 3. Равенства (9) вытекают из соотношений. 

Г(2.2.20), (10) — (11)— из соотношений (2.2.21), (12) —(13) — 
из соотношений (2.2.23) (и являются таким образом избыточ­
ными), (14) следует из (2.2.22) с учетом (10). 
: Условия (9) — (14) представляют собой систему ДУЧП отно­
сительно неизвестных функций ос; (t, и, и), 1=\,п и основная 
задача теперь состоит в том, чтобы получить необходимые 
и достаточные условия, которые должны быть наложены лишь 
на правые части / t ( t , и, и), i=\,n исходной системы (1) для 
совместимости (9) —(14), ,и систему уравнений для определения 
интегрирующих множителей а{ (t, и, и), п = 1, ft. 

О п р е д е л е н и е 2. Назовем систему ОДУ 
; Qt{t, uv . . . • ип, щ, . . . , ii'n, щ иЛ)=0 (Щ 
несократимой, если не существует разбиения (15) на такие 
'подсистемы, что' множества 'индексов переменных, входящих 
в эти подсистемы, не пересекаются. 
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Для любой пары уравнений системы (1) с индексами г, s 
введем обозначение С.,,, определяемое следующим образом: 

1) если дф-=/=0, то Crs=~d4±-(d-k-
oils диг \dus 

2) если J V - - 0 . — - ^ 0 , то с „ . - - 1 - ( 4 - - Г ; 
ous dus aur \dus J 

3) если —-- — 0, ---— = 0, то величина С,, не определена. 
О п р е д е л е н и е 3. Будем говорить, что уравнения из (1) 

•с индексами г, s соединены «цепью», если существует выраже­
ние вида 

c.rj>." •~,rp*--}3-, •^-rp'js== •--rp'*-'pg'--'5s, • • • 

(суммирование по повторяющимся индексам не производится), 
где все величины C{j определены. 

Т е о р е м а 5 (Хавас [250]). Для несократимой системы 
ОДУ (1) диагональная матрица множителей а существует 
тогда и только тогда, когда для любой пары уравнений с ин­
дексами i, j все цепи, соединяющие эти уравнения, имеют общее 
значение Сш, т. е. 

C[tj\ = Cij = Ci.j = Ci..j=... 
и выполняются условия 

д4^ф0, r=7--s{Rightarrow}̂ -=7--0, (16а) 
dus диг 

^ - . = 0, - £ _ ^ 0 . r-̂ 5{Rightarrow}̂ =0, У±ф0. (16b) 
dus dus our aur 

^ - 0 , ^ - = 0, r̂ s{Rightarrow}̂ - = 0, I — - - 0 . (16c) 
dus dus our aur 

FT--0' <16d> 

^(Ст{СшП = 0, (16e) 

n dlfi , д . r r d*ft ,- д . r 

dwk V dui I 
д I n d'fi . д 

(16g) 

С^7БГ + ̂ ,ЫСтГ0> (16h) 

_ v ' " ' 1 Л Т Г Г Й ; | , ' ' , ' 1
Й Т Г ] ' (-61) 
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•Зй/s 1 - ~ -5кт <->•? dut duk) дик 
т 

= _-^-. + d/L Ш Г 1 + W ^ Y " 1 , (16к) 
йиг да^ \dukj dui \ди\) 

—•< дат dt дм;
 y duftl dut duk 

Неизвестные множители a., t'—l, n можно находить с по­
мощью следующего утверждения. 

Теорема 6 (Хавас [250]). Интегрирующие множители 
удовлетворяют следующим уравнениям при i= 1, п и k*£i 

<xk = Cmat, (17a) 

Л-In a , - 0 , (17b) 
duk 

~lnai=^lnCm, (17c) 

A l n a - = - C I w l ^ \ (17d) 

A 1 n a i — - C U 6 1 g + - £ . T n C № 1 , (17e) 

-|т1па,— 4 - / + / i r - 1 1 1 C W + _ ] G U " n ^ « « + 

+ ( C w i - ^ - r l n C | « i ) i , . (17f) 

З а м е ч а н и е 4, Для нахождения a.(/, и, и), i=l,n, доста­
точно решить систему ДУЧП (17b)—(17f) относительно одного 
из множителей, а остальные определяются согласно (17а). 
Интегрирующие множители ai, i— 1, п определяются из (17а) — 
(17f) с точностью до умножения на произвольную постоянную. 

В общем случае исходная система ОДУ (1) должна быть 
разбита на несократимые подсистемы и теоремы 5, 6 применя­
ются к каждой из таких подсистем. Если каждая из подсистем 
допускает диагональную матрицу множителей, то этим свойст­
вом, очевидно, обладает и исходная система, при этом функция 
•Лагранжа для исходной системы (1) равна сумме функций 
Лагранжа для подсистем. 

Приведем иллюстративный пример (Хавас [250]) существо­
вания диагональной,матрицы множителей. 
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П р и м е р 1 (Гармонический осциллятор с демпфированием). 
Уравнения движения 

mr=—k7—K'r, r —(xj, x2, х^гкКфО, АтК — №>0 
гармонического осциллятора c демпфированием допускают диа­
гональную матрицу множителей a—diag(a1 ? . . . ,«-,), где 

:.2 ali = (mXi-\-kxixi-\-Kxi) К i = \, 3. 
При этом функция Лагранжа имеет следующий вид 

£ - С ] 2mxj + kxi , ( 2mXj + kXj \ 
i U. У'4тК—A8 \ XiY4mK—k2 ) 

— — In (тх\ + kxtx i +Kx\) 

4.3.3. Конструктивные решения ОЗВИ для одного и системы 
двух нелинейных ОДУ второго порядка. Случаи ОДНОГО И сис­
темы двух нелинейных обыкновенных дифференциальных урав­
нений, операторы которых непотенциальны, исследовались мно­
гими авторами с учетом их специфики более ПОЛНО И отличны­
ми от изложенных в предыдущих разделах методами, 

Рассмотрим вначале одно ОДУ второго порядка 
u=^f{t, и, й). (-8Т 

Несложно проверить, используя условия потенциальности 
(2.2.20) —(2,2.22), что оператор дифференциального уравнения 
(18) является непотенциальным'.-.-в смысле постановки 3(§1.3), 
если •+• ^ 0 . Однако,-'уравнение-: (18) всегда допускает беско­
нечно МНОГО решений ОЗВИ в постановке 3, причем с сущест­
венно различными (альтернативными) лагранжианами L(t, и, и).. 
Этот результат был впервые получен Дарбу [194] (с. 53) в 
1984 году.. 

Дарбу, аналогично подходу Н. Я. Сонина [90], свел задачу 
определения L(t,u,u) к интегрированию одного линейного. 
ДУЧП второго порядка 

—г-/-] ; и+—: = 0 . (19> 
диг '. диди dudt ди 

существование решения которого при fit, u,u)£Ca(Q), Q c 
czR3{t, а, й} гарантируется теоремой Коши—Ковалевской>• 
Причем решение имеет общность oo-ff2), т. е. зависит от про­
извольной функции двух аргументов. Вводя обозначение а-= 
=—---> дифференцированием (19) по а получаем уравнение 

• да . , д/ , да ' , да п-
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для определения интегрирующего множителя a(t,u,u). Общее 
решение (20) в неявном виде определяется формулой 

Ф(ф1> ф2, фЗ) = 0, 
где Ф — произвольная функция, a cpi(£, и, и, ее), t = l,3, — неза­
висимые первые интегралы системы ОДУ 

da, da da 

ди 
-=-• .# . (21) 

Уравнение (20) представляет собой единственное ограничение 
на а, налагаемое условиями Гельмгольца (2.2.20) — (2.2.22) при 
п—\, поэтому, в силу достаточности условий Гельмгольца, лю­
бое решение (20) является множителем для (18). Таким обра­
зом, задача нахождения всей совокупности интегрирующих 
множителей при n = l сводится к определению полной системы 
первых интегралов системы (21). 
''• Если множитель a( t , а, и) найден, то лагранжиан L(t, а, и) 
может ВЫЧИСЛЯТЬСЯ различным образом (Ян [448], Сарле [391] и 
др.). например, по формуле !(В. В. Додонов, В. И. Манько, 
В. Д. Скаржинский [29]): 

и и. 

L(t, и, и)=\ {tt—z)a{t, #,2.)d2 + \ f(t, г], u^)a(i,f\, zijdT} +---| 

Иной подход к построению функционала Эйлера—Лагран­
жа предложен Кобюссеном [293]. 

Различные частные случаи определения функционалов Эй­
лера—Лагранжа для одномерного случая рассматривались 
многими авторами (Ян [448], Г. Л. Шпилькер [132], Рамирес, 
A. A. Герман |79], Джонс, Вуйянович [284] и др.). Отметим так­
же ряд работ, в которых получены альтернативные вариацион­
ные формулировки в классе функционалов Эйлера—Лагранжа 
для одномерного осциллятора в том числе, с демпфировани­
ем (Денманн |204], Ван дер Ваарт (437], Бахар, Кватни [148]). 
Как правило, в этих работах затрагивался и вопрос о кванто­
вании соответствующей классической системы. 

При переходе от одного уравнения второго порядка (18) к 
системе уравнений второго порядка (1) задача определения 
множества решений ОЗВИ в постановке 3 (§ 1.3) существен­
но осложняется, поскольку единственное уравнение с частными 
производными (20) заменяется переопределенной системой 
ДУЧП относительно 2 • неизвестных функций и возникает 
проблема совместности этой системы. 

Первые результаты в задаче построения всей совокупности 
искомых функционалов Эйлера—Лагранжа при п = 2 относятся 
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к конкретным системам ОДУ. Гамель [249] получил решение 
для случая, когда интегральными кривыми системы ОДУ яв­
ляются прямые линии, т. е. система ОДУ имеет вид и = 0, и = 0. 
Дэвис [195] вывел систему ДУЧП для компонент матрицы ва­
риационных множителей для общего случая, однако математи­
ческие трудности, возникшие в процессе исследования этой сис­
темы, вынудили его ограничиться в дальнейшем рассмотрением! 
нескольких конкретных примеров. 

Существенные результаты относительно разрешимости 
ОЗВИ в классе функционалов Эйлера при п = 2 содержатся в 
цикле работ Дугласа [218]—[220]. Дуглас, получил при произ­
вольном п систему ДУЧП относительно элементов матрицы 
вариационных множителей, отличающуюся от системы Дэвиса 
[195], более удобную для интегрирования, и исследовал фор­
мальную совместность этой системы для большинства возни­
кающих случаев, пользуясь методами ортономных систем 
Рикье [379]. Как отмечалось в некоторых работах (см. Сантил-
ли [388]), математическая сложность и громоздкость результа­
тов Дугласа в некоторой степени способствовали снижению ин­
тереса к построению вариационных принципов в классе функ­
ционалов Эйлера—Лагранжа для систем ОДУ с непотенциаль-
ными операторами. Приведем здесь лишь некоторые результаты 
Дугласа [220]. 

Пусть исходная система ОДУ имеет вид: 

u = F(t, и, v, и, v), v = G(t, и, v, и, v), (22) 
где функции F и G являются аналитическими в какой-либо 
окрестности некоторой фиксированной точки (̂ 0, «о, "о, «о> vo)-
При произвольном п Дуглас показал, что задача нахождения 
матрицы вариационных множителей сводится к интегрированию-
системы (2.2.20), (4а), (4в), состоящей из ДУЧП и линейных 
алгебраических уравнений относительно элементов этой мат­
рицы. 

Введем для элементов 2Х2-матрицы а следующие обозна­
чения: L = aii, Л-—ai2=a.2i, N = "«22. Очевидно, что матрица а 
является невырожденной тогда и только тогда, когда 

LN—М2ф0. (23) 

В рассматриваемом случае уравнения (4а) принимают вид 

- § - + F-L + G-M — 0, 

dN ' -E-M + O-N = 0, 
cLt ' о ' v 
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где 
—г — -зг + й-з—г^ "з г г —г+С/—г. 
rff Л)1 | л„ • д« | да dv dt dt г"* да ~ dv 

Вторая группа уравнений (2.2.20) имеет вид 

а система линейных однородных алгебраических 
(4Ь) сводится к единственному уравнению 

AoL+-3o/W+Co-V = 0, 

(25) 
уравнений 

(26> 
где 

Ao-SfF. •2Fv-±F-(F- + 0-), 

C o = - ^ - G - + 2Ga + l G - ( ^ + G;). 
Таким образом, задача построения искомого функционала 

Эйлера—Лагранжа для системы (22) эквивалентна задаче на­
хождения решения системы (24) — (26), удовлетворяющего. 
(23). Для интегрирования системы (24) — (26) Дуглас исполь­
зует следующий способ. Применяя к (26) оператор ----- с уче­
том (24) один и два раза, получим следующие дополнительные 
линейные уравнения 

A1L+B1M+C1N--0, 
AaL^BaM+CsN=0 

соответственно, где коэффициенты Afe, J3ft, Си, 
ляются при помощи рекуррентных соотношений 

(27)' 
(28) 

А =1,2, опреде-

-5*+! = 

Л+1 = 
dBk 

dAk 
dt • F u.Ak —Y F v-B b' 

dt G - A f t - i ( F - + G-)-5ft-

;*n--=-----•—т Q'uBk—Q;Ch. 

F-Ck, 

dt 2 
Вводится рассмотрение ЗХЗ-матрица 

Ao -50 Go 
Д-= A -51 Cx 

A2 B% Сч 
Если матрица А невырождена, то из (26) — (28) следуют 

равенства L=M=N=0, что противоречит (23). Поэтому спра­
ведливо 
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У т в е р ж д е н и е . Условие det(A) = 0 является необходи­
мым условием существования вариационного принципа в клас­
се функционалов Элера для системы (22). 

При исследовании формальной совместности системы (24) — 
(26) Дуглас выделил 4 основных случая, а также многочислен­
ные подслучаи. Следует отметить, что в одних случаях Дуглас 
определил общность решения (если оно существует) и выпи­
сал вполне интегрируемую систему ДУЧП для определения ре­
шения, а в других — лишь указал способ построения такой сис­
темы. 

Например, если обозначать общность решения системы 
ДУЧП символом 

miflnl)+m,f(n,)+. • •+mkf{n/l)-\-p 

который означает, что общее решение содержит т.\ произволь­
ных функций ni аргументов, тч произвольных функций п2 аргу­
ментов, ..., mh произвольных функций пк аргументов и р про­
извольных постоянных, то результаты Дугласа могут быть под-
итожены следующим образом. 

С л у ч а й 1. гапк(Д)=0 (A0-=B0=C0 = 0). 
В этом случае система (24) —(25) всегда допускает решения 

ОЗВИ в Постановке 4 (§ 1.3) в классе функционалов Эйлера— 
Лагранжа, причем общность решения ОЗВИ характеризуется 
СИМВОЛОМ сзо-/ (3>+-/ (2). 

Пример 2. Случай 1 реализуется для системы й = О, 
-0 = 0, рассмотренной Гамелем [249], а также для системы ОДУ 
более общего вида ii=f(v), i = 0, где /—произвольная 
функция. 

С луч а й П. rank (Д) = Г 
Этот случай очень труден для исследования и изобилует 

многочисленными подслучаями, причем в зависимости от кон­
кретного подслучая нетривиальных решений системы (24) — (26) 
либо не существует, либо они характеризуются символами 
.002/(2), оо. /Ш-И/и) , ool/(2), 002/U) И др. . 

С л у ч а й III. rank(A) =2. 
Здесь либо не существует матричного вариационного множи­

теля и, либо такой множитель существует и единственен с точ­
ностью до мультипликативной постоянной. 

С л у ч а й IV. гапк(Д) = 3. 
Система (24) —(26) не допускает решений, удовлетворяю­

щих (23). 
4.3.4. О вариационных принципах Гамильтона и Пфаффа 

для систем ОДУ первого порядка. Одним из фундаментальных 
вариационных принципов, имеющих обширные применения в 
механике и математической физике является принцип стацио­
нарного действия Гамильтона. Этот принцип для уравнений, 
записанных в канонических переменных состоит в том, что мно-
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жество критических точек функционала—действия по Гамиль­
тону 

•llLPiki-fi(t.q,p)\dt (29) 

в фазовом пространстве обобщенных координат gi и импульсов 
p., где H(t,q,p)—гамильтониан, совпадает оо множеством 
решений системы канонических уравнений 

дН дН -- /ОЛ. 
-?* = - - • . Pi^—jfr- *-=1.я. (30> 

Рассматривая систему из 2п ОДУ первого вида порядка 
<Ji = Qi(t, q, p), Pt = Pi(t,q, p), i^TTn, (31) 

совершенно очевидным образом получим, что система (31) до­
пускает вариационную формулировку в классе функционалов 
(29) тогда и только тогда, когда правые части (31) удовлетво­
ряют условиям 

dpj dpi dqj ^ dPi dqj dqt
 J v ' 

Таким образом, система (31) допускает ВП Гамильтона 
при довольно жестких ограничениях (32) на структуру правой 
части. Заметим, что диапазон применимости ВП Гамильтона 
может быть несколько расширен, если допустить возможность 
таких преобразований пространства R2n{<7,p}, при которых ис­
ходному пространству координат и=(«ь щ,—, «гп) — 
= (<7ь • • • > <7п. Рь • • •. Рп) соответствует пространство координат 
и — ("o(i), «-(2), • • •, "o(2n)) > где о — перестановка множества ин­
дексов {1, 2, . . . ,2м}. При таких преобразованиях вид уравне­
ний системы (31) не изменяется, а изменяется лишь их порядок 
и соответственно порядок в рассматриваемом координатном 
пространстве. 

Отметим, что функционал (29) ВП Гамильтона в канони­
ческих переменных не принадлежит классу функционалов Эй­
лера—Лагранжа E1'2"'0, поскольку содержит производные по вре­
мени от координат того же порядка, что и система (31). 

Биркгофом [9] рассмотрена система 2п ОДУ первого поряд­
ка вида . ,::»^Ш 

«. « . L U - ^ + S - l - a „-ins. (зз) 
поэтому уравнения (33) называют уравнениями Биркгофа 
(Сантилли [389]), функция В (t, и) называется биркгофианом, 
функции J-?H (t, и) —• функциями Биркгофа, тензор со с компонен-

<w?„ dR,. „ . , . , . . „ 
тами -V —л—-——г—тензором- Биркгофа. Уравнения Биркго-
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фа изучались с различных (в том числе алгебраической и гео-
метрической) точек зрения в ряде работ (см. Сантилли [389]), 

Система Биркгофа (33) представляет собой непосредствен­
ное обобщение системы Гамильтона (30). Действительно, при 

uv=qv, v = 1, /г, «v — pv-n> v=-/i-f-1, 2п, ^v==pv, v=1.,«, 
#v=-0, v = n + l,2n, 

B(t,u)—H(t,q,p) уравнения (33) принимают форму канони­
ческих уравнений. 

Важным свойством уравнений Биркгофа (33) является то, 
что на решениях системы (33) принимает стационарное значе­
ние функционал 

< • 
Щи\=\№Л***)**—ву,Щ)(Н, (34) 

называемый иногда действием по Пфаффу (Сантилли [389]) 
или действием по Биркгофу (A. С. Галиуллин 1[19]). Соответст­
вующий вариационный принцип называют вариационным прин­
ципом Пфаффа (Биркгофа). 

В качестве приложения этого принципа рассмотрим систему 
ОДУ первого порядка общего вида 

Fv{t,u, и) = 0, v=L2/z. (35) 
Очевидно, что для того, чтобы система (35) допускала ВП 

Пфаффа вида (34), достаточно, чтобы система (35) имела вид 

С^(*.а)^ + .--М*,и)-0, Ц = Ь 2 Й , det (С^) Ф 0, (36) 
т̂. е. функции Ev. v=l,2n зависели от it линейным образом) 
и функции Guv, L-V имели следующую структуру 

С -f.—-_—ii n_____„_£^, щ> 
Ь^~да^ duv ' Uv-- ди„ dt \ V> 

Но для выполнения указанных выше условий необходимо и до­
статочно, чтобы оператор, сответствующий системе (36), был 
потенциальным (см. § 2.2), т. е. выполнялись условия (2.2.11) — 
(2.2.13) теоремы 1 § 2.2. 

З а м е ч а н и е 6. Условия (2.2.11) — (2.2.13) являются не­
обходимыми и достаточными условиями совместности системы 
ДУЧП (37), при этом функции i?v, v = l,n, и В определяются из 
(37) согласно следующим формулам 

1 

~\, (г., и)= \ TCHV {i, те) ti^dx, 
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1 дС ' 
В (t, и) = ^ (1 — т) ~^~(t, т) щ,ща%~ [ D^it, ти) имб?т. 

о . о 
Для системы из 2n ОДУ первого порядка, записанной в нор-

мальной форме 
«v — /v( t . и). V—ГГ2Й (38) 

можно поставить задачу об определении 2пХ2п-матрицы 
C(t,u), после умножения на которую система (38) преобра­
зуется к виду (36), где функции С^ и Ц. удовлетворяют усло­
виям теоремы 1 § 2.2, другими словами, система (38) преобра­
зуется к виду, допускающему вариационную формулировку в 
классе функционалов (34). Справедливы следующие утвержде­
ния. 

Т е о р е м а 7 (Хойман [266]). Для любой системы ОДУ ви­
да (38) с аналитическими функциями fv, v —1, 2n, в некоторой 
окрестности любой регулярной точки системы (38) существует 
невырожденная 2п><2гс-матрица, после умножения на которую 
система ОДУ (38) допускает ВП в классе (34). 

Доказательство этого утверждения основывается на теореме 
Коши—Ковалевской. 

Т е о р е м а 8 (Хойман [266]). Пусть в окрестности регуляр-
ной точки системы (38) правые части (38) аналогичны и изве­
стны 2« функционально независимых первых интеграла 
/Д^ и), т. е. 

Тогда матричный множитель C(t,u) имеет следующий общий 
вид 

З а м е ч а н и е 5. Существенным требованием в условиях 
теорем 7 и 8 является четность числа уравнений в системе (38). 
В случае нечетного числа уравнений для построения ВП необхо­
димо применять другие методы (например, метод введения до­
полнительных переменных, см. § 4.5). 

4.3.5. О соотношении вариационных описаний систем ОДУ 
первого и второго порядков. Переход от системы ОДУ второго 
порядка 

En (t, и, и, "и) = 0, v =ТГп, (40) 
к системе ОДУ первого порядка может осуществляться путем 
введения дополнительных переменных t>v — йч, v = l .n ; при 
этом получаем систему 

иц— "ц, En(t. U, V)V) = 0, |i--=i7n. (41) 
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При обратном переходе половина уравнений системы ОДУ 
первого порядка разрешается относительно половины зависи­
мых переменных, полученные равенства дифференцируются по 
времени и подставляются в оставшиеся уравнения системы 
ОДУ, в результате чего получаем систему ОДУ второго поряд­
ка вида (37). Очевидно, что переход от системы ОДУ второго 
•порядка к системе ОДУ первого порядка, а также обратный 
переход, осуществляется неоднозначным образом. 

Подход, основывающийся на переходе от системы ОДУ вто­
рого порядка (40) к системе ОДУ первого порядк-а (41), при­
менялся при рассмотрении различных аспектов ОЗВИ в ряде 
работ (Сарле [392], Энно [253], [254], Хойман, Уррутиа ![275], 
Хойман, Томес [269], Хойман и др. [264], [277], Пардо [355]). 
Например, с использованием указанного подхода в работе 
Хоймана и др. [264] доказан следующий результат. 

Т е о р е м а 9. Если для системы ОДУ второго порядка 
и1 - / • \t', и, и) = О, г—-ТТТг- (42) 

существует допустимый регулярный лагранжиан L (t, и, и), то 
существует другой лагранжиан V {t, и, и, и), который отли­
чается от L полной производной по времени некоторой функции 
g(t, и, а) 

U (t, и, а, и) = L (t, и, и) + —- g (i, и, и) (43) 

и который мол-сет быть записан как линейная комбинация ле­
вых частей системы (42) 

V (t, и, и «)==- ц, (t, и, и) (ttl — fl (t, и, it)). (44) 
З а м е ч а н и е 6. В силу (43), уравнения Эйлера—Лагран-

жа для лагранжианов L и L' совпадают. 
З а м е ч а н и е 7. Функции {mu}.- (t, а, и), i = \,ti, входящие в (44), 

удовлетворяют равенствам 

dujj да1 
(45) 

DID , df*\ dfk n IAR\ 

где 

Dt dt du.1 J du.1 

Теорема 9 может быть «обращена» и использована для 
формулировки условий существования матричного вариацион­
ного множителя для (42). 

Т е о р е м а 10 (Хойман и др. [264]). Если существуют функ­
ции \ii(t,ii,ti), i = \,n,- удовлетворяющие (45), (46), то n x # -
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матрица а с элементами 

(на которую должно быть наложено дополнительное условие 
det(ot) =5-=0) является матричным вариационным множителем 
для системы (42). 

З а м е ч а н и е 8. Хотя теорема 10 и позволяет свести' 
задачу определения матричного вариационного множителя 
к нахождению п неизвестных функций \it (в теореме 1 требуется 

п (п+ \) определить —-——- неизвестных функций—элементов матричного 
вариационного множителя), система ДУЧП (45), (46) относи­
тельно |Xi содержит частные производные второго порядка, по­
этому задача исследования совместности и интегрирования 
этой системы является весьма сложной и в литературе, посвя­
щенной ОЗВИ, не рассматривалась. 

Представляет определенный интерес вопрос о связи между 
ВП вида (34) для системы ОДУ первого порядка и ВП в 
классе функционалов Эйлера для соответствующей системы 
ОДУ второго порядка, поскольку ВП в классе функционалов' 
Эйлера для системы ОДУ второго порядка существует, как 
известно (Дуглас [220]), не всегда, в то время, как ВП вида 
(34), согласно теоремам 7, 8, существует для широких классов 
систем ОДУ вида (38). 

Оказывается, переходя от ВП вида (34) для системы (38) к 
вариационной формулировке для системы ОДУ второго поряд­
ка, получим в общем случае ВП с функцией Лагранжа, линей­
ным образом зависящей от вторых производных по времени за­
висимых переменных. При этом слагаемые в лагранжиане, со­
держащие вторые производные, могут быть уничтожены ка­
либровочным преобразованием тогда и только тогда, когда по­
лученная система ОДУ потенциальна (Энно [254], Хойман, Ур-
рутиа [275]). В частности, справедлива 

Теорема 11 (Энно [254]), Вариационная формулировка в 
классе функционалов Эйлера для системы ОДУ второго поряд­
ка, полученной из системы ОДУ первого порядка (38), суще­
ствует тогда' и только тогда, когда существует матричный мно­
житель C(t,u) для системы (38),' удовлетворяющий условиям 
теоремы 1 § 2.2 и имеющий следующую структуру 

где >а, р — пХя-матрицьь ] 
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§ 4.4, 5-потенциальность операторов в частных производных 

В этом параграфе рассматриваются различные подходы по­
строения решений ОЗВИ в постановке 5 (А, В) (§ 1.3) для 
дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений с 
частными производными (вообще говоря, нелинейных, непотен-
циальных). Конечно, ряд приводимых далее результатов 
остается справедливым и для обыкновенных дифференциальных 
уравнений, для которых в предыдущих параграфах приводи­
лись подходы построения вариационных принципов с учетом 
специфики этих уравнений. 

4.4.1. УСЛОВИЯ В -потенциальности нелинейных операторов от­
носительно локальной билинейной формы. Пусть дано однопа-
раметрическое семейство элементов 

{.Ф),Ио,1]}, (1) 
принадлежащих односвязной области определения D(N) неко-
торого оператора N, действующего из банахова пространства U 
в банахово пространство V2U. Это семейство можно рассмат­
ривать как линию / в пространстве U, проходящую через точ­
ки и---и(1) и «о — «(0). Считая, что отображение и : [0, 1}->-
~>-D(N)czU — непрерывно дифференцируемое, можно опреде­
лить касательный вектор к линии I в точке и (Я) по формуле 

Введем в рассмотрение невырожденную локальную билинейную 
форму Ф(«; •, • )=<• , •>«• VXV-+R Vu6D(N) (см. § 1.1). 

О п р е д е л е н и е 1. Оператор N : D(N)aif-^V называется 
В-потенциальным в области D(-V) относительно билинейной 
формы <-, ->u : VX^-^-R, если существуют линейный оператор 
В • D (В) c:V{to}V и дифференцируемый по Гато функционал FN, 
такие, что 

6PN[u, h] = lim—{F.v[«+eA]-F /Vf«]}— < Л/(й), Bh > „ (3) 

Vu6D(N), VAeD(7V;, В). 
При этом оператор N называют В-градиентом функциона­

ла F.Y, a F^-— -8-потенциалом оператора N, записывая N— 
—jB-grad-DFjv. Если из текста ясно, о какой билинейной форме 
идет речь, то будем также использовать запись N—gradFjv 
(при 5 = 7 ) . 

Справедлива (В. -М. СавчиН 1[84]) 
Л е м м а 1. Пусть и : [0, l]{to}D(N)c:U — произвольное фик­

сированное непрерывно дифференцируемое отображение, такое, 
что u(l)-=u, и(0)=«0 ; -V : D(N){to}V — Б-потенциальный опера­
тор и функция 

X»(N(u(l)), В(ди(^/дХ)Ущ%) - • . - . . (4) 
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непрерывна на [О, 1]. Тогда функционал 

FN[u]= \ (М(и(Ц), B{du(%)/d%))uWdl+const, (5) 
-wo 

•определяет В-потенциал оператора N. 
Действительно, рассмотрим отображение 

. ^ ф М — Г я И Щ %Щ 1]. (6) 
Имеем 

Ф'(Я) = Urn -L{FN[u(% + M)]-FN [«(•*)]}-= 
A{lambda}-*0 Д А 

= ( N (и (Щ, В (ди (А)/<?Я) > ит. (7) 
Так как, по условию, отображение (4) непрерывно на отрезке 
:[0, 1J, то из (7) находим 

FN[и]-FN[u0] — Ф(1)-Ф(0) = jj <р' (Я)dЯ = 
о 

1 

= jj < N (и(Я)), В (ди(Ц/д%) > а№) Л , 
о 

что и требовалось доказать. 
Теорема 1 (В. М. Савчин [84]). Пусть дифференцируемый 

по Гато оператор N: D(N)aU-*-V и билинейная форма 
<•» ->и•: VXV-->-R таковы, что для любых фиксированных эле­
ментов uBD(N), g, MD{NU', В) функция e.-*<N(«+6h), Bg>u+Bll 
является непрерывно дифференцируемой на отрезке [0, 1]. 
Тогда для В-потенциальности оператора N в односвязной об­
ласти D(N) относительно рассматриваемой билинейной формы 
необходимо и достаточно, чтобы ВЫПОЛНЯЛОСЬ условие 

< N'uh, Bg > u + < h; N(u), Bg) „ — < N'ag, Bh > « + 
+ < g; N (u), Bh > „ VueD (N), Vg, Ш (N'a, B). (8) 

При этом В-потенциал оператора N определяется формулой (5) 
при условиях: 

и(0)-и„ ы (1) •—-«, (9), 
где и0 - фиксированный элемент из D(N). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть N-В-по-
тенциальный оператор. Рассмотрим функцию 

Ф«,л,.в-(е)—= F.v[a+efc + sgl — F.v{a + ek]~-
-(F.vIa + e^ — F.vM), (10) 

где UQD(N), g, hQD(N'u, В) — произвольные фиксированные 
элементы. 
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Принимая во внимание, что, в силу формулы (12) (§1.1).. 
Fjv[a + &h + &g] — FN[u-{-sfi] = s < N(ti + efi), Bg)u+eh + 

-j-r(u + eh, eg), 
FN[a-{-eg] — FN[u] = &{N(u), Bg)u + r(u, eg), 

из равенства (10) получаем 
<Pu,h,g (s)=6 < N(tl+eh), Bg ) e+e*-e.< N(u),Bg > u + 0(e2). (11> 

Так как, по условию теоремы, функция е1-*- <Л/(и+е/г), Bg}u+th 
непрерывно дифференцируема на [0,1], то из (11) следует, что-

Ф«.А,.у(в) = е</^(й) + в^;А + о(е), Bg)a + sz(h; N(a) + 
+ e.V;A + o(8), Bg)„-4(N(u), Bg)u + o{&)=> 
= е2<Лг;Л, Bg)u+B*(fr, N(tt), Bg)a + o№). (12> 

Отсюда получаем 
Ф"'У(в) - (N'Ji, Bg) u+ (h; N (и), Bg) tl+^P-. (Щ 

С другой стороны, имеем 
Ф"'У (В) - < JV> Л ) „ + < g; N (а), В/г> „ + • - -§- . (14)' 

Так как 
••• l i m WfL^lim w°},^ (15> 

е-*0 8 е-н-О 8 

то из (13) —(15) заключаем, что условие (8) является необхо­
димым. 

Докажем достаточность соотношения (8). Для этого 
покажем, что при его выполнении формула (5) определяет 
5-потенциал оператора N. 

C учетом формул (5), (9) имеем равенство • 
FN[ti + eh] = 

1 
= jj < N (и (Я) + Яей), В (да. (Ц/дЦ + &Bh > uW+xe/tdX + const 

o 
Отсюда получаем 

FN[u + eh]^[(N(u(X)) + eNuWM + o(e), Д(.За(Я.)М) + 
о 

..... . + eBh > .({lambda}) -Ь8 < ^А; -V (а (X)) + еЛ^ЛА + о (в), 
В(ди{%)/д%) + sBh > u(A)d^ + o(e) + const. 
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Следовательно, 
. i 

6FN[u, А]=$ [ ( N(u{\)), Bh ) B(X)+ < N'aWU, 
o 

B(ffu(X)/dX)) B(3L)+ < M; 7V(«(% В(ди(Х)/д\)) B(W]d-V (16) 
С учетом условия (8) получаем 

< N'uWM,B(du{K)/db) > ttW+ < %h\N(u(b)),B{du(b)/dk) > B(Jl) — 
=.< Kwb(da(b)/dX),-Bh > e № ) + mdu(b)/db);N(u(b)),Bh > „ ^ 

VM(?.)eD (iV). VA, dtt(%)/d%<iD(N'u, B). 
Поэтому равенство (16) можно представить в виде 

1 

6F.V [а, А] — J J < ЛГ ^ (^я (Ь)/<Э.М, EA > В(М + 
о 

+ (\(da(K)/db);N(a(b,)), Bh ) „ w + < Л (̂̂ (А,)), .flA > B(.,)dX. (17> 
Принимая во внимание, что 

--<iV(aa)), .BA>B ( M = 

— Hm ~J-[ < N(u(l +М)), Bh > B(M-A{lambda}.- < -V(wW), £A > „WJ = 
A{lambda}-i-0 - * A 

. = Hm----[ < NiuWD+MN^iduitydty + oW.), Bh > „ w + 
Дл-+-и 

+ДЛ, < да(Ъ)/д%; N(u(l))+MN'a'{X) (ди(%)/д%) + 
+ o(Ai\), Bh > B W - < N(u(ty, Bh > e W +о(ДЯ.)]= 

— < N'uW№(b)/db), Bh > И(Л)+ < da(b)/d%;N(u(y», Bh > a(W> 

равенство (17) можно записать так: 
i 

№„ [a. A] =- jj [-— [X < N (и (Щ Bh > „<-.)]} dA = 

= Я, < ЛГ(я(Ь)). 5A > MW |fcj,— < Л/(а), BA > a 

VueD(N), VA6D(N;,B). 
Таким образом, имеет место представление (3), что и завер­
шает доказательство теоремы. 

Соотношение (8) будем называть критерием В-потенциаль-
ности оператора N относительно локальной билинейной формы. 

В случае, когда рассматриваемая билинейная форма 
<•, •>u:l/XV-{to}R является нелокальной, т. е. <•, ->и^ 
- < • , •>, тождество (8) принимает вид (A. Д. Ляшко [52]), 
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Динка [213], В. М. Филиппов [105]): 
< N'Jt, Bg) = < N'ug, Bh > УиеD(N), Vg, h$D {N'u, B). (18 

4.4.2. Удовлетворение критерия обобщенной потенциальности 
за счет выбора билинейной формы. Легко видеть, что если 
область значения «симметризующего» линейного оператора 
В, RN'u (B)={Bv : u6D(Ntt

/)n,D(-5)}, плотна в пространстве V, 
то .В-потенциальность оператора N (3) означает, что 

8FN[u\^0^N(u)=0v, (19) 
то есть выполняется условие A постановки 5 (§ 1.3) обратной 
задачи вариационного исчисления. Конечно,(19) есть лишь 
следствие (3) и равенство (3) более содержательно для кон­
структивного построения решения ОЗВИ, удовлетворяющего 
также условию В постановки 5 (§ 1.3): в частности, из (3), (8) 
следует, что справедливости условия (8), —критерия 5-потен-
циальности (3) оператора N при некоторой локальной билиней­
ной форме <-, •>„, можно добиться как за счет отыскания 
«симметризующего» оператора В, так и за счет выбора били­
нейной формы <-, •>„. Гартин [244], ![24б] с ПОМОЩЬЮ операции 
свертки двух функций 

t 

(р *g) (х, t) = \ v (х, т) g (х, t — т) d%, (20) 
б 

предложил интересный подход построения вариационных прин­
ципов для начально-краевых задач параболического (23), (22а), 
(22с) и гиперболического (21), (22а), (22в), (22с) типов: 

c2utt=Au, {x,t)GQX(0,T), (21) 
w(x, 0) = w0(x), x&Q, (22a) 

щ{х, 0)-=o„(x), xGQ, (22b) 
u=U(x, t), (x,t)ed£lX(0,T), (22c) 

и.=а2Ли, (x,0e^X(0,r). (23) 
(функции u(x, t), u0(x), o0(x), U(x,t), x= (x\ ..., xm) eR"- и 
границу dQ ограниченной области QcR™ считают достаточно 
гладкими; a, c = c o n s t > 0 в £2{subset}Rm. Основная идея этого подхо­
да заключается в том, что с ПОМОЩЬЮ свертки (20) уравнения 
(21), (22а), (22Ь) и, соответственно — (23), (22а) можно запи­

сать в виде одного интегродифференциального соотношения, 
более удобного для построения вариационного принципа. Точ­
нее, справедливы (Гартин [246]): 

Л е м м а 2. Функция и(лс, t) удовлетворяет (21), (22а) — 
(22с)-*=*-«(х, f) удовлетворяет соотношениям 

g*V2u-u=f, (x,t)6QXX0,T), (24) 
u=*U(x,t), (jcy t)6(5QX(0, 

где g{x, t)=-c2.t, f(x, t) =—u0{x)—t-v<l{ix). , . 
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Л е м м а 3. Функция u(x,t) удовлетворяет (23), (22а)-*-> 
-<*-u(x,t) удовлетворяет соотношениям 

<7*V2«—«-p, (x,t)eaX(0,T), 
где q{x, t) -= a2-const, 

p{x,t)=—ua(x). 
Пусть К — множество достаточно гладких функций, удов­

летворяющих условиям (22с). Справедливы (Гартин [246]) сле­
дующие два вариационных принципа для гиперболической и па­
раболической начальнокраевых задач. 

Т е о р е м а 2. Для функционала 

At[u,] = \(u*a-]rg*yu*yii-\-2f*u)dQ, /6(0. Т). (25) 
я . 

-соотношение 6Л.[и]=0 выполняется на /(-*=>-и (я, t) есть 
ние задачи (21), (22а)-(22с) . 

Т е о р е м а 3, Для функционала 

Pt[ft] = \ (M*#+#*v«*V«+2/?*M)dQ. 
и 

•соотношение 6-Pt[uJ — 0 выполняется на множестве К.-**-и(х, t) 
есть решение задачи (23), (22а), (22с). 

Изложенный способ Гартина получил широкое распростра­
нение в приложениях для построения вариационным методом 
приближенных решений различных начально-краевых задач 
(см. Гартин |[246], Редди [375], Ю. И. Няшин, A. A. Скорохо­

дов, И. Н. Ананьев [74], двухтомник «Variational Methods in 
Engineering, Intern. Congress., Univ. of Southampton, Great Bri­
tain, September, 1973, vol. 1, 2»). Однако, для теоретических 
исследований (например, для доказательства существования 
решения начально-краевых задач или соответствующих ва­
риационных задач) этот метод мало пригоден, поскольку, как 
заметил Гартин [247],. функционалы (25), (26) на множестве К, 
вообще говоря, не ограничены ни сверху, ни снизу. 

Метод Гартина для начально-краевых задач устраняет 
и тот недостаток вариационного подхода Гамильтона, когда 

г 
лри варьировании интегралов \ \ (...)(х, t)dQdt появляется 

о я 
необходимость задавать значения искомой функции и(х, t) или 
ее производных не только при t - 0 (как в (22)), но и при t—T. 
•С этой позиции вариационный принцип Гартина является по 
времени не интегральным, а дифференциальным, сформулиро­
ванным для произвольного момента te(0, T). Более строгое и 
•систематическое изложение сведения начально-краевых задач 
к функционально-значньш уравнениям с построением вариаци-

реше-

(26) 
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онных принципов Гартина дано в работе Геррера, Билака 

Тонти [430], [431] заметил, что подход Гартина основы­
вается на специальном выборе билинейной формы 

т 
< и, v > — jj jj v (x, T-t)-u(x, t)dtdQ. (27) 

£2 0 

Действительно! легко проверить, что, например, на множестве 
функций, удовлетворяющих однородным граничным условиям 
(22а), (22с) производная ----- будет симметрична относительно 
формы (27): 

ЭТО СВОЙСТВО ПОЗВОЛИЛО Тонти [431] построить функционалы 
типа (25), (26) для ряда начально-краевых задач. 

Развивая эту идею, Мэгри [316] предложил следующий спо­
соб построения вариационного принципа для произвольного ли­
нейного уравнения 

&и=\ (28). 
с обратимым оператором 3?, действующим в паре нормирован­
ных пространств V, U(U=V*). Выбирается произвольная сим­
метричная билинейная форма (-, •), относительно которой опе­
ратор 9? может быть непотенциальным, то есть несимметрич­
ным, и строится новая билинейная форма 

(и, v~> = {u,gv), 
относительно которой оператор S уже, очевидно, симметричен:: 

<.!?«, о> - (г« , .i?o)»- (^ti, -.?«)--<", гв>. 
Поэтому (С. Г. Михлии [65]) искомый функционал для уравне­
ния (28) имеет вид 

Ф[и]—<-2Чи>—2<f, u>. (29). 
Для функционала Ф (29) с учетом обратимости оператора i.? 

легко проверить, что 
i6fl>[«]—0^-2'u-f. 

Однако можно показать, что в случае V=H — гильбертову 
пространству, когда форма (•, •) есть скалярное произведение-
в Я, функционал Ф|[и] (29) только константой отличается от 
функционала метода наименьших квадратов: 

; ; — ( ^ - - / , ; ^ — / ) — (/,/)—||^—/|^—||/||^. (30> 
.Поэтому в приложениях этот подход, казалось бы, не дает 

решения ОЗВИ, удовлетворяющего условию В постановки 5. 
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(§ 1.3): функционал (30) содержит производные этого же по­
рядка, что и исходное уравнение 3?u=f. Но оказывается, что 
с помощью выбора исходной специальной билинейной формы 
(•, •) МОЖНО понизить порядок производных в этом функциона­
ле; проиллюстрируем эту идею на простейшем примере: 

«'(")=f(0. 0<*<7\ (31) 
u(0)=0. (32) 

Схема Мэгри, примененная к «обычному» скалярному про­
изведению в L2(0, T) дает: 

г 

о 
г 

{•о,и) =Л v(t)^-dt, dt 

Г 
®*№-\^]dt-2[ f{t)%-dt, 

то есть функционал содержит производную того же порядка, 
что и уравнение (31). 

Вместе с' тем можно выбрать исходную билинейную форму 
следующим образом: 

т 
(«1. ^)=jj 'Vl(t)-^(t)dt, (33) 

о 

где 
г 

щ (t) =-- \ s (t, т) • ^2 (т) dt, 

... , ri, о<:/+т<Т, . 
s(t,i) = [0i r<tj^x<2T. (34) 

Тогда несложно видеть с учетом (32), что по схеме Мэгри 
T-t 

(v.ti) = 5 v(t)- 5 i^-dx-dt = \ v(t)-u{T-t)di, 
0 0 " 0 

то есть новая билинейная форма оказывается сверткой двух 
функций на [0, Т]. Конечно, соответствующий функционал 
Мэгри (29) 

г т 
Ф3[й] — 55 ^Sp-a{T-i)dt-2i{j f(t).u(T~-t)dt 

о ° 
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