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Обобщение уравнений Колмогорова для марковских , 
процессов с конечным числом возможных состояний 

Р. Л. Добру шин (Москвд) 

§ I. Введение 

Марковский процесс с конечным числом возможных состояний 
El9...,Er обычно описывается при помощи условных вероятностей 
pv{s, t) попадания в момент времени t^>s в состояние Ej при усло­
вии, что в момент времени s имело место состояние Ей Эти вероят­
ности предполагаются удовлетворяющими соотношениям 

2 / t o (s, t)Phj {t, и) =ри (s, и), 
к 

J 

вероятностный смысл которых общеизвестен. Объединив вероятности 
pij(s,t) в матрицу P(s,t), мы можем заменить соотношения (1) муль­
типликативным уравнением 

P(S, t)P(t,u)=P(s,tl). (1% 

Естественно возникает задача описания всех возможных решений 
системы уравнений (1) и (2). А. Н. Колмогоров [6] показал, что из 
дифференцируемости P(s,t) no t при некотором t=j=s вытекает су­
ществование предела , 

lim " C ' + f Q - g =A(t)*, (3) 

* Сходимость матриц здесь и в дальнейшем понимается как их поэлементная схо­
димость. Такая сходимость эквивалентна сходимости в смысле нормы матрицы Q 

ПОП = r m a x U . - l (/ = 1 , 2 , . . . , г; / = 1 , 2 , . . . , г ) . 
U J 

Легко проверить, что эта норма обладает следующими свойствами: 
1) И Q l + <?2 II < II <?1 II + II <?2 II , 
2) || XQ || = | X | И Q И , где X — некоторое число, 
3) II Q i Q 2 II < II O i II • II Q 2 I I , 
4) || Q || = 0 тогда и только тогда, когда Q = 0. 

Через Е мы будем обозначать единичную матрицу с элементами {§,•;}. 

6* 

(2) 
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и вывел следующее дифференциальное уравнение: 

(4) 
При произвольной непрерывной матричной функции A (t) решение 
уравнения (4) с начальными условиями P(sfs) = E удовлетворяет 
соотношению (1). 

Дёблин [4] показал, что в однородном случае, когда P(s, t) = P(t—s\ 
существование предела (3) вытекает из единственного требования 
измеримости функций pij(t — s). 

Условия стохастичности (2) эквивалентны следующим условиям, 
накладываемым на матрицу А с элементами {а^}: 

г 

аи^>0 при i=hj, a H < 0 , 2 а , 7 = 0. (5) 

Хостинский [9] получил решение уравнения Колмогорова (4) в виде 
ряда, членами которого являются интегралы возрастающей кратно­
сти от функции A (t). 

Фреше [8] рассмотрел функцию 
п 

B(s,t)= lim 2 [ ' ' f t - i . ' » ) - £ ] . 
max {t-t — ti_£->o /.==1 

где s = ^ 0 < ^ i < - • • <C.tn = t и точки {t%\ образуют произвольное раз­
биение отрезка [s, t], и получил в случае непрерывной и имеющей 
ограниченную вариацию функции Р (s, t) интегральное уравнение, об­
общающее дифференциальное уравнение Колмогорова. 

Е. Б. Дынкин предложил использовать в данной задаче аддитив­
ный интегральный процесс 

п 

В (s, t) - lim 2 [P{ti-x, U) - E] (6) 
i 

и обратный ему мультипликативный интегральный процесс 
п 

Р (s, t) = lim П (Я ( ' - i . Ъ) + Е\. (7) 
max (ii — ^•_1) -»о j r = 1 

i 

(Мультипликативное интегрирование такого типа рассмотрел впервые 
еще Вольтерра ([2], см. также [3]). Оно было применено к дифферен­
цируемым марковским процессам Арлеем [1].) 

В наших рассмотрениях мы воспользуемся следующей идеей, при­
надлежащей А. Н. Колмогорову *. А именно, заметим, что в том 
случае, когда для некоторых t вероятности перехода, происходящего 

* Отметим, впрочем, что эти, описываемые ниже нововведения носят методический 
характер и что все последующие рассуждения могут быть легко перенесены с функ­
ций интервала Р (А) на обычно рассматриваемые функции пары точек Р (s, t). 
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точно в момент U могут быть положительны, описание процесса, да­
ваемое вероятностями ptj(s, t), содержит в себе некоторую неопре­
деленность. В этом случае по существу приходится иметь дело с 
двумя понятиями: состояние непосредственно перед моментом t и 
состояние после момента t. Можно условиться называть «состоянием 
в момент времени t» какое-либо определенное из этих двух состоя­
ний. Если считать состоянием в момент времени t состояние, имев­
шее место непосредственно перед ним, то естественно считать пере­
ходные вероятности pij(s, t) непрерывными по t слева. Если же 
считать состоянием в момент t то состояние, которое наступает не­
посредственно после этого момента, то естественно считать pu(s9 t) 
непрерывными по t справа. 

Повидимому, теория только выигрывает в стройности, если вводить 
состояния, непосредственно предшествующие и непосредственно сле­
дующие за моментом времени t> явным образом, т. е. относить опре­
деленные состояния к «точкам» вида т = £ — 0 и т = £ + О «раздвоен­
ного* континуума, обозначая, например, чер^з 

Pu(t-0, t + G), 

условную вероятность перехода Ei->Ej, происходящего непосред­
ственно в момент времени t} в предположении, что непосредственно 
перед моментом времени t имело место состояние Et. 

Естественно считать, что для аргументов тх и та вида ^ = ^ ± 0 
и т2 = £2±0 имеет место неравенство т1<т2 во всех случаях, когда 
^i<^2> и> кроме того, в случае тх =* t — 0, т а =£ + 0. Пары (та, т2) 
притх<;т2 можно трактовать как интервалы, состоящие из обычных 
точек U 

(tx - 0, U + 0) = {к < t < t2) = [t±, t2], 

(tl + 0i t2-0) = {tl<t<(2} = (tli t2\ 

(h + о, и + о) - [tx < t < t2] = (tx, t2], 

( * i - 0 , * a - 0 ) = {<i<*<<a} = [*i, Q> 

(T, T) = Л, 

где Л — «пустой» интервал. Для интервалов Дх = (^, т2) и Аа = (т2, т3) 
будем считать их суммой 

Д = Aj. + Д а 

интервал 

Легко понять теперь смысл обозначения р*/(Д), где Д —интервал 
любого из перечисленных типов. Переходные вероятности р*у(Д) мы. 
будем считать подчиненными соотношениям * 
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' 2iPib(A1)phj(A2)=pij(A1 + Az), (8) 
. ft . ' 

pij(A)>0, /S/7 i ;(A) = l. • (9) 
• J 

fe матричных обозначениях, считая P (Д) = J|/?/y (A) ||, можно записать 
(8) в виде 
;;- P^PXAJ^P^ + AJ. (80 
Кроме того, естественно считать, что для пустого множества 

Р(Л) = Е. (10) 
Матричные функции интервала, удовлетворяющие условиям (8') и 

(10), мы будем называть м у л ь т и п л и к а т и в н ы м и. Мультипликатив­
ные функции интервала,, удовлетворяющие дополнительным условиям 
{9), будем назывлть рто хаотическими . 
-.- Для действительной функции /(т) от элемента т «раздвоенного 
континуума» понятие непрерывности при т=т 0 определяется в соот­
ветствии с общим определением, применимым к функциям, заданным 
на упорядоченных множествах: /(т) н е п р е р ы в н а при т=т0 : , если 
для любого действительного s > 0 существуют такие т2 и т2, что 
^1<Сто<!т2 и .при ^i<^<^2.имеет место неравенство 

. 1/«-/Ы1<е. 
В силу этого определения, непрерывность /(т) в точке t0 — 0 озна­
чает, что 
С . f(t±0)~>f(t0-0) , 
при приближении t к t^ слева, а непрерывность /'(т) в точке Д + 0 
означает, что 

• f(t±0)->f(t0 + 0): 

при приближении t к t0 справа, 
Легко видеть; Что для того, чтобы переходные вероятности 

Ри{ч> тг) имели желательный нам вероятностный смысл, необходимо, 
чтобы функции piji^i, т2) были непрерывны по обоим аргументам. 
Мы будем изучать только непрерывные мультипликативные матрич­
ные функции. Во избежание недоразумений, стоит отметить, что этим 
мы не исключаем дискретных Случайных процессов, так как из нашего 
определения непрерывности вовсе не вытекает, что рц (t — 0, t + 0) = 1. 

Будем говорить, далее, что матричная функция интервала Q(A) 
имеет на интервале Д0 о г р а н и ч е н н у ю вариацию, если при 
любом разбиении интервала Д0 на частя 

д0 = дх + д2 +... + д* 
суммы . \ 

п 

.-. ,'.-.'.. 2 !IQ(Aft)-Q(A)|)<c<^, (И) 
где С не зависит от разбиения. 
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Основным ограничением, накладываемым на изучаемые в этой ра­
боте мультипликативные матричные функции, является ограниченность 
их вариации. Позднее (см. примечание на стр. 587) мы покажем, что для 
функций, удовлетворяющих условию стохастичности (9), это пред­
положение является также необходимым для того, чтобы были вер­
ны проводимые ниже конструкции. В другой работе мы укажем ве­
роятностный смысл условия ограниченности вариации. 

Если исходить из старого определения матрицы вероятностей 
перехода, как функции пары точек P(s, t), удовлетворяющей усло­
виям (1) и (2), и предположить, что она имеет ограниченную вариа­
цию, то можно определить соответствующую ей функцию интервала 
при помощи предельного перехода, положив 

Р (s - 0, t + 0) = lim P (s - As, t + Д/), 
Дл->0 

где As и М положительны, и аналогично определив Р (s + 0, t + 0), 
P(s —0, t — 0)y P(s + 0, t — 0). Нетрудно показать, что из ограни­
ченности вариации следует существование всех этих пределов и что 
полученная таким образом функция будет мультипликативной не­
прерывной матричной функцией ограниченной вариации. 

Основные результаты работы состоят в том, что для произволь­
ной мультипликативной непрерывной матричной функции интервала 
Р(Д), имеющей ограниченную вариацию, существует ее аддитивный 
интеграл 

п 

B(A) = l i m 2 [Р(Д*)-£] , (12) 

где интервалы А* образуют разбиение интервала А = Дх + . . . + ДЛ и 
предел берется при максимуме длин интервалов А*, стремящемся к 
нулю. Функция В (А) оказывается аддитивной функцией интервала, 
т. е. при А = Ах + Дг 

Д (А) = Я ( Д О + 5 ^ , (13) 

5(A) = 0f 

и имеет также ограниченную вариацию. Мультипликативная функция 
Р(Д) восстанавливается по функции 5(A) при помощи мультипли­
кативного интегрального процесса 

п 

Р(Д) = Ит П[Е + В(Ьк)]. (14) 
fc=i 

Насколько нам известно, до сих пор эти интегральные процессы 
рассматривались при дополнительном предположении, что 

Р ( ^ 0 , ^ 0 ) = £ и В ( ^ - 0 , ^ 0 ) = 0 . 



372 Р. Л. Добрушин 

Устанавливаемое таким образом соответствие между мультипликатив­
ными функциями ограниченной вариации Я (А) и аддитивными функ­
циями ограниченной вариации В (А) оказывается взаимнооднозначным. 
Этой конструкции посвящены §§ 2—6 нашей работы. Теоремы этих 
параграфов не опираются на стохастичность функции Р(А) и могут 
быть без существенных изменений доказаны для объектов более общей 
природы, чем матричные функции. 

Условия стохастичности Р(А) эквивалентны несложным условиям 
(см. § 7), накладываемым на функции В (А). Если матричная функция 
Р (А) абсолютно непрерывна (в этом случае исчезает различие между 
функцией пары точек P(s, t) и функцией интервала Р(Д)), то она 
почти всюду удовлетворяет уравнению Колмогорова (4) и при произволь­
ной суммируемой функции A (t) определяется, и притом однозначно, 
этим уравнением. Оказывается, что тогда 

t 

B(s, t) = J A(x)dx. (15) 
s 

Этому посвящен § 8. 
Условие непрерывности мультипликативных и аддитивных матричных 

функций эквивалентно следующему условию: 
Свойство N. Если последовательность А* такова, что Д*г>Д*+1 

и пересечение всех At пусто, то 
limP(Ai)=E. (16) 

Действительно, любая такая последовательность состоит при 
достаточно больших / только из интервалов вида (t ± О, t0 — 0) или 
же вида (t0 + 0, t ±0) при фиксированном tQy и поэтому свойство N 
вытекает из непрерывности. С другой стороны, из свойства N вытекает, 
что P(t±0, t0 — 0)->E при t->t0f и потому 
P(t±0, t0-At)=P(t±0, t0^0)P~1(t0-Atf t0 — 0)->P(t±0, t0-0) 
при Д^>0, At^->0. Аналогично доказывается и существование других 
пределов, входящих в определение непрерывности. Еще проще 
доказывается непрерывность аддитивной функции В (А). В дальнейшехМ 
нам будет удобнее вместо свойства непрерывности использовать 
эквивалентное ему свойство N. 

§ 2. Функции интервала, имеющие ограниченную вариацию 

Системой интервалов D = {А} мы будем называть совокупность 
всех открытых, полуоткрытых и замкнутых интервалов, содержащихся 
внутри основного отрезка [а, Ь]. Кроме того, мы включаем в D 
интервалы [t> t], состоящие из одной точки t б [а, Ь], и пустое мно­
жество А. Длину интервала А мы будем обозначать через /(А). 

Интервал А мы назовем суммой и н т е р в а л о в Дь . . . , Д* 
(обозначаем так: А = Аг + Д2 + . . . + АД если {At} образуют конечную 
систему попарно не пересекающихся интервалов, такую, что А* лежит 
левее, чем Д/+1, и их сумма в теоретико-множественном смысле 
равна Д. 
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Под фунцией интервала мы будем подразумевать функцию, 
заданную на системе D, значениями которой являются квадратные 
матрицы г-го порядка. 

Функция интервала Р(Д) называется м у л ь т и п л и к а т и в н о й , 
если из А = Ах + А2 следует, что 

Р(Ь)-=Р(^).Р(Ь2), (17) 
И 

Р{Л) = Е. 
Функция интервала 5(Д) называется аддитивной , если из 

А = Дх + Д2 следует, что 

В(Д) = Д(Д1) + В(Да), (18) 
и 

В (А) = 0. 

Функция Q(Д) называется о б л а д а ю щ е й с в о й с т в о м N, если 
для любой последовательности интервалов {А*}, такой, что А* с: A*+i 

оо 

и п Д« = Л, 
lim Q(A«) = Q (А). (19) 
i->oo 

Т е о р е м а 1. Если функция Q обладает свойством N и мульти­
пликативна или аддитивна, то: 

1) если последовательность интервалов {А*} такова, что Д* ZD Ar+i 
GO 

и П А* = Д» mo 
lim Q(A0=Q(A); (20) 

2) ес/ш последовательность интервалов {А,-} такова, что в 
каждом из них содержится точка t0 и I (Д*) -> 0, то 

lim Q(A0 = Q([̂ o, <o]). (21) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала утверждение 1). Каждый 
из интервалов Д* может быть представлен в виде Д* = Д* + Д + А* • 
Интервалы А* и Д1 образуют последовательности вложенных интервалов 
с пустым пересечением и, согласно свойству N, lim Q (А,) =• 
= lim Q(A*) = Q(A). Если Q мультипликативна, то 

t->oo 

lim Q(A,)=Hm [Q (A,')-Q(A)-Q (Al)] = EQ {A)-E= Q(A). 

Если же Q аддитивна, то 

lim Q (ДО = lim [Q (Ai) + Q (A) + Q (Д])] - Q (A). 
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Теперь предположим, что не выполнено утверждение 2). Тогда 
найдется последовательность интервалов {Дг'|, каждый из которых 
содержит U и длины которых стремятся к нулю, такая, что 

| | Q ( A ; ) - Q ( [ * O , *о])11>е>0. 

Разобьем совокупность интервалов {А,-} на три части: интервалы, 
содержащие t0 внутри себя, содержащие t0 в качестве своего левого 
конца и содержащие t0 в качестве своего правого конца. Одна из 
этих частей бесконечна, и из нее можно выбрать подпоследователь­
ность вложенных друг в друга ивтервалов, пересекающихся в одной 
точке t0. Мы пришли к противоречию с уже доказанным утвержде­
нием 1). 

Вариацией V (А) функции интервала Q на интервале А назовем 

п 

V(&)= sup у. If Q (Af) — Q (22) 

где {А;} — всевозможные конечные системы попарно не пересекающих­
ся интервалов, содержащихся в Д. 

Очевидно, что для любой системы интервалов {AJ вариация 
Г(Д) > 2 F(A/). Если V([а, £])<оо, то функция Q (А) называется 

i 

функцией о г р а н и ч е н н о й вариации. 
В дальнейшем нас будут интересовать функции ограниченной 

вариации, обладающие свойством N и являющиеся аддитивными или 
мультипликативными. Мы будем предполагать, что рассматриваемая 
функция Q (А) удовлетворяет этим условиям, не оговаривая это каждый 
раз специально. 

Число 
Л(*)= \\Q([t, *])-Q(A)[| . 

называется нормой разрыва функции Q(А) в точке t. Точка t 
называется точкой разрыва функции Q (А), если h(t)=^0. 

Теорема 2. Функция Q\{&) имеет не более чем счетное число 
точек разрыва U и 

2 А (*«)<«>• (23) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, из определения ограничен­
ности вариации следует, что для любого конечного набора точек 

2 h (U) = 2 II Q ([*», U\) - Q (A) | | < С < oo. (24) 
1 = 1 1 = 1 

Если бы имелось несчетное число точек разрыва ta, то для некоторого 
е > 0 нашлось бы бесконечное число точек 4 ' с Л(4')>£> а это 
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противоречит неравенству (24). Из неравенства (24) очевидным образом 
вытекает (23). 

При доказательстве сходимости интегральных процессов нам 
понадобится 

Л е м м а 1. Функция Q (А) обладает следующим свойством: для 
любого у\У>0 найдется о > 0 , такое, что для любого интервала 
А длины /(А)<<о, не содержащего ни одной точки s, в которой 
h (s) >- тг), вариация V (А) < 3 г\ *. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала следующее утверждение: 
у любой точки t0 найдется столь малая окрестность U, что для любой 
конечной системы попарно не пересекающихся интервалов {А*}, лежа­
щей в этой окрестности и притом такой, что замыкания [Аг] интерва­
лов А, не содержат точки t0, 

п 

2 II Q(^)~Q (А) ! К ' 1 + 1 " . (25) 

где у\ — произвольно заданное положительное число. 
Действительно, если бы это было не так, то в любой окрестности 

точки tQ нашлась бы система непересекающихся интервалов {Д,}, 
такая, что ^ II Q(A0 —Q(A) II ̂ ^ И точка tQ не входит в замыкание 
множества UAf. Но для любой такой системы {Д,} найдется окрест­
ность U точки t0, не пересекающаяся ни с одним из интерва­
лов Дь Поэтому нашлось бы сколь угодно много не пересекающих­
ся друг с другом систем интервалов {А,-}, для каждой из которых 
^HQ(At) — Q ( A ) | 1 > Y J ; объединив больше, чем V {[a, b])jr\ таких си­
стем в одну систему непересекающихся интервалов, мы приходим к 
противоречию с ограниченностью вариации функции Q (А). 

Из свойства N вытекает, что если точка t0 не принадлежит А, но 
входит в его замыкание [А], и длина / (Д) -> 0, то || Q (А) — Q (Л) || ->0. 
Поэтому можно усилить предыдущее утверждение, сказав, что для 
любого ?]>>0 найдется окрестность U точки t0) такая, что для любой 
конечной системы непересекающихся интервалов {Д/}, такой, что 
i06A* (а не £0€[Д-|], к а к раньше), выполнено неравенство (25). 

Предположим теперь, что не выполнено основное утверждение 
леммы. Тогда найдется последовательность интервалов А,-, такая, что 
i(A f)->0, а вариация 1 / (Д0>3^ и все точки разрыва, содержащиеся 
в Ai, имеют норму разрыва меньше TJ. В силу компактности отрезка, 
можно найти точку tQ, в любой окрестности которой содержатся интер­
валы А*. По определению вариации внутри каждого из интервалов 
At найдется система непересекающихся интервалов {А/}, такая, что 
2 U Q (Ау) — Q (А) || > 2т]. Если хотя бы один из интервалов Д;- содер­
жит точку t0, то h(tQ)<Zri и, согласно утверждению 2) теоремы 1, 

* Читатель, желающий быстрее перейти к основным вопросам, может ограничиться 
лишь прочтением формулировок леммы 1, а также последующих лемм 2 и 3, с тем, 
чтобы вернуться., при желании, к их доказательствам впоследствии. 
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для достаточно малых интервалов Д, содержащих точку t^ 
|| Q(A) — Q(A) || <т]. Не больше, чем один, из интервалов Д; может 

содержать точку t0y и поэтому 2 II Q-^J) — Q(A) II >71- Однако интер-
'оби­

вал Ду, а значит, и систему {Д/} можно взять сколь угодно близко к t^ 
и поэтому мы пришли к противоречию с доказанным выше неравен­
ством (25). Это противоречие доказывает лемму. 

§ 3. Две алгебраические леммы* 

В дальнейшем нам понадобятся следующие__ элементарные леммы г 
Лемма 2. Если матрицы Av .. ., Ап и Аь . . . > Ап таковы, что? 

при любом j = 1, 2, . . . , п 

Ijn^ll <Ka\\T[Ai\\<K (26) 
*=1 i=j 

где /С>1, то 
п п п 

|| П Aj - П А; || < ^ 2 2 II ̂  ~ А , ||. (27) 
7 = 1 у=1 / = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы имеем тождество 
п п п 

П Л - Y[Aj - 2 Л ... Л,-_х (Л,- - Aj) A J + 1 . . . Л„. 
7 = 1 7=1 7=1 

Отсюда следует, что 
п п п 

| | П Л ' - П ^ 1 < 2 Mi---^-ill • WAj-AjW • ЦЛу+1... J „ | | < 
7 = 1 7=1 / = 1 

п 

< / с 2 2 и л,-л,-и. 
7=1 

Лемма 3. Если матрицы Аъ . . . , Ап таковы, что ^ H A ' I K у * 
f=i 

mo верны следующие неравенства: 

/=i L ^=1 J I! \f==1 

2 

(28). 

Д(Я + Лг)~Я||<22(Мг | | , W 
i = l i = l 

Д(я+л.) | |<| |£ |! + 1. (зо> 
*=i 

См. примечание на стр. 575. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что 

f[(E + Ai) = E+y2Ai+ 2 A>AJ + 2 ,AiAJAh + ..9+A1A2...An. 
я=1 i l<i<j<n l<i<j<k<n 

Поэтому 

K K K " 

2 И^11-1И;11-|Им1 + ... + 11̂ 11-11̂ 11... || Л„||<(2||Лг | |У + 
l<!<K*i<n 

2i\\Al 

•i=i / M = I / 1_V114 .11 W ' * -2мп 
Неравенство (29) следует из уже доказанного неравенства (28): 

IIД (Я + Л0 - ЯII < IIД (Я + Лг) — [£" + 2 Л^11| + II S Лг II < 
II t = l II II t = l L i=i J || II | в 1 II 

<2(2lH«ii)8+SM«ii<22M,ii , 

а неравенство (30) вытекает из (29): 

Д(£ + ло||<||П(я + ̂ ) -£ | | + | |яК2 21ИН1 + 11^К11^Н i. 1 = 1 

§ 4. Сходимость аддитивного интегрального процесса 

Р а з б и е н и е м R и н т е р в а л а А мы будем называть предста­
вление его в виде суммы конечного числа непересекающихся интер­
валов {Д*}: 

Д = Д1 + . . . + Д я . (31) 

П о д р а з б и е н и е м R' р а з б и е н и я R и н т е р в а л а А мы назо­
вем такое разбиение R' интервалами Д'х + • • • + Д'т = Д, что каждый 
шз интервалов Д'. целиком содержится в одном из интервалов Д*. 

Диаметром l(R) р а з б и е н и я R назовем максимум длин 
интервалов Д*: 

/(/?) = max /(Д<). (32) 
1=1, 2, . . . , п 

Пусть Р(Д) — мультипликативная функция интервала и R — разбие­
ние интервала Д. Пусть, кроме того, 

о(/?) = 2[Р(д«)-£1. (33) 

http://1_V114.11
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Предел 
[p(dA) = lim с (#), (34) 
I l(R)->0 

если он существует, мы будем называть а д д и т и в н ы м и н т е г р а л о м 
ф у н к ц и и Р(А) на и н т е р в а л е Д. 

В этом параграфе доказывается основная 
Теорема 3. Если Р(Д) является мультипликативной функ­

цией интервала, имеющей ограниченную вариацию и обладающей 
свойством /V, то ее аддитивный интеграл существует на любом 
интервале Д из системы интервалов D. 

Сначала нами будет доказана 
Лемма 4. Для любой точки с б [а} Ь\ и любого е > О найдется 

столь малое 8 > О, *шо для любого интервала Д длины I (Д) < 8, 
содержащего точку с> и произвольного разбиения R интервала Д 

| | Р ( Д ) _ Я _ а ( / ? ) | | < в . (35) 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. Пусть разбиение /? образовано 
интервалами {Д,} ( г = 1 , 2, . . . , /г), и пусть £6Д&. Рассмотрим 
интервалы 

Д = Дх + . .. + Д*-1 и Д = Дл+1 + . . . + Д„. 

Из теоремы 2 следует, что для любого ?)> 0 найдется лишь конечное 
число точек t с нормой разрыва h{t)^>% и поэтому в достаточна 
малой окрестности точки с не содержится ни одна такая точка раз­
рыва, за исключением, быть может, самой точки с. Поэтому, применяя? 
лемму 1, мы получаем, что если 1(A) достаточно мало, то V (А).<1. 3rj ш 
1/(Д)<<Зт;. Но, разбив а (/?) на три слагаемых, будем иметь: 

И р (Д) _ Е - a (R) || < || %[Р (Дг-) - Е) || + || Р (Д) - P(Ak) || + 

+ || J] [Р (Д,) - £] || < V (Д) + || Р (Д) - /> (Д„) || + V(I). 

Заметим, что, по теореме 1, Р(А)->Р([с, с]) при / (Д) -> 0 и ^ б Д , и 
поэтому разность || Р(Д) — Р(Д*) II при достаточно малом / (Д) меньше у . 

Взяв т] = ^ и соответствующее достаточно малое S, мы получаем 
неравенство (35). 

Лемма 5. Пусть R—разбиение интервала А = Аг + . . . + Апу 
и пусть Rt (i = 1,2, . . . , я) —разбиения интервалов At = Д* +Д? + . . . 
. . . + Дп*. Тогда для любого е > 0 найдется столь малое 8, ш о 
я/щ диаметре разбиения / ( /?)< о выполняется неравенство 

Jj \\P(bi)-E-o(Kt)\\<s. (36) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 2, в интервале Д содержится 
лишь конечное число точек ^ с нормой разрыва h(ti)^t\ (гдет]>0 
произвольно мало). Применив в каждой из точек клемму 4, мы видим, 
что, взяв / (R) достаточно малым, можно добиться того, чтобы сумма 
всех слагаемых суммы (36), относящихся к интервалам Д,, содержа­
щим точки ti, была меньше у . 

Займемся теперь оценкой остальных слагаемых. По лемме 1, при 
достаточно малом /(/?)'для каждого из интервалов А/,'не содержащих 
точек tu вариация 1/(Д,)<<37]. Из неравенства (28) непосредственна 

следует, что при V(Aj)<<y 

| |Р(д г )_£_ Р ( /? , ) | |= | |дР(д{)_2[Р{Д/) -£] | |< 
7=1 7=1 

< 2 ( 2 || Р(Д{) -Е\\ )2<2[К(Д,)]2. (37) 

е Возьмем теперь TJ = 12 ^ ( д . Обозначим интервалы А*, не содержа­
щие точек ti с h{ti)^>% через Д* (А= 1, 2, . . . , #г). Тогда, согласна 
неравенству (37), * 

т т _ 
2 ||Р(Д0-а(/?0![<2 2[^(А^2<2.3т121 /(А,)<6Т1/(Д), 

чем и заканчивается доказательство леммы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Теорема 3 является следствием 

только что доказанной леммы 5. Действительно, для того чтобы 
доказать существование предела (34), достаточно, как и всегда при 
доказательстве сходимости интегральных процессов, показать, что для 
любого s > 0 найдется о>0 , такое, что при /(/?)<<8 и произвольном 
подразбиении R' разбиения R 

| |a(/?)-a(/?')! |<s. (38) 

Существование предела следует тогда из выполнения критерия Коши. 
Но если за разбиение R-t взять интервалы разбиения R', содержащиеся 
в i-м интервале разбиения /?, то неравенство (38) будет непосред­
ственно следовать из (36), что и заканчивает доказательство теоремы. 

Из теоремы 3 и леммы 5 можно получить 

* Ясно, что без ограничения общности мы можем взять s столь малым, чтобы 
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С л е д с т в и е . При выполнении условий теоремы 3 для любого 
г > 0 найдется 8 > 0, такое, что при I (R) < 8, г<?£ /? — разбиение 
интервалами {А*} (*"= 1, 2, . . . , /г), 

| ( | |Р(Д0-Я-5Я(^Д) | |<в. (39) 

Неравенство (39) получается из (36) при помощи простого перехода 
к пределу. 

Рассмотрим функцию интервала 

Я(Д)=$Р(<*Д), (40) 
д 

где Р (А) — мультипликативная функция интервала, имеющая ограни­
ченную вариацию и обладающая свойством N. Изучим свойства 
функции В (А). (Ее существование доказано теоремой 3.) 

Свойство 1. Функция В (А) является аддитивной функцией 
интервала. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Д = Дх + A2. Рассмотрим произволь­
ные разбиения Rx интервала Ах и R2 интервала Д2. Возьмем разбиение 
R интервала А, образованное всеми интервалами, входящими как в /? ь 
так и в /?2. Тогда 

о (Я) = *(/?!) + с (/?а). 

Переходя к пределу при /(/?х)->0 и l{R2)->0, получаем: 

Я(Д) = $Р(£/Д)= [P(dA)+ ^P(dA)=B(A1) + B(A2). (41) 
д дг д2 

Кроме того, 
В(Л) = Р(А)—Е=0. 

Свойство 2. Функция В (А) является функцией ограниченной 
вариации. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что для любого разбиения R 
любого интервала Д 

||а(/?)||<У(Д), 

где V (А) — вариация функции Р(Д). Переходя в этом неравенстве к 
пределу при l(R)->0, получаем: 

||Я(Д)||<1/(Д). . (42) 

Поэтому для любой системы непересекающихся интервалов Д; 
(i=l, 2,..., п) 

2 ||В (ДО || < 2 1/(Дг)<К([а, £]), 
1=1 1=1 

что и требовалось доказать. 
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С в о й с т в о 3. Функция В (Д) обладает свойством N. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим последовательность вложенных 

интервалов Д,- D A*Jri с пустым пересечением. Для любого ^ > 0 все 
интервалы Дг, начиная с некоторого, не содержат ни одной точки 
разрыва t с h(t) !>т] (так как всех таких точек лишь конечное число). 
Поэтому, по лемме 1, для всех г, начиная с некоторого, V (А;) < Зт] и, 
значит, V(&i)-^0 при i->oo. Но, согласно неравенству (42), 
|| 5 (Д*) || < V(A*). Отсюда следует, что |j В (Д*) ||-> О при i->oo, а это 
и требовалось доказать. 

С в о й с т в о 4. B([t, t]) = P([t9 t])—E для любой точки t. 
Действительно, единственным разбиением R0 интервала [t, t] 

является тривиальное [t, t] = [t, t] + Л. Ho a (R0) = P([t, t]) ~~E. 

§ 5. Сходимость мультипликативного интегрального процесса 

Пусть В (Д) — аддитивная функция интервала, и пусть интервалы 
{Дг} образуют разбиение R интервала Д: Д = Дх + А2 + . . . + Ал-
Обозначим: 

*(Я) = Д [ Я + 5 ( Д 0 ] . 
i=i 

Предел при диаметре разбиения / (R) ~-> 0. 

JfB(dA) = lim *(/?), (43) 

если он существует, мы будем называть м у л ь т и п л и к а т и в н ы м 
и н т е г р а л о м ф у н к ц и и В (А) на и н т е р в а л е Д. 

Основным содержанием этого параграфа является доказательство 
существования мультипликативного интеграла. 

Т е о р е м а 4. Если В (Д) аддитивная функция ограниченной 
вариации, обладающая свойством N, то мультипликативный инте­
грал функции В (Д) существует на любом интервале Д. 

Доказательство этой теоремы проводится в основном по тому же 
плану, что и доказательство существования аддитивного интеграла. 
Специфической для случая мультипликативного интеграла является 

Л е м м а 6. Существует постоянная К, такая, что для любого 
набора попарно не пересекающихся интервалов {Д,-} (I = 1, 2 , . . . , п) 
из системы D выполняется неравенство 

| |П [Я + Я(Д,)]| |</С. (44) 
t = i 

п 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению, Y II В (д0 || < V ([a, b]). 
i=l 

з 
Если V([a, 4 ) < y , то утверждение леммы следует сразу из не-
7 Математический сборник, т. 33 (75), № 3 
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равенства (30). В общем случае в сумме У || В (Д,) || содержится не 

больше, чем L = 2V([a, b}), слагаемых, превосходящих у . Для 
каждого из них \\E + B(Ai) II < V([а, Ь]) + \\Е\\. Остальные слагаемые 
можно разделить на группы так, чтобы сумма слагаемых, попавших 
в одну группу, была заключена между т и у Всего таких групп 
не больше, чем M = 4V([a, b}). К каждой из них применимо нера­
венство (30) и, так как норма произведения меньше или равна произ­
ведению норм, то соотношение (44) выполнено при 

K={\\E\\ + l}M{V([a, Ь]) + \\Е\\}L. 

Л е м м а 7. Для любой точки с и любого г >> 0 существует 
число 8 > 0, такое, что для каждого интервала А длины I (Д) << Ьу 
содержащего точку с, и для произвольного разбиения R интервала 
Д = Аг + . . . + A„ интервалами {Д/} (/ = 1, 2, . . . , п) выполняется не­
равенство 

\\Е + В (Д)-тг (/?)()< s. (45) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так же как и при доказательстве леммы 4, 
пусть с € Ak, и пусть Д = Дх + . . . + Ак-г и Д = Дй+1 + . . . + Дл. При 
доказательстве леммы 4 было показано, что 1/(Д)->0 и 1/(Д)->0 
при / (Д) -> 0. Но из леммы 2 следует, что 

| |£ + Д ( Д ) - * ( Я ) | | = 

= ||£[£ + Я ( Д ) ^ - П [ £ + Я(Д.)№+Я(Д*)] J] [£ + Д(Д,)]||< 

</С2 [|| Д [^ + ^ (Дг)] - Е || + || Д [Е + В (Д;)] - Е || + 
f = l f=fe-|-l 

+ | |Я(Д)-Я(Д Л ) | | ] , (46) 

где К находится из неравенства (44) и не зависит от интервала Д и 
разбиения R. Из неравенства (29) вытекает, что 

|| Д [Е + В (ДО] - Е || < 2 211 В (ДО ! |< 2 V (Д) 
Z = l 2 = 1 

при 1^(Д)<<у, и второе аналогичное неравенство для Д. Поэтому 
соотношение (46) перепишется следующим образом: 

| | ^ + ^(А) —тг(/?) |[<:Л^[2К(А) + 2К(А) + ||^(А)—^(A fe)||J. (47) 

По теореме 1, 

В{А)->В ([с, с]) и В (Ak) -> В ([с, с]) при / (Д) -> 0. 

Следовательно, || В (А) — В (Ak) || -» 0 при / (Д) -> 0, и, значит, вся 
правая часть неравенства (47) стремится к нулю, что и доказывает,, 
лемму. 
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Лемма 8. Пусть интервалы {А,} образуют разбиение R интер­
вала А : А = Дх + . . . + Дл, и пусть интервалы {Д{} образуют разбие­
ния Ri (i = 1, 2, . . . , п) интервалов А,: Д* = А* + . . . + Д?*. Тогда 
для любого г > 0 найдется такое 8 > О, что при диаметре разбие­
ния /(/?)<< о выполнено неравенство 

2И£ + д(до-*(яо11<е. (48> 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из неравенства (28) следует, что при 

У ( Д « Х у 

| £ + £(Д0-«(/?0« = | |я+ S B ( ^ ) ~ П[^ + 5(А{)]||< 
7=1 7=1 

<2(215(А{)|!)2<2[К(Аг)]3. (49) 
7 = 1 

Далее, утверждение леммы получается из неравенства (45) и леммы 7 
точно так же, как утверждение леммы 5 выводилось из неравенства 
(37) и леммы 4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Для доказательства теоремы 
достаточно показать, что для любого s >> 0 найдется 8 >> 0, такое, 
что при /(/?)<§ и произвольном подразбиении R' разбиения R 

1ИЯ)-*(#)! <е-
Пусть разбиение R образовано интервалами {А*} (/ = 1, 2 , . . . , п). 
За разбиение Ri интервала Д* возьмем интервалы разбиения R', со­
держащиеся в Дг-. Тогда, по лемме 2, 

1«(Я) - * (£>') || = || П [я + 5 (Д,)] - П * (Я») II < 

< Ф 2II £ + в (АО - * № II. (50) 
j = l 

где выполнение условия (26) следует из леммы 6. Согласно лемме 8, 
правая часть неравенства (50) стремится к нулю при /(/?)-»0, что и 
доказывает теорему. 

Следствие . Перейдем в неравенстве (48) к пределу при 
l(Ri)->0 (/= 1, 2, . . . , ri). По теореме 4, пределы 

Tf5(rfA)= lim *(#*) 
д, Ч*0-*° 

существуют и поэтому 

2 p + 5(A/)-Jf5(rfA)||<s (51) 
при l{R)<o. 
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Неравенство (51) пригодится нам в дальнейшем. 
Рассмотрим теперь функцию интервала 

Р(Д) = $рЯ(<*Д). (52) 
А 

Пусть В (Д) будет аддитивной функцией ограниченной вариации, 
обладающей свойством N. Тогда существование функции Р(А) до­
казано теоремой 4. Изучим свойства этой функции. 

С в о й с т в о 1. Функция Р(А) является мультипликативной. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Д = Ах + Д2 и Rx ~~ разбиение интер­

вала Аъ а /?2 — разбиение интервала Д2. Пусть, кроме того, JR — 
разбиение интервала Д, образованное всеми интервалами, входящими 
в /?! и в /?2- Тогда 

«(/?) = TC(^1)TC(/?a). 

Переходя к пределу при /(/?)->О, получим: 

Р(Д)=Р(Д 1 ) .Р(Д 8 ) . (53) 
Кроме того, 

Р(А)=Е + В(А)=Е. 

С в о й с т в о 2. Функция Р(А) имеет ограниченную вариацию. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Отметим прежде всего, что если интервалы 

{Д*} (/ = 1, 2, . . . , т) образуют разбиение R некоторого интервала Д: 
Д = Д2 + . . . + Ат, то, положив в лемме 2 Л* = Я + В (At) и Л^^Я, 
мы получаем, что 

| | * ( Я ) - £ | | < Я * 2«5(Д«)1<А'21/(Д), . (54) 

где /С находится по лемме 6 и не зависит от Д и JR. 
Переходя в неравенстве (54) к пределу при /( /?)-^0, будем иметь: 

| | Р ( Д ) - £ | | < / ^ 1 / ( Д ) . (55) 

Для любой системы попарно не пересекающихся интервалов Дь . . . , Ап 

| ] | | Р ( Д 7 ) ~ ^ | | < / < 2 | ] 1 / ( Д 0 < ^ 2 1 / ( К Й ] ) , 

что и требовалось доказать. 
С в о й с т в о 3. Функция Р{А) обладает свойством N. 
Это свойство выводится из неравенства (55) точно так же, как 

свойство 3 аддитивного интеграла выводилось из неравенства (42)-
С в о й с т в о 4. Для любой точки t 

P([t,t]) = B([t,t])+E. (56) 

Действительно, у интервала [t, t] нет разбиений, кроме тривиаль­
ного [t, t] = [ty t] + А. Но для этого разбиения JR0 

*W=B([t,t])+E. 
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§ 6. Взаимосвязь аддитивного и мультипликативного интегральных процессов 

Мы покажем теперь взаимную обратность мультипликативного и 
аддитивного интегральных процессов. 

Теорема 5. Пусть Р(А) — мультипликативная функция огра­
ниченной вариации, обладающая свойством N, и пусть 

Я(Д) = [P(dA); (40') 
А 

тогда мультипликативный интеграл функции В (А) существует и 

3?Д0Д) = Р(Д). (57) 
А 

Д о к а з а т е л ь с т в о , По теореме 3, функция В (А) существует, 
а согласно свойствам 1, 2 и 3 из § 4, она является аддитивной функ­
цией ограниченной вариации, обладающей свойством N. Поэтому, 
согласно теореме 4, существует ее мультипликативный интеграл, 
являющийся, по свойствам 1, 2 и 3 § 5, мультипликативной функцией 
ограниченной вариации, обладающей свойством N. 

Нужно показать, что мультипликативная функция Р' (Д) = Д В {dA) 
А 

совпадает с первоначальной функцией Р(А). Согласно неравенству 
(39), для разбиения R интервала Д : Д = Аг -f .. . + Д„, с достаточно 
малым диаметром разбиения / (/?) 

где г > 0 произвольно мало. По неравенству (51), при достаточно 
малом /(/?) 

2 |В(Д,) + £ - -Р ' (Д | )1<е . (59) 

Сложив неравенства (58) и (59), получаем: 

2 | | Р ( А ; ) - Р ' ( А 0 | < 2 е . 

Применив лемму 2, будем иметь: 

|| Д Р (ДО - Д F (ДО || = IР (Д) - Р (А') || < 2ЯЧ (60) 

Нужно, конечно, проверить выполнение условия (26). Но, очевидно, 
что функция ограниченной вариации и сама равномерно ограничена, 
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атак как Р(А) и Я'(А) мультипликативны, то существует /С>0, 
такое, что 

\\f[P(Ai)\\ = \\P(A1 + ...+Aj)l<K 
i = l 

Ц F (Д«)|| = 1 Я' (А/ + . . . + Д„) К К. 
l=J 

Так как е произвольно мало, то из (60) вытекает, что Р(Д) = Р(Д'), 
а это и доказывает теорему, 

Т е о р е м а 6. Пусть В (А)— аддитивная функция ограниченной 
вариации, обладающая свойством N, и пусть 

Р(А) = И B(dA); (52') 
д 

тогда аддитивный интеграл функции Р(А) существует и 

\p{dA)=B{A). (61) 
д 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 4, функция Р(А) существует. 
Из свойств 1, 2, 3 § 5 следует, ч̂то к ней применима теорема 3, и 
поэтому В' (А) = \ P{dA) существует и является (свойства 1, 2 §4) 

д 
аддитивной функцией ограниченной вариации. 

Покажем теперь, что для любого А выполнено равенство В (А) = 
= В'(А). Действительно, для любого е > 0 и любого разбиения ин­
тервала А: Д = Д1 + . .+ Дп, достаточно малого диаметра выполнены не­
равенства 

2 « Я ( Д 0 + £ - Р ( Д 4 ) 1 1 < з (62) 

(следует из неравенства (51)) и 
п 

2!|Р(Лг)-я-Я'(Д01!<5 (63) 
г = 1 

(следует из неравенства (39)). Сложив неравенства (62) и (63), получаем: 

п п п 

|| в (Д) - в' (Д) || = II2 в (д4) - 2 5' (до II < 2 I я (д0 - £' (д01 < 2е-
i = i i=-l i = i 

Из произвольной малости е следует наша теорема. 
Теоремы 5 и 6 показывают, что аддитивный и мультипликативный 

интегральный процессы создают взаимно однозначное соответствие 
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между мультипликативными и аддитивными функциями ограниченной 
вариации, обладающими свойством N. 

§ 7. Применение к матрицам вероятностей перехода 

Результаты §§ 2—6 носят чисто алгебраический характер и без 
всяких изменений переносятся и на более общие функции интервала. 

Мы перейдем теперь к случаю, когда Р (А) является матрицей веро­
ятностей перехода. Введем несколько определений. 

Квадратная матрица Р r-го порядка с элементами {рц} называется 
с т о х а с т и ч е с к о й , если 

г 

Е Р Ч = 1 (*'=1, 2, . . . , Г) И 0 < / П Э - < 1 (*, у = 1, 2, . . . , г). (64) 

Мультипликативная функция интервала Р (А) называется стохасти­
ческой, если Р (А) является стохастической матрицей при любом Д. 
Очевидно, что матрица вероятностей перехода является стохастиче­
ской функцией. 

Квадратная матрица В r-го порядка с элементами {Ьц} называется 
и н ф и н и т е з и м а л ь н о - с т о х а с т и ч е с к о й , если 
г 

2&i,- = 0 (i= 1, 2, . . . , г ) и &i,->0, i=hh ftu<0 (i,/ = l, 2, .. . , r ) . 
(65) 

Аддитивная функция интервала 5 (А) называется инфинитези-
м а л ь н о - с т о х а с т и ч е с к о й , если В (А) является инфинитезималь-
но-стохастической матрицей при любом А и для интервалов [t,t], со­
стоящих из одной точки, \\B([t9 t])\\^r (т. е. все элементы матрицы 
В ([t9 t]) по модулю меньше- 1). 

Мы будем заниматься только стохастическими и инфинитезимально-
стохастическими функциями, имеющими ограниченную вариацию и 
обладающими свойством N. 

Теорема 7. Если Р(А) является стохастической функцией, то 
функция 

Б (A) - ^P(rfA) 
д 

является инфинитезимально-стохастической функцией *. 

* Предположение ограниченности вариации функции Р (А) для этой теоремы не­
существенно. Заметим, что всякая инфинитезимально-стохастическая функция, обла­
дающая свойством N, имеет ограниченную вариацию. Следовательно, если Р (А) яв­
ляется стохастической функцией, то ее аддитивный интеграл всегда имеет ограничен­
ную вариацию. Так как при мультипликативном интегрировании ограниченность 
вариации сохраняется, то ограниченность вариации является условием необходимым, 
для того чтобы для стохастической функции Р (А) были выполнены теоремы 3 и 5 в 
совокупности. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Р — стохастическая матрица, то Р—Е 
является инфинитезимально-стохастической матрицей. Сумма инфини-
тезимально-стохастических матриц является снова инфинитезимально-
стохастической матрицей. Поэтому интегральная сумма а (/?) является 
ири любом R инфинитезимально-стохастической матрицей. Свойство 
инфинитезимальной стохастичности сохранится и при переходе к пре­
делу. Значит, В (А) является инфинитезимально-стохастической матри­
цей. По свойству 4 § 4, В ([t, t]) = P ([t, t]) — Е и поэтому || В ([*, t]) | |< г. 

Т е о р е м а 8. Если В (А) — инфинитезимально-стохастическая 
функция, то функция 

P(A)=f?B(dA) 
А 

является стохастической. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если В — инфинитезимально-стохастическая 

матрица и || В || < г, то Е + В является стохастической матрицей. По 
лемме 1, для всех достаточно малых интервалов А, не содержащих 
точек t с (| В ([t, t]) I > -у» вариация V (А) < г, а поэтому и || В (А) || < г. 
Следовательно, для любого такого интервала А матрица В (А) + Е яв­
ляется стохастической. Поэтому при любом разбиении /? такого ин­
тервала интегральное произведение тс (/?) будет стохастической матри­
цей, и так как при предельном переходе стохастичность сохраняется, 
то стохастической будет также матрица Р (А). 

Но любой интервал можно представить в виде суммы конечного 
числа интервалов, для которых стохастичность Р уже доказана, и 
интервалов [t, t], состоящих из одной точки. По определению инфи-
нитезимально-стохастической функции, || В ([tf t]) || <! г, и поэтому мат­
рицы Р ([t, t]) стохастичны. Так как Р (А) — мультипликативная функ­
ция и произведение стохастических матриц является стохастической 
матрицей, то Р(А) будет стохастической для любого А, и теорема 
доказана. 

Все инфинитезимально-стохастические функции, обладающие свой­
ством /V, могут быть описаны следующим способом. Зададим r(r—l)t 
обычных монотонно возрастающих функций ®a(t) {i=hj\ U у = 1, 2 , . . . 
. . . , г), таких, что (fij (a) *= 0 и cpi3- (t) непрерывна справа на отрезке 
[а, Ь]. Положим (fn(t) = — 2 ? Ъ ' ( ^ ) И рассмотрим матрицу Ф(^)сэле-

ментами {ср̂  {t)}. Обозначим: 
Ф (̂  - 0) = lim Ф (t - td\ 

Af-M) 

где А £ > 0 . (Этот предел, очевидно, существует.) Потребуем допол­
нительно, чтобы для любой точки t 

I ?ij (t) — ?ti ( ^ - 0 ) | < 1 при всех / и у. 

Инфинитезимально-стохастическую функцию интервала В (А) зада­
дим следующим образом: на замкнутых интервалах [s, t] 

B([s, t]) = O(t)-O(s — 0),' 
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на полуоткрытых интервалах вида [s, t) 

B([s, *)) = Ф ( * - 0 ) - Ф ( 5 - 0 ) , 

на полуоткрытых интервалах вида (s J] 

B((s, t]) = 0(t)-0(s) 

и для открытых интервалов (s, t) 

В ((s, *)) = Ф (rf - 0) — Ф (s). 

Для пустого множества 
В (Л) - 0. 

Очевидно, что так построенная функция В (А) является инфините-
зимально-стохастической. Нетрудно показать, что она обладает свой­
ством N. 

Обратно, пусть, В (Д) — инфинитезимально-стохастическая функция. 
Положим Ф (t) = В ([a, t]). Если В (А) обладает свойством N, то 
Ф (t — 0) = В ([a, t))9 и поэтому, восстанавливая по Ф (t) функцию 
-В(Д), мы вернемся к первоначальной функции. 

§ 8. Абсолютно непрерывные решения дифференциальных уравнений 
Колмогорова 

Равномерно ограниченная функция интервала Q (А) называется а б-
с о л ю т н о н е п р е р ы в н о й , если для любого s > 0 найдется о > 0 , 
такое, что для любой конечной системы непересекающихся интерва-

п 

лов Дх, . . . , An с суммой длин 2 ^ (д0 < 8 выполнено неравенство 
г = 1 

п 

S || Q (ДО — Q (А) |[ < е. (66) 

Легко видеть, что абсолютно непрерывная функция имеет ограни­
ченную вариацию и обладает свойством N. Действительно, возьмем 
в неравенстве (66) в = 1 и обозначим соответствующее о через V 
Любую лежащую на [а, Ь] систему непересекающихся интервалов, 
каждый из которых имеет длину, меньшую чем 80, можно разбить 
на не более чем М = 2 —у \- \ групп интервалов так, чтобы для 
интервалов каждой из групп выполнялось неравенство (66) при е = L 
В произвольную систему непересекающихся интервалов может, кроме 
того, входить еще не более чем L = — ^ - + 1 интервалов Дг длины, 

большей, чем 80. Из равномерной ограниченности функции Q (А) для 
каждого из них следует: 

|] Q (А,) — Q (А) || < С. 



590 Р. Л. Добрушин 

Поэтому для любой системы непересекающихся интервалов {Д{} 

2IIQ(ДО — Q(А) ц<:ж + zc, 
что и означает ограниченность вариации. Свойство N выполнено, так 
как из неравенства (66) следует, что 

| |Q(A) -Q(A) | | ^0 при /(Д)-*0. 
Теорема 9. Если Р(Д) — мультипликативная абсолютно не­

прерывная функция, то ее аддитивный интеграл 

5(Д) = J P(dA) 
А 

существует и является абсолютно непрерывной функцией. 
Если В (А)—аддитивная абсолютно непрерывная функция, то 

ее мультипликативный интеграл 

Р (Д) = Jp В (dA) 
А 

существут и является абсолютно непрерывной функцией. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как, по только что доказанному, 

Р(Д) имеет ограниченную вариацию и обладает свойством Л/, то су­
ществование аддитивного интеграла следует из теоремы 3. Для до­
казательства его абсолютной непрерывности заметим, что любую си­
стему непересекающихся интервалов Дъ . . . , Дп с суммой длин 

п 

L = 2 I (ДО можно включить в разбиение интервала [а, Ь] с диамет-

ром разбиения, не превосходящим L. Поэтому из неравенства (39) 
следует, что при достаточно малом L 

п 
2 \\B(Ai)-[P(Ai)-E)\\<s, (67) 
i = l 

где г произвольно мало. По определению абсолютной непрерывности, 
лри достаточно малом L 

п 

2 | | P ( A i ) - £ | | < e . (68) 
г = 1 

Складывая неравенства (67) и (68), получаем: 
п 

2»5(Д0К2е 
г = 1 

при достаточно малом L, и так как В (Л) = 0, то это и означает, что 
функция интервала В (Д) абсолютно непрерывна. 

Второе утверждение теоремы выводится из формулы (51), анало­
гично тому, как первое выведено из формулы (39). 
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Очевидно, что абсолютно непрерывная функция интервала непре­
рывна, т. е. для любой точки t значение функции Q ([t, t])= Q (Л). Для не­
прерывных мультипликативных и аддитивных функций исчезает раз­
ница между трактовками функции как функции интервала и функции 
пары точек. Действительно, если Р (А) мультипликативна и P{[t,t]) =E 
для любой точки t, то 

P([s, t]) = P([s, s]).P((s, t))-P([t, t)] = P((s, t)), 

и вообще для всех четырех интервалов [s, t], (s, t], [s, t) и (s, t), 
имеющих концами точки s и t, значение функции Р —одно и то же. 
Аналогично для непрерывной аддитивной функции В (А) для любой 
пары точек 

В ([s, t]) - В ([s, t)) - В ((s, t]) = В ((s, t)). 

Нам будет удобно рассматривать функцию P(s, t) двух переменных 
s < ^ , равную общему значению Р (А) на интервалах А, имеющих кон­
цами точки s и t, и аналогичную функцию В (s, t). 

Функцию B(s, t) можно рассматривать как совокупность г2 обыч­
ных функций bij (s, t), являющихся элементами матрицы В (s, i). Оче­
видно, что требование абсолютной непрерывности функции В (s, t) 
эквивалентно требованию абсолютной непрерывности каждой из функ­
ций bij(s, t) no t при заданном s. 

Аналогично обстоит дело и с мультипликативной функцией P(s,t), 
представляющей собой совокупность функций pij (s, t) (i, j = 1, 2, . . . , r). 
Действительно, при s<^ti<Ct2 

| | P (5, * i ) - P ( S , « | | < || Я (5, * i ) | - | |P(*i , t2)-E\\ 

и поэтому из абсолютной непрерывности Р (s, t) в смысле определе­
ния (66) вытекает абсолютная непрерывность функций pij (s, t). И об­
ратно, если существует матрица Р - 1 (s, t), то 

|| Р (tb t2) - Е | | < !| Р-1 (S, tx) П - П Р (5, « - Р (5, *2) ||, 

и поэтому из поэлементной абсолютной непрерывности следует абсо­
лютная непрерывность функции P(s, t), как функции интервала. Не­
трудно показать, что из непрерывности функций рц (s, t) следует су­
ществование и равномерная ограниченность матрицы Р"1 (s, t), и 
поэтому последнее утверждение верно всегда, но мы этим пользо­
ваться не будем. 

Т е о р е м а 10. Пусть P(s, t) — мультипликативная абсолютно 
непрерывная функция, и пусть 

В (5, t)= J P(rfA). 
U, t) 

Пусть 
A W = U m * f c i + M = £ , (69) 
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и пусть 
Л«) = Шп ДС ' + * > - * . (70) 

Тогда для почти всех точек t пределы (69) и (70) существуют и 

A(t) = A (t). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 5, 

<ffB{dA)==P{s> t)u 
(s, t) 

При доказательстве леммы 8 мы уже отмечали, что если вариация 
функции В($, t) на интервале (s, t) V(s, / ) < y , то для любого раз­
биения R интервала (s, t) 

\\E + B(s, t)-n(R)\\*£2[V(s9 t)f. (49') 

Переходя в этом неравенстве к пределу при /(/?)—>0, получаем: 

\\E + B(s, t)-P(s, 0 | | < 2 [I/(5, t)f (71) 
или 

B(t,t + At) P(t, t+ Д>)—£ 
At At 

.2[V(f,t + At)]* 7 9 V 

Из неравенства (72) следует, что если V (t, t + At) = О (At) при 
At—>0 и некотором t, то из существования для этого t предела (70) 
следует существование предела (69) и равенство A(t) = A(t). 

Существование предела (70) почти всюду следует из того, что 
В (s, t) = В (a, t)—В (a, s), a функции Ьц(а, t) абсолютно непрерыв­
ны и, значит, почти всюду дифференцируемы по t. Остается доказать, 
что почти во всех точках для вариации функции В (s, t) выполнено-
условие V(t, t + At) = 0(At). 

Обозначим через Vij (t, t + At) вариацию функции Ьц (a, t) на 
отрезке [t> t + Д^]. По определению нормы, 

\\B(s, OIK'UlM* t)\ 
и поэтому 

V(t, t+AtXr^V.jit, t + At). 

Значит, достаточно показать, что каждая из вариаций Vij (t, t + At)=-
== О (At) для почти всех t. 

Обозначим через ац (t) элементы матрицы A(t). Тогда, так как: 
функция bij (a, t) абсолютно непрерывна и ац (t) — ее производная^ 
то 

t 

b.j (s, t) = ^ aij (и) du, 
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а ее полная вариация 
t 

ViJ(stt)=^\aij{u)\du (73) 
s 

(см., например, [7], стр. 227). Но из формулы (73) следует, что вариа­
ция Vu (a, t) является абсолютно непрерывной и поэтому почти всюду 
дифференцируемой функцией, а если в точке t функция Vtj (a, t) 
имеет конечную производную, то 

Vu (а, t + At) — Vu (а, t) -

= Vij(t, t + At) = 0(M), 

что и доказывает теорему. 
При доказательстве теоремы мы уже отмечали, что так как 

В (а, <) —абсолютно непрерывная функция, a A(i) — ee производная, 
то 

B(s, t) =\A(u)du. (74) 
s 

Если в точке t существует предел (69), то в этой точке 

дР (s, t) ^ j P(s, t + Af)~P(sJ) = 
dt д ^ 0 М 

= P(s, t) • l i m ^ ^ ^ = P(5> t)-A{t). (75) 

Уравнение (75) называется д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м у р а в н е н и е м 
К о л м о г о р о в а . Из теоремы 10 следует, что если функция 
Р($, t) абсолютно непрерывна, то уравнение Колмогорова выполняет­
ся почти всюду и (см. (73)) функция A (t) суммируема по Лебегу. 

Обратно, если задана некоторая суммируемая функция A(t), то, 
построив по формуле (74) соответствующую аддитивную функцию и 
применив к ней мультипликативный интегральный процесс, мы полу­
чим мультипликативную абсолютно непрерывную (по теореме 9) функ­
цию P(s, t), производная которой почти всюду равна A(t). Значит, 
эта функция P(s, t) почти всюду удовлетворяет уравнению Колмого­
рова с заданной A (t). Наше рассуждение можно интерпретировать 
как теорему о существовании решения уравнения (75) при любой сум­
мируемой функции A (t) *. 

Из наших теорем вытекает также единственность мультипликатив­
ной абсолютно непрерывной функции, удовлетворяющей уравнению 
Колмогорова (75). Остается еще открытым вопрос о том, не могут ли 

* Доказательство существования такого решения прямым методом можно найти 
в книге Каратеодори Г51. 
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уравнению (75) удовлетворять немультипликативные функции. Этот 
вопрос решается отрицательно доказанной Каратеодори [2] в более 
общих предположениях теоремой единственности. Мы приведем ее 
доказательство. 

Т е о р е м а 11. Существует единственная абсолютно непрерывная 
функция Р (s, t), почти всюду удовлетворяющая уравнению Колмо­
горова : 

д-Ц^ = Р{$, t)A(t), (75') 

где A (t) — суммируемая функция, и начальным условиям 

P(s, s)^E (76) 

при а < s <C b. (Под абсолютной непрерывностью мы понимаем здесь 
абсолютную непрерывность каждого из элементов рц (s, t) матрицы 
P(s9 t) по переменному t при произвольном, но фиксированном s. 
Напомним, что для мультипликативной функции Р (s, t) это опреде­
ление и определение (66) эквивалентны.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что имеются две не совпа­
дающие абсолютно непрерывные функции Р± (s, t) и P2(s, t), удовле­
творяющие уравнению (76') и условию (76). Тогда при некотором 
So функции 

Х1 (t) = Рг (s0, t) и Х2 (t) = Р2 (% t) 

не совпадают. Их разность Y(t) = Хг (t) — Х2 (t) удовлетворяет урав­
нению 

Г (t) = Y{t) A (t) (77) 

при s0<Ct<Cb и условию Y(s0) = 0, абсолютно непрерывна и, по 
предположению, не равна тождественно нулю. Покажем, что это 
невозможно. 

Обозначим через s наименьшее из чисел s, таких, что Y(t)=0 
при ?o<Ct<Cs. Так как Y{t)=j=Q, то s<Cb. Уравнение (77) эквивалент­
но интегральному уравнению 

t t 

Y (t) - J Y (t) A (t) dt = J Y (t) A (t) dt. (78) 

Из (78) вытекает, что 

II У Ш<\ II Y W • А Ш<и<\ II Y(t)\\ • || л (о||dt < 

< max || Г (5) || Л \\A(t)l\dt. 
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В любой близости к точке s найдутся точки t, такие, что 

5 < 7 и || Y (0 | |= max || Y(s)\\. 

Поэтому для любой такой точки 1 

т 
\<\\\A{t)\\dt. 

S 

Но при t->s 
т 
^\\A{t)\\dt-*0, 
S 

и в результате мы приходим к противоречию, доказывающему тео­
рему. 

Отметим, наконец, что если P(s, t) является стохастической функ­
цией, то В (s, t) является инфинитезимально-стохастической функцией, 
а значит, и ее производная A (t) будет при любом t инфинитезималь-
но-стохастической матрицей, и, наоборот, если A (t) — инфинитези-
мально-стохастическая функция, то такова же и функция В (s, t), 
а значит, P(s, t) является стохастической функцией. 

Таким образом, между определенными почти всюду инфинитези-
мально-стохастическими матрицами плотностей A (t) и стохастически­
ми абсолютно непрерывными функциями P(s, t) существует взаимно 
однозначное соответствие. 

В заключение автору хочется принести сердечную благодарность 
своим учителям А. Н. Колмогорову и Е. Б. Дынкину. Им принадле­
жат основные идеи, развитые в этой работе. Автор благодарит также 
А. Н. Тихонова и С. X. Сираждинова, помогших ему в подборе не­
обходимой литературы. 

(Поступило в редакцию 24/1 1953 г.) 
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