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Труды по дискретной математике 
Том 3, с. 95-110 
М.: ФИЗМАТЛИТ, 2000 

О В Л И Я Н И И ВНЕШНИХ ПОМЕХ 
НА Р А Б О Т У ДИСКРЕТНОГО 
АВТОМАТА 

В.А.ИВАНОВ 

Рассматривается класс перемешивающих автоматов, на Вход и уп­
равление которых поступают независимые равновероятные бернул-
лиевские последовательности. Находятся точные формулы и асимп­
тотические разложения для вероятностей искажений знаков выход­
ной последовательности перемешивающего автомата в предположе­
нии, что входные и управляющие символы искажаются независимо 
с вероятностями, близкими к 1/2. 

При разработке датчиков случайных чисел в качестве исходной по­
следовательности часто используются линейные рекуррентные последова­
тельности, вырабатываемые регистрами сдвига с обратной связью, или 
последовательности, вырабатываемые какими-либо другими устройства­
ми, в частности, автоматами, реализующими смешанный конгруэнтный 
метод. Свойства таких последовательностей изучались в известных моно­
графиях С. Голомба [1] и Д. Кнута [2], а также в журнальной литературе, 
см. например, обзор [3]. 

Для усложнения алгебраической структуры исходной последователь­
ности, введения нелинейности и уменьшения корреляционных связей меж­
ду символами можно использовать различные дискретные преобразовате­
ли, в частности, основанные на применении блока регистров сдвига для 
перемешивания символов входной последовательности по закону, задавае­
мому символами другой последовательности. К таким преобразователям с 
регистрами сдвига единичной длины относится "перемешивающая табли­
ца", исследовавшаяся в работе [4]. Это преобразование можно представить 
в виде конечного автомата 

P = (Z,XxT,Y,5,\), где Z = {z = {zl,...,zm)} 

— множество состояний автомата, X х Г — множество входных состояний 
автомата (причем X = {х} будем называть множеством входных символов, 
а Г = {7} = { 1 , . . . , т } — множеством управляющих символов), Y = {у} 
— множество выходных символов, 
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6 : Z х X хГ -> Z, S(z,x,j) = (Si{zi,x,j),...,Sm(zm,x,-y)), 

где 
если 7 Ф 3, 

sj(zj,'-e,j) 
если y=j, 3 - 1,. . . ,п, 

(Zj, 

{х, 
— функция переходов автомата, 

Л : Z х X х Г —у У, X(z, x, 7) = z7 

— функция выходов автомата. Будем считать, что координата Zj вектора 
состояний z размещена в ячейке с номером j накопителя длины т. Входя­
щий в автомат в момент времени t символ xt помещается в ячейку с но­
мером ft, а находившийся в ней символ выходит из автомата. В работе [4] 
оцениваются корреляционные зависимости в выходной последовательности 
yt, t — 1,2,.. . , при известных корреляционных зависимостях во входной 
последовательности xt при условии, что значения управляющей последова­
тельности 7* независимы и равновероятны. 

Естественным обобщением "перемешивающей таблицы", основанным 
на замене ячеек автомата регистрами сдвига, является перемешивающий 
автомат Вт, состоящий из га регистров сдвига длин п(1) , . . . , п(т) соот­
ветственно. Далее остановимся на рассмотрении свойств автоматных пре­
образований двоичных входных последовательностей. 

О п р е д е л е н и е . Перемешивающим автоматом 

Вт =Вгп(п{1),...,п(т)) 

будем называть конечный автомат 
Bm = {Z,XxT,Y,S,X), 

где 

Z = {z= ( г ь ...,zm) : Zi~ (zn,..., z,„(,)), Zij € В = {0,1}, 

i= l , . . . , m , j = l,...,n(i)} 

— множество состояний автомата Вт, X х Г — множество входных состоя­
ний автомата Вт, являющееся прямым произведением множества входных 
символов 

Х = {х} = В 

и множества управляющих символов Г = {7} = {1, • • •, га}, 

Y = {у} = В 

— множество выходных символов автомата Вт, 

S : Z xX xT-^Z 

— функция переходов автомата Вт, определяемая набором перестановок 
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а, = (a«i, • • •,о.п(»))' &t = (Ьц, ••-,bt„(i)) (1) 

множеств { 1 , . . . , n(i)}, i — 1 , . . . , m, по формулам 

Цг,х,у) = (S1(z1,x,'y),...,Sm(zm,x,j)), (2) 
где 

{zjajl,...,zjajnW), если -y^j, 

(х, zjbj2,..., ZjbjnU)), если 7 = J, j = 1, • • •, n, 

A : 2 x J f х Г - » У ^ - функция выходов автомата, равная 

Л = А(г,х,7) = ^767i-

При исследовании вероятностных свойств автоматов J5m представляет 
интерес рассмотрение следующих вопросов. 

1. Как изменяются распределения вероятностей и корреляционные 
связи между отдельными элементами случайной входной последователь­
ности после ее прохождения через автомат? 

2. Каковы вероятностные характеристики времени самонастройки 
(самовосстановления, отработки начального рассогласования) конечного 
автомата, в начальном состоянии которого произошел случайный сбой, пос­
ле которого автомат работал без сбоев и на его вход поступала неискажен­
ная последовательность? 

3. Каково распределение вероятностей помех в выходной последова­
тельности автомата при заданном распределении вероятностей помех в его 
входной последовательности? 

Некоторые результаты, относящиеся к исследованию вероятностных 
характеристик времени самонастройки автомата, приведены в [9]. В на­
стоящей работе остановимся на изучении третьего вопроса. Предположим, 
для простоты, что га = 2Г и управляющий символ 7 записан в виде 

7 = ( 7 ( 1 ) , . . . , 7 W ) , 7 ( j ) e B , i = l , . . . , r . 

Сначала оценим вероятности ошибок в символах выходной последователь­
ности перемешивающего автомата Р = Вт(1,..., 1) при заданном уровне 
искажений символов входной последовательности. 

Будем считать, что начальное состояние ZQ автомата Вт под влияни­
ем начального сбоя переходит в состояние z'0, символы входной последова­
тельности xt под влиянием аддитивных помех wt, t = 1, 2, 3 , . . . , переходят 
в искаженные символы х\ — xt Ф w*, а символы управляющей последова­
тельности 7t под влиянием аддитивных помех wt переходят в искаженные 
символы 7t = It Ф wt- Знак ф в данном случае обозначает покомпонентное 
сложение соответствующих векторов по модулю 2. 

В качестве модели для изучения распределений вероятностей ошибок 
в последовательности состояний или в выходной последовательности авто­
мата А будем использовать пару автоматов (А, А*), где автомат А* функ­
ционально является точной копией исходного автомата А. Пусть сначала 

Sj(zj,x,'y) = 

7 Тр. по дискр. матем., т . З 
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реализуются независимые входные последовательности независимых слу­
чайных величин Ж( и 7( и независимые последовательности независимых 
помех w% и wt, из которых составляются искаженные входная и управляю­
щая последовательности 

x't = xt®u>t и 7«=-7*Фги«> < = 1,2,.. . , 

автомата А. В начальный момент времени автоматы А и А* находятся в 
состояниях z'0 и ZQ- В результате переработки последовательностей ж£,7» 
на выходе автомата А реализуется выходная последовательность y't, а на 
выходе автомата А* в результате переработки последовательностей xt, 7* 
— выходная последовательность yt- Тогда ошибку в знаке y't выходной по­
следовательности можно определить как индикатор события Xt=I(y't¥zyt)t 
и исследование распределений вероятностей появления ошибок в выходной 
последовательности сводится к изучению вероятностных характеристик 
последовательности индикаторов хи t — 1)2 , . . . , при заданных вероят­
ностных характеристиках входных и управляющих последовательностей и 
возникающих помех. 

Следуя [9], автомат А* будем называть идеальным, а автомат А — 
реальным, и при изучении работы реального автомата А с искаженным 
входом будем предполагать, что в основе математической модели для ис­
следования работы реального автомата лежит гипотетический идеальный 
автомат, который работает без помех и сбоев. 

Введем стандартные ограничения на распределения случайных вели­
чин xt,jt, Щ, wt, t = 1,2,... Предположим, что они являются независимы­
ми в совокупности случайными величинами, распределенными по следую­
щим законам: 

P(zt = l) = P{zt=Q) = ±, 

Р ( Ы ( = ^) = - + ( - 1 ) ^ = 1 2 ^ - ^ , ,, = 0,1, 0 < J i < - , *I = 2*i, 

Р (7t = 3) = 2" r , P К = j) =Pj=2~r + S2j, P [jt = j I Ъ = t) - Pij. 

Значения вероятностей p8j определяются распределением случайной вели­
чины wt. 

Обозначим 
Sij = Р (га = Zjt) — - , 

где zu — содержимое г-й ячейки памяти идеального автомата в момент вре­
мени t, zL — содержимое j-& ячейки памяти реального автомата в момент 
времени 2, 5у — Р (yt = y't) —1/2 — преобладание для вероятности ошибки в 
выходной последовательности в момент времени t в стационарном режиме 
работы автомата. 

ТЕОРЕМА 1. Преобладания Sij и 6У для вероятностей искажения 
координат состояний и выходных символов в стационарном режиме рабо­
ты перемешивающего автомата Р — Вт(\,..., 1) вычисляются по фор­
мулам 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . По формуле полной вероятности имеем 

Ра = Р(ъ = *}) = 1 + «ц = р-(7 = i, У = » Q + бЛ + 

Замечая, что 

Р ( 7 = г, У = J) = 2-Гр0-, Р ( 7 = i, У 7̂  Я = 2- г(1 - Рц), 

Р ( 7 ' = j) = Р ( 7 + w = j) = P(ti> = 1) Р ( 7 = J - 1) + • • • 

. . . + Р(го = 2r) P ( 7 = j - 2Г) = 2 - г , 

Р ( 7 # *,У = J) = Р ( У = }) - Р ( 7 = *, V = J) = 2 - r ( l - « , - ) , 

получаем линейное уравнение, из которого с учетом соотношения 

P(j/-y') = EP(7 = i ,7 '=i)Q+%) 

следуют формулы (3). 
Введем два класса перемешивающих автоматов с то накопителями: 

обозначим символом B m ( n ( l ) , . . . , п(то)) автомат с перестановками (1) ви­
да 

Щ = (1,2, . . . ,n( i ) ) и 6,-= ( n ( i ) , l , . . . , n ( i ) - l ) , 

преобразующими информацию г,-, содержащуюся в г-м (г = 1, . . . ,то); на­
копителе, обозначим символом Вт(п(1),.. .,п(то)) автомат с перестанов­
ками (1) вида 

щ = bi = (п(г'), 1 , . . . , п(г') - 1), 

преобразующими информацию z,, содержащуюся в г-м накопителе. Сим­
волом Втп будем обозначать автомат Вт(п(1),.. .,п(т)) с накопителями 
одинаковой длины п(1) — ... — п(т) — п. 

В качестве следствия теоремы 1 приведем несколько формул для пе­
ремешивающих автоматов с двоичным управлением Вг = i?2(n(l),Ti(2)). 
Наряду с положительными значениями n(j) будем допускать выражения 
n(j) — 0; в таком автомате входной символ при управлении 7 = j проходит 
непосредственно на выход, минуя ячейки внутренней памяти. Полагая 

P(l = l') = \ + h, е = 2<*2, - 1 < е < 1, 

получаем для определения преобладания 6у перемешивающих автоматов 
Бг(0,1), -Вг(1,1) И ^г(0,2) следующие формулы: 
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6у(0,1) = \Цб1, 6у(1,1) = ^±^-81, (4) 
о — £ У — £ 

,5,(0,2) = *,(2,0) = 8 + 2 ( з " _ у 2 £ 3 ^ ь (5) 

Для автомата В% — S2(2,2) справедлива формула 

135 + 315е2 + 53е4 + 9е6 

(9 - £ 2 ) 3 Sy(2,2) = - — - ^ Si. 

Заметим, что при решении задач построения помехоустойчивых ав­
томатов основное внимание уделяется изучению случаев, когда помехи 
появляются с малыми вероятностями (т.е. Si fcs 1/2). Однако в задачах 
изучения датчиков случайных чисел определенный интерес представляет 
исследование вероятностей появления помех на выходе конечного автомата 
в условиях наличия сильного входного шума (Si fa 0). 

Из формул (4) видно, что при £2 —> 0 вероятность появления ошибки 
в символе выходной последовательности больше, чем вероятность появле­
ния ошибки во входной последовательности. Действительно, при J2 = 0 
справедливы равенства <^(0,1) = Sy(l, 1) = ($i/3. 

В связи с этим естественно поставить вопрос о построении такого 
автомата D, который вырабатывал бы выходную последовательность 
y't{D), более близкую к выходной последовательности yt, вырабатываемой 
идеальным автоматом £i|(n(l),n(2)), чем выходная последовательность 
y't — y't(B2(n(l),п(2))), вырабатываемая автоматом В2(п(1),п(2)), при по­
даче на его вход искаженной входной последовательности x't. 

Не углубляясь в вопросы оптимизации, приведем пример простого по 
устройству автомата, применение которого для восстановления выходной 
последовательности yt по искаженным входной и управляющей последова­
тельностям x't и 7t соответственно дает при малых значениях <52 больший 
эффект, чем использование исходного автомата. 

Используем в качестве приближающего автомата обычный регистр 
сдвига D = Щ, осуществляющий задержку знака входной последователь­
ности на к тактов. Тогда выходной знак, вырабатываемый автоматом Rk 
в момент времени t, будет иметь вид y't = y't(Rk) = x't_k, и выходной знак 
yt автомата .В2(0,1) будет совпадать с выходным знаком i/t(Ro) автомата 
R0 с вероятностью (1 + Si)/2, с выходным знаком y't{Ri) автомата Ri с 
вероятностью (1 + Si)/2, с выходным знаком ^(Дг) автомата й 2 с вероят­
ностью (2 + Si)/4, и т.д. Выходной знак yt автомата i? | ( l , 1) будет совпа­
дать с выходным знаком ]/t(Rk) автомата R& с вероятностью (1 + Si)/2 при 
к = 1 и далее с ростом величины к преобладание будет монотонно убывать. 
Из (4) следует, что при J2 < Srv = 1/6 автомат D = Ri вырабатывает по 
искаженным входным последовательностям более точное приближение по­
следовательности yt, вырабатываемой идеальным автоматом В2(0,1), чем 
автомат В2(0,1), а при 82 > 6гр автомат В2(0,1) дает более точное при­
ближение, чем автомат £>i = Ri. Аналогичные рассуждения убеждают нас 
в том, что для перемешивающего автомата В2(1,1) граничное значение 
равно Srp = (3/44)1/2 м 0,261. 
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Следует заметить, что не для всех перемешивающих автоматов задача 
решения системы алгебраических уравнений относительно стационарных 
вероятностей является трудоемкой. Например, метод решения алгебраи­
ческих уравнений для стационарных вероятностей, относящихся к анализу 
перемешивающего автомата В2 (щ п) легко приводит к конечному резуль­
тату для накопителей произвольной длины п. 

Действительно, полагая 

P(4i(t)=4i(t)) = ^ ~ - , к = 1,2, г = 1 , . . . , п , 

и применяя формулу полной вероятности, получаем для стационарного ре­
жима работы автомата соотношения 

v Ы+1 = Ж+i) -

= P ( 7 * = ^ = 0)P(z l n ( t ) = zin(*)) + P ( 7 t = y t = l)P(z3 n(*) = «Jn(t))+ (6) 

+ P(7« = 0,7f = l )P(« i„W=4»(<)) + P(7t = l,7f = 0)P(zin(*)=z2n(<)). 

Далее замечаем, что 

Р (*i„(*) = *i„W) = P(*i,„-i(* - 1) = *i,„-i(* - ! ) ) = ••• 

. . . = P ( z 1 1 ( * - n - l ) = « i 1 ( * - n - l ) ) 
и 

P ( ^ i » ( * + l ) = *i»(* + l)) = P ( 7 , = 7 i = 0 ) P ( x t = a;{) + 

+ P(7t=7f = l)P(«2»(*) = 4 » W ) + P(7 t#Tf)P(«i«(< + l ) = ^ l , ( < + l ) ) . 

Учитывая, что для стационарного режима работы автомата выполняются 
соотношения 

<^11 = (?12 = . . . — Sin И • S2i = $22 — • • • = 0~2п, 

и принимая во внимание обозначение е = 252, получаем преобладания для 
вероятностей P(zln(t) = z'ln(t)) и P(z2n{t) = z'2n(t)): 

pjl + e) f g(l + e) f . , ,_, 

*У = Й ^ Г ^ * ь *« = i + 7 Z ^ ' b j = l , . . . , « . (7) 

Аналогично с учетом равенств 

P ( * I „ W = *i„W) = P ( * i , - i ( < - 1 ) - 4,n-i(t - ! ) ) = ••• 
. . . = Р ( г 1 1 ( * - п - 1 ) = г ^ ( * - п - 1 ) ) 
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Р (*!„(* + 1) =*з»(*+ 1)) = Р(7* = 0 , 7 ; = 1)Р(«» = <) + 

+ P(7i = l,7f = 0)P(* l l I(<) = 4«( ' ) ) + P(7*=1<)P(«in(*+l) = 4 . (<+ l ) ) 
получаем: 

l + Р + ge 

l + g + ре 
Из (б), (7) и (8) следует справедливость соотношений 

(8) 

&„ = Р2(1+р + 2е2 + qe2) q2(l + q + 2e2+ps2) 
(l+p)2-q2e2 (l + q)2-p2e2 Si. 

В случае р = q = 1/2 вид выражения для Sy аналогичен (4): 
Sy = (3 + 5<r) <$i/(9-e2). Для Б2(0,п) получаем Sy = p(l + e)5i/(l+p-qe), 
а при р = q = 1/2 это соотношение переходит в равенство Sy = (1 + е) х 
х *х /(3 - е). 

Практическая реализация описанного выше подхода к нахождению ве­
роятностей ошибок, появляющихся в последовательностях состояний и в 
выходных последовательностях, основанного на решении алгебраических 
уравнений, является трудно решаемой задачей для автоматов J32 (га, га) с 
накопителями даже не слишком больших длин. Поэтому возникает потреб­
ность в разработке методов асимптотического анализа различных характе­
ристик предельного распределения вероятностей появления выходных по­
мех при неограниченном росте длин накопителей. 

Прежде всего выведем точные формулы для вероятностей появления 
помех в выходной последовательности. 

Рассмотрим множество Втп перемешивающих автоматов с накопите­
лями одинаковой длины га(1) = . . . = га(т) = га и с перестановками вида 

а; = (1,2, ...,га(г)) и k = (п(г), 1,.. .,п(г) - 1). 

Введем вероятности 

(
Т-1 Т-1 \ 

к=1 к=1 / 
где ii(7) — индикаторная функция, принимающая значение 1, если 7 = h 
и значение 0, если 7 ф h 

РТ ^2 Pij (T), р-рп+1+рп+2 + ... 
ьз 

ЛЕММА 1. Для перемешивающих автоматов Втп справедлива фор­
мула 

Т-юо I 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего заметим, что величина р яв­
ляется вероятностью события, состоящего в том, что входные симвеаш 
идеального и реального автоматов, поступившие в один и тот же момент 
времени, одновременно попадут на выходы этих автоматов. При выполне­
нии этого события условная вероятность совпадения случайных величин уТ 
и у'т равна (1/2) + <$i, при условии выполнения противоположного события 
эта вероятность равна 1/2. Из сказанного следует, что 

р (Ут = Ут) = Pn+i + ... + рт 

и, следовательно, справедливо соотношение (9). 
Перейдем теперь к исследованию стационарных вероятностных харак­

теристик произвольного перемешивающего автомата В2(п,п) с двоичным 
входом, выходом и управлением. Исследуем асимптотику вероятности по­
явления ошибки на выходе автомата при условии, что длины его накопите­
лей неограниченно увеличиваются (п —> оо). Как и прежде, предполагаем, 
что выполняются соотношения 

р в х = Р(ж ( фх\) = P(w4 = 1) = - — <Ji, 

Рупр = Р{ъФ l't) = Р(ш« = 1) = - - 62, Рвых = Р ( % Ф У[) = ^ - V 

ТЕОРЕМА 2. Пусть задан перемешивающий автомат В2(п,п), на 
вход и управление которого поступают независимые между собой рав­
новероятные бернуллиевские последовательности. Предположим, что на 
символы входной и управляющей последовательностей аддитивно и неза­
висимо воздействуют бинарные помехи с вероятностями р в х = 1/2 — Si 
ирупр = 1/2 —$2 соответственно. Пусть рвык = 1/2 — 6у — вероятность 
помехи в символах выходной последовательности для стационарного ре­
жима работы перемешивающего автомата В2(п,п). Тогда 

8У = (co(n) + ci(n)(<*2)2 + . . . ) 8i, (10) 

а коэффициенты в представлении (10) при п —> оо имеют асимптоти­
ческие разложения 

_1 ( J3_ 
2(2ят»)1/2 \ + 32п <*(») = о^-1м/Л1 + ^Г+°(^"2))^ 

Доказательству теоремы предпошлем две леммы. Введем обозначения 

е ф , М ) = [ - + <П ( - - Л =a0(<,*)+o1(t,fc)i+a2(t,fc)ia + . . . , (И) 

min(n-M-n+l) , v , ч 

&=0 
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v(n,p,S)= J2 ( * ,)рпЧ*-п+1Н*,к,6). (13) 
t=n-l Ч П *•' 

ЛЕММА 2. Пусть 

Р(% = »{)= 2+<J»> P(7t = l ) = P , ' P(7t = 0) = e, P + ? = l , 

P( a J t = 0) = P(a !i = l) = i . 
Тогда 

Sy ~ \2+S2)^pv^l,p,S^+qv^n,q,S2^6l + 

+ V2 _ ^ 2 Н р т ( п ' р ' _ < * 2 ) + в ' , ( п >9 ' ' ' ~ < * 2 ) ]* 1 -

(14) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим z,nt, г = 1,2, значение n-й ко­
ординаты Zin вектора состояния автомата в момент времени t = 1,2,... 
Применяя формулу полной вероятности для стационарного релсима рабо­
ты автомата, получаем соотношения 

= Р (7, = l't = 0) P ( z l n t = z'lnt) + Р (Ъ = у> = 1) P ( Z 2 n i = z'2nt) + 

+ P ( 7 t = < W = l )P (* l f l t = *£„«) + P(7« = l,7f = 0)P(z 2 n t = z'lnt). 

Найдем P(zint = z'jnt) i,j = 1, 2. Учитывая (13), получаем 

p(zmt = z'lnt) = ^ + v(n,p,S2)Si, ~P(~2nt = z2nt)= ^ + v(n,q,-S2)S1, 

'p(zint = z2ut)= 2 +«( n >P. -^ )<J i , p ( z 2 n t = z i n t ) = 2 + , y ( n ' 9 ' J 2 ) ^ i , 

что доказывает (14). 
Изучим более подробно формулу (14) при р = q = 1/2. Прежде всего 

заметим, что в разложении 

/ = V>(n, 82) = Мп) + Мп) <Ь + Ып) «1 + ... 

коэффициенты, стоящие при нечетных степенях переменной 52, равны ну­
лю, а при четных степенях имеют вид 

min(n — l,t—n + 1) ^™(n)= >: i " / i у ; 1")г ::~)чп,к), 
f=»-l ч х fc=0 v / V / 

где 
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Л(п, k) = 2A2m_i(n, к) + Хт(п, к), A_i(n, к) = 0, 

Am(n,*) = 2»-*- 1 f ; ( - iy( 2
j *)( ' - 2 * + 1 ) , m=l,2,.. . 

ЛЕММА 3. Для коэффициентов Ain степенных рядов 

v(n+l,.-, <П = Л0„ + А1п6 + А2п62 + ... 

при п —>• со имеют место асимптотические соотношения 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала докажем утверждение, касающее­
ся коэффициента AQU, который может быть представлен в виде 

00 /4\ / 1 \nmin(n,t-n) / \ / . \ 

— Е Е '*>»<»•*>• 
/=п • ' х 7 fc=o v / v / 

С учетом соотношений 

.t+1 mm(n,t—n - • Ч Г £ CXVMI) 
п . . . (п—i)(t —п). . . (2 —n—г) / t 

га*за(п,£ —п) 

Е *(*-ц.-(*-.э(;)Сг) 
получаем для Аоп выражение 

, , 0 , - . - - , i ( i - l ) . . . ( ( - i ) 

*-=Ё(1Г с) i n / \ 2 / 

Из теоремы о больших уклонениях (см. [7]) следует, что 

t : |«-2n|<2v^lnn 

где /3 — произвольное положительное число. 
Производя в правой части соотношения (17) замену переменных 

t — п(х + 2) и применяя формулу Стирлинга, получаем 
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^=si«мЧ^'-^ЫЧ^ЬЧ^ *,8> 
где 

hi(x) = (ж + 2)1п(ж + 2 ) - ( а ; + 1)1п(а; + 1 ) - (ж + 2)1п2, 

h2{x) = 1 + (х + I ) " 1 - (ж + 2 ) - \ р(я!) = (х + 2)(х + I ) - 1 , 

е = const, 0 < г < 1. Суммирование в (18) ведется по действительным 
числам вида х — xt = (Vn) — 2, где t — натуральные числа из интервала 
(2п - n 1 / 2 Inn, 2n + n1 /2 Inn). 

Обозначим i 

/(ж, п) = #(ж) exp {2n/ii(a;) — (6п)~ /12(2;)}. 

С помощью формулы Эйлера-Маклорена (см. [8]) оценим сумму 
•I 

So(n) = ~ V /(ж,п) = 
Й7ГП *—' 

\*\<е 

= ~~ | Jf(x,n)dx+^A1[f(e,n)-f(-e,n)] + ^A2[f^\e,nyf^e,n)]+... 
*• — е 

. . . + - ^ Ат^т-2Не,п) - /(™-2)(-е,п)] + д А 

п - 1 

~J2ff{m) ( n ' ж + n _ 1 - * ) ̂  (*)dz' m ^ 2 » 
где 

Rn 
\х\<е 0 

Ут (*) = ^ + та! п(га — 1)! + ...+ 
•^га — 1 г 

-4Х = - 1 / 2 , A2p_i = 0 для р > 1, Л2р = ( - l p - ^ B p / ^ p ) ! , Б р — р-е число 
Бернулли. 

Заметим, что сумма So(n) приближается интегралом с точностью 
0 ( | й т | ) , поскольку в рассматриваемом случае величины f(k\e,n) и 
/(*>(-£-,п) имеют порядок 0(п _ / 3 ) , где /3 — произвольное положительное 
число. 

Оценим Rm для т = 2к, к > 1: 

|Лз*| < Е 

7* 

f fW(n,x + n-1-z)<p2k(z)dz (19) 

так как функция ^2fc(z) не меняет знак на отрезке [0,1/п], то получаем 
из (16) по теореме о среднем 
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1*2*1 < £ 
п 

/< 2 *>(п , с ( Ж ) ) J <p2k(z)dz 

где с(х) — точка, принадлежащая отрезку [ж, х+1/п]. Поэтому справедлива 
оценка 

w<^iE | / ( 2 l ) (vW) , А = const. (20) 

В нашем случае, выбрав значение параметра к — 2 и учитывая, что 

/<">(п,с(ж)) <^ СП 

можно ограничиться лишь 2n1 / , 2 lnn слагаемыми. Далее из (16) получаем 
для к = 2 оценку 

|i?4| = o ( n - 5 / 2 l n n ) = o ( n - 2 ) . 
Интеграл 

(Г 

/о = — / 0(ж) ехр < 2n/ii(x) - — h2(x) \dx = 

— £ 

представляется в виде суммы нескольких интегралов, асимптотическое 
разложение каждого из которых можно найти с помощью формулы Лап­
ласа (см. [8]) 

7 °° 
/ ф{х) exp{n/i(x)}dx = 2_,dvri~v~1 ' 2 , n —> оо, 

где 
dv = ( - а з ) - " - 1 / 2 J T c m , 2 v - m ( - a 2 ) - m r fm + i/ + l Y 

й(ж) = а2ж" + а3ж3 + . . . , U2 < 0, /̂>(ж) = b0 + b±x + 62ж2 + • •., 

Cro,fc — коэффициент двойного ряда по степеням у и ж, в который раскла­
дывается функция ф(х) ехр{у(аз + оцж + с^ж2 + . . . ) } . 

В рассматриваемом случае интересующие нас функции имеют вид 

h(x) = 2hi{x) = 2 [(ж + 2) In (ж + 2) - (ж + 1) In (я? + 1) - (ж + 2) 1п2] = 

хг ж3 7ж4 
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, , х . 1 1 3 Зж h2(x) - Ц = Ь . . . , w х+1 х + 2 2 4 ' 

ж) = — — = 2-х + х--хл + ... 

Собирая вместе приведенные выше формулы, получаем 

- 'д~1 / 2 _ Зп- 3 / 2 / _5/2ч 
0 2(2тг)1/2 6 4 ( 2 7 ^ / 2 + С Ч П j 

и, принимая во внимание, что 5о« = /о + о(п - 2 ) , убеждаемся в справедли­
вости асимптотического разложения 

п-1/2 Зп~3/2 

Аоп = 2 ( 2 ^ " 6 4 ( 2 ^ + ° ( П _ 2 ) • 

По той же схеме оцениваются коэффициенты Л1„,Л2п- Отличие от оцен­
ки коэффициента AQU заключается лишь в приведении к удобному виду 
соответствующих сумм для г = 1,2: 

— Е 1 Е .(;)С »>-*)• 
t=n х ' N ' fc=0 v / \ / где 

аг{п,к) - 2~\г+1-Щ, а2{п,к) = 2 1 - ' ^ - 4 ( * - l ) f c + 8 * ( f c - l ) 

Теперь для доказательства теоремы 2 остается заметить, что из 
леммы 2 с учетом формулы (14) вытекает утверждение (10). 

Мы исследовали вопросы определения вероятностей появления оши­
бок на выходе автомата В2(п,п) при условии, что распределения оши­
бок на входе и в управлении автомата известны. Другая постановка за­
дачи относится к построению автоматов, которые восстанавливают вы­
ходную последовательность с более высокой надежностью. Например, в 
качестве автомата, восстанавливающего выходную последовательность по 
искаженным входной и управляющей последовательностям вместо исход­
ного автомата В2 (п, п) возьмем регистр сдвига R2n на 2п элементов памя­
ти. Тогда вероятность совпадения соответствующих выходных символов 
автомата В2 (те, п) (работающего без помех) и регистра сдвига R2n (пе­
рерабатывающего искаженную входную последовательность) будет равна 
PBR — 1/2+ Ду , причем Ау ~ 1/(4тгп)1/2, п —)• оо. Приближение выходной 
последовательности автомата В2 (п, п) с помощью переработки на том же 
автомате искаженных входной и управляющей последовательностей дает 
величину 

1 / 19 _2 
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Решение уравнения 8у = Ау относительно неизвестного параметра S2 при­
водит к граничному значению 6гр яа 0,2. При &2 > <Ц> автомат В2{п,п) 
дает лучшее приближение для выходной последовательности, чем автомат 
J?2n! а при <?2 < <̂гр> наоборот, автомат Лзп дает лучшее приближение для 
выходной последовательности, чем автомат Вг(гг,п). 

В заключение сделаем некоторые замечания относительно поведения 
вероятности выходной помехи при неравновероятном управлении. Пусть 

Р(7* = 1 ) = р , P ( 7 * = 0 ) = g, p>q, p + q = l. 

Выражение для преобладания 6у дано в (14). Найдем асимптотику 
первого члена со(п) разложения функции 

v(n+ 1,Р,62) = С 0 (п) + Ci(n)$2 + . . . 

по степеням S2 при п —> оо. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть р > <?, о9 = (V2 — д/g) u n -> оо. Тогда 

с0(п) 
\/2Л 

4^/™ ^/2/g - </д/2 (КГ- (21) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проводя замену переменных по формуле 
t = n(x+aq-\/2) и выполняя те же преобразования, что и в случае p=q=l/2, 
получаем 

с0(п) 

где 

/ц(ж) 

= 7^17^ ^^ )ехр{п М ж ) -^ М ж )} (1 + 0 ( п - 3 ) ) 

д(х) - \х + aqV2\ [x + aq^/q\ , 

aq\/2 In ж + адл/2 —2\x + aqy/q In x + aqy/q 

aqy/2 I n 2 + x + аЯЛ/д\\nq + lnp = 

ж + 1 

= 21nag + l n p + >-U+l '•'HH-§ x3+. 

Ы 2{X) 1 + ж + адл/"</ - ж + а?"\/2| = \ о + у ~ ' 1 + ---

С учетом приведенных выше формул убеждаемся в справедливости выра­
жения (21). 

Автор считает своим приятным долгом выразить глубокую призна­
тельность А. М. Зубкову за полезные замечания. 
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