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ГИББСОВСКИХ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ 

В. А. Малышев, Е. Н. Петрова 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

Преобразования случайных полей ЯВЛЯЮТСЯ основным сред­
ством построения новых полей из простейших или из уже по­
строенных- Можно брать функции от поля или применять 
гиббсовскии метод замены меры. Только второй способ ведет 
к интересным и сложным примерам. При этом некоторые 
гиббсовекие перестройки оказываются связанными преобразова­
нием двойственности, которое получается применением преоб­
разования Фурье или формулы, суммирования Пуассона или 
других интегральных преобразований к сомножителям гпббсов-
ской плотности. Мы будем в этой статье рассматривать преобра­
зование двойственности и некоторые другие связанные с ним 
преобразования. Эта статья предназначена как введение, обзор 
.и содержит также изложение ряда оригинальных результатов, 
связанных с преобразованием двойственности и кластерными 
разложениями. Список библиографии доведен до начала 
1980 года. Сама идея преобразования типа двойственности, как 
кажется, еще далеко себя не исчерпала.. Однако уже сейчас су­
ществует много результатов, полученных с помощью этой идеи. 
Существует монография о двойственности [55], посвященная, 
однако, в основном системам, принимающим два значения, при­
чем книга эта написана в основном по работам ее авторов. Су­
ществует также физический обзор [68], ориентированный на 
проблему конфайнмента. Из него можно извлечь ряд наглядных 
физических представлений, являющихся по существу основой 
ряда работ по двойственности. 

Для чтения, статьи полезно иметь некоторое знакомство с 
решетчатыми системами статистической физики. Из других об­
ластей мы используем элементы гармонического анализа на 
абелевых группах и технику дискретных дифференциальных 
форм. 

Пусть Т — произвольное конечное или счетное множество. 
Каждой его точке t соответствует полное сепарабельное метри­
ческое пространство S с борелевской а-алгеброй 2 . Функции 
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£.-£, на Т со значениями в S будем называть конфигурациями. 
Пусть Ф —функция'на множестве конфигураций. Мы будем 
писать Ф = Ф1, если Ф зависит лишь от значений | . в точках 
Шс:Т, причем А конечно. ,. , 

Формальным евклидовым действием (энергией) мы будем на­
зывать формальную сумму вида 

£/=--2>л. 
АСУ 

Энергией конфигурации £ для конечного подмножества А<=Г 
(соответственно в А с граничными условиями £.,, teA) будем 
называть соответственно 

иА(^У,ФАф, ^А,1Ш=2ФЛ(|), 
ЛСЛ Af]A^0 

если последняя сумма определена. Малый джентльменский на­
бор необходимых примеров таков: 

1. Модель с глобальной « - с и м м е т р и е й (G-мо-
дель). Здесь ~=Zd, S = G есть группа и пусть ф —функция на 
G. Тогда формальное действие имеет вид 

U= 2 ^(etg?1)' ft60. 
l * -H - t 

где суммирование производится по всем (неупорядоченным) па­
рам ближайших соседей. 

2. Модель с локальной к а л и б р о в о ч н о й G-сим-
м е т р и е й (калибровочная G-модель). 

Снова T=Zd, a S = Od, т.е. переменная в точке t есть 
вектор (gtv . . . . gta): gt^eQ- Можно считать,^что gtv. есть 
переменная, соответствующая 1-клетке (i, t-\-\i), ^ — единич­
ный вектор в направлении ц,-той оси. Тогда 

Ugauf,e = 2 ^ (Stngt+^STlv,\xe7v)-
f.H.v 

3. Модель Хиггса. 
Здесь 5=-GXGd> т.е. переменная в точке t есть gt и 

вектор (gtp.)\»-=h . . . , d. При этом 

- j = PlUgauee + P2 2 *1 ( г ^ н Я Г + ц ) -

В качестве более изысканной модели укажем модель общей 
теории относительности на решетке [29]. 

Напомним теперь определение гиббсовских состояний 
.в нужном для нас виде. Мы дадим это определение в более 
общем виде, учитывая, что при преобразовании двойствен­
ности могут получаться комплексные меры [77]. Пусть 5 ком-
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пактно. Пусть -Мл —алгебра комплексных непрерывных функций 
на множестве 5 Л всех конфигураций в Л. Пусть -Н0 — U 51л— 

Л:1Л|«х> 
алгебра локальных наблюдаемых. Квазисостоянием на Ша будем 
называть линейный функционал ( • ) на 5t- такой, что его 
ограничения на каждую ЭДл являются непрерывными и 
< 1Л > = 1 . Иначе говоря, это есть согласованное семейство 

счетно-аддитивных комплексных мер |хЛ на 5 таких, что 
["-A(SA)— l. Вообще говоря, квазисостояние не может быть 
получено из счетно-аддитивной меры на S Г (т. е. не имеет 
места теорема Колмогорова). Иначе говоря, квазисостояния 
не продолжаются^ до непрерывных линейных функционалов на 
С*-алгебре 9t—% квазилокальных наблюдаемых. Нетрудно 
привести простые примеры квазисостояний: независимые, одно­
мерные марковские, гауссовские [77]. 

Определим теперь гиббсовские перестройки квазисостояний. 
Пусть дано некоторое квазисостояние <->0. Гиббсовской пере­
стройкой его в объеме Л с данными граничными условиями § 
(считаем, что дано формальное действие U) будем называть ме­
ру цЛ с плотностью 

^ i = Z I , I
6 e x p ( - U A , i - ) . -А.6— <exp(—UA,i)>o 

относительно меры \Х0,А В Л, соответствующей квазисостоя­
нию < • > о. 

Предельным гиббсовским квазисостоянием будем называть 
слабую предельную точку таких квазисостояний, если At Т. 
Если ( • > о вероятностная мера, <Уд. вещественно и ZA,*< оо, 
то предельная точка, если она существует как квазисостоя­
ние, обязательно определяет (по теореме Колмогорова) веро­
ятностную меру, называемую предельной гиббсовской пере­
стройкой. Некоторые результаты относительно квазисостояний 
см. в [77]. 

Модель статистической физики или квантовой теории поля 
определяется выбором «свободной» меры <->о и взаимодействия 
U. Чаще всего в качестве свободной меры берется мера с неза­
висимыми значениями или гауссова мера или их условные огра­
ничения на некоторое множество конфигураций. 

Скажем несколько слов о содержании этой работы. Из мно­
гочисленных применений двойственности мы больше всего инте­
ресуемся двойственностью как методом получения новых кла­
стерных разложений. С этой точки зрения простейший пример 
двойственности разобран ниже во введении. В § 2 мы рассмат­
риваем так называемое преобразование sine-Gordon, которое 
окажется ниже в § 6 частным случаем преобразования типа 
двойственности. Это преобразование дает эквивалентность меж-
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ду нейтральным газом частиц и обобщенным марковским слу­
чайным полем с взаимодействием типа sine-Gordon. Кратко опи­
сываются важные результаты, полученные с помощью этой экви­
валентности. В работах по двойственности часто «чистое» пре­
образование двойственности перемешано с так называемым 
«электродинамическим представлением». «Чистое» преобразова­
ние двойственности, являющееся (см. § 5) частным случаем фор­
мулы суммирования Пуассона, ии в коем виде не исчерпывает 
идеи двойственности. Важнейшую роль играет электродинами­
ческое представление (см. § 6, 7), с помощью которого «чистая» 
двойственность получает другое содержание (§7) . С помощью 
этого последнего преобразования удается получить много ре­
зультатов для систем с дальнодействующим (несуммируемым) 
потенциалом' (§ 6). 

Сама идея двойственности дает хорошую интуицию для по­
лучения новых типов кластерных разложений, хотя в них само 
преобразование двойственности не участвует. Такие разложе­
ния в низкотемпературной области рассматриваются в § 8 — 
Z-модель, § 9 — калибровочные Z2 и Z-модели, § 10 — 22-модель 
Хиггса. Мы ограничиваемся выводом ОСНОВНЫХ уравнений, от­
сылая за стандартными частями теории кластерных разложений 
к работе [6]. 

Дальнейшие сдвиги в теории кластерных разложений, по-
видимому, будут связаны с классификацией стационарных то­
чек действия (§ 8). СВЯЗЬ между стационарными точками и 
двойственностью не вполне ясна. Однако терминология, относя­
щаяся к стационарным точкам, часто эксплуатируется в боль­
шинстве физических работ о двойственности. Нелокальные 
функционалы Вильсона и Хоофта, возникшие в связи с пробле­
мой конфайимента, кратко рассматриваются в § 13 в связи с 
двойственностью. 

Известно, что случайные поля с одной непрерывной коорди­
натой можно эквивалентным способом описывать на гамильто-
новом языке (с помощью трансфер-матрицы). Оказывается, что 
и преобразование двойственности можно делать на языке 
гамильтониана (трансфер-матрицы). Это позволяет получить 
интересные выводы относительно связи спектра гамильтониана 
Ь высокотемпературной и низкотемпературной областях (§ 12). 
В § 14 дается краткий обзор других важнейших результатов. 

Простейший пример преобразования двойственности восхо­
дит к работе Крамерса — Ванье [70] и относится к самой из­
вестной модели статистической физики — двумерной модели 
Изинга, Рассмотрение этой модели является поучительным. Мы 
увидим на ней связь между высокотемпературным и низкотем­
пературным разложениями. 

Рассмотрим статистическую сумму 22-модели в кубе AczR2 

с целочисленными вершинами и с пустыми граничными усло­
виями 
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-л(р)—2ехр/'р 2 °&\ (-) 
a V w$ ) 

где 2 берется по всем конфигурациям at= ±\, tQA. Тогда 
а 

-л(Р) — 2 П (—P + - , ovshp) -
а К-."'1=1 

= (chp)"{sum} П (1+cr^. thp), (2) 
о |.--Г|-=1 

где V — число 1-клеток (ребер) решетки (в замкнутом) кубе А. 
Если воспользоваться тем, что {sum} -г< = 0» {sum} 1=2 , то простое 

-•.,=.±1 с —±1 
комбинаторное рассуждение после раскрытия скобок в правой 
части (2) дает 

ZA(P) = (chp)^2(thp)|r|, (3) 
г 

где последняя сумма берется по всем подмножествам Г мно­
жества (Л)- всех 1-клеток (ребер) Л таким, что в каждой 
точке t£A сходится 0,2 или 4 ребра Г, | Г |-мощность Г. 

Рассмотрим теперь такую же систему, определенную 
на множестве Л* точек решетки Z2 + f-—, -—), принадлежащих 
Л, с (+ )-граничными условиями 

-л*(р*)=2ехр(> 2 w) 
1=1 

где сумма {sum} берется по всем парам точек t, t'eZ2 + (----, -—) 
таким,' что хотя бы одна из них принадлежит Л*. При этом 
считается, что сг—+ 1, если Щк. Каждой конфигурации а 
на Л* сопоставим контур Г, относя к нему ребро из (Л)-, тогда 
и только тогда, когда проходящее через его центр перпенди­
кулярное к нему ребро соединяет точки t, t'QA.* такие, что 
сг — — 07•. Это соответствие си-КГ взаимно однозначно и при этом 

{sum} ((Г^. — 1)——2|Г|. 

Поэтому 
ZA*(p*) = exp(p^){sum}exp( — 2 p * | r | ) . (4) 

г 
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Сравнивая (3) и (4), получаем, что при 
exp(-2p*)=thp (5) 

имеет место равенство 
zKm _-?Л.(У) 6) 
(2 dip)0 ехр(Р*«)' v ; 

При малых р правую часть (3) можно рассматривать как (вы­
сокотемпературное) разложение по степеням th J3. В то же время 
при больщих р* правую часть (4) можно рассматривать как 
низкотемпературное разложение по числу неравных ближайших 
соседей, т. е. по числу отклонений от «основного состояния» 
(см. ниже). Формула (6) дает соответствие между этими раз­
ложениями. 

§ 2. НЕЙТРАЛЬНЫЙ ГАЗ 
И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ sine-GORDON 

Рассмотрим систему N частиц, расположенных в точках 
хи ..., xN ограниченной области A.czRd, Каждая частица имеет 
внутреннюю степень свободы qh ..., qN&Q, где Q=RXRZX 
X . . . XRh с заданной положительной конечной мерой d%{q) 

db(q)=dX(-q), (1) 
будем называть q (обобщенным) зарядом. Энергия взаимодей­
ствия V(<7, х\ q', x') частиц q, x и q', x' предполагается удовлет­
воряющей условию нейтральности 

V(q, x\ q', x ')= ~V(-q, x\ q', * ' ) - -V {q, X; -q', x>) (2) ' 

и условию положительной определенности 
N 

2 -V^Oft. xfi Яр Xj)>.0- (3) 
t, y - 1 

для всех cfiC, qftQ, х^а. Энергия всей системы частиц равна 

\<i<j<N 

Мы обозначаем в дальнейшем 
(q)N = (qi,..., qNV (x)N = (хг,..., xN), 

N N 

dX(q)N=l\.d%(qj), d(x)jV=--ITdxy. 

8 



Плотность вероятности системы (q)N} (х)к относительно меры 
d(^).V) d(x).v и статистическая сумма равны соответственно 

Zil^exp(-$U((q)m(xM), 

Р£(Ш, (x).y) = Z - i ^ 

ZA =- 2 и \ I ехр ( - Р-7* d ̂ d •»"• ' <4> 
N"° Q" Л-V 

Корреляционные функции определяются как 

2 ж | \л%(Яг)м\й{х')мХ 
-м-° QM > 

Xexp(-pU((?).v, Юм, (х)„, (х')м))]. (5> 
Рассмотрим теперь гауссову систему случайных величин ф (/), 

занумерованную функциями fGC™(RdXQ) c нулевым средним 
и с ковариацией 

< Ф (/) Ф ( / ' ) > = J/(<7> x)V(q, х; <?', x')f'{q', x')dxdqdxrdq'. 
Если, например, V непрерывна по х и q, то существует 

cp(gv .х)==Ф(бЛ,-) и полагая 

< е W) > 
получаем для любых 8i= ± 1 

< П : г ' р 1 / ^ ( ^ ) : > = = е Х р / - р {sum} U(e^, xt; \fl, xti. (6> 
/—1 \ 1<1</<п • J 

Полагая 
r d o s P 1 / ^ ^ , x):-=eP/2Vr(---*;«'.--)cosp^(?) x ) , 

CA=j dkj dx:cos$V2y(q, x): 

и используя симметрию, получаем основные соотношения 
ZA={sum} ~i < G£ > = < ехр (гСд) > , (7> 

ЛГ-О 

Рл((?)л.-, (л :Ы—2 1
1 <Пг:е г в 1 / 2 ( р ^ .^ ) : ^ л > _ 

А 
1-1 

def " = <П^:^1/2^/^) :>л. 
/ - 1 



Таким образом, корреляционные функции нейтрального газа 
оказываются равными корреляционным функциям нового слу­
чайного поля. Отсюда сразу, получается равномерная по Л 
оценка 

Рд((^> (J-VXIel^expf | - 2 К ( ^ ' xt\ qt, x.)J, (8) 
из которой следует существование хотя бы одной предельной 
гиббсовской меры при термодинамическом предельном переходе 
A\Rd (си. [45]). 

Равенства (7) иногда называются преобразованием sine-Gor­
don. Впервые оно появилось, по-видимому, в работе [94]. В ра­
боте [45] и ее продолжении развит также квантовый вариант 
этого преобразования. Помимо компактности (8), в [45] полу­
чено также несколько корреляционных неравенств, позволяющих 
доказать существование термодинамического предела для поля 
sine-Gordon (см. также [84]). 

Примером взаимодействия V может служить Q=R, q — за­
ряд, 

ад)-^{о(?-1)+а(?+1)}^, 
V(q, х, q', х') = яУ {2ri)-dV I е1ых-х')9(k)ddk, 0< V(к) 6L1 (Rd). 

Другим примером является регуляризоваиное дипольное 
взаимодействие г.у^&й 

V(q, х\ q', x') = f с13ке1><(*-*') (qk){q'k') k-2\%(k)\2, 
где k(k) — преобразование Фурье регуляризатора к (х) 6С" (R3), 
равного 0 вне некоторой окрестности нуля, 

Q = #3, d%(q) = b(\q\-l)d3q, 
Эффективным потенциалом для газа называется двухчастич­

ная корреляционная функция 
<Ф(«7. х) <?(#', x')> =--П-<Ф(-7> x)<?(qr, x') > л. 

л 
Ее можно выразить непосредственно в терминах газа. В [85] 
c помощью корреляционных неравенств доказано следующее 
утверждение. Эффективный потенциал между двумя параллель­
ными диполями не является абсолютно интегрируемым при 
(4tt/3)z$e?K<,\, K — -^V(a, 0; <т, 0), но при всех z и р являет­
ся квадратично интегрируемым. Первый факт свидетельствует 
об отсутствии экранирования в системе диполей. 

Существование экранирования (экспоненциального убыва­
ния корреляций) для нейтрального газа с регуляризованным в 
нуле кулоновским взаимодействием доказано в работе Брид-
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жеса [20] с использованием преобразования sine-Gordon. Для 
этой цели Бридж ее развил для случая счетного числа основных 
СОСТОЯНИЙ низкотемпературное разложение Глимма— Джаф-
фе •— Спенсера. 

Преобразование sine-Gordon используется также в обрат­
ном направлении для исследования ультрафиолетовой устойчи­
вости двумерного евклидова поля типа sine-Gordon сведением 
к явно решаемой двумерной кулоновской плазме [43]. Заме­
тим, что кулоновское взаимодействие в размерности -у-Э-З при­
ходится регуляризовать в нуле, так как оно, очевидно, являет­
ся катастрофическим (статистическая сумма в конечном объе­
ме расходится). 

§ 3. ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ НА АБЕЛЕВЫХ ГРУППАХ 

Пусть G — локально компактная абелева группа, О — двой­
ственная к ней группа. Далее в основном мы будем рассматри­
вать группы R, Z, Sl=R/Z, Zm=Z/mZ. 

Для любой меры Хаара dg на G можно так нормировать 
меру Хаара dg на &, что преобразование Фурье от G к G и 
обратно имеет вид 

f(g)=ijf(g)Cg^g)dg, 
а (1) 

/(g) = Hf(g)(h g)dg. 
6 

Для компактной группы мы будем считать ' <:ig_l, для 
о 

дискретной группы будем считать, что каждая ее точка имеет 
меру 1. Для С? — /? возьмем меру dx/2n (см. [3]). 

Пусть Г —замкнутая подгруппа в G и пусть Г-—подгруп­
па О, ассоциированная по двойственности с Г, т. е. Г 1 есть 
группа характеров, тривиальных на Г. Тогда имеют место 
точные последовательности 

1 r̂-{to}G{to}r1{to}l, 
l+-V<-G*-I\*-l. (2) 

Пусть меры Хаара dg, dy, dyx на G, Г, V\ нормированы так, 
что- dg = dydyi. Тогда для непрерывных интегрируемых функ­
ций f(g) имеет.место формула суммирования Пуассона 

]f(g)dg^lf\i)dyu ф) 
Г ft 

где dyi— мера Xaapa на 1\, соответствующая мере dy. на Г,. 
В частности, если Г дискретна, a G/T компактна, то Г1. 
дискретна, Г компактна, и интегралы в (3) переходят в суммы. 
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тъгг-т». Ф(СП—множество всех положительных положительно-
определенных функций на G. Рассмотрим несколько важных 
примеров. ,__\ ц с операцией умножения. 

у 'тврпжяение. Положительная функция а (а), с т = ± 1 , 
на Q принадлежит 3*(G) тогда и только тогда, когда 

a(l)>a(-l). (4) 
Действительно, а(о) может быть разложена по характерам 
амГ^Сг + с 1%(в), где x ( - ) s - . Из неотрицательности с, полу-
Ж * утверждение. В частности, при (5>0 

fl((T)sexp(pe)=»ch p + tf sh ре^(а) 
(5) 

и ч ' 
Я (о)=i (ехр р + о ехр ( - Р)) = с ехр (Р*а), 

где с и р* находятся из уравнений 
l e p t - P H e e h p * ; |ехРр-=ссЬр*, e-2P = thp*- (6) 

1 „ 0v-. •_ FN == г. shir; 
2 

2. G = /?. Обозначим 
dx №- \*Mpwfk ,'2л 

Заметим, что если д{х) = рфх), то 
1 "S ?(^Ш' (7) 

Примеры функций из ^(0): 
а) нормальная ПЛОТНОСТЬ 

б) плотность КОШИ 

в) четные, вогнутые при х > 0 положительные функции. 
3. О—S, Q=Z. На этой группе важные примеры функций 

из ^(G) строятся с помощью следующего у т в е р ж д е н и я : 
пусть /Е^ф,), причем ряд 

оо 

F(x) = V2U 2 / X x - 2 r t n ) (8) 
Л=-—со 
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сходится. Тогда F (x)G@> (S), .хб[0, 2я), и 

P(m)^^\FW.eimxdx~-U^ \f(x)elmxdx=f(m). (9) 
o — м 

Взаимодействие (8) называется взаимодействием типа Вил-
лэна для / (л ) . Обычно под взаимодействием Виллэна понимает­
ся случай нормальной ПЛОТНОСТИ f(x). 

§ 4. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ 
ИЗ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ ТОПОЛОГИИ 

Рассмотрим в #а ортонормированный базис ev...,ed векто­
ров, отложенных из точки 0. На этих векторах можно построить 
•единичный куб. Целочисленные сдвиги этого куба и всех его 
граней разбивают Rd на (открытые) клетки, образуя CW-комп-
лекс %. Каждая клетка единственным образом определяется 
набором а=(х; е.,, ...,eik), г 1 <. . .< / А , где x — первая в лекси­
кографическом порядке вершина этой клетки, a eti, ..., eifi — 
векторы, на которые эта клетка натянута. Рассмотрим неко­
торый конечный подкомплекс % комплекса ЭД. Группа Ск = 
= С/. (С) = Ск (%; G) k-цепей со значениями в абелевой группе О 
•определяется как множество функций g(a) на множестве 
k-клеток 2Г0 со значениями в О. Иногда удобно записывать 
цепи в виде формальных линейных комбинаций 

а, 
Определим оператор кограницы 6л-=-6:С^С-.+1 

d 

- ( a ) — 2 [(я; -V eit, ...,eik)—(x—et; e„ etl, ...,e.ft)]|, (1) 

и далее по линейности. Нетрудно видеть, что б2=0. Здесь' 
тю определению, (х, е/,,.. . ,е / т )=0, если среди /1, ...>Ут есть 
совпадающие и 

(*; ел(/1), ..., erti/m)) = (x; ел, .. .,e/J(-\)W, 
где J\<.. .<jm и |it| — четность перестановки я. Мы отож­
дествляем, где можно группы цепей и группы коцепей, обычно 
•определяемые как Hora(Cft(Z), Q). 

Формула (1), если переписать ее в виде 

р 
где сумма по (А+1)-клеткам, определяет матрицу инцидент­
ности еК0. Можно дать другое определение матрицы инцидент-
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ности еар, согласованное c (1): eap—±- или О в зависимости 
от того, принадлежит а границе р = (x; е;\, .. ,,е/ш) или нет. 
Знак + выбирается, если ориентация а согласована с ориента­
цией границы р. При этом ориентация а определяется упорядо­
чением £-<...<tA базиса на ней, а ориентация границы р 
определяется клеткой (лг + е/,; е/.,, ...,ejk). Тогда можно опре­
делить оператор границы d = dk:Ck-i-Ck-i формулой 

da==j3L.-c<pP> 
Р 

где суммирование по всем (к— 1)-клеткам р. Возникают два, 
комплекса 

dd а, д„ 
0{to}Cd{to} . . . {to}Cj—>{cdot}Co{to}0 

•V-i *о в-i 
0 ч- Cd <-...-*- С\ -<- Сд ч- 0. 

Пусть Zftl Zh, Wftl IV'1, #ftl Hh — группы циклов, коциклов, 
границ, кограниц, гомологии и когомологий этих комплексов-, 
соответственно, с коэффициентами в G. (Группа коэффициен­
тов будет опускаться, если это не вызывает недоразумений). 

Формула (1) аналогична внешнему дифференцированию 
дифференциальных форм. Аналогия будет еще большей, если 
ввести определение 

o.AP-=(x; ell,...,etk,e/l;...,e/l), 
если 

a=(x\etl,...,eil), Р = (-х; eJt,..., <?,.), 

и аДР==0 в остальных случаях. По линейности умножение Л 
вводится на множестве С всех цепей. Ввиду этого, ясно, что 
многие определения из теории гармонических форм переносят­
ся на дискретный случай. Мы напомним некоторые из них. 

Определение. * : Ch-^Cd-k определяется формулой 
*а-=±Р, где р— {d—k)-клетка, a ± выбираются так, чтобы 

аЛ(±$) = (х;е1,....,еа). 
Часто удобно для геометрической наглядности при применении 
операции * дополнительно сдвигать комплекс 5t на вектор. 
f— • • •, —) (так называемый переход к двойственной решетке). 
Этот сдвиг дает изоморфизм между объектами на % и на. 
сдвинутом комплексе. 

Можно проверить следующие равенства: 
^ = ( - l ) V - . W . ** — C-1)^-*). (2> 
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Если G = R, то множество цепей С превращается в евклидово 
пространство со скалярным произведением 

(со-., co2)----^/j <»!(«) со2(сб), 0 ) 1 = ^ ©1(a) а , C02----J/, со2(ее) а . 
а 

При ЭТОМ 
(со-, с о 2 ) = ^ (со гА*со2), 

где \ со понимается как 2^ю(а). 

Относительно этого скалярного произведения* является 
унитарным оператором, 3 сопряжен к б, а оператор Лапласа 
А-=36 + 63 самосопряжен. Оператор А перестановочен с д, 6 и 
* . Цепь ю называется гармонической, если Aa> = 0. 

У т в е р ж д е н и е 1. Цепь гармонична тогда и только то­
гда, когда одновременно <3© = 0 и 6со-=0. 

Достаточность очевидна. Докажем необходимость. Если 
Дю = 0, то 

0 = (Дсо, сй)==(35со-|~6.3со, со) =— (6a>, бсо) + (Зсо, Зм). 

Поэтому Зсо — 6со--=0. Обозначим через Жх {Ж\к))^пространство 
гармонических цепей (k-цепей), Жь = Жч — поостранство цепей 
вида Ьа, Жд = Ж\ — пространство цепей вида 3(3. 

У т в е р ж д е н и е 2. 
С^Ж1®Ж2@Ж3. 

Доказательство ортогональности этих пространств тривиально 
Пусть ®J_ffli, г = 1,2,3. Использование этого условия для. 
i = 2, 3 дает бсо=3со=-0. Значит, со гармонична и, следователь­
но, ортогональна самой себе, т. е. равна нулю. Поэтому А"1 

существует на Шъ®<Кг-
У т в е р ж д е н и е 3. Если вещественные когомологии или 

гомологии в размерности k равны 0, то Ж[к) = 0. Действитель­
но, всякая гармоническая форма замкнута и козамкнута (бсо = 
----Зсо----0), но ни одна из них не является точной или коточной.. 

Поэтому # ? { * _ # * Ж[к)<=:Нк. 
Если Acz7?d, то через (A)k будем обозначать множество 

всех (открытых) k-клеток комплекса % принадлежащих А; 
St (Л) —множество всех клеток % лежащих в А. 

Через A<=Rd в дальнейшем мы обозначаем замкнутый куб 
•с вершинами в целочисленных точках (±N,... ,ztN), Л° — 
соответствующий открытый куб, ЗЛ— граница Л. 

В дальнейшем нам понадобятся следующие известные фак­
ты:* 

ЯА(М(Л)) = Я*(91(А)) = 0 
для всех k > 0 ; 

* См. Фукс Д. Б., Фоменко А. Т., Гутенмахер В. Л. Гомотопическая то­
пология. Изд. МГУ, 1969. 
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Я*(Я(Л)/*(дД)).= 0 (3) 
для 0<£<d , а также аналогичные утверждения об относи­
тельных когомологиях Нп(%(А)/%{дА)), что следует из точной 
последовательности пары (Л, дЛ). 

§ 5. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ДВОЙСТВЕННОСТИ 

Общая идея преобразований двойственности может быть 
пояснена следующим образом. Пусть Л—конечное множество. 
Для любого x6A пусть Sx означает метрическое пространство 
с борелевской ог-алгеброй, На —мера на Sx, Для любого AczA 
.задана функция FA на 5л'= X Sx, FA можно рассматривать 

xQA 
как функцию на всем 5Л, если считать ее не зависящей от 
•остальных координат. 

Пусть 
A={.A:F.4#1} 

ш пусть для каждого АбЛ заданы метрическое пространство §А 
я мера |1л. Мы будем отождествлять х с подмножеством Л 

x = {A6A:x6A}. 
Пусть существуют такие измеримые функции 

что для всех ЛбЛ 

FA (SX) — J П RA.X (S„ ~SA) <$A. (1) 
X:xQA 

•Обозначим 

F* = J П RA.xisx^s^d^. (2) 
A:xQA 

'Тогда соотношение двойственности имеет вид 

Z A - J П FA П dp* = j П RA,X (SX, ~SA) d]xxd\iA = 
A' x x,A 

=JnFJ[^=^- (з) 
x A 

Особый интерес, однако, представляют случаи с дополни­
тельной симметрией, и мы сейчас к ним перейдем. Обычно 
используемое преобразование двойственности является част-
лым случаем формулы суммирования Пуассона. Этот факт 
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известен давно (см. [53] и ссылки там). Мы приведем ряд 
примеров. 

G-мод ель д л я абелевой группы G. Рассмот­
рим G-модель в кубе Л с пустыми граничными условиями. 
Пусть сначала, О — конечная группа, что позволит избежать 
временно1 вопросов сходимости. Мы рассмотрим обобщенную 
статистическую сумму, в которой взаимодействие зависит от 
пары ближайших соседей 

ZA = j П Ftf{St-gt,)dg, (I) 
•V'gt-Mo 
I f - H - i 

где dg —мера Хаара на группе 0-цепей <~?,(Л)о1. 
Если рассмотреть группу 1-кограниц Wl(G) и меру Хаара dq 

на ней, то можно записать 
ZA = const J П FMdq, (2) 

WHO) ZQ{A)t 

где const не зависит от F, но может зависеть от Л. Для 
того, чтобы применить формулу суммирования Пуассона, мы 
должны в двойственной группе С1(6) к группе Сг(0) найти 
подгруппу, ассоциированную по двойственности с Wl(G). 

Докажем, что такой подгруппой является Z. (б). Действи­
тельно, заметим, что если %вС (О), geC(G)t то 

(X>6g) = (<?%, g), (%,-dg) = (b%,g). 
Поэтому, если % является 1-цепью со значениями в О, принад­
лежащей ассоциированной по двойственности c'W"4Q) подгруп­
пе C(6) = C(G), TO для любой 0-цепи g имеем 

(дь g) = (%, &g) = \, 
ZA=const J П F(%)dq, (3) 

Zt(5)t 6(A), 
где dq — мера Хаара на Z1(6). 

Вводя 2-цепи т со значениями в й и пользуясь изомор­
физмом Zi{G)~-W-i{Q)~C2(Q)IZ2(Q), мы можем записать 

ZA = const J I I F^Odm),) dm, (4) 

где dm,—мера Хаара на 2-цепях G.(AW. 
Часто удобно применить преобразование * к последней фор­

муле. Имеем 
ZA==const j LT Fv(ф*т).Л d*m, (5) 

2—4489 17-



где» С:^_—множество всех, (Ф—2)-цепей */й, двойственных 
к цепям т\ *(Z2)c:C*_2, d*m—мера Хаара на С*_2. Это мно­
жество, можно описать, более, наглядным образом, если ввести 

1 1 
двойственный комплекс 51*', сдвинутый- на ( g-•,..., гг) относи­
тельно комплекса % Остановимся на этом подробнее для слу­
чая d=2. В этом случае множество двойственных 0,-клеток есть 
множество точек двойственной решетки, лежащих внутри Л, а 
множество 1-клеток £* есть множество ребер двойственной ре­
шетки, пересекающих ребра (Л)ь Z2 = 0 и* Z2-можно интер­
претировать как нулевое множество относительных коциклов. 
Действительно, рассмотрим квадрат Л*, который можно полу­
чить, если раздвинуть Л на 1/2 во все стороны. Все О-цепи 
* т равны нулю на границе дА* квадрата Л*. Поэтому б в. (5) 
есть кограничный оператор для относительного комплекса па­
ры (Л*, дА*). Иначе говоря, 

2Л = const J I I FpP'(mp>—mp)dm, (6) 
•&l(A.»-aA.*),,ip,p'g(A*)o 

\Р-Р'Ы 

где mpzs.O для р£дА*,. и мы получили статистическую сумму 
G-модели с нулевыми граничными условиями. Заметим, что 
соответствие между пустыми и нулевыми граничными условиями. 
является типичным для преобразования двойственности. Про­
извольные граничные условия в смысле Добрушина можно 
свести к нулевым изменением функций Fw на границе. В слу­
чае некомпактных, групп Q Z& в (1) может стать равной оо. 
В этом случае есть, два пути: либо подбирают граничные 
условия так, чтобы ZA. была конечной, либо сразу определяют 
статистическую сумму интегрированием по более узкому мно­
жеству конфигураций, как, например, в (2). Это называется 
введением калибровки (см. также ниже). Заметим, что кон­
станты в формулах (1) — (6) нетрудно явно вычислить. Одна­
ко для вычисления тех корреляционных функций, которые мо­
гут быть записаны в виде отношения обобщенных статистиче­
ских сумм типа (1,) — (6), эта константа сокращается. Более 
того», можно так нормировать меры Хаара, что все константы-
будут равны 1. Еслд Fw -ssir, то равенства- (1) — (6) переходят 
в равенства обычных статистических сумм. Остановимся теперь-
на двойственности для корреляционных функций. Достаточно. 
вычислить щр-реляцнрнные функции вида. 

<(%,£)> . 

где %=(%t), g—(gt) О-цепи со значениями, соответственно, в-
. б и в б , 
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(X,g)= П (x.£.). 

Ограничимся случаем d=2 для простоты обозначений. 
Пустые граничные условия. В случае, если для дан­

ной х функция (%, g) не инвариантна относительно преобразо­
вания gt-+gt+gm, g(0><-G, то <(х, £)>=-0. В случае, если (х, g) 
инвариантна относительно таких преобразований, то ее можно 
представить в виде 

(X,g)= П (jft, ,gV----ft)' 
\t-f\-i 

для некоторой 1-цепи х —(хО- Например, если (X, g) = (x, g,):X 
Х( —X, £•')> т 0 ' выбирая путь t = t0 , . . . , tn=t' между t и t', 
ti — ti+i I — 1 • получим 

n 

(x,g')==n(x, —£.. + #/,_,)•• 

Полагая• Ftt" — F%£, приходим к равенству корреляционных; 
функций G-модели и (3-модели 

< П ^ > <П> С > Л , 
<(X,g)>=.—L = - - - - , (7) 

где 
Ft(mt—mt)~F{mv — mt-\-№). 

Нулевые граничные1 у слов ия. В этом случае для 
любой х.можно найти % такую, что 

(%,g) = (bdg). 
Например, 

(b'-gt^-^Xw&i — gt-^)' 

если взять точку t' = tn на границе, так что gt s O . Общее 
соображение заключается в том, что мы можем рассматривать 
относительные' граничные и кограничШе' операторы вместо 
абсолютных: Да'лёе' вычисления такие же, как и в предыдущем 
случае.-

Заметим, что часть корреляционных функций можно вычис­
лять, дифференцируя обобщенную, статистическую сумму' по 
параметрам, от которых зависят Ftf в точке, где Fit'=='F'. 

2* 19 

file:///t-f/-i


Рассмотрим теперь пример c d-=2, [G = S1 и взаимодей­
ствием типа Виллэна 

EF(*)=-/--« 2 /1(х-2яп). 
Например, если 

то для малых р в этой модели можно использовать технику 
высокотемпературных кластерных разложений. Действительно, 
в этом случае 

оо —R2 l t 

Отсюда уже нетрудно убедиться в применимости высокотемпе­
ратурных разложений, если проверить, например, неравенство 
1.4.1 из работы [6]. 

Высокотемпературная 51-модель двойственна низкотемпера­
турной Z-модеди. Однако получить информацию о Z-модели в 
низкотемпературной области проще с помощью прямой моди­
фикации метода Пайерлса (см. § 8). 

Отметим, что информация о низкотемпературной S'-модели, 
так же, как о высокотемпературной Z-модели, довольно скудна 
(см. [44]). 

К а л и б р о в о ч н а я G - м о д е л ь д л я а б е л е в о й г р у п -
п ы G. Б данном случае в тех же условиях обобщенная стати­
стическая сумма имеет вид 

Z A = const 
• • , W-'»(0) C g ( A ) , 

Ассоциированной по двойственности группой будет Z2((J) 
или C3/Z3. Переходя к двойственным переменным, имеем 

ZA.== const J HFt((S*m)i*)d*m. (8) 
Cd~S I *(Z>) 

Заметим, что для d-=4 двойственная модель является калиб­
ровочной G-моделью. Можно составить такую таблицу: 

d Модель Двойственная модель 
2 G-модель G-модель 
3 G-модель Калибровочная G-модель 
4 Калибровочная G-модель Калибровочная &-модель. 
Все предшествующие соображения относительно G-модели 

переносятся с необходимыми изменениями на случай калибро­
вочной G-модели. : 
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О двойственности для разных моделей см. также работы 
[10, 11, 25, 32, 37, 38, 63, 86, 100, 1011. когДа Работа над статьей 
была закончена, вышла работа [2], где преобразование двойст­
венности построено в несколько более общей ситуации. Опишем 
кратко основной результат [2]. Рассматривается абстрактный 
конечный клеточный комплекс К с множеством Ар p-клеток s"t 
и матрицей инцидентности 8ар, a=sf, $ = SP-1. 

, Рассмотрим статистическую сумму 

'. Z - J П Fa(qa)dq, (9) 
wp(o) aGA

P 

где суммирование здесь и далее всегда ведется по мере Хаара 
на соответствующей группе. Для p = 0 это Cr-модель, для 
р — \—калибровочная G-модель. 

Абстрактный клеточный комплекс К* называется двойствен­
ным к К, если существует такое взаимно однозначное отобра­
жение *: Ap-+Ad_p, что 

вр*а* — ( — l ^ S a p . 
Так же, как и выше, имеем 

Z= j П Fa{qa)dq. 
V G ) aGAP 

Но если группа гомологии нетривиальна, мы уже не можем 
сделать переход от (3) к (4). Вместо этого, вводя меры Хаара 
dp, dy на WP((J), Hp(G), удовлетворяющие соотношению 
d§dy=dq й обозначая 

£=• j nEa(Pa)dP, 
Wp(G) 

получим 
Z~Z J A(y)dy, Atf) = Z-1 j ЛК($Ы4, yWp{6). (10) 

<VS) wp(S) 
Далее так же, как и выше. Провести вычисление интеграла в 
правой части (10) для случая, когда группа гомологии имеет 
много образующих, кажется довольно трудным делом. В [2] по­
лучено также преобразование двойственности с такой же сте­
пенью общности для модели Хиггса. 

§ 6. РЕШЕТЧАТЫЙ КВАЗИГАЗ 

Рассмотрим сначала 51-модель с пустыми граничными усло­
виями и взаимодействие Виллэна 

E(x)= 2 f(x—2nn). 
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Статистическую сумму можно преобразовать следующим 
образом 

2л=( П № ~ ^ ' ) ^ 4 2 П f(gt-gr~-2mt.r)dg. 

Каждую 1-цепь п = {п(1$ можно представить в -виде n—5/re + 
+ «,', где т— 0-цеиь, и' —некоторые представители в классах 
смежности CxlZx~Wb которые мы будем считать фиксирован­
ными. Тогда 

ZA^^^Jlf{gt-h^mt-~Cgt' + ^mf)-2nti'tt,)dg= 
п' т 
оо 

= J 2Л/(А:,-л<'-2--я;(,)х[о12„1(^.).П.«ГА:(. 
— со П' 

Здесь мы учли, что ядро 60 состоит из постоянных цепей. За­
метим, что если n'=o, то мы имеем в правой части гауссову 
статистическую сумму. Таким образом, можно сказать, что эле­
менты W% являются топологическими препятствиями к гауссово-
сти. Теперь мы получим точную формулу, фактррязующую ZA 
на гауссову статистическую сумму (спиновые волны) и кулонов -
скую часть (топологические возбуждения). При этом будем рас­
сматривать более общий случай. 

Решетчатым квазигазом мы будем называть решет­
чатую систему с целочисленным спином n. и с взаимодействием 

UA---4 2 B(Ut')ntnt.-V^b(rit), 
t.t'QA t 

где Л —произвольное конечное множество. 
Пусть Я—другое конечное множество и ур, pQP, являются 

линейными комбинациями xt с вещественными коэффициентами. 
Рассмотрим выражение 

j = 2 I [ П ap(np)e"^]e-u^Edxt. (1) 

Здесь XfQfi, UA(x)—квадратичная форма, 

UA(x)^=-2 2 Су,.?)х{Хг, 
l . / 'gA 

причем матрица С —В'1. Суммирование в (1) ведется по всем 
целочисленным конфигурациям {пр} на Р. Функции ap(np) мы 
конкретизируем в дальнейшем. 

Обозначим 

Zsw,A = j . . e - ^ w n d x , 
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статистическую сумму гиббсова гауссова поля в А с взаимо­
действием Т/Л"( Я), <•> SW.A —усреднение по мере, соответ­
ствующей этому полю, s\v—spin waves. 

Тогда, с одной стороны, мы имеем 
/ — ZSW|A. < 2 П а р (n^e'Vp > SW.A-

{M P 

(2) —2sw,A2f—-SP(^)lexp ( - | 2 В ^ - 1 ' ' ) ¥ Р ' ) ' 
Ы1 P J 

С другой стороны, положим 

2 ар(пР)в",^-=-А„(«/р) 

и поэтому 
со 

/= j [П -4р(Ур)" г ^ П ^ ^ ^ д < П лРод > SW,A. (з) 
- о - L р J < р 

Приравнивая (3) и (2), получим основное соотношение 

•--•„.л 2 [Пйр(?гр)1ехр(--у {sum} . 8 ( p , p ' ) w ) — 
{Яр} -• Р J Ч P.P'gP ' 

= [ Г П Ар(ур) 1 ехр (-UA (х)) П d^,. (4) 
ЯА ]_рбр J 'еА 

Рассмотрим теперь частные случаи, которые показывают» 
как решетчатый квазигаз с дальнодействующим потенциалом 
В(р,р') часто можно свести к системе с финитным взаимо­
действием, допускающей доскональное изучение. 

1. Кулоновская спиновая система. Пусть Р = Ac.Z<-, 
Ht — x{, at{n.t)s=\. Тогда по формуле суммирования Пуассона 

(5) А{(х{)=*2я 2d 8(*/-2гш,.) 
mt—~oo 

и мы имеем равенство статистических сумм в (4) 

- 2 Л л 2 ехР ( ~ . ? 2 В ('• t')n.tn.r)~(2n) 2 exp (-4jt-UA (от)). (6) 
С'} СМ 

В правой части (6) выберем UA (от) соответствующей Z-моДели 
с нулевыми граничными условиями и с взаимодействием 
Р 2 (rnt — mt'T, 5-обратная матрица к выбранной квадра-

тичной форме UA. Тогда в лейой части (в) стоит статистичес­
кая сумма в об'веме А модели, которую мы называем 
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кулоновской спиновой системой. Действительно, B(t, t') на 
.больших расстояниях асимптотически совпадает с кулонов-
ским взаимодействием, т. е. определяется обратным оператором 
Лапласа. 

Мы знаем, что для больших (3 Z-модель допускает кластер­
ное разложение (см. § 8). Поэтому можно рассчитывать, что 
кулоновская спиновая система может быть изучена в высоко­
температурной области. И это действительно так. Рассмотрим 
корреляционные функции кулоновской спиновой системы 

< e x p / i 2 2 ; n : ( V l A >•*• 
\ 'б7" / 

где ГсгА, < • > л —усреднение в А по мере, соответствующей 
кулоновской спиновой системе. Полагая at(nt) = e" а*"{, tQT, 
at(nt)=:\ для tQT, имеем 

A,(x,) = 2jt У b(xt-2nmt), tQT, 

At(xt) = 2u 2 (Х{ — 2ка{ — 2мщ), tQT. 

Из основной формулы имеем 

< е хР (ь 2 Зяа^лЛ >л = 
2АЫ 

где у,=а.., t&T, Y ;sO, t&r, и 

--л(7,)—2ехР 

(7> 

- 4 j t - p _ (mt+yt-mr-yr)2 

Рассмотрим случай, когда Г состоит из двух далеких 
точек tj и t2- Тогда правую часть (7) можно переписать 
следующим образом 

2-4--p(v?.+Y?2)eXp(8jt-p 2 ЪгЩ+ 2 ytlmt 
t:\t* 

) ) л . (8> 

В § 8 для больших р мы докажем, что предел правой части (7) 
при AfZ- существует и определяет таким образом кулоновскуЮ' 
спиновую систему в бесконечном объеме. 

Мы докажем также следующее утверждение для достаточна 
больших р. 

Э к р а н и р о в а н и е в к у л о н о в с к о й с п и н о в о й с и ­
стеме . Корреляционные функции (8) имеют экспоненциальное 
убывание, т. е. (8) допускает оценку 

0 ( - е х р (-с^2~и\)). 
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Аналогичная экспоненциальная оценка имеет место для семи­
инвариантов при |Г |>2 . 

2. Более общий кулоновский решетчатый квазигаз мы полу­
чим, если положим 

at(nt)e3a(nt)=exv{ — fLb(n.t)}. 
Тогда если 

оо 

2 а (п.) < оо, 

то функция A(xt) является периодической функцией. 
Если а (п) является положительной положительно определен­

ной функцией на Z, то таковой же является и А. Поэтому 
в правой части (4) стоит статистическая сумма решетчатой 
системы с вещественным спином и с взаимодействием, состоя­
щим из гауссовой части р 2 (xt~-Xt'T и периодического члена 

I ' - f ' H 
—21n-4(x;). Для некоторых А(х) методом Глимма — Джаф-

t 
фе — Спенсера — Бриджеса [20] можно получить кластерное 
разложение для такой спиновой системы и доказать существова­
ние экранирования. Необходимым условием является невырож­
денность—An A (л;.) в точках минимума. В общем случае вопрос 
о существовании экранирования остается открытым. 

Заметим, что о б ы ч н ы й н е й т р а л ь н ы й г а з на ре ­
шетке я в л я е т с я частным с л у ч а е м р е ш е т ч а т о г о 
к в а з и г а з а . Действительно, статистическая сумма нейтраль­
ного квазигаза имеет вид 

.-.О д . 

ZA=2^I .2 2 —р(-р2ьч*,-*;)е.--Д. 
-V--0 {el=,±l}x£A \ l,J • J 

Обозначим через 0<7V±<oo число частиц с положительным 
(отрицательным) зарядом в точке х. Тогда ZA переписывается 
следующим образом 

оо Nx~nx 

где NX = N+ +N-, N = %NX. 
X 

Ввиду этого достаточно положить 

а(пх)= 2 zN*-
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Поэтому преобразование sine-Gordon (см. § -2) также укла­
дывается в схему этого параграфа. 

3. Решетчатая система диполей. Пусть Р=(А—дА)и ур = 
=хс—х{, если p = (t,t% \t — t'\ = 1. Все остальное как в 
случае кулоновской спиновой системы. Эта система называется 
системой диполей, так как взаимодействие В(р, р') убы­
вает как взаимодействие обычных диполей, если расстояние 
между р и р' увеличивается. Для этого случая равенство (4) 
имеет следующий вид 

2 е х р ( ~ т 2 в{р,р')п.рпрл~* 
ы \ р-р'ер I 
= (2я)|(Л-алЬ1 2 exp(-4n2DA(m)). 

{mt} 

Иначе говоря, дело сводится к Z-модели, Гак же, как и в ку­
лоновской спиновой системе, доказывается с у щ е с т в о в а н и е 
экранирования . 

4. Более общий решетчатый дипольный квазигаз. Этот слу­
чай возникает, если в условиях предыдущего примера рассмат­
ривать й(пр) не равную тождественно единице. Однако, в этом 
случае периодическая функция А (ур) зависит от разности xt—Xf 
и нельзя ожидать существования экранирования. В некото­
рых случаях отсутствие экранирования (нейтральный газ дипо­
лей) может быть доказано [85]. С помощью корреляционных 
неравенств, по-видимому, доказательство отсутствия экраниро­
вания может быть получено в более общих случаях. Однако 
кластерные разложения в этой ситуации отсутствуют, и их по­
лучение является очень важной задачей. Частичные результаты 
в этом направлении см. в [47] и в выходящей статье В. А. Малы­
шева в ТМФ. * 

б. Аналогично могут быть рассмотрены квадрупольные 
и т. д. системы. В этом случае известны кластерные разложения 
и система может быть довольно полно исследована, см. [6]. 

Обсуждение статистической физики кулоновских систем см, 
в работах [15, 106—108]. Одномерный случай является часто 
явно решаемым [26]. 

§ 7. ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
ДВОЙСТВЕННОСТИ 

Интересно, что описанное в §§1,5 преобразование двойствен­
ности допускает представление, напоминающее двойственность 
электричество — магнетизм в теории Максвелла. Рассмотрим ка­
либровочную 22-модель. Перейдем в ней от мультипликативной 

* ТМФ, 1980, 45, № 2, 235—243 
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записи к аддитивной, т. е. рассмотрим 1-цепь 6= (8-), в.=0, л и 
положим 

сг--=(-1)еЕ/я----±1. 
Запишем взаимодействие в виде (а6(Л)2) 

со 

^ ' - — . c o n s t 2 ехр(-—г((бе)а — 2п/а)2). (1) 
1а—оэ 

Правая часть действительно является функцией от фа)а. Выбо­
ром g и const можно добиться выполнения равенства (1). 
Поэтому статистическая сумма в калибровочной Za-модели мо­
жет быть записана в виде 

ZA — const {sum} 2 e x p [ - т ^ г 2 ( ( б в ) а - 2 ^ ) 2 1 . (2) 
спго/гч-г,)^,-.} [ s a J 

где первая сумма берется по всем элементам фактор-группы 
CJZ1 цепей {О-}. Докажем, что (2) можно переписать в сле­
дующем виде 

ZA = const \ dB 2 2 х 

X ехр { - -—-- ((Ща- 2л/«) + 2s (е, 0)}, (3) 
где мы перешли к 1-цепям 0 = (6^) со значениями в S1 и инте­
грируем по мере Xaapa dB по фактор-группе C1(Sl)/Zl(S1); 
2 берется по всем целочисленным 1-цепям е — (е-) таким, что 
ее—о 
<?е-0, (б, Э) = 2-7£0£. Действительно, рассмотрим подгруппу Г1 
целочисленных 1 -цепей е таких, что де = 0 в группе /?<Л)<. 
Ассоциированная с Тг по двойственности подгруппа Г-, в /? ( Л Ь 

порождена группой всех целочисленных 1-цепей в ^(Л)» и груп­
пой всех 1-кограниц (6а),- для всевозможных непостоянных 
0-цепей а со значениями в S1 = J%/Z. Воспользуемся теперь 
формулой суммирования Пуассона 

2ехр/2^2^еЛ----(2я) | ( Л ) 1 1 f Il6(20E — 2-ceE)d6. 
Г- V С / г, с 

Подставляя это в (3), получим (2). Мы хотим вместо 6£ ввести 
1-цепь A£ со значениями в R. Тогда 

Л-, = 0£ + 2л:х-, 
где х- — некоторая целочисленная 1-цепь. Мы заменим инте­
грирование по At по фактор группе Cl(R)lZl{R) штегрирова-
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нием по 9e.no фактор группе Ci(S1)/Z1(S1) и суммированием 
по хе по фактор группе C1(Z)/Z1(Z). Полагая 

/—6%+*M, 
мы получаем, что суммирование по всем 2-цепям I следует 
тогда заменить суммированием по системе представителей 
(*Ма) факторгруппы C2(Z)/W2(Z). Таким образом, 

ZA = const \ dA 2 {sum}X 

Хехр1[-1±г%1(ЬА)а-2л*Ма\> + 2Це,А)}. (4> 

Мы хотим вычислить теперь в (4) гауссов интеграл по dA. 
Для этого заметим, что квадратичная форма в экспоненте (4) 
равна 

• _ . ^ 8 Л . . в Д ) - £ ( . Л Г , Щ + ±(ЬА, *M) + 2i(A, e) = 

= - } ( ^ Д Л ) - ^ ( * М , *ЛО + (А, ^-d.M + 2/е). 
После интегрирования будем иметь квадратичную форму 

-.^(•ЛГ, •M)+-(2g-A-1(-Ja-.M + 2ie), ^d*M + 2ie)~ (5) 

-- —-V (*м, *M) + 5l (Д--д*М, 5*Af)-4g-(A--e, e) + 4Jtt(A-I<3*M, е). 
S о 

Представим *M в виде 
*M — dp + &q, 

где p6-^63), •7е5 .̂э1). Заметим, что отображения 6:3^2 )-*-^б3 ) 

и d:d@£)->-'2eg2) взаимно однозначны. Положим *m = 8*Me^S3), 
тогда можно записать др = Ъ-ь*т. Тогда 

(Ь-Ь*т, б-1*/тг)+(8<7, 6q)={L-^m, *т)-{-фд, bq), 
(A--d*M, d*M) — ( Д " 1 ^ , d&q) = (bq, bq) 

и правая часть (5) перепишется в виде , .' 
—-У (Д-1*»!, *;»)—4£я(Д--е, е) + 4яг(Д-1д».Ж, е). 

Н о • . 

(A-'^Af, e)-=(<7, ё), q = dL-l*M. 
Пусть теперь размерность d = 4 . Мы перейдем теперь 

к двойственным 1-цепям т и- 2-цепям М. Тогда т=дМ. 
Положим симметричным образом е — дЕ. Тогда 

: (Ы1д*М, дЕ) = (Ьда-1*М, E)==(&dA~lM, *Е). . (6) 
•Заметим, • что 6дД-1' есть самосопряженный проектор на Шь. 
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Окончательно имеем 

ZA--const 2 . 2 exp(-4g«(A--e, е)-£.(д--/--., от) + 

+ 4Jti(6(?A-1M, *E). (7) 

Заметим, что формула (7), согласно (6), симметрична отно 
сительно замены е-^т, Е++М, 4g2-<-»'---. Это соответствует само-
двойственности калибровочной ^-модели в размерности 4. 

Аналогичные представления для ряда двумерных моделей'см. 
в [65]. Однако там вычисления делаются •неинвариантным об-
разом. 

Естественно интерпретировать е как электрический ток, т 
как ток магнитных монополей. 

Интересно отметить, что функционалы Вильсона и Хоофта 
для 22-модели (см. § 13) переходят, соответственно, в замкнутые 
петли электрического и магнитного токов (см. [101] в менее 
инвариантном изложении). 

§ 8. НИЗКОТЕМПЕРАТУРНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ B Z-МОДЕЛИ 

Рассмотрим Z-модель с нулевыми граничными условиями на 
-Z- и взаимодействием Ф (о*.—at') таким, что Ф (сг) имеет един­
ственный минимум в точке а = 0и сумма 

оо 

F(.3)~ 2'ехр.{-рФ(о)} 
0--=—оо 

конечна. Тогда jF(|3)— 1 стремится к нулю при p{to}{infty}. 
Для каждой конфигурации а в кубе Л построим контур (по­

верхность) 8-, состоящий из замкнутых (d—1)-клеток двой­
ственного комплекса 51*: при этом клетку Z,* отнесем к Q„ тогда 
и только тогда, когда для двойственной к ней 1-клетки £='(£, i') 
Ot — a/- Далее считаем, что t лексикографически меньше V. 

Контур называется замкнутым, если каждая (d—2)-клетка 
%* принадлежит'либо ни одной, либо по крайней мере двум 
(d—Л)-клеткам, составляющим контур. Контур .называется до­
пустимым, если он соответствует некоторой конфигурации. Лю­
бой допустимый контур замкнут и однозначно разлагается на 
•связные компоненты Гь . . . , Г„, являющиеся замкнутыми кон­
турами. В дальнейшем мы рассматриваем лишь допустимые 
контуры '0. 

Определим внутренность Vr замкнутого связного контура, 
T68 как совокупность таких d-клеток Й*,. для которых не су­
ществует непрерывной кривой, соединяющей центр клетки 
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с внешностью куба Л и не пересекающей Г. Внешностью Wr 
контура Г назовем совокупность d-клеток из куба Л, не при­
надлежащих внутренности Г. Контур Г назовем внешним по 
отношению к Г' (Г' внутренним по отношению к Г), если 
Vr-cz^r- Контур Г69-назовем внешним, если он не является 
внутренним ни для какого связного контура 0. Контур назо­
вем размеченным, если известна разность at — at, для всех 
1-клеток С—•(*, t% двойственных к клеткам С* контура. По мно­
жеству допустимых размеченных связных контуров однозначно 
восстанавливается конфигурация а в кубе Л с нулевыми гра­
ничными условиями. Рассмотрим связный допустимый контур Г 
и рассмотрим событие Ат, состоящее в том, что Г присутст­
вует в конфигурации в качестве внешнего контура. Дока­
жем, что 

P(A r)<(C(E(p)-1)) | r | (1> 
для достаточно больших р, где [Г| —число (d—1) -клеток в Г. 
Из (1) для достаточно больших р следует существование, по 
крайней мере, счетного числа крайних гиббсовских точек из-за, 
симметрии, порождаемой группой сдвигов Z. Действительно, из 
(1) следует,, что Р(оо.7--0). (0.— начало координат) стремится к 
0 при (3-+-00 равномерно по Л. Сдвигая граничные условия на 
элемент Z, получаем- остальные чистые фазы. Константа С за­
висит от cL. 

Рассмотрим конфигурацию cTi с внешним контуром Г и пусть 
Г1> •. • , Гт — все связные контуры 8-, являющиеся внутренними 
по отношению к Г и не являющиеся внутренними по отношению-
к каким-либо контурам, внутренним к Г. Построим преобразова­
ние ф конфигурации а: 

(ФИ), 

<yt, tewr, 
i0, ЖгИ.^щЛ .. 
pt.— a,, tQV's.ir 

1 • ~ m (2) 

где а—знагчение, спина, в. точках. V"B(] Wr.M • ••• (]Wh • Пере-
myMepyeM'- как-то, (d.—.1)гклвтки,., составляющие контур Г : 
С*,,.. ..,.С*ГГ Обозначим. at -~a>i~nij,. если- 1.-клетк-ау С-—(k, t'j) 
двойственна, ;>-той.(Д—1,)-клетке, Суг Тогда. 

/• iri \ 

где'сумма» по всем конфигурациям на- множествe {̂  ., -Vi» 
t[,„.. • •> t']r]}\ допускающим'. KOH-Typ; Б.,. Ноч правая!, част*. (в)) 
ограничена-
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оо oo С | Г | -J 

2 ••• 2 ехр-p.j*••(*.*)}< 
Л , . * - - - Л.|--[--—oo I /—1 J. 

|Г| 

< П 2 ехр(-РФК))<(^(Р)-1)|Г| (4> 
/=-1 Лу=-— со 

для достаточно больших р. 
Мы займемся теперь корреляционными уравнениями. Пусть 

0—допустимый набор размеченных контуров. Обозначим р(0) 
вероятность того, что данный набор присутствует в конфигура­
ции. 

Обозначим Г (0) один из внешних контуров из набора 0, на­
пример, содержащий наименьшую в лексикографическом поряд­
ке точку. Занумеруем, как и раньше, 1-клетки £i-= (tj, / / ) , / = 
==!,..., \Г|, двойственные к клеткам Г(8). Корреляционные 
уравнения Минлоса— Синая' имеют следующий вид 

,, < !Г(0)1 1 _ 

p(0).=exp|—p g Ф(лд 2 (-1),9|Р{(о\г(е))ие} (5> 

1(0 ) -1 . 
Суммирование^ в правой части (5) идет по всевозможным 
наборам 0 = (Г-, . . . , ГА) размеченных,контуров (включая пустой), 
таким, что: _ 

а) каждый Гг6*Э имеет непустое пересечение с Г(0), но 
не пересекается с другими контурами из набора 9, 

б), набор., размеченных контуров (0—Г(!0))•[) 0- является 
допустимым.. 

Для вывода этих уравнений! обозначим р(0, Г(0)) вероят­
ность того, что все контуры 0 присутствуют в конфигурации, 
кроме Г(0), и нет? контуров, пересекающихся с Г(0). Тогда 

Г 1г(0)1 
Р(6) 

Р (е, г (6)) 

I |Г(0) | Л 

= expl—p2°(W 
и остается применить для р (0, Г (0)) формулу включения-исклю­
чения. 

Применимость метода последовательных приближений к си­
стеме (5) доказывается обычным способом. 

Аналогично работе [6] р (Э) можно представить в виде сум­
мы, ряда, 

p({cdot}e)--2-*v- Ф> 
У 
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где суммирование ведется по всевозможным системам 
"у=—(9г, . . . , 9„) допустимых наборов размеченных контуров 
таким, что: 1. 6,.==0, б/т*-0 для/-=1, . . . , л - 1 ; 2. Оу-+1зеу — 
•—Г(8̂ ), / = 1 , . . . , / г—1; 3. каждый контур Г из набора 
•в/+1 — (9;.-- Г(8у)) пересекается (либо касается) с Г (О.); при этом 

^=(-1Г exp(-p2^(r(0/))J4 

jx(r)= ^ $(*.-ov). 
|--<'М 

с<')Пг--0 
Переходим теперь к .исследованию убывания корреляций в 

этой модели. Для контурных функционалов можно было бы по­
лучить сильные кластерные оценки, используя метод работы [6]. 
Мы приведем простой метод доказательства экспоненциального 
убывания корреляций для функций от значений спиновых пере­
менных. Это завершит доказательство существования экрани­
рования в кулоновской спиновой системе (см. § 6). 

Рассмотрим функцию Хп (.г), zGZ, равную 1 при z=n и 0 при 
•остальных г. 'Займемся сначала корреляциями 

< Хп Ы Ъп (<*t) > — < %п К) > < lm (at) >• = 
= Р(а0=п, at = m)—P(aQ=n)P(at=m).' (7) 

Мы можем записать 

Р ^ о — ^ ^ - ^ Г О Р К — я/Г!). (в) 
г, 

где сумма берется по всем внешним размеченным контурам Г1,: 

охватывающим точку 0. Р(ст- —я/Г-) — условная вероятность 
события о - й при наличии внешнего контура Г1. Р^-) — 
вероятность наличия внешнего контура Г1. Аналогично 

Р (at = т) = ^ Р (Г2) Р (<У< = т/Т2), (9) , 
г-

где сумма по всем внешним Г2, содержащим точку t внутри 
себя. 

Кроме того, 

P(a0=tt, at^tn) = ^lP(T1T^P(a0=ti/V1)P(at = m/T2) + 
г1,Г-

+ 2 - D ( r ) - D K - « - сг, = да/Г), (10) 
г 

где первая сумма берется по всем парам непересекающихся 
Внешних контуров Гь Г2, содержащих внутри себя соответствен­
но точки 0 и. t. Вторая сумма берется по всем внешним конту-
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рам Г, содержащим обе точки внутри себя. Теперь вычтем из 
правой части (10) произведение правых частей (8) и (9) и бу­
дем абсолютную величину разности оценивать сверху. 

Нужно оценить три члена: 
-) |2-°(Г)Р(сГо = л, <г,=-т/Г)|; 

г 2) 1.2 2 р ( г - ) р ( г-) р < * - = п ^ ) р (°-. --= ю/г-Ж 
Г- Г , 

где Г15 Г2 пересекаются; 
3) 2 2 l - ° ( r i , Г 2 ) - Р (Г-)-- (Г2)|Р (а-^я/Г.) Р(ог,----^/Г2), 

Г, Г. 
где Г1, Г2 не пересекаются. Оценка первых двух сумм является 
стандартной задачей. Оценка имеет вид 

(F(P)--)"'• 
В случае взаимодействия Ф (or) = а2 нетрудно доказать более 

точную оценку 
ехр< — р(max.(|/и.|-, |л[))) (.F(P)-l)i-r. (11) 

Для оценки третьей суммы заметим сначала, что по фор­
муле включения-исключения 

Р ( г ) — 2 ( - 1 ) ^ Р ( ё и г ) , (12) 
(Г 

где сумма берется по всем допустимым наборам размеченных 
контуров 0 (включая пустой) таким, что любой Г ф является 
внешним по отношению к Г и не пересекается с Г. Подставляя 
теперь (6) в (12) и в аналогичную формулу для Я(Г1, Г2), мы 
увидим, что в разности 

Р(Г-, Т2)-Р(1\)Р(Т2) : 
сократятся все члены, кроме тех, которые будут иметь оценку 

(F(P)-l)"1 . 
Отсюда мы получим в случае взаимодействия Ф.(сг) =а2, что 

(11) является оценкой сверху для абсолютной величины (7). 
Отсюда очевидным образом следует оценка для двухчастичной 
корреляции в кулоновской спиновой системе (см. § 6). Анало­
гично можно получить оценки n-частичных семиинвариантов. 

§ 9. НИЗКОТЕМПЕРАТУРНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 
В КАЛИБРОВОЧНЫХ Z-- И Z-МОДЕЛЯХ 

Рассмотрим калибровочную G-модель в кубе Л. Изменяя 
очевидным образом обозначения § 1, запишем 

иА= 2 'ЩЪшк, (1) 
,otg(A), 

где g = (gt) — 1-цепь со значениями в G. 
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Пусть дана 2-цепь а=(аа) и пусть Л(а) —множество 1-це­
пей g таких, что для всех аб(Л)2 

(б^)а---аа. (2) 
Рассмотрим теперь случай G=Z2-={±1}, g=a, а взаимодей­
ствие имеет вид Ф(сг)=—Ра (с точностью до константы это 
единственная -функция на Z2). 

У т в е р ж д е н и е 1. Для любой а множества Л (а) имеют 
одинаковую мощность. 

Доказательство следует из того, что (2) образуют систему 
линейных уравнений над полем Z2. Для 7_(Л)1 положим 

<ег 

Назовем множество ребер Т правильным, если для любой 
точки t<5 (Л)о число ребер из Г, инцидентных этой точке, четно. 

У т в е р ж д е н и е 2. Если Т неправильно, то все корреляци­
онные функции 

< a r > A - Z Z I < a r e - £ / A ) 0 
равны нулю для произвольных граничных условий на дА при 
всех достаточно больших Л (<->о означает сумму по всем кон­
фигурациям в Л). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим точку 0̂ такую, что число 
ребер из Т, инцидентных с t0, нечетно. Рассмотрим функцию 
a{t)=—1, t=t0, a(0 — 1 Для остальных t. Сделаем локальное 
калибровочное преобразование a£{to}a(£)ff6a~(£/), где t, f — две 
вершины ребра £. Мера Хаара и экспонента инвариантны отно­
сительно этого взаимнооднозначного преобразования, а ат умно­
жается на (—1). Отсюда следует у т в е р ж д е н и е . •' 

Функции, инвариантные относительно всех локальных ка­
либровочных преобразований, являются линейными комбина­
циями ат с правильными Т. 

Рассмотрим.теперь случай пустых граничных условий в Л. 
Назовем калибровкой любое изменение меры Хаара на -Z2(A)i 
такое, что для любого набора а=(аа)> а6(Л)г меры множеств 
Л (а) равны между собой. 

Очевидно, что при любой калибровке средние от калибровоч-
но инвариантных функций не меняются. Напротив, средние от 
остальных функций могут стать отличными от нуля. Примером 
калибровки может служить радиационная калибровка, при ко­
тором все <Tt полагаются тождественно, равными 1, если £ на­
правлена вдоль одной из осей (оси времени), а остальные кон­
фигурации считаются равновероятными. Другие примеры ка­
либровки см. в [10, 21, 43]. 

^ В ы с о к о т е м п е р а т у р н а я о б л а с т ь. Для этого случая 
действует стандартное кластерное разложение (см., например, 
§ 1.4 в [6]). Отсюда следует существование предельного гиббсов-
ского поля, его единственность, аналитичность по р и т. д. 
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Н и з к о т е м п е р а т у р н ы й с л у ч а й . Опишем кластерное 
разложение для этого случая. При этом рассмотрим несколько 
более общую модель. Именно, рассмотрим взаимодействие 

^ А — ~ {sum} (MScr)c., Р«>0. 
Kg (Л) 2 

Положим 

-A—.2exp:({sum} м - - * - i)Y 
где сумма берется по всем конфигурациям а=(аа), аб(Л2), 
подчиненным ограничению (6a)c=.l, т. е. для всех сё(Л3), 
Ц a - 1 . Заметим, что or для правильных Т является произ-
aQdc 

ведением некоторых аа- Рассмотрим, например, среднее 

(аа) A--I12(e«e--P.SP----'!--—-))• 
а 

Назовем подмножество -8<~:(Л)2 допустимым, если для каж­
дого с6(Л)з пересечение В с границей с СОСТОИТ из четного чис­
ла клеток (Л) 2. 

Положим для Ac:(A)2 
ZA=2 exp 2 Р« (а« - - )• 

а а 
где сумма берется по всем конфигурациям a=(a-.) на А 
таким, что подмножество В = В (а) — {а:а< — — ЦсА допустимо. 

Для каждого Лс:(Л)2 фиксируем а — а(Л)бА и рассмотрим 
следующую систему уравнений 

ZA=ZAe{a(A)}JrJ4£xp I — 2 2 Раздел,» (3) 
Л, \ agA, / 

где сумма 2 берется но всем 1-СВЯЗНЫМ допустимым А1 таким, 
л. 

что a(A)QAlczA. AQB означает множество 2-клеток А, нахо­
дящихся на расстоянии > 1 от В. 

Понятие 1-связности см. в [6]. Далее из системы (3) стан­
дартным образом получается кластерное разложение, теоремы 
о единственности, аналитичности по р, экспоненциальном убыва­
нии корреляций и т. д. (см. [6]) в случае, если (За = р достаточно 
велико. См. также [4], где в § 4 имеется такое же разложение 
в несколько другом низкотемпературном случае). 

Рассмотрим теперь калибровочную Z-модель. В этом случае 
без введения калибровки статистическая сумма в кубе Л может 
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не существовать. Мы введем «максимальную» калибровку, по­
ложив 

^ = = 2 e x p ( - . 3 . 2 / ( ( S g ) a ) ) , (4) 

требуя, чтобы / имела единственный минимум /(0) = 0 в точ­
ке 0 и чтобы 

• 2 е х р ( - Р / ( л ) ) < ~ . (б) 

При этом суммирование 2 в (4) ведется по множеству кон-
s 

фигурации gGG(A)\ имеющему точно один элемент в каждом 
классе смежности 0^)!/КегЬ. Иначе говоря, можно ПОЛОЖИТЬ 

где сумма ПО всем 2-цепям а таким, ЧТО б#=-0, т. е. 2 аа = 0 

для всех 3-клеток с. Положим для Acr(A)2 

ZA = 2exp(-p2/(a«))' 
a > а ' 

где сумма по всем конфигурациям a---=(aa) на А таким, что 

aQcQA 

для всех сб(Д)а-
Так же, как и выше, получим систему уравнений 

ZA = ZA-{a(A)}-\- 2 еХР ( ~~Р 2 /(a«))--.4eA.* 
А,,{аа) \ aQAt J 

где сумма берется по всем 1-связным А1 таким, что а(Л)б 
eAjCiA, и по всем конфигурациям аа на -А1 таким, что aa-j-=0 
для всех a6Ai и что 

2 aa=° а6сПА' 
для всех сб(Л)з. 

Далее техника стандартна, и мы снова ее не приводим. Ре-
зультаты вполне аналогичны предыдущей модели. Например, 
имеет место экспоненциальное убывание корреляций, единст­
венность гиббсовского распределения. Для этих двух моделей 
в низкотемпературной области, по-видимому, кластерное раз­
ложение является экспоненциально регулярным в смысле [6] 
и-поэтому может быть получено полное кластерное разложение. 
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Очень интересно выписать одночастичные подпространства для 
трансфер-матрицы этих моделей. 

Возможность кластерного разложения для больших р тесно 
связана с преобразованием двойствевности. Так, например, для 
di=4 калибровочная 72-модель двойственна самой себе и кла­
стерное разложение для больших р связано c высокотемпера­
турным кластерным разложением. 

§ 10. РАЗЛОЖЕНИЯ В АБЕЛЕВЫХ МОДЕЛЯХ ХИГГСА 

Рассмотрим сначала 72-модель Хиггса с взаимодействием 

UA—-P, 2 fffff»f''-Pp 2 ( И . Р/-Рр>0. 
(< .< ' )g (Ab a e < A ) -

Так же, как в предыдущем параграфе, мы можем рассмат­
ривать только функции, инвариантные относительно всех ло­
кальных калибровочных преобразований 

gt-*ktgt, atf-+ktatvkv, 
gt,kt, а«.б£- — {±1}. 

С помощью замены переменных 

gtdtt'gt'-^att' 
мы приходим к эквивалентной модели-калибровочной модели 
с внешним полем. Взаимодействие для этой модели имеет вид 

->А-=-Р,2(Г«.-рр2(^)а. 
Мы будем изучать именно эту модель. 

Если р., рр оба малы, то годится стандартное высокотем­
пературное разложение. Если для данного Эр параметр PJ 
достаточно велик, то годится низкотемпературное разложение, 
аналогичное разложению для модели Изинга с большим внеш­
ним полем. Рассмотрим теперь случай, когда рр велико, a pi 
мало. Мы укажем кластерное разложение. 

Пусть А — некоторое множество 2-клеток куба Л (мы рас­
сматриваем пустые граничные условия), дА — множество. 
1-клеток, принадлежащих границе хотя бы одной клетки из Л. 
Положим 

z-i'='2expfP-2<r»'+Pp2i(e<r)«---iV 
<*дА \ дА а6А J 

где вдА означает конфигурацию на дА, <. 
Разложим экспоненту 

.ехр(р-2°И---2*-»' ^=П(е^«'-1). 
\ дА ) ВСдА (t,i')QB 
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Рассмотрим разложение единицы 

где %а — характеристическая функция конфигурации о, %с— 
характеристическая функция множества тех конфигураций а 
на ЗА, для которых С = {raeA:(fia)-,= — 1}. 

Выделим для каждого А точку а(А) и рассмотрим уравне­
ния типа Кирквуда —Зальцбурга 

--•л—ZAQO,W\-2J ( RAX > о«-*лел,. 
At 

где сумма берется по всем Ьсвязным А. таким, что a(A)QAl(=:A, 
Здесь 

•#-*- = 2 ^Хс exp / Р- 2 K6ff)« - 11V 
\ «6е / 

где сумма берется по всем парам (5, С) множеств В<=^дА, 
C-=A! таким, что Ai есть минимальное множество, удовлетво­
ряющее условиям CczAi, BczdA. Оценка ядер <i?Ai>o тривиаль­
на для малых рг и больших рР. Вывод кластервого разложения 
из этих уравнений также стандартен [6]. Другие кластерные 
разложения для этого случая см. [9, 79]. Заметим, что здесь 
мы не использовали положительность ft. Поэтому получаем 
аналитичность по р. в некоторой окрестности точки p.i=0 при 
данном достаточно большом pp. Кластерное разложение для 
З^модели Хиггса с использованием электродинамического 
представления см. [59, 60]. 

§ П. ОСНОВНЫЕ СОСТОЯНИЯ И СТАЦИОНАРНЫЕ ТОЧКИ 

Основным состоянием в А для взаимодействия UA (с задан­
ными граничными условиями) называется конфигурация 5д в Л, 
для которой UA{SA) минимальна. -/Л(5Л) можно рассматривать 
как оператор умножения в каком-либо пространстве функций 
на Л и часто можно сказать, что основное состояние есть 
обобщенный собственный вектор с наименьшим собственным 
значением для (Уд.. Основное состояние можно рассматривать 
так же, как вероятностную единичную меру, сосредоточенную 
в точке SA.. Тогда основное состояние есть состояние на 
(коммутативной) С*-алгебре %А непрерывных функций на мно­
жестве конфигураций на Л. 

Основным состоянием на квазилокальной алгебре % (т. е. в 
бесконечном объеме) называется предельная точка таких СО­
СТОЯЩИЙ при произвольной последовательности A]Zd с произ­
вольными граничными условиями. Отсюда следует очевидным 
образом, что любое основное состояние есть мера, сосредото-
38 



чеиная в некоторой точке Szd. Эту точку (конфигурацию) мы 
также будем называть основным состоянием. Таким образам, 
основное состояние является чистым. Можно рассматривать 
также основные состояния общего вида. Теория периодических 
сановных состояний, удовлетворяющих условию Пайерлса, из­
ложена Bi работах Герцика, Пирогов а. Синая, Славного. В этой 
теории отчетливо: проявляется смысл основных состояний: чи­
стое гибб|совское состояние при больших р сосредоточено вбли­
зи некоторого основного состояния. Привлекательным и естест­
венным является предположение, что в общем случае, кроме 
-основных состояний, на характер гиббсовекой меры влияют 
также стационарные точки 0А. 

Если S —гладкое многообразие и UА — гладкая функция, 
то стационарными точками (конфигурациями) называются такие 
конфигурации s, для которых 

eU=U(ist)-U(s) = o(s' — s), (1) 
где s' совпадает с s везде, кроме конечного числа точек, и от­
личается от s на бесконечно малое приращение в остальных 
точках. 

Точками относительного минимума называются стационар­
ные ТОЧКИ, для которых 6U>0 для достаточно малых s'—s. 
Заметим, что если, например, U— финитное взаимодействие, 
то разность (l) корректно определена. 

В случае дискретного спина в точке s относительного мини­
мума надо потребовать, чтобы 

U{s') — U(s)>0 
для всех пар s', s, совпадающих вне некоторого конечного мно­
жества. 

П р и м е р . В калибровочной .SU(.*..)-модели условие (1), 
как нетрудно убедиться, эквивалентно следующей системе 
уравнений 

V.V-yHl 

-grnvgm+zXm+b,vCJ)-°> m&d> !*-=-. .•• .-*. (2) 
где Та — базис в алгебре Ли группы SU (п). 

Важным примером решений системы (2) является решение вида 

m-l-M. 

где vm — произвольные элементы SU(n), г^,, принадлежат 
центру Z группы SU(n) (см. [103—105]). Общий вид решений 
уравнений (2) неизвестен. В [88, 89] исследуются соответст­
вующие уравнения для простой и калибровочной GL (и)-моде­
лей, с точки зрения их полной интегрируемости. 

Огромная литература посвящена, однако, не решетчатым 
моделям, а нахождению стационарных точек для непрерывных 

39 



систем. Особенное внимание уделялось уравнениям Янга — 
Миллса на R\ Здесь найдены все решения с конечным дейст­
вием. Такие непрерывные решения называются инстантшами 
(см. [8]). Все инстактаны найдены к в более простых двумер­
ных а-моделях (см. [19]). Исследовались решения с сингуляр-
костями и бесконечным действием: мероны (с точечными син-
гулярностями) и вихри (с сингулярностями коразмерности 2). 
Общий вид таких решений неизвестен. Имеются многочислен­
ные аргументы в пользу того, что; эти решения важны для ис­
следования гиббсовексто поля (СМ. [18, 22, 23, 50, 82, 87]). 
Связь между стационарными точками решетчатых моделей и 
непрерывных аналогов исследована мало (см. [27]). 

§ 12. ГАМИЛЬТОНОВА ДВОЙСТВЕННОСТЬ 

Рассмотрим сначала описанную в [5] двумерную модель 
Изинга с непрерывным временем. Она может быть описана как 
гиббсовским, так и гамилыоновым способом [5]. Напомним, 
что при гамильтоновом описании каждой точке nGZ сопостав­
ляется двумерное комплексное пространства Звп с базисом 
е--(п). 

Пусть N = {-N, -N+\,...,N}, 9£N=> ® Жп, > 

03(n)=1® ... 1®(J _?)®1 ... ®1, 
ff,(«.)-l® . . . 1®(д Q)®1 . . .®1 

матрицы Паули, действующие в MN в этом базисе. 
Рассмотрим оператор в &tN 

N-l N-1 

Н„(Х) = \ {sum} а3(«)о-з(й+1)+ {sum} аг(п). (1> 
n—-N / i = - . V 

Основные идеи преобразования двойственности имеются в [42]-
Мы приведем такой результат. 

Теорема 1. Существует такой унитарный оператор U 
в Жм, что 

Мы построим явные преобразования, доказывающие это 
утверждение. 

Введем другой базис в Жп 

Е±{п)—щ{еЦп)±е-{п)). 
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Положим для любого /criV (включая пустое) 
е/—[®е+(ft)]®[<g>е-(n)I. 

Аналогично определим g/. 
i " Определим унитарный оператор U1 соотношением 
Ё;,,, --V.- —g7. Uigi = ei. 
Достаточно убедиться в корректности этого определения 
-в^каждом Жп. Легко видеть, что для всех ft 

UT'a^U^a.in), U^a^U^a^n). (3> 
Поэтому гамильтонианы Ял-(А) и 

JV-I ' -V-1 

HN (X) — Я, ' 2 Ог (я) <хг (п + 1) + 2 стз (n) (4> 
n=—N n=—N 

унитарно эквивалентны. 
Введем теперь третий базис fj\ 

/ / = • • . ®е-<»> (ft), 

где последовательность s(ft) определяется из условия: e(n) и 
е(/г+1) различны при tiQl • и одинаковы при nQI. Этим е,(п) 
единственным образом определяется, если условиться, что 
е(—ЛГ—1)=+1. 

Очевидно, оператор 

1*з («•)== П о1 {т) 
n<m<N 

переводит / - в / / \ { П } , если «67, и в //у{«}> е с л и n 6 / (т. е. 
«переворачивает» состояние в точке ft). В то же время one-
ратор [X1(/ft)----cr3(/n)cf3(m + l) умножает / - на (-1), если 
mQl, и оставляет / / неизменным в противном случае. Опре­
делив унитарный оператор U2 так, ЧТО 

мы имеем 

Ur1|.l8(t)--72-=--l(ft). ^2~Vl(n)--j2 — 08(ft). (5> 
НО 

N—l N—l 

Х 2 ai(n) + 2 св(й)с-з(л+1)-= 
n--N n—N 

N—l N—l 

—я, 2 M»)M»+-)+ 2 1*1 <-*)- (6) 
re--—.V п=—-V 
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Из (3), (5), (6) следует, что HN(k) унитарно эквивалентен 
правой части (6). Теорема доказана. 

Мы не будем здесь подробно обсуждать возможность тер­
модинамического предельного перехода N{to}{infty} и получение ин­
формации о спектре с помощью преобразования двойственно­
сти. Ограничимся следующим утверждением. 

В высокотемпературной области (малые Л..) рассмотрим 
алгебру квазилокальяых наблюдаемых St на Z и ее представ­
ление ГНС относительно ограничения на нулевой срез гибб-
совской меры (см. [5]). В гильбертовом пространстве <9# это­
го представления ГНС рассмотрим слабый предел операторов 

Шп П ff1(m)-=p.3(n). 

Утверждение о существовании этого предела эквивалентно 
утверждению об абсолютной непрерывности солитоннюй меры 
ца относительно вакуумной меры ц, (см. [5]). 

Существование такого предела позволяет строить преобра­
зование двойственности в. бесконечном объеме. При этом, 
по-видимому, вакуумный сектор в высокотемпературной обла­
сти переходит в прямую сумму вакуумного и солитоюного сек­
торов в низкотемпературной области. При этом в низкотемпе­
ратурной области вакуумный сектор отвечает «четным» состоя­
ниям, а солитошый — «нечетным», в частности, одночастичное 
подпространство имеется только в солитонном секторе. О связи 
двойственности с отсутствием одночастичных состояний в .низ­
котемпературном спектре см. также в [17]. Другие физиче­
ские работы о гамильтоновой двойственности [42, 48, 90, 99]. 

§ 13. НЕЛОКАЛЬНЫЕ ПАРАМЕТРЫ ПОРЯДКА 
И ДВОЙСТВЕННОСТЬ 

Обычно фазовый переход определяется как наличие скачка у 
некоторой корреляционной функции или у ее производных при 
изменении данного параметра системы. Иначе говоря, сущест­
вование фазового перехода обнаруживается по поведению ло­
кального функционала. Возможность существования фазовых 
переходов для нелокальных функционалов была обнаружена 
впервые Вегнером [102]. Для случайных полей Oj---±l на Zd та­
кие функционалы могут иметь вид параметров в асимптотиче­
ском поведении корреляционных функций <ог> при некотором 
регулярном стремлении |7,|{to}oo. В последнее время такие функ­
ционалы возникли в теории элементарных частиц. 

Функционал Вильсона для калибровочной 22-модели опреде­
ляется следующим образом. Пусть С —замкнутый контур на Zd, 
Cc—Tidt. Положим 

tec 
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Рассмотрим случай, когда С лежит в некоторой фиксирован­
ной плоскости (натянутой, например, на ось времени и одну из 
пространственных осей). Пусть L0 — длина контура, 5С — пло­
щадь, охватываемая этим контуром. 

Теорема 1. При расширении С в высокотемпературной об­
ласти 

1 n | ^ ( C ) j < - C l ( p ) S c , с-(р)>0, (1) 
:а в низкотемпературной области 

ln|№(C)|>—c2(p)Lc. c2(p)>0. (2) 
В высокотемпературной области доказательство этого 

просто. Заметим, что сс—П(&<т)а, где произведение берется 
а 

но всем аб(Л.)2, лежащим внутри «контура С. 
Тогда разложим W(C) по семиинвариантам 

со 

< П (80)к > = _ g < П (8ог)-., (8ог)в1 , (8a)a„ > „. 
а л=0 а 

Первый отличный от нуля член будет при n = Sc и если 
а-, .. „ а„ —все 2-клетки внутри контура С. Отсюда, пользуясь 
стандартными оценками, получим: 

I < И (бо-с) > | < (const $fc. 

В низкотемпературном случае доказательство см. [9] и 
ссылки там. 

В случае некоммутативной группы G рассмотрим G-модель, 
в которой конфигурацией является функция g(b) на 1-клетках, 
причем g(b) =£Г1(—Ь). Для ориентированного замкнутого кон­
тура С, т. е. последовательности ориентированных клеток, и 
неприводимого представления а группы G получим 

oc(y)=a(g(bn))...a(g(b1)). 
Действие в рассматриваемой нами G-модели имеет вид 

- Р 2 Т - 1 ™ 
ag(A)2 

для некоторого представления т; группы Q. 
Представление а будем называть представлением типа 

кварков, если 
to |<o r C >|<—c 1 (p )S C , 

и представлением типа частиц, если 
1n |"<ofc>|>-e8(p)ZC. 

В работе [46] приводятся результаты поведения функциона­
ла Вильсона <с-с> для различных сг и т, 
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Заметим, что случай d = 2 является «явно решаемым» для 
калибровочных G-моделей. Полное исследование этого случая 
см. в [311. 

Оказывается, что при d>3 представление а является пред­
ставлением типа частиц или типа кварков в зависимости от то­
го, принадлежит ли центр Z группы G ядру представления о-
или нет, соответственно. Приведем два точных результата. 

Теорема 2 [46]. Если G=SU(n), o(Z){ne}l, то в высоко­
температурной области о есть представление типа кварков для 
любого т. 

Теорема 3 [46]. Пусть Q=SU(2) или SU(3) и o(Z) = L 
Тогда в высокотемпературной области а есть представление ти­
па частиц для любого т. См. подробности в [46]. 

Кроме функционала Вильсона, в последнее время возник 
двойственный функционал — функционал Хоофта [58, 75, 101, 
103]. Рассмотрим его для случая калибровочной 22-модели в 
размерностях d = 3,4. Ее статистическая сумма равна 

Z.v—2 exP(P 2 (МД «6(A)!. 
ы. \ êw» / 

Для размерности d = 3 двойственной моделью является Z2-
модель на двойственной решетке. Пусть Сл*= + 1-переменные 
двойственной модели в вершинах ti* двойственной решетки, 
Статистическая сумма равна 

А—2 eWp* 2 <6 *̂Y 
Среднее < СП*Ст*} * в двойственной модели называется функ-
ционалом Хоофта в первоначальной модели. Нетрудно прове­
рить, что в терминах первоначальной модели среднее можно 
определить следующим образом. Пусть S* — путь из ребер 
двойственной решетки, соединяющий точки я* и т*. В физи­
ческой литературе говорят обычно, что в точках п* и т* сидят 
дираковский монополь и антимонополь соответственно, a S* 
является струной Дирака. Тогда 

<uc„-* ) * - { M ; р , ' (3) 
где (J-=-(бсг)р, если р*б5* и -Зр---(бег)-, в остальных случаях. 

В размерности 4 калибровочная 22-модель самодвойственна. 
Функционалом Хоофта в первоначальной модели называется 
функционал Вильсона в двойственной модели 

( Сс* ) *) Сс*= 1 1 Ca*i 

С* — замкнутый путь на двойственной решетке (монопольная 
петля Дирака). Пусть 5* - некоторая поверхность из 2-клеток 
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на двойственной решетке, ограничиваемая этой петлей (лист 
Дирака). Тогда 

< С с . ) * — {М ]А
Р V (4) 

где Ор= — (бст)р) если p*6.S* и (Ьа)р в остальных случаях. 
В гамильтоновом представлении произведения Вильсона и 

Хоофта представляются в виде некоммутирующих операторов 
с примечательными соотношениями коммутации (см. [58, 101, 
103]. В переводе на евклидов язык эти соотношения имеют 
простой смысл. Рассмотрим сначала случай размерности 3. 
Пусть XYt — система координат на решетке. С-контур в 
плоскости ^ = 0, охватывающий точку 0. Пусть п* = (----, •---, 

1 \ -*•' 

- - ) —точка двойственной решетки, t-единичный вектор по 
•оси t в положительном направлении. 

Определим теперь 
2а сехр/Р-£5р) 

< С„*(ТС > = ^ — S '-, 

где Qp=—Qp, если р* лежит на оси t выше точки п.* и 
QP = GP, в остальных случаях. Аналогично положим 

2°-сехр(Р2б .-> 
( осС п . ) = • +-*• , 

где Gp= —Op, если р* лежит на оси t ниже точки /г*, и 
•Qp = Gp в остальных случаях. 

Тогда евклидовы соотношения Хоофта имеют вид 
< Сл*ос > = — < сгсС.„* > . (5) 

Действительно, сделаем замену переменных G„—>—Gp, если 
р* лежит на оси t, и Gp{to}Gj, в остальных случаях. Эта замена 
допустима, причем мы рассматриваем калибровочную Z2-MO-
.дель с пустыми граничными условиями в кубе, а двойственную 
ей 22-модель — с нулевыми граничными условиями. Тогда соот­
ношение (5) очевидно. Можно записать также, пользуясь сим­
метрией 

< Си.огс > == - < ^+ 7>-с ) 
• относительно плоскости XY. 

Аналогичное соотношение существует для случая d=4. 
По поводу проблемы конфайнмента ем. [11, 9, 12, 30, 41, 

44, 64, 69]. Последние строгие результаты о калибровочных по-
-лях см. в [21, 9, 44, 74—76, 103]. Физический обзор по решет­
чатым калибровочным моделям см. [33]. 
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§ 14. ДРУГИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
i 

Здесь мы очень кратко упомянем о некоторых других ре­
зультатах, связанных с двойственностью, 

По поводу двойственности (аналог § 5) для G-моделей с не-
абелевой группой G известно очень мало. Некоторая деятель­
ность [16, 34, 83] показала, что случай разрешимой группы G 
по существу сводится к абелеву случаю. В общем случае дело-
упирается в отсутствие хороших обобщений формулы суммиро­
вания Пуассона на неабелев случай (см. однако формулы следа 
Сельберга). 

Полезная техника вычислений с неабелевыми группами: 
имеется в [1, 28]. 

Много работ посвящено преобразованию двойственности 
для конкретных моделей. Так, в [24] рассматривается двумер­
ная модель с произвольным взаимодействием ^ ( — 1nE(cf; —<?<')).. 

(t.f) 

Замечается, что такая модель определяется точкой проектив­
ного пространства {xr}—JW——H, г = 0, 1, . . . , N — 1. Пре­
образование двойственности задает линейное преобразование: 
F-*•? этого пространства в себя. С помощью этого получена ха-
рактеризация самодвойственных моделей. Обсуждаются также 
фазовые диаграммы двумерных ^-моделей. 2№-моделй рас­
сматриваются также в [69]. 

Обсуждение фазовых диаграмм G-моделей с абелевой G 
имеется в большом числе физических работ (см., например, [13,. 
32, 38, 39, 41, 61, 63, 66, 68J). 

Случайные спиновые системы в связи с двойственностью изу­
чаются в [92] (см. также [62]). 

Связь двойственности с задачей просачивания см. в [40], Ре­
шетчатые спиновые системы, где спин принимает два значения,. 
с произвольным финитным взаимодействием рассматриваются: 
в серии работ [49, 52, 57, 80, 81], где построена общая теория 
таких преобразований. Эти результаты часто использовались. 
ДЛЯ получения строгих результатов для таких моделей. Ряд ре­
зультатов этих работ можно перенести на случай более общих 
спиновых пространств. 

Любопытна двойственность для непрерывной системы ча­
стиц с твердой сердцевиной, см. [95]. Двойственность в скей-
линговом пределе и связь с квантовой теорией поля см. [91, 78,. 
67]. Двойственность для непрерывных полей см. в физических 
работах [93, 98]. Вообще, для некоторых моделей должна сохра­
няться двойственность при устремлении шага решетки к нулю.. 
Этот вопрос совсем не изучен. 

CP»-1-модель на решетке рассматривается в [96]. Ряд важ­
ных результатов для калибровочных 5 U(N) -моделей полу-
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чен в (74—76, 104, 105]. При этом используется частичное преоб­
разование двойственности. Если использовать факторизацию 
w = uz, где zeZN — центру SU(N), uGSU(N).fZ„, то SU(N)-uo-
дель можно рассматривать как Z.v-модель со случайными коэф­
фициентами, распределение которых неизвестно. Несмотря на 
то, что распределение этих коэффициентов неизвестно, можно в 
некоторых предположениях получить оценки для функционалов 
Хоофта с помощью низкотемпературного кластерного разложе­
ния для калибровочной Zjv-модели со случайными коэффициен­
тами, аналогично полученному в § 9. 

Мы здесь совсем не коснулись также связи преобразований 
типа двойственности с — -разложениями в статистической фи­
зике и квантовой теории поля [71, 721). Другие результаты о 
разложении см. в [14, 35, 51]. 
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