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Цель статьи — проанализировать тенденции, развившиеся за 
последнее десятилетие в. квантовой теории, в связи с интенсив­
ным применением теоретико-групповых методов (методов тео­
рии прдставлений групп Ли) и вариационных методов при 
постановке и решении физических задач. Ключевое значение 
при этом имеет понятие «симметрия физической системы», в ко­
торое до настоящего времени различными авторами вклады­
вается совершенно разный смысл. 

В физической литературе употребляются выражения: сим­
метрия, динамическая симметрия, скрытая симметрия, нару­
шенная симметрия, внутренняя симметрия, спонтанное нару­
шение симметрии, геометрическая симметрия, лиевская сим­
метрия, нелиевская симметрия, группа симметрии, алгебра сим­
метрии. Обилие терминов отражает, с одной стороны, разные 
.аспекты симметрии, важные в той или иной задаче, а с другой 
стороны, назревшую необходимость иметь четкие в математи­
ческом смысле определения, уменьшающие возможность раз­
личных толкований в подходах, использующих понятие симмет­
рии. 

Еще один важный момент заключается в том, что долгие 
годы понятие симметрии отождествляли с группой симметрии, 
считая, что слова «симметрия физической системы» и «группа 
симметрии физической системы» означают одно и то же. В по­
следнее время намечается тенденция различать эти понятия, 
считая, что «группа симметрии физической системы» — понятие 
менее широкое, чем понятие — «симметрия физической систе­
мы». В математическом плане это означает, что возникает не­
обходимость в симметрииных подходах в физике использовать 
не только теорию представлений групп (Ли или других групп), 
но переходить к применению и других математических схем 
(алгебр, супералгебр, супергрупп, полугрупп и т. д.). 

Другим очень важным объектом в физических теориях яв­
ляется действие (лагранжиан, гамильтониан), позволяющее 
дать вариационную формулировку уравнениям движения, опи­
сывающим физические процессы. Вопрос неоднозначности таких 
вариационных формулировок, а также проблема неоднознач­
ности квантования классических систем, связанная с неодно­
значностью вариационной формулировки уравнений движения, 
привлекает в последние годы внимание. 

Симметрия, гамильтониан физической системы тесно связа­
ны с интегралами движения физической системы. Интерес в 
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последние годы вызвало изучение (в рамках, особенно, кван­
товой механики) квантовых интегралов движения нестационар­
ных систем, для которых, например, энергия не сохраняется.. 
Существует мнение, что чем более широкой симметрией обла­
дает физическая система, тем большее количество интегралов 
движения она имеет (сохранение всех 3-х проекций углового 
момента для сферически симметричного^ гамильтониана в клас­
сическом и квантовом случаях и сохранение одной проекции. 
углового момента в аксиально симметричных потенциалах). 
Учет возможной явной зависимости от времени физических ве­
личин, сохраняющихся на реализирующихся траекториях в 
классической и квантовой механике, позволил проанализиро­
вать связь симметрии гамильтониана и количества интегралов 
движения, оказавшуюся не такой, а именно: число инвариан­
тов одинаково при любой симметрии физической системы. 

§ 1. ИНТЕГРАЛЫ ДВИЖЕНИЯ B КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ 

Обсудим подробнее в этом параграфе понятия «симметрия-
физической системы» и интегралы движения квантовых систем 
и взаимосвязь этих понятий. Будем вести рассмотрение в рам­
ках квантовых систем, описываемых уравнением Шредингера, 
хотя нижеследующее верно и для классических систем и систем 
релятивистских, описываемых уравнением, например, Дирака, 
Проводимый анализ есть фактически изложение результатов, 
опубликованных в работах [1, 6, 8—14, 17, 23, 24, 41, 42]. Бу­
дем рассматривать конечномерную квантовую систему, описы­
ваемую уравнением Шредингера ihdty/dt—H'ty. Сразу отметим,. 
что наличие квантового гамильтониана' означает существова­
ние оператора эволюции U(t2, t\) \ty(ti))~ | .3(2.2)> и, наоборот,, 
а также само понятие волновой функции ty(t) подразумевает 
существование оператора эволюции U(t2,t{), заданного при 
любых временах —oo<.ti^.t2<.oo. Таким образом, под кванто­
вой системой понимается физическая система, обладающая уни­
тарным (это необязательно, но примем для простоты) операто­
ром эволюции U(t2, tx). На самом деле, других систем в рам­
ках квантовой механики никогда и не рассматривают. 

Можно поставить вопрос — сколькими независимыми интег­
ралами движения обладает квантовая система, зависит ли чис­
ло этих интегралов от вида потенциала, от симметрии этого 
гамильтониана? На первый взгляд, как мы отмечали уже, ответ-
положителен, так, если взять гармонический трехмерный осцил­
лятор с одинаковыми частотами колебаний по всем осям, то 
из-за сферической симметрии сохраняются все три проекции 
момента количества движения. Если частоту колебаний вдоль 
одной из осей изменить, то останется только аксиальная сим­
метрия, и сохраняется, лишь проекция углового момента на 
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выделенную ось. Кажется, что число интегралов движения 
уменьшилось. Если теперь все три частоты сделать разными, 
то никакого сохранения углового момента нет. Может пока­
заться, что число интегралов движения сократилось до одно­
го: сохраняющейся величиной остается энергия анизотропного 
гармонического осциллятора. Если .же теперь различные часто­
ты колебаний сделать зависящими от времени (энергия больше 
не сохраняется), то вроде бы, ни одного интеграла движения 
(не говоря об операторах четности) не остается. Однако это не 
так, число независимых интегралов движения для всех пере­
численных случаев одно и то же. 

Еще один важный момент требует обсуждения. Мы употре-
-били (и уже неоднократно) слово «симметрия гамильтониана». 
Это понятие кажется очевидным настолько, что вроде бы не 
требуется дополнительных разъяснений, что понимать под сим­
метрией гамильтониана, симметрией физической системы. Но 
именно в этом пункте имеются многочисленные разночтения, 
разные авторы вкладывают разный смысл в слова «симметрия фи­
зической системы», «симметрия гамильтониана», «симметрия 
уравнений», описывающих физическую систему. Когда говорят 
о сферической симметрии трехмерного изотропного гармони­
ческого осциллятора, имеют в виду очевидное геометрическое 
свойство потенциала не меняться при любых поворотах системы 
отсчета. Однако понятие симметрии может быть гораздо бога­
че, чем повороты в координатном пространстве даже в этой 
•частной задаче. 

О п р е д е л е н и е симметрии . Будем называть симмет­
рией квантовой системы совокупность операторов, которые пе­
реводят состояние (решение уравнения Шредингера) в другие 
состояния (в другие решения). 

Как уже отмечалось, часто отождествляют понятие сим­
метрии физической системы (т. е. уравнения, описывающего 
физическую систему!) с группой симметрии. Таким образом, 
•часто считают совокупность операторов симметрии группой. 
Но это необязательно. С точки зрения д.анного выше определе­
ния, совокупность-операторов симметрии может быть не груп-
,пой, а другим математическим объектом (необязательно требо­
вать существования обратных операторов, можно использовать 
алгебру Ли, супералгебру и т. д.). 

Симметрия — достаточно широкое и емкое понятие. Поэто­
му мы будем отличать понятия — группа симметрии и симмет­
рия физической системы. Группа симметрии — это лишь часть 
.операторов симметрии физической системы. 

Еще одним моментом, требующим обсуждения, является вид 
^операторов симметрии. До сих пор очень часто рассматривают 
.̂ симметрию уравнений, описывающих физическую систему, 
•ограничиваясь операторами первого порядка по производным 
(симметрия в смысле Ли). Однако совокупность операторов 
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симметрии первого порядка по производным составляет лишь. 
малую часть операторов симметрии, которые могут быть и вто­
рого порядка и высших порядков по производным, могут быть. 
интегральными и интегро-дифференциальными. Мы требуем 
лишь, чтобы операторы симметрии переводили любое решение 
уравнения в решение этого же уравнения. 

Сделаем здесь важное замечание. Если удалось найти опе­
раторы симметрии уравнения любого порядка по производным 
либо интегро-дифференциальные операторы, образующие ко­
нечномерную алгебру Ли, т. е. реализующие представление 
этой алгебры на решениях рассматриваемого уравнения, то 
всегда можно найти новые переменные, в которых, если к ним 
перейти в уравнении, можно такие операторы симметрии сде­
лать операторами первого порядка по производным. Технически 
это может быть трудно, поскольку иногда сложно решить 
уравнения для ядер операторов перехода к новым переменным,. 
однако принципиально это всегда возможно. Разумеется, пере­
ход к таким новым переменным не означает в большинстве слу­
чаев функциональную зависимость старых переменных -от но­
вых. Это переход к переменным того же типа, что и переход 
к переменным для квантового гармонического осциллятора,, 
имеющего группу инвариантности U(n) (генераторы второго-
порядка по производным), в которых действие этой группы оче­
видным образом реализуется операторами первого порядка по-
производным I[34]. 

Обсудим подробнее свойства интегралов движения динами­
ческой системы. Будем рассматривать динамические системы,, 
понимая под ними все те физические и математические задачи,, 
которые в конце концов сводятся к решению уравнения 

дф/дт-А-ф; (1.1) 
функция •$ может быть вектором из конечномерного простран­
ства (например, задача о спине), скалярной волновой функ­
цией, конечно- и бесконечно-компонентной волновой функцией.. 
Параметр т может иметь разный физический смысл, как и опе­
ратор Л. Если т——it/ й и Л = Й, где t — время, n" — постоянная" 
Планка и ft— гамильтониан, мы имеем уравнение Шредингера.. 
Однако и многие другие задачи физики и математики описыва­
ются соотношением (1.1). Последующее изложение ведется для 
•всех таких динамических систем. В частности, любая группа Ли' 
может рассматриваться как динамическая система [6, 11]. 

Определение квантового инварианта (квантового интеграла 
движения)., Квантовым интегралом движения называется та­
кой оператор, действующий в пространстве состояний физиче­
ской системы, среднее значение которого не меняется в про­
цессе эволюции системы. 

Согласно {6, 13, 42] у системы с п степенями свободы 
имеется 2п инварианта, отвечающих начальным точкам траек-
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тории системы в пространстве средних координат и импульсов-
Xoi и рои, i=l, 2 , . . . , п, здесь п — число степеней свободы систе­
мы. Любые другие инварианты (с некоторыми оговорками) вы­
ражаются как функции от xQi и p0i. 

Инвариант 1 для системы, обладающей гамильтонианом,, 
удовлетворяет условию 

\ihdldt-Hj\\^) =0, (1-2) 
где вектор \ty(t) ) удовлетворяет уравнению Шредингераг 
если //—эрмитов оператор» 

•Среднее от инварианта / не зависит от времени (по опре­
делению) 

-4r(q(t)\Ilt)\q(t)}=0„ (U) 
вследствие уравнений (1.1) и (1.2). Именно условие (1.3) обыч­
но принимается как определение оператора-интеграла движе­
ния. Если у системы с гамильтонианом имеется набор инвари­
антов, то произвольные функции от них, в частности, их комму­
таторы или антикоммутаторы тоже инвариантны. 

Оператор эволюции U(t2, t\) динамической системы, по опре­
делению, переводит состояние |i|)(^i)> в состояние |-ф (*.-)>: 

Его матричный элемент в ^-представлении (x\0(t2, t\)\xry 
есть фейнмановская амплитуда G(x, xr, t2, ti) (функция Гри­
на). Часто удобно полагать ti — 0 vLtz=t,(x\U(t)\x'y*=G(x, xr,t). 
Возможно рассматривать функции Грина в любых других: 
представлениях, что отвечает рассмотрению матричных элемен-> 
тов оператора 0(t) во всевозможных базисах, в том числе к 
косоугольных: _-(.*:, t) ==<x| 0(t) |г|?> — волновая функция, 
(x\0(t)\$}— когерентное состояние (см. ниже), <р|-7(01'Ф) — 
импульсное представление, <а|#(/) |р>— представление коге­
рентных состояний, 1[14, 33, 36, 37] (p\0(t) | (3> и т. д. С нашей 
точки зрения, волновая функция ^{х, t) есть временная функ­
ция Грина системы в «косоугольном» базисе (берется проек­
ция состояния 0(4) ]-ф> на состояние \х}). Обычная функция 
Грина в координатном или импульсном представлениях отве­
чает взятию матричного элемента оператора в «прямоугольных» 
базисах {\х} и \р}, соответственно). Может рассматриваться 
и дискретный базис |/г>, где п — набор целых неотрицательных 
чисел и соответствующая функция Грина (n\0(t)\my = Unm. 
Все эти функции Грина связаны матрицами перехода из базиса 
в базис. 

Интегралы движения и функция Грина связаны между со­
бой рядом соотношений. Функция Грина в координатном пред­
ставлении является решением системы уравнений на собствен­
ные значения. 

63 



Докажем высказанные утверждения. 
1. Унитарность оператора эволюции. Пусть система описы­

вается эрмитовым гамильтонианом B{t). В этом случае опера­
тор эволюции унитарен. Действительно, оператор эволюции 
0(t) (пусть ti = t и £2=0) должен удовлетворять операторному 
уравнению 

ih^^HU (1,5) 

.и начальному условию U(0)=E, где Е — единичный оператор. 
Его ядро в координатном представлении является б-функцией. 
Уравнение (1.5) вытекает из уравнения Шредингера (1.1) для 
динамической системы. Если гамильтониан не зависит от вре­
мени, B(t)=Rt то формальным решением уравнения (1.5) яв­
ляется оператор 

fr(*) = exp ( — **#/А). (1.6) 
При этом ti*(t)^vx${itH+lh)==U-l(t\ т, е. оператор О(t) 
унитарен. Унитарность оператора U (t) в случае нестационар­
ных систем с зависящим от времени гамильтонианом H(t) вы­
текает из следующего. Выпишем равенство, вытекающее дез 
равенства (1,5) при эрмитовом сопряжении: 

-ihJ^^U+H*. (1.7) 

Умножим равенство (1,5) слева на оператор U+, а равенство 
(1,7) справа на оператор О и вычтем одно равенство из дру­
гого, Поскольку в правой стороне полученного таким образом 
равенства получается ноль, то мы имеем соотношение 

'*!>•# +--М-0- с-8) 
Таким образом, оператор U+U не зависит от времени. Тогда 
из начального условия £[(0)=Ё и соотношения (1,8) вытекает, 
что оператор U+ (t) U (t)=Ё в любой момент времени, т. е, 
оператор & (t) унитарен, если гамильтониан Н (t) эрмитов, 

2. Теорема. Любой оператор I(t) =U(t)I(0)U~l(t) является 
оператором-интегралом движения. 

Доказательство теоремы тривиально и сводится к проверке 
независимости от времени среднего значения от выписанного 
оператора I(t). Действительно, среднее значение от оператора 
I(t) имеет вид 

<7{t)) = <W)\H*)\<№)) = 
==- < op (0) | U+UI (0) U-lU I -ф (0) ) . (1.9) 
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Мы воспользовались свойствами <<ф(*)|= < -ф <0) | U*(t), О"10—= 
=Ё. Поскольку оператор U(t) унитарен, мы имеем равенство 

</(*)> -—<^(0)|/(0)| о])(0)>, (1.Ю) 
т. е. среднее от оператора / (/) не зависит от времени. Соглас­
но определению оператора —интеграла движения, оператор I (t) 
является интегралом движения. Пусть операторы /(0) выби­
раются в следующем виде. Возьмем для системы с п степенями 
свободы в качестве оператора /(0) п операторов xt. Тогда, 
согласно доказанному утверждению, операторы, которые мы 
обозначим как x0i = U{^xfi-1 (t), i=\, 2 , . . . , n, являются инте­
гралами движения. Эти операторы коммутируют друг с другом, 
поскольку [xQi, xQj]"= [U(t) XiO'1 (г-), U (t)XjLf-1 (t)]=*0. Каков 
физический смысл операторов x0i? Если мы измерим в состоя­
нии |ф(0) > в момент времени £=0 среднее значение координаты 
х(0)==х, мы получим число < х0 > = < .-(0) | х | ,. (0) > • Если в 
момент времени t измерять среднее значение величины,, описы­
ваемой эрмитовым оператором Хо(̂ ) (эрмитовость вытекает из 
эрмитовости оператора х и унитарности оператора О •(£)), то мы 
получим в результате измерения то же число. 

Таким образом, интеграя движения х0 описывает начальное 
значение координаты системы. Аналогично мы можем построить 
п интегралов движения, выбирая в качестве операторов 1 (0) 
операторы импульса р (р=— iftd/dx в координатном представ­
лении). Тогда п операторов "p0i = — £»& {t){dldXi)U^{t)являют­
ся jaHTerpалами движения, причем < p0i > = < г]) (t) \ рщ [_ чр (t) > и 
< pQi ) = ( •ty(0)\ — ihd/-dxi | .)(0) > . Физический смысл интеграла 

движения ~oi состоит в том, что он описывает начальное сред­
нее значение г-ой компоненты импульса. Таким образом, у лю­
бой системы с п степенями свободы всегда ^ имеется 2я инте­
грала движения xQii pQi, xo--=_*xt/~1, pQ^U^if^1, описывающие 
начальные средние координаты! системы в ее фазовом простран­
стве. Отметим, что все операторы мы рассматриваем в пред­
ставлении Шрёдингера, и введенные операторы х0 и р0 . не со­
впадают с операторами координат и импульса в представлении 
Гейзенберга. 

3. Теорема (обратная предыдущей). У-юбой оператор-инте­
грал движения I (t) всегда имеет вид I (t) = U (t) I (0) U*1 (t). 
Доказательство проводится следующим образом. То, что опе­
ратор I (t) есть интеграл движения, означает по определению 
интеграла движения существование равенства 

(q(t)\I(t)\q(t))-(q(0)\I(0)\y{0)). (1,11) 
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Заменяя вектор [ ц (t)) вектором | -ф (t) > •-= V (t) | op (0) > , полу­
чаем из (1.11) равенство 

(ty(0)\(j*(t)7(t)U(t)\^(0)) = <Ф(0)|7(0)|-4>(0)>. (1.12) 

Тогда, поскольку (1.12) имеет место для любого вектора |-ф(0) > 
из пространства состояний системы, из этого равенства для 
матричных элементов вытекает операторное равенство 

tJ*7(t)U=I(0), (1.13) 
или требуемое равенство 

I{t)^U{t)I{Q)U~l{t). (1.14) 
Мы при этом пользуемся унитарностью оператора эволюции 
&*(() = U-1 (t) и тем хорошо известным свойством ко мгшексн о го-
пространства состояний, что билинейная форма <<р | -* | 'ф> пол­
ностью определяется своей квадратичной формой (диагональ­
ными матричными элементами <~>|/|-ф>). 

4. Теорема. Собственные значения операторов-интегралов. 
движения не зависят от времени. 

С точки зрения физики, высказанное утверждение очевидно* 
Однако, если не привлекать физические соображения, данное 
утверждение необходимо доказывать, что мы сделаем, опираясь 
да предыдущие теоремы. 

Рассмотрим оператор /(0), интеграл движения 7 (t) в момент 
времени t •= 0 и найдем его собственные функции |ф-Д0) > и соб­
ственные значения к, которые, естественно, не зависят от вре­
мени 

^ (0) 14>х (Р) > —Л, | ФХ (0) > . (1.1б> 
Подействуем на обе части равенства (1.15) слева оператором 
эволюции If (i) и представим вектор U (t) | Ф-, (0) > в виде 
IФ*. (-0 ) = /--/ (01 Фя (0) > • Тогда имеем равенство 

U(t)7(0)E\%(0)) «Х|<М*)>. (Ы6> 
Поскольку оператор £._= U'1 (*) V (t) и U (t) 7 (0) С/'1 (i) = 7 (t).r 
равенство (1.16) переписывается в виде 

J(*)I<M*)> =-^|Фя(0>- (1.17> 
где собственные значения Я, оператора I(t) не зависят от вре­
мени по построению. Операторы l(t) и 1(0) связаны унитарным: 
оператором эволюции, поэтому они имеют одинаковый спектр... 
Таким образом, никаких других собственных значений, кроме 
чисел X, у оператора I(t) нет, а все эти числа, как мы показали,. 
от времени не зависят. 
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5. Теорема. Квадрат оператора-интеграла движения являет­
ся интегралом движения. 

Действительно, у системы с гамильтонианом существует 
оператор эволюции, рассмотрим оператор 3 (t) — I2(t), причем 
I (t)—интеграл движения. Это означает, что, согласно преды­
дущим теоремам, оператор /(zJ)-==-7(^)/(0)f7-1(^). Но тогда 
оператор Ь(t)^Lf (t) I (0) U~l (t) U (t) I (0) U~l (*) -» U (t) 5 (0) X 
X--?""1 (*)• Данное соотношение показывает, что оператор 
Ь(*)-=&{t)b(0)#-- (*), где оператор 5(0) =/2(0). Но все опе­
раторы такого вида являются интегралами движения. Поэтому 
J (t) -= /2 {t) есть интеграл движения. По индукции легко дока­
зать, что любая степень оператора-интеграла движения есть 
интеграл движения. Поэтому и любая функция от оператора-
интеграла движения для систем с гамильтонианом (оператором 
эволюции) является интегралом движения. Мы ее представляем 
в виде ряда по степеням оператора, каждый член ряда есть ин­
теграл движения. Если у системы с гамильтонианом несколько 
разных интегралов движения, то их произведения тоже интег­
ралы движения. Это доказывается тем же способом, каким мы 
доказали, что- квадрат интеграла движения есть интеграл дви­
жения. Важным обстоятельством, которым мы пользовались при 
доказательстве того, что квадрат интеграла движения есть ин­
теграл движения, является наличие у системы гамильтониана 
(хотя физически данное утверждение кажется самоочевидным)., 
Тем не менее, если квантовая система не описывается гамиль­
тонианом (открытые системы), а описывается матрицей плот­
ности, подчиняющейся кинетическому уравнению общего вида, 
для нее квадрат интеграла не является, вообще говоря, интегра­
лом движения. Функция от интеграла движения не является ин­
тегралом движения для таких систем (см. [24]). Для систем 
с гамильтонианом, в том числе и для систем, описываемых 
матрицей плотности, можно любой интеграл движения пред­
ставить в виде функции (может быть очень сложной) от 2п ин­
теграла движения Xan(t), poi(t). Операторы-интегралы движе­
ния Xoi(t), *poi(t) и Е образуют базис алгебры Ли группы Гей-
зенберга. Обертывающая алгебра этой группы Ли содержит 
весь бесконечный набор интегралов движения любой гамильто-
новой. квантовой системы. Интегралы движения Хог-(0 и Р<к(0, 
являются независимыми интегралами движения. 

6. Теорема. Интеграл движения переводит решение уравне­
ния Шредингера в решение этого же уравнения. Доказательст­
во этого важного утверждения сводится к его проверке. 

Действительно, пусть 7 (£)—интеграл движения. Тогда он 
представим в виде I (t) = tf (t) f (ОУс/-1 (*). Решение уравнения 
Шредингера | ij)Q > представимо в виде [.)(*)> —• О (t) [ -ф (0) > „ 
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Подействуем оператором l\t) на решение |г])(0 > «А Мы получим 
новую функцию |Ф(*) >., имеющую вид |Ф(*).> -----J (-О Ж * ) > = 
= U (t) I (0) {/-1 (t) tf(t)\q (0) > . Но поскольку функция J ф (t) > 
имеет вид |Ф(*)> = t f (*)|Ф(0) > , где |Ф (0) > - = / ( 0 ) | ц>(0) > , 
она удовлетворяет уравнению Шредингера вследствие того, что 
оператор эволюции U (t) удовлетворяет уравнению ihU = HUm 

Важным обстоятельством является тот факт, что действием 
операторов-интегралов движения мы можем получить решения 
уравнения Шредингера, не только находясь в классе нормируе­
мых на единицу или 6-функцию решений, описывающих про­
странство состояний квантовой системы. Так, действуя инвари­
антами на сингулярные решения уравнения Шредингера, расту­
щие на бесконечности (например, для квантового осциллятора, 
ведущие себя как exp(jc2/2), мы получим также решения вре­
менного уравнения Шредингера. Данное свойство позволяет 
по одному или двум простым решениям уравнения Шредингера 
находить остальные решения уравнения Шредингера, действуя 
на простые решения интегралами движения, например, операто­
рами xQi и /?0i и функциями от них. Интегралы движения x0i, 
Pot можно получить следующим приемом. Построим для нового? 
оператора HQ операторы координат в представлении Гейзенбер-
Га xQ=Lf-lxL/. Они совпадают по форме с интегралами Хо=-
= 0(t)xU-1 (t) для исходной системы. 

7. Теорема. Функция Грина является собственной функцией 
интеграла движения. '. 

•В-работах [23, 5] был выяснен еще один аспект интегралов 
движения. Оказывается, что функция Грина является решением 
•нового уравнения, определяемого инвариантами x0i, pQi. Так, 
:из физического смысла функции Грина как амплитуды перехода 
из начальной точки в конечную и физического смысла интегра­
ла движения' jfo'i как оператора начальной координаты выте­
кает, что 

xQiG{Xi, xt\ Ц*=х/0(хи x/, t). (1.18; 
Можно легко доказать справедливость еще одного соотношения, 
а именно: 

РыЩхи */., t)^in-JLG{xu x/, t). (1.19) 

Эти соотношения, разумеется, справедливы для произвольных 
динамических систем, т. е. систем, описываемых уравнениями 
типа уравнения Шредингера и обладающих операторами эво­
люции. 
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Соотношения (1.18), (1.19) определяют функцию Грина с 
точностью до фазового множителя, зависящего от времени и 
определяемого из уравнения Шредингера. Часто оказывается, 
что решать систему уравнений (1.18), (1.19) гораздо легче, чем 
обычное уравнение для функции Грина, если, конечно, независи­
мо известен явный вид всех интегралов движения, которые не­
обходимо находить заранее. Описанный подход аналогичен то­
му, что в классической механике знание всех инвариантов эк­
вивалентно нахождению решения уравнений движения или 
действия, как производящей функции канонического преобразо­
вания, задающего переход от начальных точек xoi, ры к теку­
щим Xi(t), pi(t). Так, и в квантовой механике знание всех ин­
тегралов движения дает возможность , определить эволюцию 
системы, т. е. найти функцию Грина. 

Интегралы движения квантовой системы, согласно опреде­
лению, образуют совокупность операторов симметрии этой сис­
темы, и это очень важная связь интегралов движения системы 
и ее симметрии. 

Интегралы движения лг0г и -<и образуют алгебру Ли группы 
Гейэенберга. Из них могут быть построены генераторы симплек-
тической группы (набор квадратичных форм по операторам xoi 
E*poi), Можно поэтому утверждать, что для любой физической 
системы существует симметрия, описываемая симплектической 
группой, генераторы которой связывают все решения уравнения 
Шредингера. Можно также утверждать (см. •[!]), что группа 
симметрии квантовой и классической систем тождественны, по­
скольку есть однозначное соответствие между классическими и 
квантовыми интегралами движения — начальными точками сис­
темы в ее фазовом пространстве. Имеет смысл говорить также, 
что у данной физической системы существует любая наперед 
заданная симметрия в определенном выше смысле, поскольку 
можно из интегралов движения #<к и /?0г построить генераторы 
любых, групп, причем мы им'еем право ограничиваться не толь­
ко генераторами, а любыми функциями от них, расширяясь до 
обертывающей алгебры. Так, можно сказать, что у атома во­
дорода есть группа симметрии, например, SU(IO). Технически 
построение действия генераторов этой группы сводится к отобра­
жению пространства состояний атома водорода (имеющего 
счетный базис) на пространство состояний , 10-мерного осцил­
лятора, а затем действие генераторов' задается обычными фор­
мулами. Хотя может показаться, что такого рода утверждение 
о наличии у заданной физической системы произвольной сим­
метрии малосодержательно, тем не менее, если удается явно 
найти операторы симметрии, причем один раз образующих одну 
алгебру Ли, а другой раз другую для той же системы, это мо­
жет быть полезным, поскольку позволяет использовать гото­
вые математические разработки для получения новых физичес-
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ких результатов. В известном примере о движении заряда в 
магнитном поле можно на равных основаниях оказать, что сим­
метрия задачи описывается как группой £7(2, 1)), так и группой 
t!Sp(4,R) [1], Есть найденные явно генераторы — интегралы 
движения, построенные из инвариантов *хы и pot и образующие 
алгебры Ли этих двух разных групп. Матричные элементы опе­
ратора эволюции могут быть связаны с матричными элемента­
ми представлений любой из указанных групп. 

§ 2. СИНГУЛЯРНЫЙ ОСЦИЛЛЯТОР 

В качестве примера рассмотрим простую, но в то же время 
обладающую некоторыми характерными чертами квантовую 
систему — одномерный нестационарный сингулярный осцилля­
тор. Мы используем результаты и обозначения работы [7]. 

Сингулярный нестационарный одномерный осциллятор опи­
сывается уравнением Шредингера 

.,. дф Л* д-ф m©- (t) -x2 , 
о Г 

Г А* 
де g=const — параметр. Мы предположим, что g>—•-§—•, 

В случае g < — п2/8т гамильтониан становится неэрмитовым, и 
требуется дополнительный анализ» Заметим, что этот случай 
может быть интересен при рассмотрении моделей, связанных 
с рождением частиц. 

Будем считать, что n = /re=l, в конечных формулах они 
легко восстанавливаются заменой х^-у jfX, &~*"1F~g-

Как известно (см., например, [13]), в пространстве состоя­
ний квантового сингулярного осциллятора реализуется унитар-
ное неприводимое представление группы SU(l, V* (Группа 
SU (\, \) является накрывающей для SU (\, 1)). 

В качестве генераторов представления можно взять 
г> р* + хг , g аа+ + а±а . g 
А о = - — А г 

Кг-

2хг 4 г 2хг ' 

р* — х* • g ___ a+2 + a 2 • g . 
4 "г 2x2 4 ""1" 2x* ' 

л- px + xp a- — a+- . 
Д 2 - - - - - 4 - - £ > 

(2.2) 

k± = Kx±iK2, lR+,K-\--2Ku 
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где, как обычно, a - - - ( x - f i p ) . Следуя [7, 13], введем орто-
нормированный базис \п) 

#о|я> =^(2n-\-a + l)\fi) ; й = 0 , 1,2, . . . , (2,3) 

где л=—(l-l-8g)lr2, для -а-=--|л>. переходит в стационарное 
состояние гармонического осциллятора с единичной частотой. 
Оператор Казимира С=Ко2—К^—Л2

2 на векторах |/г) сво­
дится к1 чи слу —• (а2 — 1). 

Введем также переполненный базис из «когерентных состоя­
ний»: 

- t | a ) = ^ | a ) ; 

<o|Y>«r{cdot}(a + l ) (^ . ) " e / e ( a*Y) ; 
где / а (г) —модифицированная функция Бесселя порядка #„ 

Мы рассмотрим гамильтониан несколько более общего вида, 
«чем (2.1), а именно 

^ « f i o ^ O + Q ^ l + 0 8 - ^ 2 » (2*5) 
где Qt — действительные функции времени, 

Гамильтониан (2.5) можно представить в виде 
fr^e-Woe-iw,{2®Ко)е1ж*е1*«°==а0Ко+®+К++а-К-, (2.5а) 

где Q+=Q_=—(Qi —t"Q2)> функции Q±, Q0-связаны с Ф(^), %(t), 
<o(t) следующим образом: 

Q_ = Q+ = (Dsh%eicP; Q0 == 2со ch %. 
Будем считать, что со = т/й0-— Q^ — й2

2 > 0. 
-Сначала рассмотрим стационарный случай, когда все коэф­
фициенты в (2.5) постоянны, 

Ненормированная матрица плотности р = е - ^ , где $ = (КТ)~1 

Для вычисления матричных элементов удобно представить р 
в нормальной форме: 

"р==еАк+евкоеск.ш (2.6) 
Параметры А, В, С легко находятся 

Л — shxshcop c-t">_-_'C-
c h Q{beta} + ch % s h ©0 ' ' , * - j v 

r f l / 2 = c h cop +ch X sh ©p. 
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Легко проверить, что для произвольного оператора f из пред­
ставления группы SU(\, 1) справедлива формула 

{п\Т\т)=А*С*[^-1-^ 
еВ__АС\тЩп,т) JL ( a+i) 

X 

X 
л! Т(т + а+1) - ] 1 / 2 | т - л | п ( [ т „ п Ь а ) ( e

B + AC\t 
--m in (m, л) [ев^АСГ _ т\ Г (n + a+l) 

где -Pia,PI (x) — полином Якоби» 
В частности, для матричных элементов рлт получаем: 

(2„8)> 

9пт= {Л\Р\Ж) « в - Ф № - « ) ( -
—shXshcog \1-я-д| 

ch сор + ch x sh a>3 / X 

-/2." X ^ h ^ + c h x s h o o p r - f - ^ - ^ ^ i l ' — X 

X ch cop + ch % sh cop J 

m+n—\m—n\ 
p(\m-n],a) ( 1 + Sh- X Sh2 COP \ , 9 Q v 
^ m + n - И - л ] i 1 _ s h 2 x s h 2 - u f t У ^ ' У / 

Из свойств р„от можно получить формулы для полиномов Якоби. 
Введем ортонормированный базис | п; f > 

Тогда 
H\n\f) = ш ( 2 й + а + - 1 ) | л ; / > -

< л - | р | й ) - < л | в - - э Л р | я > - « 

«2.<л|А;/> </V,/i<rPV>/> </;/ |л.>« 
А,/ 

- = 2 < й|А; / > < £; / | л > *-«*.-*+--+->._. 

a + l 

=~2 2«*i<ai*;/>>, (2Л0) 

где 2 = е - 2 ^ . Для простоты, положим в (2.5а) Ф=0, тогда 
И = e-i%k*2vKQeix/e> \ n; f > = <rix*~ | л > , < *; / 1 л > легко 
найти из (2.8), учтя, что 

^ = exp{th|^+}exp{ — 2 1 n | c h | j ^ 0 } e x p { - t h f ^„} . 

Получим 

(k;f\m) = Ще1Х*'}ту=* 
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X n\ r(/n + a + l) 
J ml r(n + a+l) 

1/2. m—k 
r>{\m-k\, a) I л o+t-2 5- *! "m+k—\m—k\ I 1 — •-- tn-5 |- I. 

Из (2.10) получим правило сумм: 

\2 + xz—z) 
a+i 2z-\-x—\ 

2 + xz—z 

~I>(-
m=0 

где 

\~x\\m-n\\ n\ T (m-\-a + \) 
m\ T(n + a + T) . 

•n 

\m~^~l pi\m-n\, a) / V 4 \ - / - > 1 1 V 
f m+n—\m—n\ \X) - <.A ~ - | ! 

z(l + x)2+2(l-x)(l-zF 
v > ( l + x)-—2(l~x)(2—г ) 2" 

Записав формулу, аналогичную (2.10) для не диагональных эле­
ментов рпт, получим еще одно правило сумм: 

(у_(1--.к) •1 

2+.гглг — 2' _ 
Г 1 Т 
_2 + zx—z J 

X 

\m—k\-\-\n—k\ 

V Г n l r ( - 7 - + a+1)11/2f 2z + X — 1 I я
 p ( | m ~ B l , a) / o \ _ 

A L ^ I Г(« + д + 1 ) ] -L2+-^J*r—z J n ^ > " ~ 
oo n+w+|n—k\+\m—fe| 

-.2 *-<--> " " " И 
... 1/2.±l£L 

4 

X 

n! r ( k + .a+l) 
k! r ( n + a+l)J 

k—n 

i~~T ml r ( k + a + l) 
k\ r ( /n + a+l) 

w jr>(l*-m|. a) / > \ E> (Ift-«I, a) / ч 
X ^т+к-\т-Щ \X) -t^ n^rk-\n-k\ [X), 

k—m 
\k—m\ 

X 

(2.12) 
2 2 

где ж > л . Рассмотрим предельные случаи полученных формул. 
Как уже отмечалось, при значении параметра &=•--•• (т, е» £==О)-
(2.1) превращается в гамильтониан гармонического осциллятора. 
Соответственно полиномы Якоби переходят в полиномы Лежанд-
ра по формуле: 

П~-J7J 

.pi"-* "2) w - i - » } / г!--- (-^)~ p£sSi (т/^т2)- (2лз> 
Из полученной (2.11) имеем правило сумм для полиномов-
Лежандра: 

2л+1 _ 
1 / г + у г - 1 \ 2 D / У"2!/2 

\ 1 - г- + .гу2 / У 1+**/-- .г 
оо 

•1)] 
1/2 ь 

/И-РО 

(2.14)» 
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."2,12) переходит в формулу 
т—п яг+и+1 

(--) l i - z + ^ J (--г+гг/) [ (2« + l)! J 
х ^ + т - 1 ^ [ ( 1 + ^ 2 _ г ) ( г + ^ _ _ 1 ) ] 1 / 2 

X 

=2 ̂  у^^щР^^Р^^). (2.15) 
Другой предельный случай формулы (2Л1) получится, если 
воспользоваться связью полиномов Якоби и Лагерра: 
lim.Pia,p)(l — -—-)—-Z:"(̂  Переходя в (2,11) к пределу, получим 

P{to}co \ Р ' 

•правило сум^для полиномов Лагерра: 

2--«i„o(_l(i^£)lj = 2 г'*"-"1 [i!r]^
7T/£fcl|,-,|(QY. (2.16) 

•Перейдя в (2.16) к пределу тг-> оо и учитывая, что 

lim |V«zr(-|-)l==^a(2V^), 
Л-s-oo I- \ n / J 

приходим к известной формуле сложения для функций Бесселя 
(см., например, [13]) 

00 

Cfo(ty(j-z))= 2 ^1^(г/)Р. (2Л7) 
1 = - о о 

тде |2 | = Ь 
Рассмотрим теперь нестационарный случай, когда все коэф­

фициенты в (2.5) являются произвольными функциями времени. 
Пусть при £~> — оо, ю(tf)->• 1, %(t)->0, y(t)-+0. При £-^-j-oo 
CI>(̂ )->CU0, %(--)->%o- Ф(0-^Фо- Итак начальное состояние системы 
соответствует сингулярному осциллятору с единичной частотой 
при температуре Г, т. е» с гамильтонианом Й1п=2Ко конечное 
состояние соответствует произвольному гамильтониану вида (2.1) 
с постоянными коэффициентами, 

В данном случае оператор эволюции системы принадлежит 
представлению группы SU(l, 1) и может быть найден явно: 

i^U^HU; U(0)=*E. (2.18) 

Ищем О в виде 1У=еА^+ев^ес^-. Тогда (2.18) сводится к 
системе уравнений для функций A(t), B(t), C(t): 
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. § - 2 Л С ' г - - й 0 ; (2.19) 
Ce-B= — iQ_; 

с начальными условиями: 
А(0)=Л(0).-=С(0)—-0. (2.20) 

Легко проверить, что решение (2.19) имеет вид 

Л = е-^г4±£-е; e-B(2=s^Jii±zSli- c--^——-, (2.21) 
is—ere --С ie—as 

.где 0=Ш)г----cp, функция е(^) удовлетворяет уравнению 

e_£g_{_©2e=^o (2.22) 

v начальному условию в (*-->—- оо)=-ехр(^), здесь а>2==сй2-|-
_|_ф2/4 — фсо ch %. При i-> оо а-*• ®0ех<>; GO2 (*)_->-оо0

2, уравнение 
^2.22) переходит, в Б-f(d0

2e=.O. решения s, e преобразуются, 
согласно 

%,-+e%t2(£,ei(uot — r]e-iCi>oty, 8~->e5C/2(5e~-ffl-'—цеШа*); 
(где § и rj—комплексные параметры) 

1.212-^12=1.' 
Знание оператора эволюции позволяет выписать интегралы 
движения, т. е. операторы, средние значения которых не изме­
няются во времени: —. < -ф (t) \ I | ф (t) > = 0 ; | ty(t) > удовлетво­
ряют уравнению Шредингера. Очевидно, таковыми являются 
•операторы 

«... 

Пользуясь (2.21), легко записать явный вид K~{t) 
КА*)==е-в(к---2АКо + А*К+)== 

+ ( | s i n | - + e c o s | ) 2 | - } . . (2.23) 

Интеграл движения, переходящий при t~>0 в оператор ./Со, 
имеет вид 

К0 (t)=kQ-Ak++Ce-Bik-~2Ak0 + A2i<"+)--= 

- { ( ^ + ^ ) [ - 2 ^ ( - b | + acos | ) - f 
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.4.1 (is — ae) I e2 sin2 - | + a2e2 cos21-'+aee sin<p) J - f 

| ) -—a- 2 ( iB-ae )X "Г л 2ie 2 (e cos — — e sin 

X (e cos21- - f a2e2 sin21 . -faee sin ф); - j - — ( p i -\-xp) X 

X 
*ф 

e--^( je- f ae)-f icr2£ 2 (ге--(хе)Х 

X.[ eea cos | -f — (e2 - a2e-) sin | ] ]} (u — ae)-1. (2-24) 
Найдем асимптотический вид оператора эволюции при ^->оо 
Соответственные значения параметров А, В и С таковы: 

А -«г-ф--
£ e

i a - ^ h | — . e - i w - ' s h | e ' 

-5/ /ф 

c . = — .г*—-----—=-

Выпишем матричные элементы оператора 
.<-•«•; f\(J\n), где 

Hf\n; /) = а>0(2л + а +1)|Л1 / > ; 
' к,*=2в>.<р£,&-*; |л; / > - < г | л > ; 

(2,25) 

ЭВОЛЮЦИИ:, 

(2,26) 

Таким '. образом, ( п; /\tf\m) = < л1V"-1*?1m > • Оператор 
5 = К-1 и(£о> t-+ <•») также легко записать в нормальной форме: 
$ .= exp (a^J ехр (0/<о) ехр 7#--

- - Ф о _ 2фв 

X 

^ . + n e - ^ { c h 2 - ^ e 2 ~ - s h 2 - ^ e 2 J] 
гф0 - / ф в \ ~ - -

t£shoco^0 'sm--£ + r ie _ i < M ch2-4fe 2 -sh24fe2J X 

i^-^-shxosin-^+^^\ch2-f-e2 - s h 2 f ( 2 

• *Фо { - , Фа 2 | _ / ^ л м Sh Xo sin --f- -}-

/ 2фо - -q-<>\1 
(2.27) 
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У = [ —пе 2 (5е2гю°- Ch -^- — т] sh ^-) + 

+ i sin -I-- sh -|-- Г — sh %0 (ё.е-2---о- - ifge2---o-) + 

+ 2(|g|2Ch^ + hl2chf)]}x 
X|(Бе-ю-- ch-^-Ц-6----0- sh -§-) [-fri*------ shх0sinЩ- + 

г'фо 

2 / ) ' + ^ o - ^ c h 2 - | - e 2 -stf-fe 2 

Теперь матричные элементы {п\ f\lf\m') — (t t | i f |z»> 
можно найти, подставляя параметры (2.27) в формулу (2.8). 

Рассмотрим отдельно случай, когда конечный гамильтониан 
соответствует сингулярному осциллятору с частотой ov Тогда 
% = 0, е~%° = со0. Формулы (2.27) упрощаются: 

a^.JLe-2m0t. е 2 _+£euo0t. Y_>_~JL, (2.28) 

Матричные элементы оператора эволюции принимают вид: 
< П | $ | /71 > = •Tf-m£«£->------- ml r ( n + a+l) 

л! Г(те + д + 1) 
1/2 

X 

v .p(«-m.e)/i_o J L 2 \ _ / Z\m~nYhrr(m+aJrl) Г n ! r(m + a + l ) ] l / 2 

Х/>^ я ' в ) (1 -2-4 . Ш ) . (2.29) 

Эти формулы были получены в [5]. 
Найдем матрицу плотности для сингулярного нестационар­

ного осциллятора, т. е, ограничиваясь случаем ф = 0, е~% ==- со 
t>(t)-Op(0)Q-1; p(0) = e-2P^o; 

< щ / |р(*)|да; / > - ( n\V-'Up(0)U^V\ m) = (2.30) 
«<д|5р(0) .$-- | от >.-«-- ( л | р ( 0 |/»-> ; 5==1/-ЧУ. 

В нормальной форме: 

p{t)a-$p$)S-l==fAK*es&eZK-> (2.31) 
где параметры Л, _* и С легко находятся, при t-+ со 

e^sh{mu}sh{beta} , Л = - б - 2 г ю - ch р + ch {mu} s h p ' 

chp-J-chp. shf-.; (2.32) 
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C — r^t •3^ s hM' s hg u " e ch[J + ch{mu}shft" 
Тут постоянные ф и \i задаются соотношениями: 

2TJ5-*-*sh|*; | q 2 - f | . p = chn. (2£Э> 
Таким образом: 

<л; / | p(^->oo)|w; /) = (т; / |р(*-> оо)| л; / > = 

eh p—ch {mu} sh $ 1Лр(т-/г)а) / l + sha {mu} sh2 ft \ / 9 « . v 
^ " I l—sh-{mu}sh-ft Г ^ ' ^ X chJJ + ch{mu}sh|3 _ 

Здесь для определенности, туп. 
Вероятности заполнения состояний пропорциональны рт: 

Рл«= <я; / | р (* ->оо) | я ; /> =(chp + ch^shp)-2"-«--x 

X (1 - s h - > sh» № />£•"> [\1%;%1У (2.35> 
Найдем среднюю энергию и дисперсию для данного распре­

деления вероятностей: 
со 

<Я> —-Q-12Ci).2B+eH-1>ftmJ 
и-=0 

со 

< £2 } =Q~- ^ со02(2/г-т-а:+1)2р„л; (2.36> 
й=0 

00 

Q = 2 Р«л=-(1-е-2Р)-1е-Р(а+1). 
и=0 

Суммы рядов из полиномов Якоби удобнее всего вычислять-
следующим образом: 

< Е > =Q-lSp{H${t-> cc)}==Q-'Sp{V2^0koV-^(0)0-^ 
= Q<Sp {2(oQS-1KQSp (0)}=2o)0 .< $-i#0$ > ; 

операторы V и 5 вводились ранее (2.30), S=V-1U= el*x»elv,x*-
S^KoS =- ch fJ<T0 + sh jx^; 

< E > -=2c0o{chn < KQ > o + sh (i < Kx > 0}. 

Так как < ко > о=-г(2 < п > о-Ь~-И); < -^i } 0 = 0, получаем; 

<Я> =©0сЬ[х(2<.л>о+а + 1). (2.37)? 
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Аналогично 
< £2 ) =4(002 {ch^ ( < Л? } 0 + (flH- 1) < Л > 0 + ^ - + 

+ sh2jl(X^li_i-l+L ( я > 0 + (Л + 1))}; (2.38> 
/ )(£) = <£ 2 >~- <Я>2==со02{4сЬ2р1(</г2>0_<Л>02) + 

+2shaii(</t2>o.4-(e + l)<«>oH-2(a+l))}. 
Здесь <л)о-=(^~-1Г 1 ; (n2)Q = e-^(l+e-^)(l-e-^y2. 

Найдем производящую функцию для матричных элементов 
< п\ f | р | т\ f >. Для этого используем когерентные состояния. 
а > , заданные формулой (2.4). Учитывая, что exp (BKG) | a > == 
•=ехр---(а-}-1)|аехр—- > , легко найти матричный элемент про­
извольного оператора представления между когерентными 
состояниями: 

<а |Г |р>—-ехр{^Л + -^с}ехр{- | - (а+1)}х 

ХГ(а-И) 
—п

 в 

.2 * /Дсфе Ч. (2.39) 

^ Л i v Ч 1 «2Я Г Г(л+1) "1/2, . 
С другой стороны, | а > = Л о* „ , г Д . Г Л п I л > и произ-и-=0 2" Ln-r(ra+72 + l) 

водящая функция для матричных элементов (п\Т\т) про­
извольного оператора представления имеет вид: 

exp {z? А 4- z?C) {tz,z2)~a Ia (2zlz2t) = 
00 

= 2 z\»z\m(n\t\m) [n\m\T(a+tt+ 1)T(a+m+l)]-1'2, (2.40) 
n,/n=0 

где 2- = a/j/2, з2-=-0/1/2, .^--=exp(B/2). В частности, для. 
< #; / 1 р | m; / ) = < л | р | /» > имеем 
ехР {сьр + Г Д р №е*% -*~2*~ i%» Kch§ + ch^shj3)-- ( а д ) ] - X 

w / _ _ * л _ \ в У 4п4т<«; /iPim;/> ,241> 
*Mch{beta} + ch{mu}shp/ n ^ L o [ n l «I Г(в + п+1)Г(а + « + 1)]1/У l ' 
Из формулы (2.40) следует производящая функция для полино­
мов Якоби 

exp {z? A -f- ziC) \tzxz^~aIa {2zlz2t) = 
оо 

_ V ?2п?2тГт-п (*2—АС)п р{т~п, a) (t2 + AC\ [С> . „ . 
— _ J ~i z2 ° ••«! Г(я + л + 1)^ / г U*--ЛСГ ^ ^ 

л, т.=0 
где Л, С и £ — произвольные параметры. 
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Подстановка формул (2.28) в (2.40) и (2.42) дает произво­
дящие функции для матричных элементов оператора эволюции 
и полиномов Якоби, полученные в [7]. 

Запишем также производящую функцию для | < п\ /|р|/и; / > |2. 
Для этого вычислим интеграл 

/(г,г/) = ( 2 я ) - 1 ^ Ф ^ ф ф ) < а | Г | р > Ш | Г > > > , 
о 

где а==ге-ф, #—вещественный параметр, 0 < г / < 1 , 
-г __ еАк+евкоеск-г 

•Легко заметить, что < а | Т \$у > = у~а~1 { а | Т |§ > , где 

f = ехр (АК+) ехр (В -f 2 In у) KQ exp СуЩ-\ 

{n\f\fn)=ya+ly2m<ri\f\m). 
Теперь используя разложение | а > по базису | п > , получим: 

/ (Г, у) = Г ( Д + 1) 2 ^ .п1Г(л + а + 1) ' 
п, т=0 

где х=г2/2. 
2я 

С другой стороны, 7(г, у) = (2я)-1 { d<P (a\ff+ |а > у~а~К Ин-
о 

теграл просто вычисляется, если представить оператор ТТ+ 

в нормальной форме. 
Полученная производящая функция имеет вид: 

2хУа{\ + yz(v~u)) У(ху)'а т ( xyv \ T 
1—у»и 

в Ух^у^ '< . ^ ' Р ' я к ! / > 1 ,
| (2.43) 

где v=eB, и= АС, \ и\ < 1, Л, 5 и С задаются формулами (2.32). 
Аналогичная производящая функция для вероятностей пере­

хода | < п\ / | О (t -> оо )| m > |2 имеет вид: 
. {ху)~а

 т i 2xy \ j /2£ЬИ_1=£!1\ _ 
ISI2—y2|.la а\ \1\г—у-Щ|2 / °l | £ | 2 - г/а I -л i2 J 

оо 

„ыг^+а+оК--:/!-7!--)-- Р"44) 
л, яг=0 V 

Из формул (2,43), (2,44) следует производящая функция для 
полиномов Якоби в квадрате: 
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l~yzu 
oo 

--K--I v 2 n „ 2 m 

—». ji\ r(ni-a+l) v ' 
n, /И---0 ч 

m—n 
n! T(m + a + l)' 

{xyv)a r I 2xyv \ r 

x2Tly2m 

(n-f-a+l) 

X -"1 Гр(|-я-л|, a) (V + ti\ 
m i r ( n + a + l ) J ^ f f i + H - - « l U - a / j • ^2.45) 

Напомним, что х, у, и, v — вещественные параметры, 0<z/<l, 
0.<«<1, и>0. 

Отметим, что матричные элементы оператора эволюции с 
произвольным гамильтонианом вида (2.5) рассматривались так­
же в '[46], где использовался другой метод. 

Матрица плотности для гамильтониана (2.5) также легко 
записывается, но все выражения становятся более громоздкими. 
Интересно, что параметрам, заданным формулами (2.25), (2.27) 
я др., можно придать геометрический смысл, рассмотрев гео­
метрию на 3-мерном гиперболоиде. 

Заметим, что построение матрицы плотности гармоническо­
го осциллятора в фоковском базисе в духе рассмотрения на­
стоящей работы было проведено в '[31].' Следовательно, сущест­
вует предельный переход при g-*-0 к соответствующим форму­
лам работы 1[31]. 

§ 3. СИМП-ЛЕКТИЧЕСКАЯ ГРУППА 
И КВАНТОВЫЕ КВАДРАТИЧНЫЕ СИСТЕМЫ 

B настоящем параграфе мы рассмотрим физически содер­
жательный пример использования квантовых интегралов дви­
жения и представлений 'симплектической группы. Конкретно 
мы рассмотрим конечномерную квантовую систему с гамильто­
нианом— квадратичной формой по операторам координат и 
импульсов, с коэффициентами формы, являющимися функция­
ми времени. С одной стороны, этот гамильтониан описывает 
такие физические задачи, как движение электрона в перемен­
ных однородных электрических и магнитных полях (переходы 
между уровнями Ландау), стыковку двух световодов таким 
образом, чтобы минимизировать потери света на стыке, воз­
буждение многоатомной молекулы светом и вибронная струк­
тура линии, отвечающей электронным переходам, гравитаци­
онная антенна для приема гравитационных волн из космоса, 
сверхдальнее прохождение звука в воде. Все эти разные фи­
зические задачи формально записываются на языке уравнения, 
совпадающего с уравнением Шредингера с описанным гамиль­
тонианом. Вся разница между этими задачами в интерпретации 
коэффициентов квадратичной формы, задающей гамильтониан. 
(Отвечающий этому гамильтониану оператор эволюции являет-
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ся оператором из неприводимого представления неоднородное 
симплектической группы JSp(2n, R). Матричные элементы это­
го оператора, которые в физике называют функцией Грина, яв­
ляются матричными элементами конкретного представления 
этой группы. Ниже мы, описывая результаты и используя 
обозначения, следуем работе [6]. 

Рассмотрим сначала случай уравнения Шредингера с квад­
ратичным эрмитовым гамильтонианом: 

• » & - - * > -4-=iQ.5Q+cQ=i(p,x) b - Ъ л X / \Х 2 ^ ^ • " ^ ~ 2 

[}>k,-Xj]*=>—ib&jk'> Ьг=Ъи Ь^=Ь4, b2=h lmbj=lnCj = 0. (3.1) 
Линейные интегралы движения представим в виде 

P(t) 
x(t) = A(*)Q4-(*)ss 

X / 
(3.2> 

Уравнения для матрицы Л(/) и вектора \(t) являются част­
ным случаем уравнений, полученных в 1.2: 

0 Е„ -лг 
—E N 

(3.3) 

(3.4), А = Л2сОО: 
В развернутой форме эти уравнения выглядят так: 

к4=Хф4 — Я462; (3.3а)" 
Я1(0)=14(0)=—".у, М0)=-Ч0)=0 , 

S^^cs-Х 2 с г , Ь2=Хгс2~-Я4съ S1(0) = S2(0) = 0. (3.4а> 
Следствием уравнения (3.3) является матричное тождество-

2 = Л_Л., в силу которого матрица Л(^) является симплектиче-
)й. 
Это тождество эквивалентно следующим: 

Л2Л/1 = .A-iA2,k Л 3 Я 4 — ' Л 4 Я 3 ; X^ — ^hif.', 

•^1"3 = = ' -3 'Ч ' Л4Л1— А$А2 = jbpj] Л4Л1 — Л2Л/3----'.—.V> 

/.4. — Л 2 

ской. 

л-- 1 . 
-А3 ^1 

detAsal; Л'1 •ЕЛ2. (3.5> 

В координатном представлении (в котором ха^(х) = ха^(х); 
paty(x)=—ibdty/dxa) пропагатор уравнения (З.Ц в наиболее 
общем виде был впервые получен в работах [5, 28, 29]. Он имеет 
следующий вид (если detlz(t)^0): 
G (x2; xi; t) = [det ( - 2nihA3)]-w exp {• 

82 
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t 
+xA1^1xi +2x2^82 + 2x1 (Sx—Я-ЛГЧ) + 82А,1̂ Г182 — 2 J ЬгЬ2ах 

0 

G(x2;x1;'0) = 6(x2~x1). (3.6) 
Симметричность матриц Х^\4 и Х^1 вытекает из тождеств 

,(3.5). В случае, когда в гамильтониане (3.1) отсутствуют ли­
нейные слагаемые, формула, являющаяся частным случаем (3.6) 
при 6i.-=62—0, была впервые получена для произвольной не­
стационарной матрицы B(i) в работе [16]. 

Функция G(x2; Xf, t) есть амплитуда вероятности перехода 
системы из точки Xi в начальный момент fj = 0 в точку х2 в мо­
мент t2=t \[Щ. Совершенно аналогично можно вычислить ам­
плитуды переходов р—>р2, Xi->p2, pr->-x2: для этого нужно либо 
проделать преобразование Фурье в формуле (3.6), либо, что 
проще, решить уравнения для пропагаторов в соответствующих 
представлениях (-P«f(p)-pBf(p); xaf(p)=itidf/dpa) [29]: 
О (pa; Pi; t) = (2nih)-"12(detЯ2Г1/2 exp {-j- [p2%7%p2-2p2XT1pl + 

t 

+Pi-V-2_ 1pi + 2p2^~' 81 + 2 p 1 ( 8 2 — Я,4А,2"131) +- 81^.4.\2"13i — 2 J 828-G?T 
0 

O(p2;Pl;0)=:6(p2 — P l); (3.7) 

G(x2; pr, .0«(2яЧ~";2(<1^ 
t 

— px^^i p1-\-2x2X~ 8Х—-2p1(82 — Я3Я7 %i) — S^XJ" Si+2 J Ь2Ь^% 
о 

О (x2; P l; 0)=.(2лй)-"/2ехр (£. x2Pl); <3.8) 

G (p; x; 0 = (2-t*)-^/2 (det X4)~
1/2 exp Ц [рЯГ^ар-З j p^4

_1x-— 
- 0 

— x.W*x+2рХГ% — 2x (8- — l2XT\) — Ь2У^\ + 2 J b^dx 
0 

G ( p ; x ; 0 ) = ( 2 ^ ) - / v / 2 e x p ( - - p x ) . (3.9) 
Написанные выше формулы справедливы при условии, что 

входящие в них обратные матрицы существуют. В вырожден­
ном случае формулы могут быть получены преобразованием 
Фурье тех из выражений (3.6—3.9), которые содержат несин­
гулярные матрицы. Например, пусть det^3 = 0, но detX4=7-=0« 
Поскольку матрица Я-г'Яз симметрична, она может быть приве­
дена к диагональному виду некоторым ортогональным преобра­
зованием: 
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V-**-5---?-1, diag0*1,1*2, .---И*. О, 0, . . . , 0 ) 5 ; [л;-£0; (ЗЛО 
У<&; SS — Etf. 

Напомним, что все матрицы Xj, а следовательно, и S веще­
ственны, так как мы рассматриваем случай эрмитовых гамиль­
тонианов. Тогда путем преобразования Фурье по переменной р 
получаем из (3.9) следующую формулу i[5, 29]: 

k 

G(x2; Xl; 0 = ( 2 ^ ) - ^ ( d e t X 4 ) - 1 / 2 n ^ 7 1 / 2 e x p ( - | ^ . ) x 

X П 6(^)exp{—^[x1^ r1x1-f2x1(S1~^V IS2)+S2^V1S2-У-ft+l 

- 2) Sfi^dx ^ z « 5 ( x 2 - A ^ X i + V 8 2 ) . 

В частности, если %3=0, то &=0, S—EN, так что 

G(x2; Хь ^)-=(det.\4)-i/26(x2~X1x1+A;i32)® 

Xi^2^iXL+2xi(S1—X2X1B2)-+S2^1S2—2 J 8-82ufr 

(3.11) 

ехР1—2ЯГ (3.12) 

(Если %з=0, то в силу тождеств (3.5) d e t ^ ^ O и, кроме того, 
%4 - = s - ^ l ) - ' 

Аналогично для пропагатора в импульсном представлении 
в случае к2 = 0 вместо (3.7) справедлива формула 

Хехр 2А 

G(p2; Рг; ^)-=(det^1)-1/26(p2—>:4p1-T-X4S1)X 

Pi^4pi+2pi (82 — A,3Mi) +8-^481 — 2 j 828^т .(3.13) 

В многомерном случае возможна ситуация, когда все четыре 
матрицы X) являются вырожденными. Тогда для пропагатора 
справедлива следующая формула [5]: 

G'(x2; х-; .*)«/"/* ( 2 я Л ) - * / - ^ ^ 

- ^ 1 5 ~ 4 т 5 2 - 2 4 р ^ 
+ ~[(5хЩ П S (^exp{^ [ (2S X l — v)]-}; (3.14) 

.M.=ft+1 
-Уг"1 =S" 1 diag (щ, м-2, • • •, HA, 0, 0, . . . , 0) 5; Re цу > 0; у < A; 

Y-=5(x 1~S 2-u; 1x 2) ; 55=£л-; Im-S=0; ^-—.^-f^i ; 
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Ag = 'k^~\~^2'i S =-= S2 -4-- --Si-
Эта формула справедлива всегда, так как йеЬХрФ0, в силу 
тождеств (3.5). 

В общем случае, когда матрицы bj являются произвольны-. 
ми функциями времени, система уравнений (3.3а) не расцеп­
ляется, т. е. необходимо решать 2N2 уравнений. (Уравнения 
для матриц Я8(0 и ^(f) те же, что и для X\(t) и Я2(0, разни­
ца лишь в начальных условиях). Однако в некоторых частных 
(и в то же время практически интересных) случаях эта систе­
ма может быть упрощена. Рассмотрим один такой случай. 
Пусть гамильтониан имеет вид 

# = - (p — ax)61(p-ax)H--xgx + CiP + c2x; (3.15) 

bi = bi, g = g , 
Этот оператор является обобщением на iV-мерный случай 

гамильтониана заряженной частицы, движущейся в переменном 
электромагнитном поле с векторным потенциалом А — а(£)х— 
— -&1 (О ci (-О и скалярным потенциалом ф== —xg(^)x + c2(^) х* 
Магнитное поле при этом является однородным, а электричес­
кое поле есть суперпозиция однородного поля и поля, линейно 
зависящего от координат (предполагается, что е==с-=1): 

Hi(t) = £ikidlk(t); i, k, / = 1 , 2 , . . . ,JV, 

Формулу (3.15) можно рассматривать и как гамильтониан 
заряженного осциллятора в электромагнитном поле. В данном 
случае матрицы Ь2 и ЬА имеют вид 

Ь2=—Ьга; ^ - = ^ i a + g ; b^=b2bT1b2+g- Ф-Щ 
Поэтому уравнения (3.3а) можно переписать следующим образом 

%1—1к1Ь2 — Я2&1', ^2=--%ibi b2-\-%ig*, 

Дальнейшее упрощение в нестационарном случае возможно, ес­
ли матрицы g(t), bi(t) и b2(t) коммутируют между собой и со 
своими производными и интегралами во все моменты времени,-
а матрица b2(t) к тому же антисимметрична: Ь2 =—Ь2. Тогда 
подстановка 

h(<) - И , (*)a (*). У - 1 . 2> 3> 4, * С) = е х Р J h Wd% 
приводит уравнения (3.17) к виду 

(ЗЛ8) 
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|11=—jx2&-, [i2= — М Г 1 ^ 2 —#ig) (3.18a) 
(и аналогично для ц3 и \х4). Заметим, что матрица u(t) является 
вещественной ортогональной. Исключая из новых уравнений 2̂» 
получим для \хх уравнение 

1 1 + 2 ^ ^ ) + ^ ( М 1 + ^ ) = 0 , 2y(t)=-b1bT1 (3.19) 
и начальное условие \ii(0)=EN, txi(0)=0. Матрица ц3(-0 Удов­
летворяет тому же уравнению (3.19), но с другими начальными 
условиями: pt3(0)=0, |i3(0)=—^(О). 

В свою очередь, уравнение (3.19) сводится к уравнению 
движения многомерного осциллятора с переменной частотой: 

t 

р(0 -г ( ' ) ехр[ -Г(* )1 , Г(0 = ]Ч(т)_т; (3.20) 
о 

г + гу0
2(*)-0, у<? = Ь&~1*-у+Ь& (3.21) 

Функция Грина может быть выражена только через матри­
цы \x{{t), \ii(t), u(f). Для простоты приведем ответ лишь в слу­
чае ci = C2—0, так как в линейных по координатам слагаемых в 
.аргументе экспоненты (3.6) никаких существенных упрощений 
не получаете^: 

0(х2; x r , 0 - = [ d e t ( - 2 ^ 3 f f l - 1 / 2 x 
X ехр {-- [х^Г^з^Г^г -т-2х2м.-Г1й (t) Xi—ад^х-]}. (3.22) 

При выводе мы учли, что detu(t) ==1 из-за 'Ортогональности 
матрицы u(t). Кроме того, учли, что матрицы p,,j(f) коммутиру­
ют с матрицами g(i), b\{t) и b2{t), вследствие уравнения (3.19) 
и начальных условий. Если Ь2—0, т. е. в случае многомерного 
осциллятора с зависящими от времени частотами и массами, 
пропагатор также выражается формулой (3.22) с тем упроще­
нием, что матрица u(t) тождественно равна единичной, а 
То2—big—у2—*у. 

Выбор антисимметричной матрицы 62 соответствует калиб­
ровке векторного потенциала (в трехмерном случае) вида 
•А---; H(t)Xr* Рассмотрим случай, когда магнитное поле 
является однородным в пространстве и изменяется только по 
величине, а векторный потенциал .равен А = —Я(£)(—у, х,0), 
Тогда движение в плоскости ху, перпендикулярной магнитному 
полю, описывается гамильтонианом вида (положим массу частицы 
равной единице) 

Вб 



-М*)х~М*)У> (3.23) 

со (0 = | Я (О-
Линейные слагаемые отличны от нуля, если присутствует еще 
и перпендикулярное магнитному электрическое однородное поле. 
В таком случае 

bt~E2\ 64=-=—&22-=i(o2(2?)£2; £ 2 =~£ 2 =-I -a>(*)2; 

2 = 1 
0 1 
•10 

(3.24) 
|; с - 0 ; й Ю - - ( £ $ ) ; Y = 0. 

Из уравнений (3.17) — (3.19) следует, что все матрицы kj(t) 
коммутируют друг с другом и с матрицей .£: 

МО в ' -4 (')«(')• (3.25) 
cos9 — s-щф 
sin<P соэф «й« 

II • 

и п 
Функции е-^) и е2(^) являются решениями скалярного уравнения 

84-^(02(^)8=0, (3.26) 

^удовлетворяющими следующим начальным условиям: 
S l (0)=l , e^O)-О, е2(0) = 0, ё2(0)=1. (3,27) 

Векторы 6i(t) и 82{t) можно представить в следующем виде: 

(3.28) 

/MO«Je*(T)/(T)eW*><fr, f-=f.i-Mf2- A « l , 2. (3.29) 
. о 

В итоге получаем следующую формулу для пропагатора: 

G(X2, у2; хи уг, t) = [2яШ52 (t)]'1 exp {— Г 8а 5-(^2+У22) + 
+ ~ № + У г2) — зя- {cos Ф ( .ад + Jte/i) + s in Ф (x2yl — y2xx)} -f 

+ A Re [(x2 - iy2) F2 (t) e- -*(->] + -£ Re [(^ — ЗД (82.Fi - 8 lF 2 )J + 
1 

+ ~l^2(0[ 2--2^ .P 1(T)/ 72*('--)^ (3.30) 

В несколько другом виде эта формула приведена в книге [13]. 
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Пропагатор для частицы в однородном переменном электро­
магнитном поле в случае калибровки векторного потенциала 
А—{—®(t)y, 0, 0) был вычислен в работе [30]. В этом случае 
матрицы bj имеют следующий вид: 

0 1 
'*(<> 110 0 b4=b2b2 = (o*(t) bi=E2, b2 

bf^bibi-aO, 62&4==®2 (От­
решения системы (3,17) можно представить в виде 

0_° 
О 1 (3.31), 

II 1 ° \ М')- 0 
0 

•м-)-1_в.^иДЦ м.>-| 

0 
- -h ( ' ) 

|0 е2(*) 
где e1(t) и е2 (i) — решения уравнения 

'е + (о-l(t)*=o, 

(3.32> 

(3.33) 

удовлетворяющие условиям (3.27), а остальные функции выра­
жаются через е- и Б2: 

ak(*) = jcu(-)ek(T)flft, £ = 1 , 2; 
(3.34> 

р(0 = а1(0е2(0-ст2(081(0; a(0-=-Jco(T)P(T)c?T. 

Можно проверить, что тождества (3.5) выполняются. Что ка­
сается векторов 8j(t) и самого пропагатора, то явные выраже­
ния для них оказываются слишком громоздкими и мы их не 
приводим. 

Уравнение Шредингера для одномерного нестационарного 
осциллятора с гамильтонианом 

Н=±-рР+± m®2(t)x* — f(t) х, /rc = coiist (3.35) 
было впервые точно решено Хусими [35], который получил 
также явные выражения для пропагатор а и вероятностей пере­
ходов между уровнями (в виде рядов) и производящей функ­
ции для этих вероятностей. .Впоследствии те же результаты 
были получены самыми разнообразными способами в очень 
большом числе работ других авторов. Наиболее полно они; 
изложены в книгах [13, 10]. 

Ограничимся формулой для пропагатор а: 
G (*2; х* f)^--JL-m)1/ieX? {-—^ %х£+ьх#-2ххх2\ -Ь 
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--4^.(т).Р2(т)<Ц, (3.36> 
о J 

Bi(t) и 82(t) —решения (вещественные) уравнения (3.33), 
удовлетворяющие начальным условиям (3.27), а функции 
Fh{t), k=l, 2, определяются соотношениями 

t 

Fk{t)^jj4(t')f(t')dt'. (3-37) 
о 

Формулы (3.30) и (3.36) являются частными случаями более-
общей формулы для пропагатора изотропного осциллятора с по­
тенциальной энергией — £(-0(-*2 + .?У2) в переменном электромаг­
нитном поле с векторным потенциалом A = -^H(t)( — y, х, 0). 
Эта более общая формула имеет тот же вид, что и (3.30), стой 
и шъ разницей, что функции zk{i) удовлетворяют уравнению 

М - ( 1 ш 2 0 0 + £ ( ф = О . 
Если Л—0, то ф(^)-=0 и формула (3.30) переходит в произве­
дение двух независимых функций типа (3.36). Полезно отме­
тить, что функции g(t) или a>2(t) в (3.36), (3.35) могут быть 
необязательно положительными — все равно формулы останут­
ся правильными. 

Пропагатор в более общем случае с гамильтонианом 
1 М==1^.е-2г^р2_^е2Г(п ±.m&(t)x* — f(t)x (3.38) 2 

был получен в работе '[271, а полные системы решений уравне­
ния Шредингера с гамильтонианом (3.38) построены в работах 
[25, 26]. В наиболее общем виде в одномерном случае (когда: 
присутствуют члены b2(t)px и Ci(t)p) пропагатор и решения-; 
были найдены в {39]. Задача о движении заряженной квантовой 
частицы в однородных переменных электрических и магнитных 
полях подробно исследована в работах И. А. Малкина и 
В. И. Манько с сотрудниками, результаты которых изложены в. 
книге '[13]. Несколько аспектов этой задачи рассматривалось. 
также в работах [4, 21]. 

Что касается других конкретных многомерных нестационар­
ных систем (N — произвольное число), то в частном случае, 
соответствующем в наших обозначениях случаю 62—64=0; 
с2'—0, пропагатор уравнения Шредингера был найден в работе* 
«31. 

Точные решения уравнения Шредингера с произвольным 
многомерным нестационарным .. квадратичным гамильтонианом. 
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fбез линейных членов) были впервые получены В. А. Чернико­
вым (20]. В случае &i —2-V, .Ь2-0, с=-0, задача решалась также 
Б. М. Бабичем [2]. В наиболее общем случае решения в виде 
когерентных состояний и полиномов Эрмита от многих пере­
менных были найдены в [19, 39], они приведены также в книге 
[13]. Здесь следует отметить работу Льюиса и Ризенфельда 
[38], в которой впервые было показано, как находить решения 
уравнения Шредингера с зависящими от времени коэффициен­
тами, используя явно зависящие от времени интегралы движе­
ния. Большинство более поздних исследований в этой области 
основывались фактически на методе Льюиса и Ризенфельда. 

Получим формулу для точных решений уравнения Шредин-
тера с произвольным квадратичным гамильтонианом в виде ко­
герентных состояний, более простую, чем в [131. Введем опера­
торы 
Af (t) = (2A)--/2 (Xj + iPj) = (2П)-У2 [Xpy+^x + 51,; %p =— b3+.&-; 

Xq~l4 + iX2; S = 82-ftSi; / = 1, 2„ . \ ,N. (3.39) 
Они являются интегралами движения, а кроме того, удовлетво­
ряют коммутационным соотношениям 

[ApAk+]-8ik; [A ; ,A] = 0. (3.40) 
Есл'и <х|а)— нормированная собственная функция операторов 
Aj, /=1 , 2,...,N, в координатном представлении: <х|Л (i) | а>=' 
— (а<х|а>, то, как нетрудно показать, функция /(х; а) = 
= <х| а>ехр(| а |2/2) удовлетворяет системе уравнений 

А (1 )/(х;а) = «/(х, а), Afr/(x, « ) « ^ / ( х ; а). (3.41) 
Эти уравнения аналогичны уравнениям для пропагаторов, что 
вполне естественно, так как функция f(x, а) может рассмат­
риваться как пропагатор в смешанном представлении: ампли­
туда перехода из состояния ]а> в состояние |х> за время t 

Решая уравнения (3.41) совместно с уравнением Шрединге­
ра, получим следующее выражение ;!Ш: 

< х |« > =- (3 t» r N / 4 (de ty 1 / 2 ехр[-^-х^%х-

— -j- xXJ1 (8-l /2*«) + 1 ^/%Jloc+(2h)-ll 2a ( 8 ^ - V V 1 - ) + 

+ ^np4^b^^\b\^^llm(b^)d^^\cc\^ (3.42) 

При вычислении зависящего от времени фазового множителя 
.использованы тождества, эквивалентные (3.5): 

А,рХ«-+—kqhp* — 2t£".v, Im (̂ +.A-p) =- EN, 
lmftp%p*)^lm(lqhq*)=*Ot lp%9 =• Мч» (3.43) 



за также тождество 
•|:lndetp(^) = S - ( ^ ) . 

Следствием тождеств (3.43) является тот факт, что матрица 
Хр не может быть вырожденной, так что формула (3.42) спра­
ведлива для любого квадратичного гамильтониана. 

Разлагая формулу (3.42) в ряд Тейлора по степеням а, по­
лучим полную ортонормированную систему собственных функций 
«операторов AfAp 

•< xjn > = < х | о > {щ\п2\.. .п„\Г1{2н1~Т£^((Щ-и2Х 

ж{Ь-х^1П-^{т)11\к+У1^)^ я = («1. «2,....я-v); 
Л / Л ; . | п ) - / г у | п > , , У — 1,2 ЛГ, 

( И) Ш ) =-0П1т1Опгт.ъ • • -®n.NmN\ 

'функция ( х | о > дается формулой (3.42) при а = 0; 
Hn%..,nN {%) — полиномы Эрмита от N переменных. 

Таким образом, мы получили в качестве матричного элемен­
та оператора эволюции полином Эрмита нескольких перемен­
ных. Поскольку оператор эволюции V (h, ti), переводящий со­
стояние, заданное в начальный момент времени t\, в состояние 
ж момент времени ^ по своему физическому смыслу удовлетво­
ряет условию 

:мы из этого равенства получаем формулы типа формул сложе­
ния для полиномов Эрмита нескольких переменных [401. 

•5 4. МАТРИЧНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ ОДНОМЕРНЫХ 
КВАДРАТИЧНЫХ СИСТЕМ 

Приведем для справочных целей некоторые формулы для 
стационарной одномерной квантовой системы с гамильтониа­
ном 

H^^^xf' + ^pq+bsqp + biq2); 

где B — есть симметричная (вообще говоря, комплексная) 2 x 2 -
матрица. Интегралы движения pQ=0{t)pu-l(t) и qQ = 
= Cf(t)q[)-J(t) данной системы задаются матрицей Л с элемен­

тами 
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K1 = cos(Vd~t)-lb2sm(yrIt)/Vd:, • 
X2=b4 sin (ydt)iVd\ ^ = - -h sin {Y~dt)iYd\ (4>2) 

Зц-= cos ("J/"dt)-b2 sin (Ydt) iYd\ d^detB, 
Функция Грина в координатном представлении имеет вид (пред­
полагается ЬгфО) 

G(x; х0; *)—- < х \ С (t)\ х0 > = (2nm1sin(Ydt)/Ydf2X 

- 2хх0 +1 cos Yd t + b2
 sin tfp j x0

2 (4.3) 

В импульсном представлении функция Грина определяется 
по формуле (предполагается Ь±Ф0) 

О {р; pQ;t)=(p\U (t)\ р0 > == (2тЩsin(Ydt)/Yd)~112К 

Xexp i Yd 
2UA sin (Vdt) L 

c o s ( ] / ^ ) + 6 2 - - i ^ | -

•2^o+ (cos {Ydt)-b2
sln(^t]) -o2}- (4.4) 

Когерентное состояние \a,t) (собственное состояние интеграла 
движения A(\i, t) = (2\ifi)''1/2U(t)(q + inp)lJ~1(t)) в координатном 
представлении имеет вид 

(х\а, t) =(лй)--.%-1/2Х 

Xexp{-- l |a |2-4-V(--^f + ' ^ ^ 

(4.5> 

^'cos(Ydt)+^u(iYfb <-=fe-l 
Фоковские состояния |'л, t > (собственные состояния опера­

тора A+(t)A(t) в координатном представлении записываются 
через полиномы Эрмита Нп{х) в следующем виде: 

< х | л, О = (2гал1 X,p)-1/2(jx/i)--/4(ie-^coy» x 

i Л/i 
X e x p [ ~ ~ - ~ ^ Нп 2ft Я, VT 

(43) 

причем величины Я.р и %q определяются формулой (4.5), и 
^-/ф(0=(Яр*/Яр)1/2. 
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Частные случаи: 
а) Гармонический осциллятор (Ь1 = (т)"1, Ь2 = Ьъ=0, Ь^—т®2, 

G(x]XQ;t)^:{2niAsm(x)t)-li2(m(uyi2x 
X exp {"2A

l™af (*2 cos соt — 2xxQ -f *о2 cos со-/)}; (4,7) 
G(p; pQ; ^)=-(2jt^/racosinco^)-1/2x 

X е ХР faimco'slnarf- & C 0 S <°*~2рР* +-*°2 C 0 S ^ j j ' <4'8> 

< ^ ^ 0 = ( ^ V - / 2 e x p { — | | a | 2 - ^ + 

+ ] / - — • е~шах - — е-2ша?\ (4.9) 

< я | л , * > ==(-)1/4е~ги-/2(2"/г!)--/2(^-гй0пХ 

Х е х Р ( - - " - £ - > „ ( * - / f ) - (4-Ю) 
б) Перевернутый осциллятор (b1 = (tn)~l, b2 — b3 = 0; #4--

.== —mco2; pr1 — m.co); 
G(JC;.JC0; 0 = (2:r-^shcDif)-1/2 (/n.0)1/2 x 

X eXP [2hTcot ^ Ch ffl' - 2 * * o +*o2 ch corf)}; (4.11) 

G(p; pQ;t)={27tibm(usb(i>t)-V2x 

><^{Ш^(Р2СЬЫ--2РР°+Р°2СЪ »'>}• (4Л2> 
/ И a, t > = (^)-W-i--ch.co* Д=- sh co^~1/2X 

Xexp( — -i |ap+f--L-chcD/ ~L-sh cô V1 X 
{ l \Y mco у men ) 

X —-%-JC 2 ( tchcoz: - fshcD^4- j ] / * |ax-

_ — 1 ^ . - a2 (i ch сог̂  -|- sh coi?)]l; (4,13) 
2 У ш JJ 

<(x\n,t) =(-~-)1/4(2^!)-V2(ichco^-shcoO~1/2X 
X / i eh cat + sh mtv Д/2 / mm i ch cot + sh cat 2\ .̂  . 

lichCOt — ShCOt/ P l ~ ~ 2ft ichCOt — ShCOt / X 

Х"«И^Щ. (4.14) 
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§ 5. ДИНАМИЧЕСКАЯ СИММЕТРИЯ КВАНТОВОЙ СИСТЕМЫ 

Обсудим в данном дар аграфе, что в физике понимается под. 
словами «динамическая симметрия». Динамическая симмет­
рия— это такая группа или алгебра Ли, одно неприводимое 
представление которой содержит все физические состояния сис­
темы. Иными словами динамическая симметрия является сим­

метрией полного пространства векторов состояния системы,». 
образующих одно неприводимое представление некоторой 
группы или алгебры Ли, называемой группой (алгеброй) ди-
намической симметрии. Термин «динамическая симметрия>-
появился в 1965 году в [22], эквивалентные другие названия — 
алгебра, генерирующая спектр [32], и группа неинвариант--
ности 43]., 

Вырождение уровней энергии квантовой' системы, находя­
щейся в стационарном состоянии, связано с наличием у нее не­
которой симметрии (группы инвариантности, т. е. с наличием 
набора операторов, коммутирующих с гамильтонианом системы,.. 
не содержащим зависимости от времени, которые обычно обра­
зуют конечномерную алгебру Ли). Помимо вырождений, свя­
занных с явной геометрической симметрией гамильтониана (на­
пример, относительно вращений в трехмерном пространстве),, 
существует скрытая симметрия, объясняющая так называемое 
«случайное» вырождение уровней энергии системы. Примером. 
такой симметрии, объясняющей вырождение уровней с одинако­
вым главным квантовым числом и различными орбитальными 
моментами в атоме водорода, является симметрия О (4) в им­
пульсном пространстве (фоковская симметрия, предложена: 
В. A. Фоком). Аналогично «случайное» вырождение уровней 
трехмерногр изотропного гармонического осциллятора связана 
с наличием у него группы унитарной симметрии U(S). Опе­
раторы алгебры соответствующих групп переводят одно вы­
бранное состояние, принадлежащее заданному уровню энер­
гии, во все остальные состояния, приндалежащие тому же уров­
ню энергии, при этом ортогональные состояния, принадлежа­
щие данному уровню, образуют базис неприводимого пред­
ставления группы симметрии, или группы инвариантности. 

В отличие от группы инвариантности, действие операторов-
динамической группы (группы неинвариантности, или динами­
ческой алгебры Ли) на одно выбранное стационарное состояние-
квантовой системы порождает все остальные стационарные со­
стояния системы, связывая таким образом все стационарные-
состояния системы, в том числе принадлежащие различным 
уровням, в одно семейство — мультиплет. При этом группа сим­
метрии, или группа инвариантности системы является подгруп­
пой группы динамической симметрии. Так, для атомов водорода 
такой группой является конформная 0(4 , 2) динамическая 
группа, одно неприводимое вырожденное представление которой. 
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содержит все его связанные состояния, а для трехмерного* 
квантового гармонического осциллятора — U (3, 1) группа [13].. 
Среди генераторов группы динамической симметрии обязатель­
но есть некоммутирующие с гамильтонианом, действие которых 
переводит волновые функции состояний с одним уровнем энер­
гии квантовой системы в волновые функции состояний с други­
ми энергиями (т. е. соответствует квантовым переходам между 
уровнями системы). 

Нахождение динамической группы симметрии физической, 
задачи, с одной стороны, эквивалентно решению уравнения 
Шредингера (или уравнения Дирака, уравнения Клейна—Гор­
дона—Фока) для данной системы, а с другой стороны, позво­
ляет существенным образом использовать хорошо развитый. 
математический аппарат теории представлений групп Ли и полу­
чать соотношения типа рекуррентных соотношений для матрич­
ных элементов операторов физических величин, что важно при. 
расчетах по теории возмущений (например, при расчете эффек­
та Штрака для атома водорода). 

Группа динамической симметрии квантовой системы опре­
деляется неоднозначно. Так, для атома водорода, наряду с кон­
формной группой 0(4, 2), динамическая симметрия может яв­
ляться также группой Де Ситтера 0(4, 1), а для трехмерного-
осциллятора — неоднородная симплектическая группа ISp (б, R) 
(для /V-мерного осциллятора ISp(2N,R) .[1, 13]). Выбор той 
или иной динамической симметрии квантовой системы опреде­
ляется удобством при расчетах. 

В физике элементарных частиц интерес к динамической сим­
метрии связан с попытками установить симметрию лагранжиа­
на взаимодействия по известному из опыта спектру масс час­
тиц. 

Рассмотренные в § 3 квантовые системы с квадратичным-
гамильтонианом обладают симплектической динамической сим­
метрией (или, просто симплектической симметрией уравнение 
Шредингера), поскольку интегралы движения для таких сис­
тем, содержащие явную зависимость от времени, образовали 
алгебру Ли неоднородной действительной симплектической. 
группы. Эти интегралы движения находились из линейной^сис­
темы уравнений, эквивалентной системе уравнений для гейзен­
берговских операторов. Можно, используя это свойство, расши­
рить класс гамильтонианов (нестационарных), для которых на­
ходятся интегралы движения, зависящие от времени (а тем 
самым симметрия или динамическая симметрия системы). Рас­
смотрим гамильтониан — линейную форму по генераторам ал­
гебры Ли гт с зависящими от времени коэффициентами формы 
6 ^ ) , ? - 1 , 2,...,N, 

#(*)-&*(*)«?. (5.1) 
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Генераторы zy удовлетворяют коммутационным соотношениям 
[za, 2p]=--iAC^2Y; cXp-= — ф - (5.2) 

Мы выделили постоянную Планка n для удобства. Тогда можно 
искать интегралы движения za(t) в виде 

Za(t)=Aafi(t)z^ (5.3) 
Чтобы эти операторы удовлетворяли условиям на интегралы 
движения, необходимо выполнение условий 

Лар—-— cUby(t)\6Q(t). (5.4) 
В (5.1—5.4) по дважды повторяющимся греческим индексам 

ведется суммирование от 1 до N. Существование решений у та­
кой системы линейных уравнений обеспечивает существование 
для квантовой системы с гамильтонианом (5.1) наличие N ин­
тегралов движения — линейных форм по генераторам алгебры 
Ли. Матрица Л в (5.3) принадлежит присоединенному пред­
ставлению. Беря различные функции от операторов za(t), мы 
можем строить другие интегралы движения для квантовых сис­
тем с гамильтонианом (5.1). Заметим, что если для квадратич­
ных по операторам координат и импульсов гамильтонианов 
квантовых систем (линейных по генераторам неоднородной 
€Имплектической группы) получено довольно много результа­
тов, системы с гамильтонианом ( 5.1) нуждаются в дальнейшем 
рассмотрении. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Разобранные в обзоре примеры демонстрируют ряд общих 

тенденций, наметившихся в последние годы, в связи с исполь­
зованием симметрии и теории представлений групп в физике. 
Наиболее освещенной в физической литературе является при­
менение симплектических групп, связанное с описанием физи­
ческих задач с помощью квадратичных по операторам коорди­
нат и импульсов гамильтонианов. Резюмируем кратко основные 
•пункты подхода и отметим нерешенные еще задачи. 

1. Симметрия физической системы — это симметрия уравне­
ния, описывающего систему. Симметрия уравнений или системы 
уравнений (произвольных — дифференциальных, интегральных, 
линейных, нелинейных, т. д.) определяется как набор операто­
ров, переводящих решения уравнений в решении тех же урав­
нений. Понятие симметрии — шире понятия группы симметрии* 

2. Интегралы движения квантовых систем, описываемых 
уравнением Шредингера, зависят явно от времени. Их число 
(независимых) равно удвоенному числу степеней свободы сис­
темы. 

3. Для квантовых систем (уравнения Шредингера) симмет­
рия называется динамической симметрией и совпадает с набо­
ром интегралов движения. 
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4. В качестве симметрии квантовых систем можно рассмат­
ривать различные объекты, в частности, различные группы 
симметрии. 

5. Конкретное рассмотрение квантовых систем с квадратич­
ными гамильтонианами и их близкими аналогами привело к 
получению новых формул для таких спецфункций, как полином 
Эрмита многих переменных, полиномов Якоби, полиномов Ле-
жандра. Все эти функции связаны с матричными элементами 
•.представлений неоднородной симплектической группы. Нере­
шенной задачей является рассмотрение нестационарных кванто­
вых систем с другими (неквадратичными) гамильтонианами. 
Решение, например, нерешенной задачи об атоме водорода с 
зависящим от времени зарядом ядра, позволило бы найти но­
вый класс интересных физических и математических приложе­
ний. Задача об атоме водорода связана с рассмотрением пред­
ставлений конформной группы 0(4,2), Под решением понимает­
ся нахождение интегралов движения, амплитуды перехода 
между уровнями энергии (т. е. вычисление интегралов перекры­
тия или рекуррентных соютношений для них). 

6. Многие (по-видимому все описанные) специальные функ­
ции являются матричными элементами операторов эволюции для 
различного вида квантовых гамильтонианов, причем как для 
дискретного спектра (связанные состояния), так и для непре­
рывного спектра энергий (состояния рассеяния). Поэтому фи­
зически очевидные соотношения типа соотношения унитарно­
сти, причинности и т. д. приводят в конкретных случаях к со­
отношениям на специальные функции либо известным, либо 
новым. С этой точки зрения, уже рассмотрены в физической ли­
тературе такие функции, как полиномы Лежандра, Лагерра, Эр­
мита, гипергеометрическая функция, функция Эйри. Для этих 
функций «физическим» способом получены неизвестные и не­
тривиальные соотношения типа вычисления для них интегралов 
и бесконечных сумм, получения новых производящих функций. 
Однако многие другие функции, с этой точки зрения, пока рас­
смотреть не удалось. К ним относятся, например, такие функ­
ции как эллиптические функции Якоби. Это одна из задач, ко­
торая ждет своего решения в рамках развитого подхода. 

7. Упоминавшаяся во введении к статье проблема неоднознач­
ности квантоватаия классических уравнений движения, по су­
ществу, сводится к решению чисто математической задачи, 
формулировка которой следующая. Даны уравнения движения 
(например, многих частиц под влиянием сил). Надо найти все 
возможные вариационные формулировки для этих уравнений 
движения, т. е. необходимо перечислить все (в каком-то смысле 
все) функционалы, экстремали для которых совпадают с ре­
шениями уравнений движения. В более узком смысле необхо­
димо перечислить все различные гамильтонианы или лагран­
жианы, для которых обычной процедурой получаются , данные 
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уравнения движения. Актуальность этой «обратной вариацион­
ной задачи» —по заданным уравнениям движения найти функ­
ционал (действие) — связана с тем, что общепринятая про­
цедура квантования базируется на знании именно этого функ­
ционала (действия). Затем квантовая амплитуда вероятности: 
(матричный элемент оператора эволюции или функция Грина) 
определяется, как фейнмановский интеграл по траекториям 
(т. е. функциональный интеграл). Поэтому любые неоднознач­
ности в йыборе функционала (действия) приводят к совершенно-
различным квантовым картинам движения для систем, которые-
на классическом уровне ведут себя одинаково. Например, для 
уравнения движения х+х=0 можно найти два разных гамиль­
тониана: Hv—p2/2et и #2=я-J-exp р. При стандартном квантова­
нии по Фейнману, что эквивалентно замене числовых класси­
ческих величин х и р операторами координаты-х~х и импульса 
р = —id/dx, мы приходит к разным квантовым картинам дви­
жения. Так гамильтониан Н2 от времени не зависит и сущест­
вуют, поэтому квантовые стационарные состояния, гамильтони­
ан # ! зависит от времени и поэтому система с таким кванто­
вым гамильтонианом стационарными состояниями не обладает.. 
Этот пример решается до конца. Однако в настоящее время не­
известным является ответ для таких физически очень важных. 
задач: а) Не доказана одназначность, но и не найдено ни од­
ного отличного от известного гамильтониана (действия) для 
классических уравнений электродинамики Максвелла, б) Не ре­
шена обратная вариационная задача для уравнений общей тео­
рии относительности Эйнштейна, т. е., с одной стороны, не по­
строен пример другого нетривиального действия, дающего те-
же уравнения гравитации, что дает и обычное действие, с дру­
гой стороны, не доказана однозначность решения обратной ва­
риационной задачи, т. е. однозначность общепринятого дей­
ствия. в) Не решена обратная вариационная задача для урав­
нений калибровочных теорий (например, уравнений Янга— 
Миллса). Решение этих чисто математических задач дало бы 
возможность строить различные квантовые модели (квантовую-
электродинамику, квантовую гравитацию, квантовую хромоди-
намику и т. д.). 

8. Является нерассмотренной задача — бесконечномерный: 
аналог систем с квадратичным гамильтонианом — это эквива­
лентно рассмотрению симплектическои неоднородной группы с 
•бесконечным числом параметров. Возникающие при этом мат­
ричные элементы оператора эволюции в фоковском базисе вы­
ражаются через полиномы Эрмита бесконечного числа пере-
м-енных также почти неизученные. 

Описанная задача это типичная простейшая задача нетриви­
альной теории поля, описывающей, например, рождение частиц. 
в нестационарной Вселенной, возбуждение фононов (звука) в 
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твердом теле, рождение дефектов и дислокаций в результате 
различных параметрических воздействий и т. д. Поэтому изу­
чение интегралов движения и представлений симплектическои 
группы в бесконечномерном случае является важной задачей 
для различных физических приложений. 
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