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И З В Е С Т И Я ВЫСШИХ У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

1966 МАТЕМАТИКА № 3 (52) 

УДК 517.55 

К. Н, Гурьянова 

О КОМПЛЕКСНОЙ ПРОБЛЕМЕ МОМЕНТОВ ДЛЯ ФУНКЦИЙ 
МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

ВВЕДЕНИЕ 

Пусть F(z) — целая функция первого порядка и нормального 
типа, /(0) —функция, ассоциированная с ней по Борелю. Тогда 
F(z) = f(t)ezia"i, где С—контур, охватывающий все особен-

2>и J 
С 

ности f(z), которая регулярна в бесконечности. Пусть и (z)~ функ­
ция, регулярная в некоторой области D, содержащей начало коор­
динат, и удовлетворяющая условиям и(0) = 0, и' (0) > 0. Мы также 
будем предполагать, что в области D u(z) не только регулярна, но 
и однолистна. Рассмотрим систему чисел 

M ^ = -^fj*N*)]"/(S)dE, « - 0 , 1 , 2 , . . . ; 
с 

здесь С— контур, лежащий в D и охватывающий все особенности/^). 
Эти числа называются моментами F(z). Задача заключается в выяс­
нении возможности восстановления F(z) по ее моментам. В качестве 
решения этой задачи можно указать на следующие теоремы 
А. О. Тельфонда и Р. К. Бака [1], [2]. 

Т е о р е м а 1. Если область D отображается функцией u(i) 
взаимно однозначно и конформно на круг | « | < р , то любая функ­
ция F{z), для которой f(z), ассоциированная с ней по Борелю, 
регулярна вне D, восстанавливается по своим моментам с помощью 

со 

ряда F(z) = Yi Pn(z)h„(F), равномерно сходящегося в любой конечной 

части плоскости, где Рп (z) — полином п-ой степени: 

™ J И6)]Я+1 

Т е о р е м а 2. Пусть область D содержит все особенности f(z)' 
и (?) — регулярная, однолистная в D функция (и (0) = 0, и' (0) > 0); 
Ьп (F) — моменты функции F(z), для которой f(z) — ассоциированная 
по Борелю. Тогда F(z)= ][] cnQn(z), где ряд сходится равномерно 

н=0 

4* 
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в любой конечной части, плоскости, причем существуют такие 
числа Впрт, не зависящие от F(z), что 

т 
\са~ ЪВпртЬр\ <§" \ 8 < 1 . 

Теорема 1 соответствует случаю сходимости интерполяционного 
ряда, а теорема 2 — суммируемости его. В статье [1] во втором 
случае решается задача с применением суммирования рядов, где 
в.,качестве функции F(z) рассматривается целая однолистная функ­
ция. Доказывается 

Т е о р е м а 3. Пусть ряд 
оо 

для всех z суммируем некоторым регулярным методом равномерно 
на С; тогда, если все особенности f(z) лежат внутри С, ряд 
оо 

S Pn{z)bn(F) суммируем к F(z) для всех z. 
п=о_ . 

В данной статье делается попытка получить теоремы, аналогич­
ные теореме 1 и теореме 3, для функций многих комплексных пере­
менных (при сохранении методики доказательств А. О. Гельфонда 
и Р. К. Бака). 

З а м е ч а н и е . При доказательстве все рассуждения мы проводим 
для двух комплексных переменных, хотя (при дополнительных 
очевидных оговорках) все справедливо и для большего числа пере-
4иенных. 

В в о д н о е з а м е ч а н и е . Пусть 

F(z, w)= J ] 
n\m\ 

n, m=0 
целая функция первого порядка роста нормального типа [5], а 

f(z,w)=. J] _n+\ m+1 Z W n, m=0 

— ассоциированная с ней по Борелю; R± — пространство двух ком­
плексных переменных (четырехмерное вещественное пространство), 
пополненное одной бесконечно удаленной точкой; Т2 — множество 
точек, в которых / (z, w) не является регулярной (нас будет интере­
совать тот случай, когда Т2 — аналитическая поверхность); Г — 
кусочно-гладкий цикл, лежащий в R4 — Т2. Пусть Гь Г2,..., Гр.— 
база одномерных гомологии в Т2. Мы будем предполагать, что 
А11[Г)Г2], i — 1, 2, . . . , р (индекс. зацепления) равен 1 ([4], [71, [10]). 

Всякий цикл Г2, удовлетворяющий этим условиям, будем назы­
вать циклом Коми — Mapтинелли. Если цикл Коши — МартинеллиГ2 

выбран в области сходимости двойного ряда V —nlTm+i-' т 0 

* ^ г да" . . n, m=0 

F(z, w) = - i - f e ^ + ^ / f r , У (Rxd%2, 
(ZTU)- J 
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где S2 — двумерный цикл Коши — Мартинелли (дальше цикл К.— М.), 
гомологичный Г2. Поместить в область сходимости можно, например, 
такой цикл К.—М. (при достаточно больших Rx и /?2): 

z = Rxe\ 0<?<2«' , w^R2el\ 0<<}<<2u. 

Постановка задачи 
Пусть функции «1 (5г,--S2) и щ(1ь у регулярны в некоторой об­

ласти D, содержащей начало координат, причем, иг (0, 0) = щ (0, 0) = 0 
и ф 0 во всех точках D. Рассмотрим систему чисел Lnm (F) 
(моментов функции F(z, w)), | 

Km (П = - 1 - f/(У У [И, (У У]|" [«2 (У УГ *МУ 
(Ли)- J • | 

Р 

Г2 ^-цикл К.~ М., который лежит в области Z). Задача о возмож­
ности и способе построения Г2 может быть решена на основании 
работы [10], например, для таких случаев: 1. Г2—алгебраическая 
поверхность, a D — выпуклая область; 2. \Т2 — аналитическая поверх­
ность, a D — выпуклая ограниченная область. Задача состоит в сле­
дующем: по известным значениям мом!ентов Lnm(F) найти функ­
цию F(z, w). 

Пример 1. Найти F(z, w) по ее значениям в точках с цело­
численными координатами. Здесь 

п, пг 
Lnm(F) = (-\r+m S {-\)k+rCPmCt«F(k, p), 

к, р=а 

а И, (У У = е1 — \, И2(?!, У = >£2 —'1. ; 

Пример 2. Найти F(z, w) по значениям производных в точках 
т) " ^ м (m)(%- m)- Здесь ах = \хе , щ=\е . 

Пример 3. Восстановление F(z, w)\ по F(п+т) ,п,т,(п, т). Здесь 
г w 

их = 4j-=2e , и2 = у 2 £ . 

Пример 4. Восстановление F(z,\w) по ее коэффициентам 
Тейлора: F {1^ ,тЛ0, 0). Здесь м1 = ?1, м24=У 

Условия сходимости интерполяционного ряда 
проблемы моментов 

Т е о р е м а 1'. Пусть F(z, w) — целая функция первого порядка 
роста нормального типа; f(z, w) ~ ассдциированная с ней по Бо-
релю функция. Пусть ЙХ(У у и и2(У У регулярны в D и щ (0, 0) = 
= и2(0, 0) = 0, —Щ' =£р в D, и D Отображается этими функ-
циями на некоторую область D*. Пусщь Т* — некоторая двояко-
круговая область, содержащаяся в D% Через Т обозначим про­
образ Т* в D. Тогда, если хотя бы в\ одном из Т существует 
двумерный цикл К.— М. для f(z,w), то интерполяционный ряд 
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будет сходиться к F(z, w) равномерно в любой конечной части 
пространства Ru. To есть 

со 

F{z, w)= Yt pnm(z> w)Lnm(F), 
и, ra=0 

где 

Доказательство этой теоремы проводится так же, как в одномерном 
случае [3]. Проиллюстрируем изложенное на примере. Пусть Lnm(F) 
определяются функциями и, (^, %) = е^— 1, и2 = е^~ 1. Рассмотрим 
в ^ плоскости каждого переменного z и w круги | е'^ — 11 < 1 и 
\£г — 11 < 1/ В качестве области D возьмем топологическое произ­
ведение полос: l ^ i l O и \у2\<к, где kl = xl + ly1, 'i2-=x2 + iy2. 
Прообразами этих кругов будут области, ограниченные кривыми 
e-r' = 2cos^1, ex* = 2cosy2, то есть Т — топологическое произведение 
образов областей, ограниченных кривыми et> = 2cosj>1, ех< = 2cosy<2. 

Если в расширенном пространстве цикл, определяемый уравне­
ниями ех> = 2 cosyu ex* — 2cosy2, гомологичен циклу К.—М. для 
f{z, <w), лежащему в Т, где /(?,, £2)—ассоциированная с F(z, w), то 
для F(z, w) справедливо: ' 

со 

F(z,w)= J] Lnm(F)Pnm(z, w), 
я, ffl=0 

г;, + к»«2 £, + 52 

Р.„, (г, •те;) = dl, dl2 — 
(9п№ 5, и + 1 5, m + x 

^ ^ fi {e1 —Л) +\ег — 1) 
tr ' [e J g(z — 1)... (г — п + 1) w{w— 1)... (w— m+ 1) 

«,=o п\т\ 
«2=0 

/ ^ ( Л = (-1)"+"г S {~\)k*pCknCrnF{k,p), 
к, р=0 

то есть получается некоторый аналог ряда Ньютона. 

О суммируемости интерполяционного ряда 
проблемы моментов 

(Обобщение теоремы 3 на многие переменные) 

Пусть /?4 — четырехмерное вещественное пространство (двумер­
ное комплексное пространство), а О — некоторая область в нем. 

О п р е д е л е н и е 1. Под множеством Oi02 будем понимать 
совокупность точек P(z, w), где z = z1z2; w = wlw'1, a Pl (z1,w^)^Qi, 
P2(z2, w2)£02, где L?x и 02 — подмножества R4. 

О п р е д е л е н и е 2. Назовем О звездной относительно" начала, 
если из того, что точка (z, w)£Q и 0 < А < 1 , следует, что точка. 
(кг, Ада)£ О, 
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О п р е д е л е н и е 3. Я-звездой множества G мы назовем множе­
ство (Е'О'У, где Е— некоторая область /?4, а Е' — ее дополнение 
до R4. 

Например, если взять в качестве Е топологическое произведение 
плоскостей с выкинутыми лучами [1, оо) и обозначить через G не­
которую область R4, тогда П == (Е'О )' — наибольшая звездная об­
ласть, лежащая в О. Действительно, так как Е — звездная относи­
тельно точки (0, 0), то Е' — звездная относительно точки (оо, оо); 
но произведение звездной области на произвольную область будет 
звездной областью (здесь произведение понимается в смысле опре­
деления 1); а дополнением звездной относительно точки (оо, оо) 
области будет звездная область относительно начала. А в силу 
того, что в Е' есть точка (1, 1), в (E'G') содержится всё G', 
а значит {E'G')' принадлежит О. 

Теперь опять обратимся к вопросу о сходимости ИНТерПОЛЯЦИОН-
ного ряда Jj Pnm{z, w)Lnm(F). Мы будем рассматривать тот случай, 

я, /и=0 
когда «! (г, w) и u2(z, w) — целые функции. Нас будет интересовать 
вопрос суммирования интерполяционного ряда. 

оо 

О п р е д е л е н и е ^ . Пусть Е(z, w)= JJ dnmznwm — целая функ-
п, т=й 

ция; dnm > 0. Пусть \S„m\ — последовательность комплексных чисел 
СО ' 

такая, что для всех X, р, > 0 ряд Y* dnmku^m сходится к некоторой 
я, яг=0 

функции #(Х, р.). 
Рассмотрим о (X, jx) = — •' - . Если lim а(Х, н-) = 5, то будем 

E ( l , (J.) Х-*ОО 
р.->со 

говорить, что последовательность \Snm\ суммируема ^-методом к 5, 
и обозначим: Е~Л\п\ Snm = S. ^-суммирование является регулярным 

Я-*ос 

методом суммирования. Если за E(z, w) взять ezew, то получится 
борелевское суммирование, а если 

Е(z, w) = 2 znwme~nloglog(" +2)e~mlog,og(яг+2) 

Я, Я ! = 0 

ИЛИ 

°(Kv-)= J ] 
=0 Г 1 + т 1 + — 

f- J 

то получится суммирование Миттаг-Леффлера. Рассмотрим функцию 
1 °° •— — и е е разложение в ряд: У! z"®"1. 

(1 — 2) (1 — да) г • " 
я, т = 0 

О п р е д е л е н и е 5. Открытое множество Е назовем ассоцииро-
со 

ванным с E(z, w), если внутри Е ряд Jj g " ^ равномерно Е-сум-
я, т=п 

1 
мируется к (1~г)(1--да) 
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Множество Е можно охарактеризовать и другим способом: для 
того чтобы Е было ассоциированным с E(z, w), необходимо и 
достаточно, чтобы на Е 

lim E(*lz' f^ — E^*' v-) — Е (К v-w) ^ Q 
Х-*оо 
[А-* со 

Е(1, р.) 

причем сходимость равномерная внутри Е. Доказательство этого 
проводится с помощью простых выкладок. Построим ассоциирован­
ное множество для суммирования по Борелю: 

E(z, w) = ezew, E(kz, у)'= elze*, 
E(kz, \>.w) = elze^w , E(k, \iw) = el e*w . 

l im 
\ -*• CO 
{A->oo 

e\z eV.w 

ex e* 

равен нулю, если одновременно и Re.2<f и R e w < l . Построенная 
область совпадает с областью Бореля для функции f(z, w) = 
= — , определенной в работе [61. В статье [11[ доказано 

( 1 — 2 ) (1 — да) > 
со 

для метода Миттаг-Леффлера, что ][] z"wm равномерно суммируется 
л, т = 0 

этим методом к функции 1 в области, являющейся топо-
(1 — z ) ( l - д а ) 

логическим произведением плоскостей комплексных переменных гя w 
с выброшенными лучами [1, со), [1, со). 

Лемма. Пусть f(z, w) ~ функция, аналитическая в области D, 
содержащей начало координат, а Е~~ множество, ассоциированное 

со 

с E{z, w); тогда, если f(z, w) = £ ап ^"w"1 в некоторой окре-
п, /и=0 

стности начала, то на каждом компактном подмножестве 
множества О = (E'D')' ряд Y> йот2"®"1 

п, т=0 
мерно к f(z, w). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По формуле Коши 
1 С / ( « ь Ь ) f(z, w) = (2w)2 J Й - 2 ) ( to -да) 

p 

Е-суммируется равно-

dlxdl2, 

где Г2 —цикл Коши — Мартинелли, лежащий в области регулярности. 
Далее, 

/ ( г , гю) 

1 

(г 

/ 6 . У 

1 r-Uh, 
ту J 5,f 

Р 
1 - i 

?1. 
1 — -

52 

(2ш)'' 
Г /(Si, 

1 J 5,53 
Г» 

£ - > : ' f -^Ч-! t t ? 0 •• " 

/г, /я=0 
со 

я, яг=0 Р * " п, яг=0 

Поясним законность проведенных действий для точек (г, w)£GQ, 
р - А 

проведенных действий дл: 
где О0 — некоторое компактное подмножество О. 
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1. Е~ звездное множество, так как если {z, w)-(~.E, то 
lim E(-lz' 'Ла>) ~~-£ (Х' f-w) —-E(te. нО = Q 
х—оо Е (X, jj-) 

, . Е (Xz, [«у) „ что равносильно тому, что lim — • = 0 и 
X—оо £ (X, р) 

.. Л (X, цщ>) + £ (Xz, |i) л 
lim - ~ — v - = 0, но 
х->оо Е (X, (J.) 

£ ( Л г , Г(хш) 

£(Х, F-) 
< 

E(£Xz, Г[д,и>) 
E(tl, Г(А) 

где 0 < г, ^ < 1 . Отсюда £ — звездное множество. 
2. Пусть О0 будет некоторым компактным подмножеством G. 

Тогда можно выбрать открытое множество Е0, замыкание которого -— 
компактное подмножество из Е, и область D0, такую, что 
G0c (E0Do)'. D0 можно взять просто связным и выбрать его так, 
чтобы цикл Г2 лежал в D\D0. 

3. Точка (1, 1)££0, поэтому DQCI(E'OD'O), а значит, если, точка 
(г, w)£G0, то (z, w)£D0, то есть G0cD0. 

4. В силу всего отмеченного выше, если точка (z, w)fGQ, то 
/ z w \ „ 

точка [~~ , —) принадлежит Е0, так как если предположить, что 
-—- , —)(£i ) , то и (z, W)(^GQ, а это противоречит выбору (z, w). 

Проиллюстрируем лемму, построив область суммируемости по Борелю: 
точка (а, Ь)£Е, если Re а < 1 и R e £ < l ; точка (с, d)(^Er, если либо 
R e c > l , либо R e d > l . Через R обозначим область регулярности 
функции, тогда R'— область особенностей. Пусть точка {z^w-^^R', 
тогда: точка (z\, w\) (-{R'Е')\ если g (̂ j-cwj) (̂  /<', то либо Rel — > 1, 

V да, / 

либо Re > 1 . Отсюда, точка (г, w)^{R'E')', если у (zi, w) f /?', 
\ ®i I - " 

Re Г — ) < 1 и-ReГ—j < 1. Геометрически это соответствует сле­
дующему. Пусть (zx, w^^R'. В плоскостях переменных г и я берем 
полуплоскости, содержащие начало и ограниченные прямыми, пер­
пендикулярными лучам, проведенным из начала в точки zx и Щ. 
Далее, берется их топологическое произведение и затем пересечение 
топологических произведений, соответствующих всем точкам R'. 
Получается аналог области Бореля. Все вышеизложенное позволяет 
установить следующую теорему. 

Теорема 3'. Пусть E(z, w\ —целая функция; f(z, w)—ассо­
циированная с ней по Борелю. Пусть щ^, У и щ (11; у — целые 
функции и их (0, 0) = и2 (0, 0) = 0; в D D {щ' щ) - + 0. Через D* обо-
значим образ D при отображении с помощью этих функций, а Т* 
есть Е-звезда области D*. Тогда, если существует цикл К.— М.., 
принадлежащий Т — прообразу Т* в D, то интерполяционный ряд 
для F(z, w) Е-суммируем равномерно к F{z, w) внутри R4, 

Рассмотрим ряд Ньютона (см. пример 1 настоящей работы) и 
в качестве методов суммирования— методы Бореля и Миттаг-
Леффлера. При методе Бореля Т* — область, для точек которой 
справедливо Rez>—1 и Rew.>— 1, а ее прообраз Т — топологи­
ческое произведение полос I Im £, | < — и I Im U < — . Для метода 

• . . • • • 2 Г - - • ' • • • . . 2 - : ' - ' - ••"' . 
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Миттаг-Леффлера: Т* — топологическое произведение плоскостей z 
и да с выброшенными лучами (— оо, — 1], а Т — топологическое 
произведение полос | Im \х J < тс и | Im £21 < тс. 

З а м е ч а н и е 1. Если для F(z, w) рассмотреть сопряженные 
типы зх и о2 и связь их с сопряженными радиусами для f{z, w) [6], 
[8], [9], то для ньютоновской интерполяции получаем следующее 
утверждение: если F(z, w) такая, что существуют сопряженные 
типы ах и о2, удовлетворяющие соотношениям Oj<log2 и a2<log2, 
то интерполяционный ряд для F(z, w) сходится; если и' а1 < — и 

о2 < — , то ряд суммируется по Борелю к F(z, w); а если о, < тс и 
а2 < тс, то ряд суммируем по Миттаг-Леффлеру. 

З а м е ч а н и е 2. При перенесении всего изложенного по поводу 
суммирования на многие переменные (особенно это касается гео­
метрических построений) целесообразно некоторые построения и 
доказательства провести с помощью логических формул. 

Пусть R2n
 е с т ь 2/г-мерное вещественное пространство (я-мерное 

комплексное пространство) и Q — некоторое множество этого про­
странства. M(zx, z2,..., z„) — точка «-мерного комплексного простран­
ства. Пусть высказывание Аа (М) означает: точка М принадлежит Q, 
Пусть Gx и 02 — подмножества R4. 

О п р е д е л е н и е Г. Под Gx02 будем понимать множество, 
определяемое формулой Аа (М(1)) Л Аа (М(2)) ̂  Аа а (М(1)М{2)), где 
Af(1>yW(2) — точка с координатами (z(

x
)z?\ ..., z^z1?). 

О п р е д е л е н и е 2 . Что О звездно относительно начала коор­
динат, означает: Аа {М)-^Ао (кМ), где 0 < А < 1 . 

О п р е д е л е н и е 3'. Через Е' и О' будем обозначать дополне­
ния Е и С? до R2n. Тогда под ^-звездой О понимаем область, харак­
теризуемую формулой АЕ звезда а (M)-^AFJQ, (УИ(1)Ж(2>), то есть ;Е?-звезда= 
= (Я'С7')'-

Пример />звезды. Пусть В (z) означает: z=Rez>l. Пусть Е 
п _ 

определяется формулой В (zx) Л В (z2) Л ... Л В (z„) = Л B(zk); тог-
п 

да Е' определяется так: B{zx) V B(z2) V ... V В {zn) = V В (zk). 
k=i 

Пусть QC~R2n, тогда ff-звезда G: 
[ v я ИР)] Л л с (^(2)) ̂  л о^ (^(1)^(2)) -' 

4=1 
Отсюда получаем, что построенная область звездна и принадлежит 
О; покажем это. 

1. 5 (г) — 5(Хг), 0 < Х < 1 , то есть Л 5 {&) — Л ^ М 1 ' ) > то 

есть [Л В (zi1')! V Аа, (УИ(2)) - [Л BQJi)] V AG, (Ж<2>), а отсюда и из 
определения звезды получаем: 

[ V в Ы])\ Л л0, (м<2>) -* л0,я, (ш< W ) 
или А{0,Е,у (М)~*А(а,Е,у (ХМ),, то есть доказана звездность. 

1) Черта означает логическое отрицание. 
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2. Покажем, что ^-звезда принадлежит G, то есть А(0,Е,у(М) —» 
—> Аа (М). Действительно, А(Е,а1) (/И): 

| V В (гР)) Л А01 (УИ<2)) - Аа,Е, (M^lW% 

В точке/W(1)(l, 1,..., 1) [ V В ($)] = И, то есть О' ££'(?': ЛГ,(Ж) — 
—* Аа,Е, (М), тогда в силу двойственности Аа,Е, (М) —» Л0, (/W) или 
Л(0,ЯГ(УИ)-+Л0(УИ). 

А теперь с помощью формул опишем область суммируемости 
по Борелю. Пусть высказывание C(z) означает: Rez<. 1. Тогда Е: 

II П 

Д С (zk); E': V С (zk). Пусть R — область, где функция не имеет 
особенностей, тогда R'— область особенностей. Тогда Е— звезда R: 

[VC(z^)\AA, 

то есть 3(M(1))URI(M(1)) — 
Отсюда 

у (УИ(1>) { л ^ , (УИ(1)) — 

,{М^)->АК,Е,{М^М^), 

ал-wi 
АСШ\ 

^AR,E,(M^M). 

)-A(R'E>y(M). 
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