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РАЗДЕЛИМЫЕ СТАТИСТИКИ 

Э, М. Кудлаев 

ВВЕДЕНИЕ 

В теории вероятностей и ее приложениях во многих слу­
чаях требуется исследовать суммы зависимых случайных ве­
личин (с. в-) вида: 

*» 

£л=- .2/•••-(w"*' - V w • • , -Уя.й+л»). (°--) 
ft—1 

где' /„/ . — некоторые борелевские функции, сложение в индексах 
происходит по mod/г,-, и существуют некоторые независимые 
с в . 0л1, . . „ 0-г/./г, условный закон распределения которых при 

ft,, 

условии 
ft-j 

wnl, . . . . и»й/, 

2-ЭПА —ак совпадает с законом распределения с в. 

я (яу,21,..., щ),гЛк)-= & ( э „ 1 , . , . , е„Л„) „ e „ f t—a j . (0.2) 
u - i 

Величину (0.1) при m > 1 будем называть т-разделимой стати­
стикой (для краткости: m-PC), а при т = 0—разделимой ста­
тистикой (PC). Термин PC ввел Ю. И. Медведев [38] при 
изучении аддитивных статистик в полиномиальной схеме с п 
независимыми испытаниями и kn исходами. В этом случае: т = 
= 0, wnk — частота ynh появления исхода k (вероятность появ­
ления которого в каждом испытании равна pn,.>0), 0nft — с. в., 
распределенная по закону U(npnh) Пуассона с параметром 
прпк и ап = п, й = 1 , . . . , kn. К PC этой схемы относятся, напри­
мер, статистика %2 Неймана — Пирсона и статистика -отноше­
ния правдоподобия; простейшей схемой, в которой выполняет­
ся соотношение (0.2), является схема Бернулли с kn — 2. Дру­
гой важный класс PC в 'равновероятной полиномиальной схе­
ме 'представляют собой симметрические PC с 
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fnK=fn, k—1, . ..,kn. (0.3) 
Класс симметрических PC совпадает [9] с классом линейных 
комбинаций .S'̂ o c„r{mu}r(n, kn), где \хт(п, kn)—ЧИСЛО исходов, 
реализовавшихся при п испытаниях ровно г раз; в терминоло­
гии, относящейся к классической «задаче о дробинках», цг(пг 
kn) — число ящиков, содержащих ровно г дробинок. При этом 
для любого г=0, 1 п имеет место представление вида 
(0-1): 

мл. А-)---2 / (г )м. 
A—I 

где /(Г — 1 при vh==r и / м = 0 при vk=^r. Распределение числа 
«непустых ящиков» (величины kn—[го (я, kn)) впервые получено 
Муавром в 1711 г. [118]. Метод сведения задачи о полиноми­
альной выборке к условному распределению независимых пу~ 
ассоновских величин, известный еще, по крайней мере, Фишеру 
[77], использовался многими авторами: [9], [И] , [13]—[15], 
[18]—-[20], [38], [39], .[86], 186], [93], [123]. В. Ф. Колчии 
[18] ввел понятие «обобщенная схема размещения»; в этом слу­
чае с. в. Q-л,. . . , 0nft|., входящие в правую часть (0.2), принима­
ют целочисленные значения. Задачи, связанные с величинами 
Hr(n. kn), рассматриваются в обзоре [20] В. Ф. Колч! ia, 
В. П. Чистякова и монографии [19] В. Ф. Колчина, Б. A. Се­
вастьянова, В. П. Чистякова. PC в схемах одной и нескольких 
полиномиальных выборок посвящен обзор [9] В. A. Иванова, 
Г. И. Ивченко, Ю. И. Медведева. Аналоги величин [xr(n, kn) 
для специальных случаев обобщенной схемы размещения ис­
следуются в работах [23], [48], [49], [119]. 

Большое количество работ (см. обзоры [72], [73], [130], 
[131]) посвящено аддитивным статистикам, основанным на 
длинах выборочных промежутков (блоков), построенных с по­
мощью независимой повторной выборки, имеющей непрерывную 
функцию распределения F. В зарубежной литературе длины 
выборочных промежутков называются спейсингами и равно­
мерными спейсингами, если F — функция распределения рав­
номерного на отрезке [0, 1] закона. В последнем случае из­
вестно [112], что закон распределения спейсингов совпадает с 
условным распределением набора независимых имеющих стан­
дартное экспоненциальное распределение с. в. 0 n i , . . . , Qnlin c 
kn = an = n+\. Отмеченное обстоятельство часто используется 
(см., напр., работы [88], [97], [112], [130]). 

Вышеприведенные и другие известные m-PC являются част­
ными случаями m-PC со значениями в локально компактных 
хаусдорфовых абелевых группах; следуя [41], для краткости 
будем называть такие группы LCA-группами. Например, для 
спейсингов (равномерных) и полиномиальной схемы значения 
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wnk принадлежат соответственно группе R действительных чи­
сел и группе Z целых чисел c «обычными» групповыми опера­
циями и топологиями. Известно (см., например, [41, теор. 6]),, 
что любая замкнутая подгруппа в произведении групп R' то­
пологически изоморфна произведению R-X-Z6 с а, Ь^О и а+, 
+ b — l. Далее, каждая компактно порожденная LCA-группа то­
пологически изоморфна ([41, теор. 24]) ^произведению групп 
R'XZ^XK для некоторой компактной группы К и некоторых 
неотрицательных чисел с, d, и каждая связная LCA-группа 
топологически изоморфна ([41, теор. 26]) произведению RmX 
ХК, где К — компактная связная группа и m ^ O . Если, кро­
ме того, в каждом из этих двух случаев группа не содержит 
компактных подгрупп, то она топологически изоморфна 
произведению R"XZb с некоторыми неотрицательными а, Ь. 
Слабая сходимость распределений PC такой схемы исследуется 
в [30]. Оставаясь в пределах схемы PC со значениями в 
LCA-группах, мы можем воспользоваться теоремой двойствен­
ности Понтрягина [44] и ее многочисленными следствиями.. 
В частности, эта теорема используется для доказательства^ 
аналога теоремы Леви — Крамера о непрерывном соответ­
ствии между распределениями и их характеристическими функ­
циями ([124, е. 76, теор. 33]); для получения представления 
безгранично делимого распределения, аналогичного канониче­
скому представлению Леви — Хинчииа [125]. Сравнительно-
недавно Зейбеллом [163] получено интегральное представле­
ние для условной характеристической функции (х. ф.) с. в.,. 
принимающей значения в LCA-группе; это представление су-' 
щественно используется в дальнейшем изложении. 

Распределения PC в явном виде выписываются лишь в 
чрезвычайно редких случаях; в связи с этим в обзоре рассмат­
риваются асимптотические распределения в ситуации: 

n{to}oo, kn-^-oo. (0Л) 
Имеются два ОСНОВНЫХ способа получения предельных рас­
пределений PC: метод перевала, примененный к исследованию-
соответствующего контурного интеграла для х. ф., и метод 
сведения к условным распределениям сумм независимых с. в., 
основанный на представлении (0.2). Первый из них широко-' 
употребляется для исследования распределений PC в схемах. 
одной и нескольких полиномиальных выборок, обобщенной 
схемы размещения, спейсингов (см., напр., работы [9] — [11], 
;13], [19], [20], [24]—[26], [28], [38], [47], 1[48], [55], [72], [85], 
130]). При этом многие авторы используют идеи работы [47] 

'3. А. Севастьянова. В этих же схемах применяется и второй 
метод (см., напр., работы [1], [9], [12], [18]—[20], [30]— 
[32], [34] - [36] , [86] —[97], [112], [123], [130], [142]). В си-
лу (0.4) и приема Крамера—Уолда [4] удается воспользо­
ваться классическими предельными теоремами теории вероят-
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ностей [7], [43], [54]. Наличие аналогов [124], [125] этих 
теорем для с. в. со значениями в LCA-rpynnax позволяет пе­
ренести второй метод на общие схемы P C 

В настоящем обзоре рассматриваются: слабая сходимость 
распределений m-PC со значениями в LCA-rpynnax, в том чис­
ле при контигуальных альтернативах; PC, использующие спей-
СИНГИ, спейсинг-частоты и несколько более общие схемы; слу­
чайное покрытие окружности дугами; 'примеры m-PC для слу­
чая т > 1 , В обзоре не затрагиваются результаты, относящиеся 
к случайным функциям, возникающим в связи с PC 

§ 1. СЛАБАЯ СХОДИМОСТЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ m-PC 

1.1. Интегральное представление для условной х. ф. Меха­
низмом, который позволяет воспользоваться в наших задачах 
предельными теоремами для сумм независимых с. в., является 
формула интегрального -вида для условной х. ф. Для общей 
•ситуации LCA-групп она получена Зейбеллом [163] в качест­
ве следствия формулы для условного математического ожида­
ния с, в. Y (быть может, комплексиозначной) при условии 
фиксации с. в. X, принимающей значения в ЬСА-группе Gn2. 
Последняя формула обобщает результат Уикселла [160] для 
действительных с. в. X и У, имеющих совместную плотность 
распределения, и примененный им [161] в задачах регрессии, а 
также результат Йе [162] для случая с. в. X, принимающей 
значения в R' и распределение которой абсолютно непрерывно 
по мере Лебега в этом пространстве. 

Формулировку результата Зейбелла приведем в обозначе­
ниях, используемых в дальнейшем изложении. Пусть G! и 
•G„2 — LCA-группы с соответствующими сг-алгебрами Ш{ и 
..1.2 (n) множеств, порожденными открытыми множествами груп­
повых топологий Sti и 9[„2 соответственно, и на вероятностном 
пространстве (£..„, &,,, Р„) заданы с. в. %п и г\п со значениями в 
G] и Gn2 соответственно. Пусть Т — множество комплексных 
чисел, равных по модулю единице, с групповой операцией — 
умножением комплексных чисел и топологией, индуцируемой 
топологией комплексной плоскости. Обозначим через Г1 (или 
Гп2) группу непрерывных характеров f, отображающих G. (или 
<jn2) в топологическую группу T, группы Gi (или Gn2). Груп­
повая операция в Г1 (или Г.,2) задается формулой: 

YiY2(x)=Yi(x)T2(x) 

для всех Yi, Т2бГ1 (или Гт.2) и всех x6G- (или G„2). Топология 
Щ* (или кп2*) — это компактно-открытая топология в Г1 (или 
Г„2); ее тгредбавой являются множества вида 

М(К, V) = {f.Gl (или Gn2){to}T 4(K)czV}, 
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где К. — компактное множество в Gj (или Gn2) и V — откры­
тое множество в Т. При этом Г1 (или r„2) становится 
LCA-группой ([41, Предл. 29]). Известно (см., например, 
[53, с 50]), что на каждой локально компактной абелевой 
группе существует мера Хаара, которая инвариантна относи­
тельно групповых «сдвигов» и единственна с точностью до 
мультипликативной константы. Обозначим через хп2 меру Ха­
ара на G..2 и через %п2* — меру Хаара на двойственной к ней 
группе Г..2. Пусть Г„'|—множество всех "{ = -{("{ и Кг), опреде­
ленных для всех x = (xi, х2), 'где x.6G, и x26Gn2, и всех тя'-Ги 
72--Гтг2 соотношениями: 

T(x)=TlUl)T2(x2). 
Согласно [41, теор. 13] Г'л — группа непрерывных характеров, 
двойственная к произведению групп G(n) —Ог XG-Й- ЕСЛИ 
P(£n.nn.—совместное распределение с в . £„ и цп, то преобразо­
вание Фурье—Стилтьеса (совместная х. ф.) % определяется 
соотношениями: 

2 

Ф-М— J И.Ъ(х^с1Ра ^(х), yer*. (1.1) 
0(n) J-\ 

Нам потребуется ряд ограничений. 
У с л о в и е 1.1. Группа Gn2 порождена носителем распреде­

ления Рт, с. в. т)„. 
У с л о в и е 1.2. Для каждого значения ViCTi функция 

Фи (7(71, •;))• определяемая соотношениями (1.1), абсолютно инте­
грируема по мере Хаара м*2.. 

У с л о в и е 1.3. Существует регулярное условное распреде­
ление Pi„|Ti„(d-xi|-) C.B. £„ При уСЛОвИИ Т]л. ' 

В силу последнего условия математические ожидания выра­
жаются через соответствующие интегралы по условной вероят-
лостной мере, так что условная х. ф. ф„( + ), соответствующая 
версии условного распределения Pg щ , определяется соотно­
шениями: 

(f„(yi\r\n = x2) = ^y1(xl)Pinirin(dx1\r\n = x2), х2еОП2, ViGri. 

Т е о р е м а 1.1 ([163, теор. 3.1]). При выполнении усло­
вий 1.2 и 1.3 для каждого значения ухб-ГгР-г) .-почти наверное 
имеем: 

| Фл(т(?1. Ъ))УЛ—Xt)dK*n2(y*) 

Фя (71 I ^ = x2) = ~ f / , , ТТ . . * , , . '(1 ••-) 

где ё\ — нейтральный элемент группы Г1. 
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Отметим, что в силу представления (1.2), его левая часть 
не зависит от выбора варианта меры Хаа'ра «*2. Воспользовав­
шись формулой обращения Фурье, справедливой в силу усло­
вия 1.2, для знаменателя правой части (1.2) получим представ­
ление 

--£—• С*-) - J Ф„ (Y К Ь)) Ъ ( - x2) d<2 Ы , (1.3) 

использовавшееся в [163] для интегрального представления 
условной х. ф. ф„ (•]•). Из (l.3) вытекает ограниченность 
и непрерывность плотности dP-, | dv.n2. 

Если, в частности, |„ и х\п — действительные с в . , совместное 
распределение которых абсолютно непрерывно и 

Ф» (tu t2)=E exp {i у&п Н- i2T)n)}, 
то формула (1.2) сводится к формуле Бартлетта [58]: 

* • < • • " - - * - ' - ! • - . - • • ' - ' - " • • * ' • ' ( 1 ' 4 > 

R 

так как в этом случае группы Gb Gv2 и двойственные к ним 
группы Г ь Гя2 топологически изоморфны группе R, а меры Ха-
ара являются мерой Лебега в R, Если же |„ — действитель­
ная с. в. и, к тому же, распределение Tin сосредоточено на одно­
мерной решетке {md : т = 0, ± 1 , ± 2 , . . . } с максимальным ша­
гом d, то формула (1.2) примет вид: 

%(ti\1]n=md)=^P(j]n=md)r J %(ti,t2)e-^'*dt2, (1.5) 
-nld 

если Р(т| -/ttd)-j-=0. B этом случае группы 0,Й и Тп2 топологи­
чески изоморфны группам Z и Т соответственно, мера Хаара на 
Ол2 — считающая мера, а мера Хаара на T-длина дуги на еди­
ничной окружности. Формулы (1,4) и (1.5) с обобщениями на 
векторнозначные с. в. £„ и г\п использовались Стэком [142] для 
изучения предельных распределений абсолютно непрерывных и 
решетчатых с. в., а также Блан-Лапьером, Тортрой [61], [62] 
для задач статистической механики. Если £.. — действительная 
с. в., группа G,,- топологически изоморфна произведению групп 
R-XZm . так что с в . У\П = {У\^), ...,т|</), •.-<,'+•>, . . . , r)//+m->) со­
держит абсолютно непрерывную и решетчатую компоненты, 

Ф„ (*„ *2) = Е exp li f^„+ 2 W 4 J 
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с t2==(^I), . . . , # \ # + 1 ) . . . . , t2 ( / + m > ) . то формула (1.2) сводит­
ся к формуле 

1+т 

Фл(^1|л- — х2)-(—) /+т(/г1.г(Х2)Г1 J ЧяУиЬ)е-«*'ЫЕсН1», 

приведенной в [163] и использованной в [30], [31]. Здесь 
(х2, t 2 ) - - скалярное произведение векторов х2 и t2, / -- . , -плот­
ность распределения с. в. х\п по отношению к мере Хаара на 
R ' X T m . являющейся произведением соответствующих мер 
Хаара сомножителей. 

Регулярное условное распределение определено с точностью 
до множеств, Р.-,,-мера которых равна нулю; поэтому при 
Pti.,{x2} — 0 выбор версии условного распределения неодно­
значен. В связи с этим в работе Зейбелла [163] предлагается 
использовать непрерывную (в смысле слабой сходимости) версию 
РцЛ|т)я (• ! •) регулярного условного распределения, а именно: 

Р111|яв(-|-«2(/л)).-->-Р6в|Ля(-|ла), 
если x26G,,2 и .x2(/ra)-*.x2. По-видимому, для практических 
целей требование существования такой непрерывной версии 
является естественным (например, когда г\п — действительная 
борелевская функция и производится «округление» значения 
х2). При слабых ограничениях условное распределение, опреде­
ляемое правой частью формулы (Г2), как раз и представляет 
собой непрерывный в указанном смысле вариант условного • 
распределения. 

У с л о в и е 1.4. Группы Gi и Gn2 являются ПОЛНЫМИ сепара-
бельными метрическими группами. 

У с л о в и е 1.5. Для каждого значения Ч1еГ1 существует не­
отрицательная борелевская функция Ап, определенная на Гп2 и 
зависящая, вообще говоря, от -уь такая, что при всех значениях 
•уг.-Гг.г выполняются неравенства: 

I'/iCvCYi. Ч2))|<А«Ы> 
j Д„ (y2) d%\2 (y2) < оо . 

- « 
К В силу условия 1.4 груша 0(n) является полным сепарабель-
ным метрическим пространством, так что существует ([42, 
Утв. 46.3]) регулярное условное распределение Р|„|пга. Восполь­
зовавшись теоремой 3.2 [163], получим утверждение. 

Т е о р е м а L2. При выполнении условий 1.4 и 1.6 сущест­
вует непрерывная (в смысле слабой сходимости) вереи? P|„|TI„ 
регулярного условного распределения P g ^ i такая, ЧТО равен-
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ство (1.2) выполняется для всех значений vi6r1 и всех значений 
х2€Уп, где 

Vn—{x-6G„2: ЙГРЧД / dy.n2 (x2) > 0} • 
Отметим, что в силу непрерывности плотности распределе­

ния, определяемой (1.3), множество Vn является открытым. 
Непрерывные версии регулярного условного распределения ис­
пользовались в работах Хольста [86] — [89], [93], Хольста и 
Рао [96], [97], автора [30], [31], [34 ] - [37] . 

1.2. Слабая СХОДИМОСТЬ условных распределений. Стэк [142] 
был, по-видимому, первым, кто поставил задачу о соотношении 
между сходимостью условных распределений и совместной 
слабой сходимостью. Приведенные им примеры показывают, 
что может существовать предельное условное распределение и, 
в то же время, не существовать предельное совместное распре­
деление; из сходимости совместного распределения не следует, 
вообще говоря, сходимость условных распределений. Стэк 
рассматривал ситуацию, когда с. в. •!,, и цп принимают значе­
ния из конечномерных евклидовых пространств, размерности 
которых не зависят от п. При этом в наших обозначениях Gi = 
= Rm и G„2 — подгруппа в Ra. 

О п р е д е л е н и е 1.1 ([142, с. 241]). Семейство функций 
(быть может, комплекснозначных) / - , . . . , / „ , . . . , определенных 
на Gi2,. . . , Gn2, . . . соответственно, называется равномерно 
равностепенно непрерывным на ограниченных множествах, ес­
ли для любого е>0 и каждого ограниченного множества Са 
-HnLi G--2 существует число б>0, зависящее лишь, быть мо­
жет, от С и е, такое, что ДЛЯ любых п, любых y b y26G, 
lyi—У21 <б, выполняется неравенство: 

| M y i ) - / n ( y 2 ) | < e . 
Т е о р е м а 1.3 ([142, теор. 2.1]). Если распределение па­

ры с. в. (In, tin) сходится при n{to}oo к распределению пары с. в.. 
(1, г|), и если для каждого значения п существует версия 
Фп( -г) условной х. ф. 

Ф» (X | У) — J exp i 2 XJUJ Р6д|чд (dtt* • • • dam I Ч« =- У), 
R"2 I i-\ J 

такая, что для каждого значения x — (jci, ...,xn) семейство 
{Фя(х|.)} является равномерно равностепенно непрерывным на 
ограниченных множествах, тогда семейство {ф„(х| •)} может быть 
продолжено до семейства {фл(х|-)}> определенного на всем 
пространстве R-", и найдется версия ф*(. | . ) условной х. ф. с. в. 
| при условии г], что разность |ф*(х | у ) - ф * (х| у) | при я-> оо 
стремится к нулю равномерно на ограниченных множествах. 

В [142] рассматриваются случаи (теорема 2.2 и теорема 2.3; 
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соответственно), при которых е. в. |„, т]п являются либо распре­
деленными на многомерной решетке, либо абсолютно непре­
рывными суммами с. в. %nh, цпк, k = l,..., kn. В обоих случаях 
доказывается асимптотическая нормальность условного распре­
деления |„ при условии Т1п, причем используются многомерные 
варианты представлений (1-4) и (1.5) соответственно- Для до­
казательства равномерной равностепенной непрерывности ис­
пользуются некоторые моментные условия в дискретном случае, 
и дополнительно условия абсолютной интегрируемости (ана­
логичные условию 1.5)—в абсолютно непрерывном случае. 
ДЛЯ ситуации, когда с в, .=„, цп имеют абсолютно непрерывные • 
распределения и представляют собой суммы независимых оди­
наково распределенных с- в., в работе [116] Михеля приводят­
ся условия, гарантирующие не только асимптотическую нор­
мальность, но и получение любого числа членов в соответству­
ющем асимптотическом разложении (см. также работу [16]). 

Стэк [142] применил полученные им результаты к исследо­
ванию предельного распределения статистики %2 с растущим 
числом исходов, зависящего от соотношений между объемом 
выборки, числом исходов и вероятностями наблюдения по­
следних в каждом испытании. Стэгом [142] предложено ис­
пользовать теоремы о сходимости условных распределений к 
построению статистических критериев, имеющих неймановскую 
структуру. Пусть, например, распределение каждого из членов 
независимой повторной выборки зависит от двух параметров 
(быть может, векторных) 9, ft, и мы хотим проверить некото­
рую гипотезу о параметре б; в терминологии Хотеллинга 9 — 
информативный параметр, а ft— мешающий. Предположим 
также, что при каждом значении п существует статистика г\„, 
достаточная относительно 9, так что уровень значимости 

а-=Р{со : ln^Wn(r\n) \у]п = Уп}, 
где Wn(yn)—критическая область для г\п=уп, не зависит от 
параметра ft\ Для достаточно больших п можно пользоваться 
приближением к уровню значимости, основанному на предель­
ной условной сходимости. Очень важным для приложений 
классом распределений является экспоненциальное семейство 
распределений; для него имеются подходящие достаточные ста­
тистики. Приложениям предельных условных распределений к 
построению критериев проверки статистических гипотез, каса­
ющихся указанного семейства, посвящены работы Михеля [117] 
и Хольста [93]. Результаты о сходимости условных распределе­
ний могут быть применены и в более общей ситуации постро­
ения асимптотически подобных критериев. В этом случае от 
мешающего параметра ft не зависит лишь предельное значе­
ние уровня значимости «; например, когда существует асимп­
тотически достаточная (в терминологии Вальда) статистика. 
В работе [67] Д. М. Чибисова приводятся два первых члена 
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асимптотического разложения распределения (в том числе, при 
контигуальных альтернативах) статистики С (а)-критерия Ней­
мана, являющегося асимптотически подобным., 

Перейдем к случаю, когда с. в. |.п и г\п принимают значе­
ния в LCA-rpynnax. 

У с л о в и е 1.6. Для каждого значения n = l , 2 , . . . группы 
Gn!- являются замкнутыми топологическими подгруппами не­
которой LCA-группы G2 и, кроме того, 

Gn2-=G„+1,2, n=\, 2 (1-6) 
При выполнении первой части этого условия из теоремы 

двойственности Понтрягина вытекает ([41, теор. 27]), что двой­
ственная к Gn2 группа ГП2 топологически изоморфна фактор­
группе Гг/Лпг, где Г2 — двойственная к G2 группа и Лп2 — ан-
нулятор подгруппы Gn2- В силу [44, с. 118, Предл. Н]) фак­
торгруппы Г2/Л„2, п=\, 2 , . . . , являются ЬСА-группами. 

У с л о в и е 1.7. Группы G! и G- являются полными сепара-
бельными метрическими группами. 

При справедливости этого условия прямое произведение 
топологических групп GiXG2> снабженное топологией произ­
ведения, является, полной сепарабельной метрической груп­
пой; такими же можно считать и группы GiXGn2, п = 1 , 2 , . . . , 
в силу замкнутости и локальной компактности ([44, с. 118, 
Предл. Н]) пространств Gn2. 

У с л о в и е 1.8. Для любого не зависящего от п значения 
•У1.5Г! существуют неотрицательная борелевокая функция А, 
определенная на Г2 и зависящая, вообще говоря, от "fi, и на­
туральное число «1, такие, что при всех значениях г/бГ2 вы­
полняются неравенства: 

I Ф« (7 (7i- "On К (У)))) I < А (t/), и > щ, 
J А (у) cf*J (y)<co. 
г, 

Здесь х. ф. фп определяется из (1.1); кг*— мера Хаара на Г2; 
л„ : Гг-*-Г2/ЛП2 — естественный гомоморфизм, ставящий в со­
ответствие каждому элементу из Гг содержащий его класс 
смежности; ап : Г2/Лп2->-Гп2 — вышеупомянутый топологический 
изоморфизм. 

У с л о в и е 1.9. Для любого не зависящего от и значения 
со 

46Г1ХГ0 (Го — группа, двойственная к G0 = IJ G/.2) послед ова-
тельность х. ф. ср„ сходится (в ситуации (0.4)) к некоторой 
функции ф, непрерывной в нейтральном элементе (е'1, е0) произ­
ведения групп Г-X Го-

Т е о р е м а 1.4 ([37]). Пусть выполняются условия 1.6 — 1.9 
и для каждого значения п — условие 1.1. Тогда: 

1) для каждого значения /г>л1 существует непрерывный 
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(в смысле слабой сходимости) вариант Pt-n\i\n(' |#„) регулярного 
условного распределения с. в. £„ при условии г\„ — ап; 

2) функция Ф является совместной х. ф. некоторых с. в. | и 
т] со значениями в О, и Q. соответственно; 

3) в асимптотике (0.4) и при a„{to}a6G0 последовательность 
{-Чг[Пл(" \а")) слабо сходится к непрерывному (в смысле слабой 
сходимости) варианту Р||Ч(- |a) регулярного условного распреде­
ления с условной х. ф. Ф0 (• \а), определяемой соотношением: 

Фо (-Yi I а) — {-£ l (а))'1 ^ Ф (у {Ъ, у2)) y2 (— a) dvl (y2), -у-еГ 1, (1.8) 
Го 

если выражение, стоящее в фигурных скобках, отлично от нуля; 
здесь х0 и у.* — меры Хаара на G- и Г0 соответственно. 

Рассмотрим некоторые следствия. Пусть Ъ,п — действитель­
ная с. в., fi"= (чпО), чп(2)), причем значения первой компо­
ненты Т1..(1) принадлежат R' и ее распределение абсолютно 
непрерывно относительно меры Лебега в R/, а значения второй 
компоненты Tin (2) принадлежат Rm и группа, порожденная 
носителем распределения iir.(2), совпадает с m-мерной решет­
кой 
{(•V + d.-.i'Zi, cn2+dn2Z2, ..., cmn->rd,mzm), zk&, k = \, ..., m), 
где dHl, . . . , d„ m >0 . Обозначим через cpn совместную х. ф. 
векторов !„, ii„(l), т]„(2), так что 

Ф„(п;, s, 0 — E e x p { i « + sii;(l) + tTi.;(2)}; 
при этом 

*6R, s ---- {sb ..., s7)6R', t~=(tu ..., tm)mm, 
а «штрих» означает транспонирование. В дальнейшем через 
1Л будем обозначать индикатор множества А. Пусть 

A-rom=[ Jtdnb -Ttdnl] X . . . Х [ Jtdn-n, Jtdrim]. 
Условие 1.9'. Предположим, что 
1) при n{to}{infty} распределение некоторого случайного вектора 

(•5п> чп(1), Цп{2)) слабо сходится к распределению некоторого 
случайного вектора (1, Ti(l), t,(2)), где i~(l) = (1-(1,1),... 
...,T)(1,/)),ri(2)---(T1(2) 1),...,т](2, т)), с х. ф. Ф, Ф(т, s, t) = 
= Eexp{i(~.| + s'n'(l)+.V(2)}; 

2) существует борелевское множество Ат из Rm такое, что 
имеет место поточечная сходимость последовательности 

{-Чя(->} */*„(•);• 
3) выполняется одно из условий: а) множество Ат совпада­

ет с Rm; б) при т:$-2 и каком-либо г = 1 , . . . , т—1 имеет ме­
сто представление 
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Am-=R"X [—ndr+i, ndr+i] X . . . X [—ndm, ndm], 
и группа, порожденная носителем распределения случайного 
вектора (Ti(2, г + 1 ) , . . . , т)(2,т)), совпадаете (т—г)-мерной 
решеткой 

{(cr+i+dr+1zr+1, • • •> cm-hdmzm), zk&, к = r + 1, . . . , т), 
где все величины dh положительны; в) имеет место представле­
ние 

Am=*[ — ndund1]X---X[ — ndmindm] 
и группа, порожденная носителем распределения случайного. 
вектора (г|(2,1),.. ., г] (2,яг)), совпадает с m-мерной решеткой 

{(c1 + d,zb . . . , cm + dmzm), zk6Z, k=l,..., m}, 
где все величины dh положительны. 

У с л о в и е 1.8'. Для любого не зависящего от п. значения 
т существуют неотрицательная борелевская функция А, опре­
деленная на R'+nl и зависящая, вообще говоря, от т, и нату­
ральное число ni, такие, что при всех значениях sGR-, №Bm вы­
полняются неравенства: 

|cp,.(-r, s, t)\<h(s, t), n>tiu 

J A(s,t)dsdt<*>, 5 „ = 4 U U Д 
RlXBm 

Т е о р е м а L5 ([30]). Пусть выполняются условия 1.8 —L9'.. 
Тогда для каждого значения «>/г1 существует непрерывный 
(в смысле слабой сходимости) вариант Pg •-, (-|a„) регулярного. 
условного распределения с. в. \п при условии: 

^1 -=Ы-) - П-(2)) = (---(-). ^ ( 2 ) ) — а«; 
при я.-* со и a,,{to}a=(a(l), <г(2)) последовательность ф%п\ц {• \а„)} 
слабо сходится к непрерывному (в смысле слабой СХОДИМОСТИ) 
варианту р£|п(- \а) регулярного условного распределения с услов­
ной х.ф. ср0(- |а), определяемой соотношением 

j exp {— i (sa' (1) + to! (2)) cp (t, s, t) dsdt -PoO-.!-*) — 

X 

RlxAm 

X 

J exp {- i (sa' (1) + fa' (2)) <p (0, 5, t) dsdt 
Ц'хА_ 

если выражение, стоящее во вторых квадратных скобках, от­
лично от нуля. Здесь 

а(1) = (а (1 ,1) , . . . , а (1 , / ) ) , а(2) = (а (2 ,1 ) , . . . , а ( 2 , т ) ) 
и a(r, k), r=l,2; k~l,. .., l-\-m — действительные числа. 

Отметим, что аналогично (1.8) выражение в последних 
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квадратных скобках можно переписать через соответствующую 
плотность распределения по отношению к мере Хаара (ем. 
[30, с. 747]). Сделаем несколько замечаний относительно 
условий, при которых справедлива последняя теорема. Если, 
начиная с некоторого n = n0, имеют место неравенства: 

то теорема 1.5 является прямым следствием теоремы 1.4. Усло­
вие Г8' заведомо выполняется, если существуют числа а > 1 , 
5>0 и функции hn такие, что при всех т и t 

%{*,s,t)=*\\s\\-*hn{X,f), \\s\\>6. 
В свою очередь, это представление имеет место, если |„, т\„ 
представляют собой суммы kn слагаемых, для которых совмест­
ная х. ф. cp„,v удовлетворяет при всех х и t соотношению: 

Ф«* (т, s, t) = || s |ГЯ* hnh (t, *), а!г > 0, || s || > б, 
По 

причем существует такое натуральное число ra0<kn, что ^ osft> 1 

(см., например, аналогичное предположение (i) в [142, с. 256]). 
В работах С. М. Садиковой [45] и A. П. Бикялиса [2] приво­
дятся условия, достаточные для степенного убывания на «бес­
конечности» многомерной х. ф. В условии 1.9' упомянуто о сла­
бой сходимости распределения многомерного вектора, часть 
маргинальных распределений которого решетчата. Такая зада­
ча в общей постановке исследовалась А. П. Бикялисом [3], а 
ее применимость к PC можно пояснить следующим образом. 
Рассмотрим, например, полиномиальную схему с растущим чис­
лом исходов и статистику аддитивного вида (например, %2). 
При различных соотношениях между объемом выборки, чис­
лом исходов и вероятностями их появления предельное распре­
деление указанной статистики может быть как пуассоновским, 
так и нормальным (см. [39], [85], [123], [142]); при изуче­
нии аддитивных статистик для нескольких полиномиальных 
выборок (как, например, в [11]) могут возникнуть предельные 
распределения векторов, содержащие наряду с абсолютно не­
прерывными и решетчатые компоненты. Кроме того, в работах 
автора [31], [32], [36] рассматриваются аддитивные статисти­
ки, частными случаями которых являются статистики критери­
ев согласия (абсолютно непрерывный случай) и критериев од­
нородности (случай решетчатости). 

Если функция ф, возникающая в условии 1.9', является 
х. ф. (/ + т+1)-мерного невырожденного нормального распре­
деления, то множества Вт и Ат совпадают с Rm. Воспользовав­
шись теоремой 1.5, получим 

С л е д с т в и е 1Л ([30], Следствие 2). Если в условиях 
теоремы 1.5 независимы векторы •(!, ir(2)) и т-(1) или (|, r i( l)) 
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и r\ (2), то соответственно 
Ф0 (t | а) =- Г J exp {— ita' (2)} <р (t, 0, t) dt 

X 

или 
X 

X 

f J exp{-tz.a'(2)}cp(0,0, t)dt 

<p0 (t | a) = j" J exp {isa' (1)} Ф (т, s, 0) ds 

xF jexp l— isa' (1)}Ф(0, s,0)ds 

Эти формулы имеют место, например, в тех случаях, когда 
соответственно независимы при каждом п векторы (\п, г]п(2)) 
и х\п{1) или (%п, г)„(1)) и Ti„(2). 

J.3. Слабая сходимость m-РС. Наиболее интересным яв­
ляется случай, когда <р„ представляет собой х. ф. суммы неза­
висимых с. в. Как ДЛЯ ситуации' действительных с. в., так и 
для случая с. в,, принимающих значения в LCA-грудпах, пре­
дельная х. ф. ф, упомянутая в условии 1.9, будет безгранично 
делимой, если слагаемые являются равномерно бесконечно 
малыми: это обстоятельство позволяет воспользоваться кано­
ническим представлением для ф. 

Пусть для каждого значения п>2 (QnJ, Snj, Pnj) — вероят­
ностные пространства, на которых при у'==1 и / = 2 соответствен­
но заданы наборы с. в. w„u . . . , w,inn и 6„i, . . . , Qnkn со значениями 
в Ол2. Предположим, что для каждого значения п>2 с в . 
8„i> • • >, 8ЛЙЛ независимы, а совместное распределение с в . 
w„u . . . . Wnkn совпадает с вариантом Q„(te„, •) регулярного услов-
ного совместного распределения с в . 0л1, . . . , Qnn при условии 

2 0;г/2 = ««бОл2. (1-9) 
k=\ 

указанный вариант является непрерывным (в смысле слабой 
сходимости) в некоторой окрестности $£пШпъ точки а„. 

Определение 1.2. Пусть 

£л = 2d fnki^nb • • •> Wn.k+m), О.ю) 
k-l 

сложение в индексах происходит по modk,. и f ф—-борелевские 
функции, отображающие m-fl-кратное тихоновское произведение 
пространств 0,й в Gu k — 1 , . . . , k„- Если вариант регулярного 
условного распределения P'„itin(. |ал). индуцированный с. в. £,„ 
из варианта Q„(an, •) с 
ПО 



ft-=l ft-1 

является непрерывным (в смысле слабой сходимости) в некоторой 
окрестности ^nQ%n2 точки ап, то величина (1.10) называется 
т-разделим,ой статистикой (т-РС). 

Покажем, что при широких условиях существуют m-РС в 
общей схеме LCA-rpynn. Сепарабельное метрическое простран­
ство является топологическим пространством со второй акси­
омой счетности, так что а-алгебра, порожденная не более чем 
счетным тихоновским произведением' таких топологических про­
странств, совпадает с соответствующим произведением а-алгебр' 
([42, Упр. 22-10]). Следовательно, при выполнении условия 1.7 
функции 8П, определенные равенствами 

вД«2) — (6„1(Ю2)...'.,9„йл(а>2)). co26Q„2, 
ЯВЛЯЮТСЯ борелевскими ([42, Упр. 22.9]); корректно определены 
([42, с. 104—105]) суммы с в . (1.11) и 

*« 
J j {fnk (9„A, • . •, Qn,k+m), 9„ft). 

Согласно теореме Андерсена—Иессеи а о произведении вероят­
ностей для каждого значения n ^ l существует 'вероятностное 
пространство (Qn2, Sn2, Pn2) и независимые с. в. 9пь • • • > Qnkn 
на нем, принимающие значения в Gn2 и такие, что их распре­
деления совпадают с наперед заданными распределениями. 
При справедливости условия 1.7 и первой части условия 1.6 
существует ([42, Утв. 46.3]) регулярное условное распределе­
ние Qn(yn, •) на ^п-кратном произведении о-алгебр ^2{п), 
называемое совместным условным распределением с. в. 
6П1,.,4, 9„-.лпри условии: Tin1—ynbGns- Выберем в качествеQni 
множество 

£-„1(у„)— (Wi,.,.,ro/g:cu/'eG„2. / - 1 , . . . , £ „ ; 2 £ 0 У = Я Ц-

в качестве Snl —- А„-кратное произведение а-алгебр .$2(n)ni-2,!iG/.z); 
в качестве функций wn!i^=.w'llk(yn), k = l,. . . ,£„, —проектирование 
из Qni(y„) на k-тое координатное пространство; в качестве Ря1 — 
меру Qn(ym •), сосредоточенную в силу первой части Утв. 
46.3 [42] на множестве Q„i («/„). Тогда для каждого зна­
чения п>2 получим с в . да„1,...,-и„А.., совместное распределе­
ние которых совпадает с совместным условным распределением 
с в . ()ni,. ..,8„4Л при вышеупомянутом условии. Однако регуляр­
ное условное распределение определено с точностью до мно­
жеств {yn:ynQ(i,a} Рт.,,-мера которых равна нулю; если при 
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Pii {.#л}-—О изменить произвольным образом значение Q„(.[ .) (или 
P|„|ii„ (•]-)) в точке ап, получим новую версию условного распре­
деления Q„(-, •) (или РЕп^л (•).)). Чтобы избежать указанного 
произвола, в определении 1.2 предполагается существование ок­
рестностей непрерывности sf>n (или &п) при каждом значении п-
Условие 1.8 с %п и г\п, имеющими вид сумм (l-11), гарантирует 
существование непрерывной версии P g j - ^ H ' ) B каждой точке 
вышеупомянутого множества Vn. В силу отличия от нуля выра­
жения, стоящего в фигурных скобках правой части (1.8), суще­
ствует значение п=пй, начиная с которого апбУп. Отметим так­
же, что если существует окрестность stn и {xi}„, определяемая из 
(1Л1), является непрерывной функцией, то существует и окре­
стность $Фп. Это следует из открытости прообраза открытого мно­
жества принепрерывном5отображении и свойств слабой сходимости 
мер. Если существуют две версии распределения Р"п|т1л ("I') 
с соответствующими окрестностями непрерывности_.я--л и <#„, то 
они совпадают, по крайней мере, в окрестности s$>n[\s4>n. Этот 
факт вытекает из теоремы 3.3 ([124, с. 76]) о взаимно однознач­
ном и непрерывном соответствии между распределениями и их 
х. ф. Тем самым доказано существование (при «•>«-, n>n.i) с. в. 
% , . . . , % й . Аналогично началу этого абзаца доказывается, что 
для каждого значения п функции wa, определенные соотноше­
ниями 

и функции (1.10) являются борелевскими. Следовательно, начи­
ная с некоторого значения н.-=/г2, распределение с. в. £,а совпа­
дает с непрерывной в некоторой окрестности &п версией регу­
лярного условного (при условии (1.9)) распределения первой 
суммы в (1.11). Воспользовавшись теоремой Г4, получим сла­
бый предел распределения £,и, х- ф. которого определяется со­
отношением (1.8). 

В работе [125] Партасарати, Рао и Варадхана приводятся 
результаты (изложенные также в [124] и, с дополнениями и 
уточнениями, — в главах 1—4 работы [46]) об асимптотических 
распределениях сумм независимых с. в. со значениями в LCA-
группах; для такой ситуации имеются нетривиальные аналоги 
классических предельных теорем теории вероятностей. 

О п р е д е л е н и е 1.3 ([125, Олр. 4.1]). Распределение ц. на 
LCA-rpynne G называется безгранично делимым, если для 
каждого натурального п существуют распределение {mu}„, на G 
и элемент gn&G, такие, что ц является сверткой п распределе­
ний \in и распределения, сосредоточенного в gn. 

Наличие элемента gn (в отличие от классического случая) 
связано с отсутствием, вообще говоря, делимости элементов 
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группы G. Распределение ц на G называется идемпотентньш, 
если свертка [x*|j, совпадает c ц. Обозначим через \хпк совме­
стное распределение е. в. fnk(Qnh) и ВПЙ. И предположим, что 
имеет место «равномерная асимптотическая малость». 

У с л о в и е 1.10. В асимптотике (0.4) 
sup jA„A(£/C){to}0, 

где Uc — дополнение произвольной не зависящей от п окрест­
ности нейтрального элемента произведения групп GiXGo-

Эквивалентное определение в терминах х. ф. ф„ь, соответ­
ствующей \inh, имеет вид ([124, с. 82]): 

sup sup|q)„*(v) —1|->0 

в асимптотике (0.4) для каждого компактного множества К из 
группы Г1ХГ0, двойственной к GiXG0. 

При выполнении условия- 1.10 х. ф. <р, упомянутая в усло­
вии 1.9 с |n и Tin, имеющими вид (1.11), является безгранично 
делимой (теорема 5.2 из [125] — аналог теоремы Бавли— 
Хинчина) и согласно теореме 7.1 и Следствию 7.1 ([124, с. 103 
и 109 'соответственно]) имеет место представление,"""аналогич­
ное каноническому представлению Леви—Хинчина: 
Ф(Ч) —Ч(.к°Жч)е-ф( ^ [y{x)-\ — ig(x,y)]dF(x)-h(y)], 

х=(хи х2), (1.12) 
для каждого чбГ1ХГ0- В правую часть формулы (1.12) входят: 
jc0-=(.x:°, x°) —некоторый элемент из Gj,XG0; •ф — идемпотентный 
делитель, представляющий собой х. ф. меры Хаара компакт­
ной подгруппы (возможно, тривиальной) группы GiXGo; g — 
определенная на произведении пространств (GiXGo)X(r iX 
ХГо) и зависящая лишь от свойств топологической группы 
GiXGo функция, называемая ([53, Опр. 5.1.7]) локальным 
скалярным произведением {центрирующей функцией) ДЛЯ 
G I X ^ O (ee свойства выписываются, например, в [126, с. 119— 
120]); F — некоторая (--конечная мера и h — неотрицательная 
непрерывная на Г1ХГ0 функция, свойства которой описывают­
ся, например, теоремой 7Л из [125, с. 134]). Представление 
(1.12), вообще говоря, не единственно: во-первых, из-за идем­
потентности i|, и, во-вторых, из-за неединственности (вообще 
говоря) меры F. Однако, если группа GiXG0 не содержит 
компактных -подтруш, то согласно теореме ЗЛ ([124, с. ,62]) и 
Замечанию 1 ([124, c. I l l ]) гаредставление (1.12) единственно. 

О п р е д е л е н и е 1.4 ([125, Опр. 4.2]). Распределением 
e(F), ассоциированным с вполне конечной мерой F и a LCA-
группе G, называется распределение 

e-F(Q) [ 1 + - + E- |2! + . . . + F ' » | m . l + ...]> (1ЛЗ) 
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где 1 означает меру массы единица, сосредоточенную в ней­
тральном элементе группы G, а степень Fm—m-кратную сверт­
ку распределения F. 

X. ф. распределения (1.13) принимает значения 

eXpjj[y(x)-i]dE(x)j. yer, 
где Г — группа, двойственная к G. 

О п р е д е л е н и е 1.5 ([125, Опр. 6.1]). Распределение {mu} на 
LCA-irpynne G называется гауссовским в смысле Партасарати 
(для .краткости, Р-гауссовским), если \i безгранично делимо и 
при любой факторизации n=e(F)*xz, где а безгранично дели­
мо, распределение F вырождено в нейтральном элементе груп­
пы G. 

Функция со значениями 
7(x°)exp{—Л.(7)}, убГ.ХГо, 

как раз и является Р-гауссовской компонентой правой части 
(1.12). Отметим, что Р-гауссовокое распределение (даже в. 
случае, когда его носитель совпадает со всей группой) не обя­
зательно абсолютно непрерывно по отношению к соответству­
ющей мере Хаара ([124, с. 102, Замечание 3]). Среди других 
обобщений нормального распределения на LCA-группы G 
наиболее известны Б-гауссовские распределения. 

О п р е д е л е н и е 1.6 ([53, Замечание 5.3.2]). Если LCA-
група G имеет счетный базис, то распределение на ней назы­
вается гауссовским в смысле Бернштейна (В-гауссовским), 
если существует вероятностное 'Пространство '(Q. S, Р) и неза­
висимые G-значные с. в. X, Y на ием, удовлетворяющие усло­
виям: a) PJC—Py=[x; б) с. в. X+Y и X—Y независимы. 

В отличие от В-гауссовского, Р-гауссовское распределение 
не имеет идемпотентных делителей (соотношения между Р- и 
В-гауссовекими мерами 'приводятся в .[53, § 5.3] и в [52]). 

Рассмотрим ([125, с. 122]) несколько примеров входящей 
в представление (1.12) функции g. Пусть G=iRm; тогда 

пг 

g(-x:,y)^^%(xk)yk, (1.14) 

где х=<(хх x„)eR™ и 7=(vi,.{cdot} .,Tm){cdot}-Rw. При этом <рь 
k=\,... ,ш, — непрерывные ограниченные функции на дей­
ствительной -прямой, такие, что в окрестности xh=0 ср,.. (xft) = Хь 
и фй (•—x/0 =cpA(xfc). Пусть теперь G = Km, ' где К — групла 
вращений окружности (топологически изоморфная группе Т),, 
так что K={xft :—я<А<я} и сложение в К происходит по 
mod 2jt. Тогда имеет место представление (1.14) со следующи­
ми изменениями; <рд определены на i[—я, я), причем «р-,(—я) — 
-=1фй (я—-0); y6Zm. Если же группа G вполне несвязна (в част­
ности, дискретна), то £—0 для всех xGG и ©сех -убГ. 
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Воспользовавшись теоремой L4, получим утверждение. 
Т е о р е м а 1-6. Пусть выполняются условия теоремы 1-4 с 

величинами | п и г\п, определяемыми (1.11). Тогда корректно-
определена т-РС (1.10) и последовательность ее распределе­
ний слабо сходится к распределению с х. ф.? определяемой пра­
вой частью (1-8). Если к тому же выполняется условие (1.10), 
то при т = 0 последовательность распределений %п слабо схо­
дится к распределению с х. ф., определяемой правой частью 
(1.8) с заменой ф(-у) на представление (1.12). 

Воспользовавшись теоремой 1.5 и представлением безгра­
нично делимых распределений в классической ситуации, полу­
чим следующий аналог предыдущей теоремы. 

С л е д с т в и е 1.2 ([30, .Следствие 1]). ЕСЛИ В (1.10) т— 0; 
с. в. £n и г\„, входящие в (1.11), такие же, как в теореме 1.5; 
выполняются условия теоремы 1.5 и условие 1.10, то корректно 
определена PC (1.10) и последовательность ее распределений 
слабо сходится к распределению с х. ф. <р-, упомянутой в тео­
реме 1.5, с заменой cp(i,s, t) на 

Ф(т, s, O—i^t, s, 0exp{—JQ(т, s, t)}. (1.15) 
Здесь -|j — безгранично делимая х. ф., не имеющая гауссовской 
компоненты, и Q — неотрицательно определенная квадратичная 
форма И - m + l переменных. 

В приложениях часто встречается ситуация, когда предель­
ное совместное распределение вектора (гьО) , т^-а(2)), упомя­
нутого в теореме 1.5, не содержит негауссовскую компоненту. 
Обозначим: 2.—матрица, состоящая из одного элемента, рав­
ного дисперсии нормальной компоненты распределения | ; Ъц — 
матрица размера l~X_(t-\-m), элементами которой являются со­
ответствующие ковариации между нормальной составляющей 
величины g и компонентами вектора (ri(l), л (2)): 24 — кова­
риационная матрица вектора (т](1), "ц{2)). Тогда квадратичная 
форма, входящая в правую часть представления (1.15), запи­
шется в виде 

Q (tf, s, 0 ==(-, s, t) ( Щ ) (s'\ (1Л6> 
где, как и ранее, «штрих» означает транспонирование. 

С л е д с т в и е 1.3 ([30, Следствие 3]). Если в условиях 
Следствия 1.2 функция я|э не зависит от аргументов s, t и сов­
местное распределение (тг| (1) „ тг| (2)) является невырожденным 
гауссоваким, то 

%(х\а{\), fl(2))=-it)(-;)exp{ii?Sa.sr1(a(l). а(2)У)Х 

Хехр{-4' с 2(21---2--4---)}- (1 -17) 
Если к тому же распределение с в. £ не содержит гауссовскую 
компоненту, то 
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Фо(т|а(1),а(2))-=1ф(т,0,0)='Ч)(т). (1-18) 
В работе [142] Стэка приводятся условия, достаточные для 

того, чтобы выполнялись условия Следствия 1-3 и формула 
(1-17) в двух ситуациях: ifi(T)-sl и отсутствует абсолютно 
непрерывная компонента rjn(l) —теорема 2.2, т|з(т)-=1 и отсут­
ствует решетчатая компонента г)п(2) —теорема 2.3. Утвержде­
ние (1.18) является аналогом утверждений, .приведенных в 
работах Хольста [86] и [93] (Следствие на .с. 158 и Следствие 
на с. 822 соответственно). 

1.4. Метод Ле Кама—Хольста. Наиболее жестким в теоре­
ме 1.4 является требование 1.8 абсолютной интегрируемости. 
При описании слабых пределов распределений аддитивных 
•статистик от равномерных спейсингов Ле Кам ([112] предложил 
способ, позволяющий несколько ослабить это требование; 
ХОЛЬСТ [86]—[94] распространил этот метод на ряд других 
•схем симметрических PC. В настоящем разделе идеи указанного 
метода применяются к изучению частного, но важного в при­
ложениях вида PC ('1 .'10) c m=0, причем £П) входящая в 
представление (1.11), является действительной с. в., величины 

в„ л =(в п й (1) , 8„ k (2) ) ,A=1 I . . . , f t n , (1-19) 
являются одинаково распределенными, распределение компо­
ненты 0пь(1) абсолютно непрерывно в R', распределение ком-

• поненты 9n,t(2)—m-'мерное решетчатое, а с. в. 
*» 

и* V) = 2 9«* (0 (i = 1, 2), т)« = (% (1). Ч„ (2)) 

такие же, как в теореме 1.5. 
Пусть ф„ — совместная х. ф. величин | п , тг|-г (1), i"n(2); 

предполагая выполненными условие 1.9' и условие 1.10, . для 
предельной х. ф. ф получим представление (1.15). Вместо ус­
ловия 1.8' потребуем выполнения следующих трех ограничений 
[34]. 

У с л о в и е 1.11. Выполняется либо условие а), либо усло­
вие б) пункта 3 условия 1.9', причем распределение компо­
ненты (г\и • • •, f]i+r) вектора т| при некотором г=0 т аб­
солютно непрерывно и является невырожденным нормальным; 
при r < m оставшаяся компонента вектора rj—т—r-мерная ре­
шетчатая. 

Обычно в приложениях распределение величины £„ доста­
точно произвольно (из-за функций fn )̂ и в то же время сов­
местное распределение величин i-n(l), Tin(2) обладает «хоро­
шими» свойствами. 

У с л о в и е 1.12. Выполняется условие 1.8' с т—0. 
У с л о в и е 1.13. а) Найдутся число 7 б [ и ,1] и последова­

тельности у( / )1? (если 7>0)> тС/'Нт (если y < l ) , такие, что 
для каждого фиксированного значения / — 1 , 2 , . . . распределе-
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ния сумм 
2 (/«.-(о-.-)- е-*)» 2 (/пПелй), впь) 

b<ly_U)bn] k>\y(j)kn] 

слабо СХОДЯТСЯ при n, £„-> СО К некоторым пределам с х. ф. 
ф(Л и ср-Л соответственно (при этом полагаются равными нулю 
первая сумма при у= О а вторая сумма при •у-—!); 

б) произведение фС/)ф(Л поточечно сходится при )-> <х> 
К X. ф. ф. 

Заметим, что в случае симметрических PC за число у мож­
но взять любое число из промежутка [0, 1]; в работах 
[86]—1[94], [112] 7 = 1 . Применяя теорему [34], получим следу­
ющее утверждение. 

Т е о р е м а 1.7. Пусть в (1.10) т— 0; £;„—действительная 
PC; при каждом значении k—\,...,kn функции fnu являются 
борелевскими отображениями из R-+m+- в R1; с. в. Qnh, входя­
щие в (представление (1.11), имеют вид (1.19) и -векторы ап 
такие же, как в теореме 1.5. Бели выполняются условия 1.9', 
1.10—1.13, то при п, kn{to}{infty} и ап-+а "распределение с. в. %п сла­
бо сходится к распределению с х. ф. ф0, определяемой теоре­
мой 1.5. 

Идея доказательства заключается в следующем. Пусть для 
определенности 0 < 7 < 1 . Совместная х. ф. ц>п

и) сумм 

2 /«*(еЯ*) + 2 /« * (в»*). _вЯ*(1), 2'ея»-(2) (1.20) 

сходится при каждом фиксированном значении j — 1 , 2 , . . . к х. ф. 
ф(Л, где 

ф»> (Г, S, 0 = Ф_(Л 0-. 8, г.)ф(Л ( t . S, t) [ф(0, S, 2.)]W)-Y(,0. 

Предельная х. ф. q>U) абсолютно интегрируема по аргументу 
(s, t) на множестве RHrXAm. Это вытекает из формулы (1.15), 
неравенств 

|Ф") (т, s, 01 <exp {— (Y (у) —JY (./)) -5-Q (о-, s, t)) ( j = - l , 2, . . . ) , 

справедливых для всех рассматриваемых значений t , s, t, а также 
из условия 1-11- Неравенства 

|ф</>(*, s, 01< |Е exp{iH; (\) + tr)'n(2))fyU)k'l]~[lU)kn] , 
справедливые при / = ' 1 , 2 , . . . и всех рассматриваемых значе­
ний т, s, t, и условие 1.12 влекут абсолютную интегрируемость 
по аргументу (s, t) на множестве R'XAn-m .и допредельной х. ф. 
Ф«и> при гС^П\. Применяя теорему 1.5, получим предельное 
условное распределение первого из трех выражений (1.20) алри 
условии фиксации двух других. Переходя к .пределу при /{to}oo 
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и воспользовавшись теоремой 4.2 ([4, с. 41]), получим ут­
верждение теоремы 1.7. 

В icwiy Определения 1.2 в формулировке теоремы 1.7 неяв­
но 'предполагается существование окрестностей зФп, $Фп', во всех 
работах, посвященных PC, вопрос существования s£n, J&n не 
рассматривался, Следует также отметить, что при справедли­
вости условий теоремы 1.7 х. ф. <р абсолютно интегрируема по 
аргументу (s, t) на множестве R;+rXAjn (см. формулу (9) из 
[•34}), так что для каждого значения п^п\ существует плот­
ность распределения с. в. Tin no отношению к произведению / 
мер Лебега и соответствующей считающей меры: значение 
этой плотности IB точке ап сходится к значению в точке а пре­
дельной плотности распределения с. в. г\ по отношению к про­
изведению /+г мер Лебега и соответствующей считающей 
меры. 

Условия теорем работ [86]—[94] в определенном смысле 
аналогичны условиям теоремы 1.7. В [93] исследуются пре­
дельные распределения действительных PC, когда с. в. 6n,t 
одинаково распределены с плотностью dP„|d{mu} по отношению к 
некоторой ст-конечной мере ц. Эта плотность принадлежит ре­
гулярному (/-параметрическому (uGSc=R3) экспоненциальному 
•семейству распределений, причем Gn2 совпадает с R<- либо с 
ZQ. В качестве г\п берется достаточная (относительно v) ста­
тистика, а в качестве ап — значение оценки максимального 
правдоподобия для и. Так как условное (относительно Tin) 
распределение gn не зависит от v, то выбор указанного значе­
ния an объясняется тем, что при этом 

Евпт1я-=ая; (1.21) 
такое центрирование удобно при использовании предельных тео­
рем. К тому же [128] 

Е/-1 К * ) — Е- л / я 1 (вяй) + О (1 la). (1.22) 
Следствие 3.5 [93] утверждает, что при некоторых ограниче­
ниях слабый предел условного распределения | п при условии 
фиксации вышеуказанного значения для Tin совпадает с 
безусловным слабым пределом распределения \п, если послед­
ний не содержит нормальную компоненту. В [93] приводится 
результат (теорема 5.1) об асимптотической нормальности 
действительных m-PC. 

§ 2. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ от-РС 
ПРИ КОНТИГУАЛЬНЫХ АЛЬТЕРНАТИВАХ 

В настоящем параграфе используются факты, связанные с 
введенным Ле Камом [113] понятием контигуальности вероят­
ностных мер. Очень важный для статистических приложений 
результат об асимптотической нормальности статистики при 
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коитигуальных к гипотезе альтернативах, являющийся след­
ствием совместной асимптотической нормальности при гипоте­
зе указанной статистики и логарифма отношения правдоподо­
бия, назван в [6] третьей леммой Ле Кама. Ниже приводятся 
условия, при выполнении которых слабый предел распределе­
ния m-РС со значениями в LCA-rpynne вычисляется через 
слабый предел совместного распределения статистики и лога­
рифма отношения правдоподобия при гипотезе. 

2.1. Аналог третьей леммы Ле Камма для m-PC со значе­
ниями в LCA-rpynne. Предположим, что при каждом n ^ 2 на 
измеримом пространстве (Qni, Sni), наряду с Pni, задана и 
вероятностная мера Q„i; в дальнейшем распределение Рх (ИЛИ 
Qx), индуцированное с. в. X из P„i (или Qni), будем называть 
распределением X при гипотезе (или при альтернативе). Кро­
ме того, предположим, что при каждом значении я ^ 2 рас­
пределения Рш„ и Q«iB, где ш п = (wnu ..., Wnkn), абсолютно 
непрерывны относительно некоторой с-конечной меры vn. с 
плотностями рп и qn соответственно; в силу условий 1.6, 1.7 
и Утверждения 22.12 [42] функция правдоподобия L„, отобра­
жающая тихоновское произведение kn 'пространств Gn2 в R, 
является борелевекой. 

О п р е д е л е н и е 2.1. Пусть с. в. t,n задана на пространстве 
(Q„i, Sni, Qni) и определяется формулой (1.10), а в асимпто­
тике (0.4) имеет место представление 

*•* 

где р — с . в., стремящаяся по вероятности к нулю при справед­
ливости гипотезы, gn/., /г----1, . . . , kn, —некоторые действитель­
ные борелевские функции, определенные на Q..2. Если вариант 
регулярного условного распределения Р/ . ,*•,.„ ( . |a„), индуци-

рованный (g„, С) из Q„ (a„, •), где 

C-^gnkKn) (2.2) 
*—1 

и in, i,n, Qnk, Q.n{dn, •)' упоминаются в Определении 1.2, яв­
ляется непрерывным (в смысле слабой сходимости) в некото­
рой окрестности «^n*6§tn2 точки ап, то величина t,n называется 
асимптотически m-разделимой статистикой при альтерна­
тиве Q„i. 

В отличие от Определения 2.1 с. в. £п, заданную на про­
странстве (Qlni, Sni, Pni) и удовлетворяющую Определению 1.2, 
будем называть m-разделимой статистикой при гипотезе. 

Согласно Следствию из теоремы 2 [84], чтобы 'получить пре­
дельное распределение величины %п при коитигуальных альтер-
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нативах, надо прежде всего получить предельное совместное 
распределение при гипотезе статистик £;п и Ы Ьп. Условие 

R 

где lnZ„{to}i*, а знак <-d» означает СХОДИМОСТЬ по распределению 
гарантирует контигуальность альтернатив Qw по отношению 
к РШ/г. В силу представления (2.1.) и формулы (2.2) задача 
нахождения предела указанного совместного распределения 
сводится к нахождению предельного условного совместного 
распределения величин | п и /п* при условии (L9). Воспользо­
вавшись теоремой 1.4, результатами раздела 1.3 и вышеупо­
мянутым Следствием [84], получим утверждение. 

Т е о р е м а 2.1. Предположим, что величина %п является 
асимптотически ш-разделимой статистикой при альтернативе 
Qni в смысле Определения 2Л, G3— замкнутая подгруппа 
группы R, порожденная носителем распределения величины I*, 
и Гз — двойственная ж G3 группа. Пусть выполняются соотно­
шение (2.3) с R=G3 и условия теоремы 1.4, в которых берут­
ся: ©место Gi и Г1 — произведения групп G:X<--3 и Г.ХГз со­
ответственно; вместо фп—-определенная на множестве TiX 
ХГзХГп2 совместная х. ф. cpn* величин £п, ln*, v\n; вместо <р— 
определенная на множестве Г1ХГ3ХГ0 совместная х. ф. вели­
чин I, Г*, т). Тогда в асимптотике (0.4) распределение величи­
ны £„ при альтернативе Q„i слабо сходится к распределе­
нию Q, где 

Q(A)-= J еЫР*(х,у), Ae^i, (2.4) 
AxG* 

и распределение Р* имеет х. ф. фо, определяемую формулой 
(1.8) с заменой 71 на (уь у3). 

Если, в частности, распределение величины /* вырождено 
(например, когда при каждом значении п распределения Qni 
и Рш совпадают), то из (2.4) вытекает: Q(A)= P*(A) для 
всех AGj?b где распределение Р* имеет х. ф. фо, определяемую 
формулой (1.8). Отметим ([41, Предл. 20]), что нетривиаль­
ными замкнутыми подгруппами R являются лишь R и группы, 
топологически изоморфные Z. 

2.2. Асимптотическая нормальность действительных PC 
при контигуальных альтернативах. Очень распространенным в 
приложениях классом PC являются действительные статисти­
ки £;«, рассматриваемые в Следствиях 1.2, 1.3. B этом разделе 
при изучении распределений при альтернативах Qn) будет 
рассматриваться лишь случай асимптотической нормальности. 

У с л о в и е 2.1. В условиях Следствия 1.2 предельное сов-

120 



местное распределение при гипотезе статистик .-,-, 1п*, г)п яв­
ляется асимптотически нормальным с вектором средних 
(|х(1), р/2, [Л(3)) и невырожденной ковариационной матрицей Q, 

Q(tb x2, s, i).— (*!, *2, s, 0 ( | f)h J. (2.5) 

Здесь Si-(a;y); t , / — l ,2 , -предельная ковариационная 
матрица вектора (.;„,/*); 22-матрица размера 2X(I + fn)i» 
в первой строке которой стоят предельные ковариации ахлл-i 
(/ = 1, . . . , i + m) величины \п и компонент вектора г).,, а во вто­
рой-предельные ковариации #2,2+,/ (У-=1, . . . , i + ni) величины 
2* и компонент вектора •.-.,; 214=(а^); г, / = 3, . . . , i - | - m + 2, 
— предельная ковариационная матрица вектора 1-п. 

В силу невырожденности матрицы (2.5) существует матрица 
2.Г1 — (-';/); i, у — 1 , . . . , / +от . Пусть 

l i/=fx( i )+2 2 Ц А . 2 + / + 2 2 zft&/-,-+fta/,2+;-, (2.6) 
ft=-l у = 1 /г-=.1 у - = 1 

/4-m /+m 
ari = ari — £ ^^]к^1,2+гДг,2+]'> г, г-==1, 2. 

ft—1 / = 1 

С помощью формулы (LI7), соотношения 

i-l2——"2-022, <Тц>0, (2.7) 

третьей леммы Ле Кама [6] и результатов раздела 1,3 получим 
[35] утверждение. 

Т е о р е м а 2.2. Если рассматриваемая в Следствии 1.2 ста­
тистика £„ является асимптотически разделимой при альтер­
нативе Q*i в смысле Определения 2.1 и, кроме условий След­
ствия 1.2, выполняются условие 2.1 и соотношение (2.7), то ее 
предельное распределение при альтернативе Q„i является 
асимптотически нормальным со средним {mu}i+ffi- и диспер­
сией 0Ц. 

Соотношение (2.7) является частным случаем формулы 
(2.3) и гарантирует контигуалы-юсть мер Q„i по отношению к 
P„i. Если меры Q„i и Р..1 совпадают при каждом значении п, 
то 

(Ti2 = 0, (2.8) 
так что мерой асимптотического различия распределений вели­
чины £п при гипотезе я альтернативе является aia. Часто .(см., 
например, [31], [32], [39], [85], [88]) величины ук и,гк, входя­
щие в формулы (2.6), равны нулю при всех рассматриваемых 
значениях k и, кроме того, подходящим способом (см., напри-
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мер, [123] нли формулу (1.22)) удается устранить смещение 
ц,П), так что при этом ц,1==0 и рь2 = ц<2). Далее, при слабых огра­
ничениях часто (см., например, [25], [27], [31], [56], [85], 
[96], [97], [154]) имеет место представление 

где Ь„ — некоторая определенная на отрезке [0, 1] функция, 
для которой 

f bn{tt) du=0 при « = 1, 2, . . . . (2.10) 
о 

Если функции fnk и распределения с. в. ЭпА не зависят от к при 
каждом значении п, то во второй формуле (2.6) числа fli2, «2,-
(/==3,..., l+т) равны нулю, что при широких условиях из 
(2.9) и (2.10) влечет (2.8); т. е. в этом случае статистика £п 
асимптотически не различает альтернатив, «сближающихся» с 
гипотезой со скоростью 1/]/.•%„. 

§ 3. КОНКРЕТНЫЕ т-РС И СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ИМ 
УСЛОВНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

В этом разделе приводится ряд схем m-PC, широко испочь-
зующихся в приложениях. При этом, следуя Определению 1.2, 
помимо подходящего условного распределения, надо проверить 
существование при каждом значении п. окрестностей непрерыв­
ности s&m зФп. Если окрестности s£n существуют, то существо­
вание &п будет гарантировано либо непрерывностью функции 
|„, заданной на вероятностном пространстве (Q„2, S„2,P,-2), 
либо условием 1.8 абсолютной интегрируемости — см.. раз­
дел 1.3. В дальнейшем ограничимся проверкой существования 

3.1. Специальные случаи обобщенной схемы размещения. 
Для нее при каждом п группы Gn2 топологически изоморфны 
группе Z, снабженной дискретной топологией, в силу чего каж­
дое множество из G..2 является открытым (замкнутым). В ка­
честве $$-п берется одноточечное множество {а„} с P.17l({an}){ne} 
{ne}0. Следуя [87], рассмотрим три простейших случая урно-
вых моделей. Имеется урна, содержащая М шаров каждого из 
kn различных цветов. Наудачу по одному за раз вынимаются п 
шаров. В зависимости от того, что делается с каждым шаром: 
он возвращается в урну, он не возвращается, он возвращается 
с s шарами того же цвета, будут рассмотрены три схемы. Пусть 
Wnj, — число вынутых из урны шаров £-того цвета. Тогда, как 
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будет показано ниже, величина ( 1-10) с упомянутыми величи­
нами wnh и действительными функциями fnh, определенными на 
т+1-кратном произведении множеств целых неотрицательных 
чисел, является m-PC. 

С х е м а 1. Каждый шар возвращается в урну- Если в этой 
ситуации e„i, . . . , 6п* — независимые одинаково распределенные 
по закону Пуассона с 'параметром -в' с, в., то совместное рас­
пределение вышеупомянутых величин wn , . . . , wnhn совпадает 
с совместным условным распределением с. в. 9ni,. .. , 0„ftn 
при условии: г\п = п. Статистика цп является достаточной для 
параметра •&>0, так что выбор его значения произволен. Таким 
образом, мы получили полиномиальную схему с одинаковыми 
вероятностями исходов. В статистической механике такое рас­
пределение величин wni,.. ., wnhn называется распределением 
Максвелла — Больцмана, а соответствующие симметрические 
PC с m = 0 — статистиками Максвелла — Больцмана. Изуче­
нию rn-РС в указанной схеме, в неравновероятной полиноми­
альной схеме, в схеме сравнения нескольких независимых по­
линомиальных выборок, а также приложениям rn-РС, в.том 
числе к [/-статистикам, посвящено большое количество работ 
(см., например, [1], [9], [11], [13] - [15] , [19], [20], [30], 
[38], (39], [50], [61], [62], [77], [85], [87], 1[94] Д123]Д142]). 

С х е м а 2. Вынутые шары не возвращаются. Если в этой 
•ситуации 0..1, . . . , ОЛА,,—независимые одинаково распределенные 
по биномиальному закону с числом испытаний М и вероятностью 
успеха в каждом испытании 0 < , & < 1 , то совместное распределе­
ние с. в. И)п1, . . . , -аУий совпадает с совместным условным рас­
пределением с в . 0и1, . ..,6пй„ ПРИ условии r]„-=n (см. [87]). 
Это—так называемый многомерный гипергеомешраческий 
случай. PC с М = \ рассматриваются в [12], [87]; более общие 
схемы приводятся в [87] (см. также библиографию к этой работе). 

С х е м а 3. Каждый вынутый из урны шар возвращается 
вместе с s шарами того же цвета (это — так называемая обоб­
щенная схема Пойа). Как показано в [87], для этой ситуации 
0„i. ...,6яА—независимые одинаково распределенные по отрица­
тельному биномиальному закону с. в. с 

Р{е,.1-Л^с£+;_#(1-д)-\ />о, (зл) 
где 0<Ф<1 и L = M/s — не 'обязательно целое число. B част­
ности, при M=s распределение (3.1) сводится к геометрическо­
му распределению; симметрические PC в такой ситуации назы­
ваются статистиками Бозе — Эйнштейна. При L = l rn-РС ши­
роко используются в задачах сравнения нескольких независи­
мых повторных выборок, члены которых имеют одинаковую не­
прерывную функцию распределения [9], [17], [20], [23], [27], 
[28], [31], [32], [36], [48 ] - [50] , [63], [75], [80], [86], [87], 
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[96], [97], [119], [132], [145], [157]. Исследованию симмет­
рических аддитивных статистик для нетрадиционной урновой 
модели Грина посвящена работа [127]. 

3.2. Спейсинги и спейсинг-частоты. Следуя [32], рассмотрим 
следующую схему. Пусть Ui,.. ., UN-i и Vi, . . . , Vn — две не­
зависимые выборки, состоящие Из независимых равномерно 
распределенных на отрезке [0, 1] случайных величин. Заданы 
целые числа гк, удовлетворяющие неравенствам 

0 = г 0 < 1 < г 1 < г 2 < . . . < г * п _ . < . Л Г - 1 < Г А я = .ЛГ. 
Обозначим через UN(k) &-тую порядковую статистику, постро­
енную по первой выборке, а через «ft—-число точек второй вы­
борки, попавших в полуинтервал 

(UN(rk_1), UN{rk)}\ й = 1, . . . , f tn ; U^(0)=l-Uyv(A/)-0. 
В зарубежной литературе в случае ДЛ=гА—/V-i>l разности 
Uiv(/"/t)— Uw('V-i) называются равномерными спейсингами 
высших порядков, а величины кн — спейсинг-частотами высших 
порядков; в случае же Д-.= 1 получим соответственно равномер­
ные спейсинги и спейсинг-частоты. 

Пусть (Xh, Yh), k=l, ..., kn, — независимые двумерные слу­
чайные векторы, для которых распределение второй компонен­
ты является отрицательным биномиальным с 

V{Yk = sk} = q^C^+Sk_xps\ (3.10 

где <7=-1 — р, 0 < p < l и s-, — неотрицательное число. Пред­
положим далее, что условная (при условии Yk = sk) плотность 
распределения первой компоненты Xk равна плотности hxk\Yk 
двупараметрического гамма-распределения, 

*W*-I*)- ДА/;_1}, -S^-W, (3.2) 
О < . * , . ,< 00, "&>0. 

Т е о р е м а 3.1 ([32]). Совместное распределение случайных 
векторов 

(N{UN(rh)-UN(rA_,)), %h), Ы kn, 
совпадает с совместным условным распределением случайных 
векторов (Хк, Yh), k = 1, .. ., kn, при условии 

ft—l /.-=1 

Если при каждом значении k = l , . . . , kn fnh — действитель­
ные борелевские функции, определенные на множестве 

{{х, у): х^0,у = 0, 1 , 2 , . . . } , 
то величина 
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"п 
S « = 2 fnu(.N(lJN{rk)-UN(rk_,)), «,.) (3.4) 

A - = l 

будет PC согласно Определению 1.2 при условии существования 
окрестности непрерывности s&n. Совместная х. ф. ср,, векторов 

(Xi, ГО, . . . , (X,ln, Ykn), 2 X / » l^Yh удовлетворяет условию 
/ . = 1 л _ 1 

1.8 абсолютной интегрируемости в силу того, что для любых 
действительных чисел tl'\ *ДА = 1, ...,kn; / - = 1 , 2 ) имеем: 

<р,(№<14) W.fl.tt.*,)-- . 

- Е ехР - 21 (-^X*+-л21-'»)+«12X*+^ 2 r 4 -
l ft-=l fe--l Й--.1 J 

=-П^*[--У('*2>+1:,^-^(^,)+пГг)]-А*. 
В работе [36], использующей теорему 3.1, при широких 

условиях описывается класс предельных распределений стати­
стик (3.4). При N—k^, т. е. когда ДЛ=1 при всех значениях 
k = l k„, статистики (3.4) сводятся к статистикам, изучав­
шимся в работах [27], [28], [31]. При этом распределение 
(3.1') сводится к геометрическому, соответствующий частный 
случай теоремы 3.1 приводится в [31]. ЕСЛИ при каждом значе­
нии k функции /,.,., входящие в (3.4), не зависят от второго 
аргумента, то статистики (3.4) являются статистиками крите­
риев согласия, основанными на спейсингах высших порядков. 
При этом мы имеем дело лишь с первыми компонентами век­
торов, упомянутых в теореме 3.1, и соответственно с первым 
из условий (3.3), так что вместо условного распределения (3.2) 
получается безусловное однопараметрическое гамма-распреде-
ление с параметром формы, значение которого равно порядку 
соответствующего спейсинга. Два вида аддитивных статистик 
строится по спейсингам высших порядков: во-первых, это — 
PC, построенные по ' разреженной выборке (в терминологии 
работы [24]), — см. [24], [83], [126]; в работе [156] рас­
сматриваются статистики, построенные по растущему числу 
отдельных порядковых статистик. Во-вторых, это — m-РС, по­
строенные по спейсингам высших одинаковых порядков, — см. 
[68] —[71], [74], [83], [88]. Если к тому же порядки спейсин-
гов одинаковы и равны единице, то для величин Xh мы полу­
чим экспоненциальное распределение; этот факт, по-видимому, 
впервые отмечен Ле Камом [112] и в дальнейшем использо­
вался многими авторами. PC в этой схеме посвящено большое 
количество работ — см. обзоры [72], } 130], [131] и [5], [25], 
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[27], [31], [32], [36], [56], [57], [64], ![65]. [81], [86], [88], 
[93], [101] — [ЮЗД, [106] — [П2] . [115], [120]-[122], '[134], 
[136], [138], [143], [146]-[149], [152], [154], [157]. Предпо-
ложим таперь, что на окружность единичной длины наудачу и 
независимо бросаются N точек, которые разбивают окруж­
ность на дуги S i , . . . , Sw. Известно (см. напр., [51], [89], [95]), 
что совместное распределение величин NSi, . . . , NSN совпада­
ет с условным распределением независимых одинаково распре­
деленных по стандартному экспоненциальному закону с. в. 
Xi,. , . , XN при первом из условий (3.3). Свяжем с каждой 
k-той из точек, разбивающих окружность, дугу длиной aft, по­
местив ее начало в эту точку и отложив дугу для определенно­
сти в направлении по часовой, стрелке. Возникающие при этом 
разнообразные задачи, связанные с покрытием окружности 
дугами (и в том числе случайной длимы), с помощью соответ­
ствующих PC исследуются в работах [76], [78], [79], [82], 
[88], [89], [92], [95], [98]—[100], [104], [105], [137], [139]— 
[141]. 

Пусть теперь функции fnh при каждом значении k не зави­
сят от первого аргумента. При этом мы имеем дело лишь со 
вторыми компонентами векторов, упомянутых в теореме 3.1, и 
соответственно со вторым из условий (3.3); статистики (3.4) 
сводятся к PC критериев однородности двух выборок, исполь­
зующим спейсинг-частоты высших порядков [133], [158]. 
В частности, при Ак—\, где k=\,..., kn, распределение (З.Г) 
сводится к геометрическому распределению, так что работы, 
относящиеся к PC, основанным на спейсинг-частотах, уже 
упоминались в СВЯЗИ СО статистиками Бозе - Эйнштейна, 

§ 4. ПРЕДЕЛЬНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СТАТИСТИК, 
ОСНОВАННЫХ НА СПЕЙСИНГАХ 

И СПЕЙСИНГ-ЧАСТОТАХ 

В этом параграфе рассматриваются т-РС и связанные с 
ними статистики, основанные на спейсингах, спейсинг-частотах, 
а также т-РС, возникающие в связи с покрытием окружности 
случайными дугами. Точные распределения т-РС (даже в 
случае справедливости гипотезы) известны лишь для отдельных 
ситуаций и, к тому же, они достаточно громоздки. Поэтому 
приводимые ниже результаты носят асимптотический характер. 
В дальнейшем изложении (если не оговаривается противное) 
используются обозначения раздела 3.2. 

4.1. Спейсинги. Пусть Z\,..., ZN-\ — независимые одинако­
во распределенные с непрерывной функцией распределения 
(ф. p.) Fn величины и ZN(k), k = l,. . . , N—1, — построенные по 
ним порядковые статистики. Основным предназначением PC, 
основанных на спейсингах, 
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&- 2 h m (j70 &N ^ ~ F ° &N (A - -)fr (4Л> 
где AWf, А — 1 , . . . , Л/', —действительные боредевские функции, 
-Р°—некоторая ф. p., E°(Z.v(0)) = 1— F°(ZN(N)) = 0, является 
проверка гипотезы о согласии 

Hl{N):FN(x)^F0(x), хЖ1. (4.2) 
Величины 

WN(k)^F°(ZN(k)), £ = 1, ...,N-1, (4.3) 
принимают значения из отрезка [0,1] и при справедливости 
Hi(N) являются порядковыми статистиками UN(k), & = 1 , . . . 
.. ., N—1, так что проверку гипотезы (4.2) можно свести к 
проверке гипотезы равномерности 

HX'{N) :FN{x)=x, хб[0, 1]. (4.4) 
Спейсинги используются также для задачи сравнения двух 
выборок [64], [65], для проверки гипотез о симметрии [57] и 
плотности распределения ([5, с. 372]), о характере функции 
интенсивности отказов [59], [60], [129], для оценивания 
функции распределения [102], [109] и минимального значения 
плотности [153], для проверки гипотез о типе распределения 
[29], [65], [146], [148], [150]. 

В симметрическом случае -
hNh=hN, /г= 1,. ..,Л/, (4.5) 

наиболее известными являются статистики: Кимбалла [108] с 
hN(x)=xa, a > 0 (при а —2 статистика Кимбалла сводится к 
статистике Гринвуда [81]); Ирвина с hN{x)—N~x{x—N1""1)2, 
предложенная в дискуссии к работе [81] и связанная линейной 
зависимостью со статистикой Гринвуда; Кендалла с hN{x) = 
= |x—N~l\, предложенная в дискуссии к работе [81] и равная 
удвоенной статистике Шермана [138]; Дарлинга [72] с hN(x) = 
= Inx и hN{x) = lfx. Дарлингом [72] введена также величина 
V-v(a, Р) —число тех спеисингов, которые превосходят число а 
и меньших числа р, 0{le}a<P{le}L Пусть I(a,P) — индикатор мно­
жества {х : a<Af<p}; тогда статистика [72] 

N 

v.v («, Р ) - 2 Л«.В> (WN (k)-WN (k -1)) (4.6) 
A - l 

является специальным случаем (4.1). Если / . < / 2 < • • • <tiv — 
расположенные в порядке возрастания спейсинги, то имеет 
место [91] соотношение: • 

Р {/.у- j < Р} - Р _ Т{о,в, (WN (k) -WN<Jt-1)) < У J, (4-7) 
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где / — О, 1, . . . . N — \ и 1(«,в) (дс) •-----• 1 — 1(«.р) (JC). Из (4.7) при 
/ — О, N—1 получаются представления, использовавшиеся 
в [72]. Точные распределения при справедливости гипотезы 
H\(N) статистик Кендалла — Шермана, vN(a,$) приводятся 
в [72]. При справедливости гипотезы (4.4) имеем [91]: 

j N-t 

р{^_у<р}=_с^2 (---)*<&-« о-(i+^P)?-1, (4-8) 

где (я)+-=>тах(я,0). Формула (4.8) содержит в качестве част­
ных случаев соответствующие утверждения работ [51], [72], 
£79], [144], [159]; в [135] приводятся формулы ДЛЯ совместной 
ПЛОТНОСТИ распределения (при справедливости (4.4)) г наи­
больших (наименьших) спейсингов, а также формулы для 
плотности распределения суммы г наибольших (наименьших) 
спейсингов. 

Предельные распределения (при справедливости (4.4)) ста­
тистик: Кимбалла; Ирвина; Кендалла — Шермана; Дарлинга с 
hN{x)=lnx, vN(aN~\ bN~l) с фиксированными а и b; lN-j для 
/, растущих как N; асимптотически нормальны [72], [108], 
[112], [120], [138] с соответствующими нормировками. Распре­
деления величин vN{aN~2, bN~2) и v--(N"1(1nN+a), N^{\nN+ 
+ b)) являются асимптотически пуассоновскими [72] с соот­
ветствующими параметрами; в частности, 

Ига Р{ / г >аЯ-2 ; tN<N~4n{Nlb)}^e-(«+<». (4.9\ 
N-УОО 

Специальные случаи утверждения (4-9) содержатся в работах 
[112], [114]. Предельные распределения «крайних» величин lh 
lw_j (/ фиксировано) выписываются в работах [79], [91], [112]. 
Предельное распределение статистики Дарлинга с hN{x)=A/x 
(после соответствующей нормировки) является [72] некото­
рым устойчивым распределением. 

Исторически первым общим методом получения предельных 
распределений (при гипотезе (4.4)) PC, основанных на спей-
сингах, явился метод Дарлинга [72], использующий некоторое 
интегральное представление для х. ф. PC. Приведем [24] не­
сколько более общий вариант этого представления. Пусть {к, 
k = \,... , т, — функции (быть может, комплекснозначные) дей­
ствительного переменного, для которых абсциссы сходимости 
соответствующих преобразований Лапласа меньше некоторого 
числа с>0 . 

Тогда 

fifk{UN{rk)-UN{rk_,)) 
/ г — 1 

(-У-1)| 
2пг 

n(Aft-i)i 
. Й - - . 1 

X 
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{ т +с° 1 

П J/ftCJe)..-^"^-** \dz, (4.10) 
k=\ 0 j 

где Г0 — прямая Rez=c, и используются обозначения разде­
ла 3.2 с т = 4„. С помощью (4.10) можно получить интеграль­
ные представления для моментов и х. ф. PC, удобные при ис­
пользовании «метода перевала». В частности, при Ля=1, k = 
= 1 , . . . , т, получим вышеупомянутое представление Дарлинга. 

Другим общим методом получения предельных распределе­
ний (при справедливости (4.4)) аддитивных статистик от спей-
сингов является метод Ле Кама [112]. В ситуации (4.5) опи­
сан класс предельных распределений, а именно: пусть X1, . .. 
. . . , XN — независимые одинаково распределенные по стандарт­
ному экспоненциальному закону с. в. и последовательность 
X. ф. ф-7, 

ф-v «-• ^E^{ywi <*--->+^|-м**>}. 
где ti и t2 — действительные числа, поточечно сходится к не­
которой х. ф. ф. Тогда имеет место представление 

{ ь-\ /-I J 
где я|) —безгранично делимая х. ф. без нормальной компоненты 
и аи = \, а распределение величины 

& = ЛГ1 / 2 2 A-v (-V (-ЛУ (k) ~UN{k-1))) 
ft-i 

слабо сходится к распределению, х. ф. которого принимает 
значения 

Фо {к) = У (*2) exp j — — (а22 — ащ-

Используя идеи метода Ле Кама, центральную предельную 
теорему для m-зависимых величин [4], [8], Хольст [88] при 
широких условиях доказал асимптотическую нормальность при 
где UN(l) = l + UN(l—N) при l^N и h определена на ~m+1. 

N 

5лг («) - 2 h (N {UN (k) - UN (k -1)), . . . 
ft-1 

. . . , Л ^ ( ^ ( А + /га)~-^(& + те-1))), (4.11) 
где UN(l) = l + UN(l—N) при /^ iV и h определена на Rm+l. 

Перейдем к исследованию распределений PC при сближаю­
щихся альтернативах 
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X 

K[{N):FN(x)=sx + N-V2\ bN(u)du, ЛГ----1, 2 , . . . , (4.12) 
о 

где bit («) есть величина О (1) no N при каждом фиксированном 
значении иб[0, 1] и, кроме того, 

1 

f i.v(M)d«--=0, JV=.1 ,2 , . . . . 

В предположении, что функция bN не зависит от N и имеет 
ограниченную на [0,1] вторую производную, Д. М. Чибисов 
доказал нулевую асимптотическую эффективность критериев, 
статистики которых инвариантны относительно перестановок 
спейсингов. В частности, асимптотически не различают альтер­
нативы (4.12) статистики (4.1), удовлетворяющие условию 
(4.5), и статистики, основанные на величинах 

max [WN(k)-WN(k-l)], mm [WN(k)-WN(k-l)], 
A.--1, ...,N Л-=1,..-,ЛГ 

где с. в. WN(k) определяются из (4.3) с F°(x)ssx, л*е[0, 1], и 
WN{0) = l—WN(N) =0. Указанный факт уже отмечался в разде­
ле 2.2; он согласуется с соответствующими утверждениями ра­
бот [25] — [27], [31], [73]. [97], [109], [134], [147], [149], [151]. 
Например, взвешенная статистика Шермана асимптотически 
различает [25] альтернативы (4.12) с bN = b и весовой функцией 
а, если отлично от нуля выражение 

J = J а (и) b (и) du; 
о 

здесь, в частности, / = 0 при а(«)н=1, ие[0, 1]. В работах [27], 
[31] (см. также ссылку [17] к работе [29]) автора доказана 
асимптотическая нормальность статистики 

N 

& = 77 2 h" (jv • N (W" W - W N ( k - 1))) (4.13) 

при слабых ограничениях на функции двух переменных h^ 
и альтернативы Ьи- При этом 

Р T^vlsS.-—Jrf« J FiN{u,x)e-xdx)<iil + xA-+<I>t(x)<{4:,l4) 

где Ф,—ф. р. стандартного нормального закона и 
1 + 00 

Hi == J 6JV (и) da J (х — 1) A.v (и. x) e~xdx, 
о о 

1 +оо 1 Г+оо I 2 

or2-=-jrfa j [kN(u, x)fe~xdx— [ J hN(«» x) e~xdx du— (4.15) 
o o о L о J 
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- 1 +-о "12 

— ) du \ (x — l)hN(u,x)e~xdx . 
-0 0 

Аналогичный результат, но при более жестких ограничениях на 
hN и Ъя приводится в [97]. Из (4.14) вытекает [27], чта 
асимптотически наиболее мощным односторонним критерием 
(среди всех критериев со статистиками (4.13)) против альтер­
натив вида (4.12) является критерий, основанный на статисти­
ке (4.13) с hN{x, y)sssbN(x)y (0{le}x{le}1, у_2-0); этот факт отме­
чается и в [97]. Для сравнения заметим, что в схеме PC д л я 
полиномиальной выборки с растущим числом исходов асимп­
тотически оптимальной при альтернативах (4.12) является 
[85] статистика, аналогичная вышеупомянутой. 

В работах [97], [109], [154] рассматривается более общий, 
чем (4.12), класс альтернатив: 

X 

K[(N, 8):FN(x)^x + N~6\ bN(u)du, 8 > 0 , (4.12')' 

введенный в 1965 г. Вейссом (см. ссылку [4] к работе [25]). 
В частности, если 6=1/4, то в классе всех критериев, основан­
ных на симметрических РС в схеме спейсингов, асимптотически 
наиболее мощный односторонний критерий дает статистика 
Гринвуда, по-видимому, впервые этот факт упомянут в [134] 
(см. также [97], [109]). Аналогичный факт, но для симмет­
рических РС в полиномиальной схеме с растущим числом исхо­
дов и с альтернативами (4.12/), 6== 1/4, имеет место [85] для 
статистики х2. Можно ли получить в случае 8= 1/4 асимптоти­
чески более мощный критерий, чем %2, используя более широ­
кий класс m-PC (4.11)? В случае полиномиальной схемы с рас­
тущим числом исходов в аналогичной ситуации ответ является 
утвердительным [15]. В [109] доказывается асимптотическая 
нормальность статистики Кимбалла при альтернативах (4.12') 
с 1/4{le}8{le}l/2. Как показано в [26], сближающиеся альтерна­
тивы 

X 

tf;(A0:E.v(x) — x + I A r j bN{u)du, jV = l , 2 , . . . , 
o 

где bN(u) =Ь(«)+б--(«), иб[0, 1], причем функции Ь и е-- не­
прерывны и e-7{to}0 равномерно по всем «6[0, 1], асимптотиче­
ски различаются статистикой, основанной на максимальном. 
спейсинге. При этом 

lirnPfAr max [WN{k)-WN{k-\)]-\nN<х}= 

.у-*--.- ft—1,...,Лг ' . . . 

= ехр — е~х J ехр {Ь («)} du\; 

в частности, при b[u)=sQ полученный результат согласуется с 9* 131 



утверждением (4.9). И, наконец, предельным распределениям 
при фиксированных альтернативах статистик, основанных на 
«г» наибольших (наименьших) спейсингах, посвящены работы 
£40], [151], [153], [155]. 

4.2. Спейсинги высших порядков. Как уже отмечалось, име­
ются два вида статистик, основанных на таких спейсингах. 
Впервые частный случай статистик, использующих спейсинги, 
построенные по разреженной выборке, рассматривался [24] в 
связи со следующей задачей [22] — [24] (см. также ссылку 
[17] к [29]). 

Пусть отрезок [0,1] разбит точками 0 = x0<C.Xi< . •. < x - < 
<-xz+i — l на множества: Au — [xQ,Xi], Ar[ = (xr_u xr], 

r = 2, . . . , i + 1 . Обозначим через 9t класс всех множеств Аг[, 
через ^ — алгебру множеств, порожденную классом 3h через 

S 

&I — класс множеств вида £ -"--/. s-=l , ..•» .- + -"• Предположим, 
• - • 

что на Sfi заданы две вероятностные меры Pi и Р2; тогда по­
следние однозначно продолжаются на классы &и s£i. Многие 
•статистики непараметрических критериев согласия и однород­
ности, основанные на полных и неполных, группированных и 
негруппированных выборках, можно представить в одной из 
двух форм: 

'-И 
Si-SMPiC-^-PHA,)), (4Л6) 

г—1 

Р(Рь Р 2 | ^ ) - шах | P 1 ( E ) - P 2 ( E ) | , (4.17) 
BQXt 

где hr, r=\,..., l+l, — действительные борелевские функции, 
определенные на R1, и Жг — один из классов: Sfu <Pi или s&t. 
Для этого нужно подходящим образом выбрать: множества Arh 
один из трех вышеперечисленных классов множеств, вероятно­
стные меры Pi и Р2, а также конкретный вид функций К (для 
статистик (4.16)). Применим эту схему к статистикам, основан­
ным на спейсингах. Используя обозначения (4.3), положим: 

l-N-1, Arl = (WN(r~\),WN(r)], r = 2,...,N-U 
AU = (0,WV(1)], ANll+l = (W„(N~\),\]; 

для всех r = \,...,N пусть Р1 (Ar/) — WN (r) — WN(r— 1) и 
в целях симметрии «разнесем» эмпирические вероятности следую -
щим образом: P2(ArZ) — 1/JV, г = \, ..., N. В соответствии 
•с (4.16) и (4.17) рассмотрим величины: 

N 

lx^hrN(WN(r)-WN(r-\)-M TV), 
г-I 
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-V 

| 2 ^p(P 1 ,P 2 | ^ 7 V ) = i 2 l ^ ( r ) - \ F . v ( r — 1)-1/^ | )(4.18> 

g3=p(P1 IP2 |^ j V)= max |№V(r ) - rlN\, 
- -1 , . . . , л г 

?4 — P(Pi, Р 2 | ^ ) - шах \WN{r)-WN{r—Y)—\lN\. 
r—l,...,N 

Частные случаи статистик gi рассматривались в предыдущем 
разделе; | 2 — э т о вышеупомянутая статистика Шермана. Ве­
личина Is отличается от известной статистики DN A, H. Колмо-. 
горова не более, чем на l/(iV—1). Величина g4 названа в [23] , 
[26] статистикой Уитворта [159], исследовавшего наибольшие 
и наименьшие спейсинги, функцией которых является .-4.-Как 
вытекает из (4.9) и (4.15) при справедливости (4.4) рассто­
яния по вариации иа классах .%, и бФх при N{to}oo стремятся к 
О и е -1 соответственно по вероятности; хорошо известно, что в 
случае гипотезы D-,{to}0 c вероятностью 1, так что и величина |з 
при N-+QO стремится к 0 по вероятности. Насколько «редко» 
нужно брать порядковые статистики UN(rh)! чтобы эмпириче-1 

екая мера состоятельно оценивала теоретическую меру на ал­
гебре s&n{r\,.. ., rN), порожденной всеми множествами 
(UN(rh-i), UN{rh))? Соответствующий аналог статистики Шер­
мана имеет вид: .. 

т 

l2=^\UM{rk)-UN{rk_,)-^\ (4.19) 

В [25] с помощью представления (4.10) и метода «перевала» 
при выполнении условий: 

TV {to} со, m{to}oo, m=^o(VN), 
minAA{to}oo, raaxAA = o(/V) (4-2 0 ) 

ft к 

доказана асимптотическая нормальность статистики Vnfa—^N) 
с нулевым средним и дисперсией а2, где 

т 

\iN^(2nN)-^^VAjlV\ 0--(п-2)/(4л). 
k—i 

Следовательно, статистика (4.19) при JV-.>-оо и выполнении 
(4.20) стремится к нулю по вероятности. 

Дель Пино [126] ввел статистики 
K-V-U/ml 

^ ( о т ) = - 2 hN(N(WN(km)-~WN{{k-~\)m))) (4.21) 

и показал, что при фиксированных значениях т они могут 
асимптотически различать альтернативы (4.12') лишь при 
6=1/4. ИМ же доказано, что при 6 = 1/4 в классе статистик 
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(4.21) асимптотически оптимальной является величина £-/(т) 
с hiv(x)=x2, аналогичная статистике Гринвуда.. Более полно, 
чем (4.21), используют информацию о выборке статистики 

N-m 
С„ (т) -= 2 A-v ( ^ <WN № + т - 1 ) - WN (к - 1))), (4.22) 

введенные Кресси [68] —[71]. Иногда вместо верхнего индекса 
суммирования в правой части (4.22) берут число 7V, полагая 
WN(t) = l+WN(l~N) при t>N. Используя вышеупомянутую 
асимптотическую нормальность при гипотезе (4.4) статистик 
(4.11), Кресси [70] ' доказал асимптотическую нормальность 
(с соответствующей нормировкой) статистик (4.22) при альтер­
нативах (4,12') с 8 — 1/4 и кусочно-постоянной альтернативной 
плотностью распределения. Им также показано, что в классе 
статистик Vff(fn) асимптотически оптимальной (при упомянутых 
-альтернативах) является аналог статистики Гринвуда с hN(x) = 
ESJC2. В [68] доказана асимптотическая нормальность Q(m) 

с Ля (х) == In х при справедливости гипотезы и значении т, 
растущем вместе с N так, что m = o(N113). В [68] отмечается 
также следующий факт: при использовании hN (х) = ln x и 
кусочно-постоянной альтернативной плотности распределения 
асимптотическая эффективность для альтернатив (4.12') возрас­
тает с ростом т. Как отмечается в [83], использование расту­
щих значений т позволяет посредством статистик %'N{tn) раз­
личать альтернативы (4.12') с б> 1/4. В частности, если от­
растет так, что tn--=o{VN), то с ПОМОЩЬЮ величин (4.22) 
можно различить альтернативы (4.12'), где вместо Л^6 стоит 
(mN)~l/i. Отметим, что при этом накладываются жесткие огра­
ничения на альтернативы: функция bN не зависит от N и имеет 
непрерывную пятую производную на [0, 1]. В [83] выписыва­
ются предельные распределения статистик (4.11), Хольст [88] 
доказал асимптотическую нормальность при гипотезе «цент­
ральных» спейсингов m-го порядка для фиксированного значе­
ния т. В [73], [74] приводятся результаты, касающиеся пре­
дельных распределений (в том числе, при фиксированных аль­
тернативах) наибольших и наименьших спейсингов m-го по­
рядка. 

4,3. Спейсинги, построенные по отрезкам вариационного ря­
да. Пусть заданы не зависящие от N числа р., удовлетворяю­
щие неравенствам 

0<Pl<P2< ••• < A - l < f e < . . . <Р21-1<р21<Ъ 
i 

и пусть % с - индикатор множества U {u:p2k_i<u^.p2k}- Пред-
положим, что из всего вариационного ряда (в. р.) известны 
лишь отрезки 
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ZN(r2u-i + l),ZN(r2k~1 + 2), . . . ,Z.v(r 2 , ) , k= - l , . . . , / , (4.23) 
где г — [Nps], s = l 21. В работе [22] исследуются предель­
ные распределения при гипотезе некоторых непараметрических 
статистик, в том числе статистики Шермана. При этом исполь­
зуется следующий элементарный факт (см. также [21], [29]). 
Элементы исходной выборки, лежащие между фиксированными 
значениями Zw(r2..-i) и ZN(r2h), k—\,..., I, условно независи­
мы. Поэтому условное распределение широкого класса функци­
оналов, представляющих собой сумму значений некоторой 
функции от членов в. р., принадлежащих указанным фиксиро­
ванным отрезкам, будет с соответствующей нормировкой асимп­
тотически (N—^oo) нормальным. Кроме того, при широких усло­
виях совместное распределение конечного множества выбороч­
ных квантилей ZN(rs) является асимптотически нормальным, 
что, как правило, влечет за собой и безусловную асимптотиче­
скую нормальность вышеупомянутых сумм. Обозначим через 
%с N индикатор множества 

C.V— U {w.ru_xlN<u<r2kjN}, 
ft=i 

а через £°. {См) — статистику (4.13), в которой вместо hN(tt, •) 
взято %cN(u)hN(u, •). Тогда (ссылка ]17] к работе [29]) имеют 
место формулы (4.14), (4-15) с вышеуказанными заменам!-: 
•& и hN. 

Пусть в (4.23) 1 = 1; при достаточно больших значениях N 
величины Nm — rm — rm_x — \, где т= 1,2, 3, a r- = 0 и r3 = N, 
становятся положительными, и порядковые статистики ZN(rx), 
ZN (г2) разбивают первоначальную выборку {Z,-,} на выборки 
{Z[m\ k = \, . . . , -V,„}, /71 = 1,2,3, причем с вероятностью еди­
ница для всех членов каждой m-той выборки выполняются 
неравенства: 

Z// (rm_i)<Z/j <Z.v(r...), 
где ZA-(O)-— —- оо, ZH(N)= + со. Рассмотрим преобразованную 
выборку 

Yim) = (Zim)-ZN {r,))l{ZN(r2)-ZN{rx)); k - 1 , . ..,Nm; 
m = 1,2,3; 

распределение ее членов инвариантно относительно преобразо­
ваний сдвига и масштаба. В [33] предлагается применить ука­
занную преобразованную выборку для оценивания параметра 
формы р. трехпараметрического распределения Вейбулла — 
Гнеденко; свойства статистических процедур, использующих это 
•семейство распределений, существенно зависят от того, какому 
из неравенств: 0 < р < 1 , l{le}p<2, p > 2 удовлетворяет параметр 
формы. В [29] строятся критерии согласия для проверки гипо-
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тезы о типе распределения, основанные на спейсингах и учиты­
вающие лишь среднюю часть (m = 2) преобразованной выбор­
ки. Выбор т = 2 можно пояснить следующими обстоятель­
ствами, Во-первых, на практике встречаются ситуации, когда 
трудно выдвигать правдоподобные гипотезы о виде «хвостов» 
распределения. Во-вторых, поведение «средней части» распре­
деления является, как правило, регулярным. Приведенные в 
[29] параметры асимптотической нормальности вышеотмечен-
ных статистик для проверки гипотезы о типе распределения 
почти не зависят (как при гипотезе, так и при сближающихся 
со скоростью 1/VN альтернативах) от поведения распределения 
FN на «хвостах». Процедуры, основанные на спейсингах и пред­
назначенные для проверки гипотезы о типе распределения, 
рассматриваются также в [65], [148], [150]. 

4.4. Покрытие окружности случайными дугами. Постановка 
задачи и используемые ниже обозначения приводятся в разде­
ле 3.2. Рассмотрим [95] следующие величины: 

N N 
VN=^i.Sk — aiv)+, LN = 2 - (5й > «/v) 

ft—1 ft—1 

— непокрытую (вакантную) часть окружности и число «пробелов» 
на окружности соответственно; 

N N 

п'ы (М-=- 2 - (S*•>а" + M> nN (c-v) = 2 - (aN <Sv<a>v + cN) 
ft-1 ft-1 

— число «пробелов» длины, большей bN, и число «пробелов» 
длины, не большей cN, соответственно; MN и MN*—длины наи­
большего и наименьшего «пробелов» соответственно. Здесь I — 
индикаторная функция: 1(х>и) = 1 при х>и и 1(х>и)=0 при 
x{le}w. Точные распределения величин VN и LN впервые полу­
чены в [139] и [141] соответственно. В [141] приводится точ­
ное распределение LN в случае, когда длины дуг aN образуют' 
независимую повторную выборку с распределением Ф--, а так­
же выписываются условия сходимости распределения LN при 
jV{to}oo в ситуации, когда Ф„ стремится к распределению, сосре­
доточенному в одной точке. В [98] исследуется задача о по­
крытии окружности в случае, когда длины дуг случайны и, во­
обще говоря, разнораспределены. В [99] приводится точное 
распределение покрытия окружности неслучайными дугами 
разной длины. Предельные распределения VN в случаях: aN не 
зависит от N, a--{to}0 при .V{to}{infty} приводятся в [139] и [140] 
соответственно. Имеет место [95] следующий результат обоб­
щающего характера. Пусть an = N~1(lnN^l + o(l)), где |3— 
некоторое положительное и не зависящее от N число; | , Xi, 
X2, . .. —- независимые с. в., причем | имеет пуассоновское рас­
пределение с параметром р, а величины Xs одинаково распре­
делены по стандартному экспоненциальному закону. Тогда при 
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N{to}oo распределение вектора 
(L-,, NV„, NMN, NAfw*) 

слабо сходится к распределению вектора 
[l, 2/=tX;-, max Xj, min XX 

где при £ = 0 каждая из компонент полагается равной нулю. 
Доказательство ЭТОГО факта опирается на результат Ле Кама 
(см. раздел 4.1). Пусть теперь NaN—In iV—.—оо и, в то же вре­
мя, N2aN-+co. Тогда [95] величины MN, MN* и вектор (LN, VN) 
асимптотически совместно независимы, причем последний век­
тор (с соответствующей нормировкой) асимптотически норма­
лен, a 

Р {NMN — In N + NaN < х) -> exp {—е~х}; 
. • • / - • • - о 

Р {ЮМ"ме~н^> х}-> е~х 

N-юо 

равномерно по х на каждом ограниченном интервале. Если 
jV2aw-ьа<оо (случай «очень малых дуг»), то [95] вышеупомя­
нутая асимптотическая независимость сохраняется, причем 
распределение вектора (N—LN, N2(NaN—1 + V--)) слабо схо­
дится к распределению вектора (£, 2. U, ({alpha})), где (Vi(a), 
U2(a),... — равномерно распределенные на (0, а) с. в., 

P{NMN-lnN<x}-+exp{—е~% 
/\Г-»-оо 

P{7V2M* >x)->e~x 
V -V-J-» 

равномерно по х на каждом ограниченном интервале. Если до­
полнительно к условию, касающемуся поведения aN, наклады­
ваются требования: 

то [95] величины riN{pN), H"N(CN) И вектор (LN, VN) асимптоти­
чески совместно независимы, причем предельные распределения 
величин n'N{ptf) и п"ы(ры) являются пуассоиовскими с параметрами 
е~и и v соответственно. Отметим, что результаты, касающиеся 
предельного поведения каждой из величин LN, VN, MN в каж­
дом из трех вышеупомянутых случаев изменения aN, приведены 
в [100] (см. также [92]). 

Представляют интерес и задачи, связанные с «временами 
ожидания»: vN(l) —числом наблюдений, необходимым для по­
крытия дугами всей окружности [78], [137]; v--(nx)—числом 
наблюдений, необходимым для покрытия всей окружности дуга­
ми не менее «от» раз [104], а также части окружности задан­
ной длины \—р, 0{le}p<l [105]. Известно (см., например, [88, 
с. 286]), что события: 
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{v.v (m) < iV}, я) ах _ S,u.,<o.w| 
l*-i "fa ] 

эквивалентны, так что исследование распределения величины 
vN(m) сводится к изучению распределения спейсинга т-го 
порядка. В [143] показано, что при 

N{to}oo, a-,{to}0 (4.24) 
имеет место формула: 

EvN (1) — a-1 (In a-1 + In In a^1 + у + о (1)), 
где у — постоянная Эйлера; первый член этого асимптотиче­
ского разложения получен в [79]. В асимптотике (4.24) мо­
менты соответствующим образом нормированной величины 
•v--(l) сходятся [76], [91] к соответствующим моментам стан­
дартного двойного экспоненциального распределения. В работе 
[78] (ем. также [76], [104]) доказывается слабая сходимость 
(в условиях (4.24)) распределения величины 

aNvN (то) — In с"1 — яг In In a„l -f- In (m —- 1)! 
к стандартному двойному экспоненциальному распределению в 
случае р = 0. Асимптотическая нормальность (в асимптотике 
(4.24)) величины v--(l) с р — Кая и величины v--(m) с 0 < р < 1 
доказывается в [105] и [89] соответственно. 

4.5. Спейсинг-частоты. С помощью преобразования вида 
(4.3) задачу сравнения двух независимых повторных выборок 
можно свести к следующей. Пусть W\,... , WN-\ — независи­
мые одинаково распределенные на отрезке [0, 1] с непрерыв­
ной ф. p. Fs случайные величины и V i , . . . , Vn— не зависящая 
от {Wi} выборка, состоящая из независимых равномерно рас­
пределенных на отрезке [0,1] с в . Обозначим WN(l),... 
..., Wy(N-l) и V» ( l ) , . . . , Vn(n) — вариационные ряды, по­
строенные по первой и второй выборкам соответственно. Для 
построения критериев проверки гипотезы однородности: 

Н2 (N, n):FN{x) s x , x£[0, 1], (4.25) 

воспользуемся схемой, рассмотренной в разделе 4.2. Пусть JVi=-
= N — \, _/V2—n"> -4r!vt — Ar.v, где множества ArN те же, что 
и в разделе 4.2; A% = (0,Vn{l)]t А $ - [ V „ ( s — T), Vn(s)], 
s = 2, .. „ n - f 1, где V'„(n-1-1)-=1. Обозначим через v.W число 
точек первой выборки, попавших в А^„, а через У.?] — число 
точек второй выборки, попавших в A(

r!v,; каждый из классов мно­
жеств, порожденных множествами Л£')у ; 1 = 1,2; r-=-=l, ...,Nt, 
будем снабжать верхним индексом I. Положим: 

Pi'-^V-V., PP-4V/-VX, P^ — ̂  + l)-1, Z=l,2, 
При этом величины (4.16) и (4.17) сведутся к следующим: 
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N 

42 ) 1 
п N » 

*{-> г 
п N ^ р ( Р р \ Р ^ *#)----« 2 

t O ) _ n / > p ( I ) p(l)|{cdot}7(l)\_ rnov X.- ' -
fee =p(,fi , f.2 J J V ) = max — jr 

r - l /Vl " " 

аналогично определяются величины |<2), где s==5, . . . ,8 ; поло­
жим 

ts = max(im, If)), s = 6, 7, 8. (4.27) 
Частными случаями статистик вида £5 являются статистика Дик­
сона [75], представляющая собой двухвыборочный аналог стати­
стики Гринвуда, и статистика двухвыборочного критерия Вилкоксона 
(см., напр., [23], [97])- Величина |7 отличается от двухвыбороч-
ной статистики Колмогорова —Смирнова на величину, не превос­
ходящую [mln(AT —1, п)]'1. Чтобы сравнить [23] 1'б и gg c други­
ми статистиками, рассмотрим величину цр — число множеств 
Ariv,, содержащих ровно I точек второй выборки, и ^величину 
jiW — число множеств Л$/2, содержащих ровно и точек первой 
выборки. Тогда при N — \<.n имеем: 

la] 

/•=0 

где a = AlN. Формулы (4.28) при JV—• 1 •==• я. дают: 
( л + 1 ) ^ - ^ , (№ + 1)Гв-!-?>; 

тем самым, мы получили статистики критерия «пустых блоков» 
[49]. Общий в. р,, составленный по двум выборкам, есть по­
следовательность элементов двух видов, которая состоит из 
чередующихся серий этих элементов. Длиной серии называется 
число элементов в ней. Обозначим через nw('£-=l, 2) число се­
рий длины т, образованных из точек /-той выборки, и пусть 
n=-Snm, где суммирование происходит >по всем т, для кото­
рых r-m.S.-l. Вальд и Вольфовиц [145] ввели статистику «обще­
го числа серий»: w=ri+r~; автором [23] показано, что стати­
стики «общего числа серий» и «пустых блоков» связаны соот­
ношением и=—•2|xoa)+2N+e-=— 2]XoC2)+2(n+l)+8, где е при­
нимает значение либо 0, либо 1. Используя результат Муда 
[119] о совместной асимптотической нормальности (при гипо-
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тезе (4.25)) конечного набора величин р-ш, в [23] выписано 
совместное асимптотически 

N, n-+<x>; a=>nlN-+d,-0<d<ao (4.29) 
нормальное распределение (при гипотезе (4-25)) величин ^') и 
£<->. Описанию предельных распределений (при гипотезе H2(N, n)) 
величин [i</.> при различных предельных соотношениях между N 
и п посвящена работа [48]. Статистики gw и |(2) основаны 
на сериях максимальной и' минимальной длин; в [23] приводится 
совместное асимптотическое (при условии (4.29)) распределение 
(при гипотезе H2(N,n)) величины |0) и £(->. В [48[ описываются 
предельные распределения максимальной и минимальной длин 
серий при различных предельных соотношениях между N и n. 

Существует [27], [28) аналог интегрального представления 
Дарлинга, посредством которого c помощью третьей леммы Ле 
Кама автор доказал [27] (ем. также [31] и ссылку [17] к [29]) 
методом «перевала» асимптотическую нормальность (в асим­
птотике (4.29)) статистики 

к=\ 
при альтернативах 

K2(N,n):FNQK[(N), TV—1, 2 , . . . , 
где К\ (-V) определяется формулой (4.12). При этом 

1 

(4.31) 

Р\У^ a , „ - J q^PkhN{u,k) 
ft=0 

du\<.\i2 + xe2 •Ф(х), (4.32) 

где p = l i ( l + d ) - 1 , g=\— p, 

.-•-2= J bN (и) \q 2 P + 1 ) q — 1] P"hu (a, k)\ da, 
0 l ft-=0 J 

I Г" со "I 1 r- oo 

G 2= J ? _ 3 / ^ («. A) rf"- J Я 2 P*AJV («. A) о L A=O J о L л-=о 

~/ г 1Цк.2((А + 1)в'-1)/»*ЛЛг(«, k) 

dM-

A-0 
d«[ (4.33) 

Альтернативы ^ ( М п ) асимптотически не различаются, если 
fA2=0; в частности, это произойдет, как и в случаях опейсин-
гов и полиномиальной схемы, если при каждом N функции hN 
не зависят от первого аргумента. Формулы (4.30) —(4.33) при 
более жестких ограничениях на функции hN, bN приведены в 
более поздних работах [96], [97]. Как показано в [27] (см. 
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также ссылку [17] к [29]) асимптотически наиболее мощным 
односторонним критерием (среди всех критериев со статисти­
ками вида (4.30)) против альтернатив Кг (N, n) является кри­
терий, основанный на статистике t°M n с Ня{и, к) .= &№(ц) k 
(0{le}«<.l, k=0, 1, 2 , . . . ) . Этот факт отмечается и в i[96}, [97]. 
Предельным распределениям симметрических статистик вида 
(4.30), таких, как например, Диксона, «серий», комбинаторных 
[63], в том числе при альтернативах, для которых /-V удов­
летворяет (4.12') с 6 = 1/4, посвящены работы [17], [49], [63], 
[96], [97], [119], [132], [145]. В классе таких альтернатив ста­
тистика Диксона является асимптотически оптимальной [96], 
[132], что аналогично PC в полиномиальной схеме и схеме 
спейсингов. Исследование свойств двухвыборочных критериев, 
«работающих» против сближающихся альтернатив FN, удов­
летворяющих (4.12) с б7--'1/2 и 5¥=1/4, проводится в [66}, 
[157]. Предельные распределения двухвыборочных критериев, 
основанных на симметрических статистиках, при фиксированных 
альтернативах рассматриваются в [63], [64] (по поводу рабо­
ты [63] см. с. 417 из [130]). В [63]", [64] предлагается в каче­
стве двухвыборочных статистик использовать спейсинги обеих 
выборок; на основе этого в [64] предлагается критерий провер­
ки гипотезы о совпадении типов распределения двух •выборок. 
В [80] вводится класс фиксированных альтернатив, содержа­
щий, в частности, лемановокие альтернативы. Предельным рас­
пределениям PC, основанных на спейсииг-частотах высших по­
рядков, посвящены работы [133], [157], [158] (в последней из 
них рассматривается случай сравнения нескольких- выборок); 
при 6=1/4 статистика Диксона, построенная по спейсинг-ча-
стотам высших порядков, является асимптотически оптималь­
ной [[133]. 

Описанию предельных законов распределения (при гипоте­
зе H2(N, n)) статистики (4.30) в симметрическом случае (hN не 
зависит от первого аргумента) и в случае функций hj-, линей­
ных по второму аргументу, посвящены работы ![86], [87], [93]; 
несимметрическая ситуация рассматривается в [31], [36]. При 
этом используются идеи работы [112] Ле Кама (см. также 
раздел 1.4). 

4.6. Статистики, основанные на спейсингах и спейсинг-ча-
стотах. Они рассматриваются в работах [27], [28], [31], [32], 
[36] автора в виде: 

tp (Лг. й ) e _L ^ hm (N {WN (rh)—WN {rk —1», wf), (4.34) 

где используются обозначения раздела 3.2. При справедливо­
сти гипотезы Hi(N,n) и kn=N имеет место формула [27], [28], 
аналогичная интегральному представлению Дарлинга; с её 
помощью методом «перевала» в [27] (см. также ссылку [17] к 
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[29]) доказана асимптотическая нормальность (в том числе, 
при альтернативах (4.31)) статистики (4.34). В [31], используя 
теорему 3.1, автор описал класс предельных распределений 
статистик (4.34) (в случае справедливости Я2(/У,п)) и асим-
птотичеакую нормальность t,°(N,n) при альтернативах 
Kz (N, п); при этом к функциям Нш и Ья предъявляются менее 
жесткие требования, чем в предыдущих вышеупомянутых (в 
том числе, и автора) работах. Полагая в (4.34) функции hNk 
не зависящими от одного из аргументов, получим результаты 
разделов 4.1 и 4.5. В [36] при широких условиях описывается 
класс предельных распределений (при гипотезе H2(N, n)) ста­
тистик (4.34) с kn<.N. 

В заключение рассмотрим класс критериев проверки 
#2(iV,n), статистики которых зависят как от спейсинг-частот 
%h, так и от спейсингов. Пусть ~° —некоторая заданная непре­
рывная ф. р. и 

" / (2)\ 

S(iV.ft)-2/B*^-(ZAr(fe))-.F-(ZJv(A-l)) —-J. 

При равенстве FN = F° разности" F°{ZN{Jt)) —F°(ZN(k-— 1)), 
k = \,..., N, являются равномерными спейсингами и представ­
ляют собой теоретическую (вместо эмпирической, равной N~l) 
меру соответствующих множеств [ZN (k — l), ZN(k)\. Подбирая 
по F° функции /пк, можно, по-видимому, увеличить асимптоти­
ческую эффективность критериев по отношению к критериям, 
основанным на .iP. 
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