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Алгебра и логика, 24, К* h (1985), ч1ч-425 

УДК 519 .45 

СУБНОРМАЛЬНОЕ СТРОЕНИЕ ДВУМЕРНЫХ ЛИНБЙНЫХ ГРУПП 
НАД КОЛЬЦАМИ, БЛИЗКИМИ К ПОЛЯМ 

С.ТАЖЕТДИНОВ 

В работах в связи с приложениями к теории обобщенно раз­
решимых групп были исследованы субнормальные подгруппы -
матрёшки некоторых двумерных линейных конгруэнц-групп ( см. также 
[ 5 , с. 205 , 2 0 7 J ) . В работе \J>J описаны субнормальные подгруппы 
группы QLg над локальными кольцами с некоторыми традиционными 
ограничениями. Отметим, что при имеется описание субнор­
мальных подгрупп группы vL„ над произвольным коммутативным коль­
цом с единицей (см. [ [ 7 J ) , однако хорошо известные примеры полей 

, и кольца целых чисел Z показывают, что аналогичное 
общее описание в случае fl—Z невозможно. 

В § 1 настоящей работы дается описание субнормальных подгрупп 
группы GL^ н а Д примитивными кольцами, аналогичное описаниям, 
данным в [ 7 3 и £б] . Как частный случай,получается описание нормаль­
ных подгрупп, данное в СЮ • 

В § 2 такое описание дается для групп над локальным кольцом /?, 
что обобщает упомянутое выше описание из [ 6 J - снимаются ограниче­
ния на J? 

Многочлен f(X) с коэффициентами из коммутативного кольца R 
называется примитивным над R , если его коэффициенты порождают 
как идеал все кольцо /р . Коммутативное кольцо $ с единицей 

( с ) Институт матаыатнш С О АН С С С Р , 1985 
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называется примитивным, если для любого примитивного над R много­
члена •fiX) существует такой элемент оС€ Л , что "f faC) ~ 
обратимый элемент кольца R . В работах [Sj и [д] приведены много­
численные примеры таких колец. 

Пусть Р - примитивное или локальное кольцо, Z - идеал коль­
ца R . Напомним, что гомоморфизм колец ff •*— 
индуцирует сиръективный (см. ( j f [ ) гомоморфизм групп &L^iR)~* 
~*&L^{RJI) . (.Здесь GbglR/R) означает единичную группу.) Пусть 

KT={0e£L2(R)\c[et6=/, e c - / } 
и 

где ijt - трансвекции. Заметим, что 2^~Qll^{R)i J ^ —центр 
(rL2{R), Kg=$L2iR), KQ = {/} . Весом матрицы 

назовем идеал 
определим формулой 

Т{к) = {О, - d, $ЧС) , а вес подгруппы Н 

Л#)- 2 J[h). ы 
Группу обратимых элементов кольца R обозначим через R 

§ 1. Субнормальное строение 
двумерных линейных групп над примитивными кольцами 

В этом параграфе кольцо R предполагается примитивным. 
Лемма 1 . Если подгруппа И группа (rL^ [R) нормализу­

ется подгруппой /kj , то Н"2 Kj , где J = 2*J(ft)'J6 • 
Доказательство. Под выражением Ьц будем понимать произ­

вольный элемент идеала Т**" • Пусть 

- матрица из ff . Известно ( см. [ j ^ ^ n Q j , С-. 8 7 4 ] ) , что если 
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If» " 'i ~fп " примитивные н а Д R многочлены, то существует такой 
элемент , что fj (£,) £ для всех ̂  =/,.,,,/? 
Поэтому для произвольных элементов ос,OCj € Т существует такой 
элемент & € R* , что все элементы 

(/+гс«е ?(/+ съсе), 

принадлежат Л . Если теперь 
и d{^)~ dluQ $ ) > т о в п содержится матрица 

(2) 
т.е. 

где е ; = & г ( /+£сосб +2сгигв*)(/+с<хг)*еЯ*. 

Пусть / / = ^ • Тогда содержит матрицу 

Ввиду произвольности элементов оС , 0С? € I . получаем, что 
- Л 

ъ12{2 са1$)*Н. с5) 
Аналогично, заменяя в этих рассуждениях С , CL , f l W ^ . ^ ^ f V ) соот­
ветственно на $7Q+di d . ̂  (̂ ) > получаем вместо ( .3) , ( 4 ) 

и ^ 5 ) соотношения 
^{2*£(а+4)сСгЕг)€// , где 
ix{24(a±d)<%)zH 

и 
tZitt*ha+d)o3)*H. (в ) 

Далее, рассмотрев вместо матрицу t^ifl)'fl' tj^ ^fi^ д л я 

(6) 

(7) 
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произвольного элемента- 3€.J , вместо (3) получим 
"f убС)о£ £j ) € /У , г Д е £; ̂  Л - тот же обратный элемент, 

что и в (3) . Вместе с 13; это дает ~tl2 (2 с\с*А£,. ) £ И > и ввиду 
произвольности j8 и обратимости элемента £j имеем 

Поскольку элемент о С С / " также был произвольным, то 

tf2(26C2C,) е//. ПО) 
Если теперь Д ((2+ cl)~cS . то соотношения ( 5 ) и (10 J дают 
£*[2ЛС8шЬа)е// • Так как Z,~detflS.R* , то 

tf2(28ci3)t//. < m 
Аналогично, "транспонировав" рассуждение и использовав при этом 
(,6) вместо 13) , получим 

Рассмотрев теперь вместо /4 матрицы (.3) и ( 9 ) , ввиду ( 1 2 ) и 
произвольности элемента сС€Т, получим соответственно "tgj(2 'cCLL^ik. 
б / / и ̂  С tg)&tf • Отсюда точно так же, как включение ( 1 1 ) 
следовало из ( 5 ) и ( 1 0 ) , следует, что 

t2l {2йЫе)ьН. (13) 

Аналогично 

Далее, для произвольного элемента ̂  € п о д г р у п п а /У с о ­
держит матрицу ^ ' ~ 4 ($)' к ' И м е е м 4*У* C+df- SjfZ 

Ввиду произвольности матрицы >г€// при получении 111) это дает 
tgU (С+(£/-4]*)£л)€# • Учитывая (11) и (1ч) , получим 
включение ) В Я или, ввиду произвольности элемента 
У £ Z , включение* 

Аналогично 
tzi{2ridi$)tH, (16) 

Поскольку 
из (ll ) - ( l 6 ) следует, что 
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M'zEj! , где \Г— 2 J(A)'Z^• Ввиду произвольности матрицы $ € / / f 

имеем H^Ej. , где J"~ 2^'J~{/}') '1' \ 
Далее, нормальная подгруппа нормализует подгруппу при 

любом ф £ GL2[R ) • Поскольку J{H^}m^J[H) > т о только что 
доказанное включение дает //^ 5 £'j. , где J"= 2^fJ~(//) > по~ 
этому 

н* п нКе^Ш)=кт , 

ввиду теоремы Ш . 2 из L8J . Лемма 1 доказана. 
UpuX=R , 2 uR из леммы 1 следуют утверждения теорем 1У.1, 

1У.З и 1У.ч работы [8] . 
Лемму 1 для случая I—R усиливает 
Лемма 2 . Если подгруппа И группа Qli2 (R) нормализуется 

подгруппой X^—SL2(^) ,moH~i-Kj , где J-2*J[Н) • 
Доказательство. Пусть Л£п ~ матрица указанного выше ви­

да. Поскольку (L{CL\d.)—C$=(L&th.€.R , то элементы Q, и С 
порождают как идеал все кольцо R . Так как R- примитивное коль­
цо, то существует такой элемент Zf&R , что df — &\Ct'R* 
Рассмотрев теперь в доказательстве леммы 1 вместо А матрицу 
tglZ'i'k'ifi [%') и при этом взяв в С О <—1 ,vCf

m(Zf Z , где 
t - произвольный элемент из R , вместо (4) получим включение 

t12 (2fCt)£# . Поскольку 4/ ( X ) - Г'4 где Г=4 (-/) + 
+ "Ьц (/) , то и (£^CZ) € // . Действуя аналогичным образом, 

вместо ( 7 ) получим включение "t2A2^ui)€ Н , а потому и включение 
. Эти же рассуждения, примененные к матрице 

№ 'h ' 4/ V) ' ЯаЮТ в к л й ч е н и е 4 (2*(C*d-6)l)* И . От­
сюда fg[2*d.Z) €// и £2j{2 dt) £ tl . Ввиду произвольности 
элемента TtR из всего сказанного следует, что H^-Ej, , где 
TL2ff[h) . Тогда НЪЕТ , где J=-2*J{H) , поэтому Н 3 
Ъ-Е^1^- Kjj в силу теоремы Ш . 2 из [8J . Лемма 2 доказана. 

Теорема 1 . Пусть % - примитивное кольцо и SL2[R)^ 
Если н<й& , то 

где •Тш 2 3{Н) и f(d)—f(6^~ i) , причем для d = 1 можно поло-

хлть J=2*J(H). 
Доказательство основного утверждения теоремы в силу леммы 
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1 ничем не отличается от доказательства теоремы из £6] . Утверждение 
"причем..." следует из леммы 2. 

Следствие. Если J? - примитивное кольцо с обратимом элемен­

том 2, то подгруппа И субнормальна в группе QL2 [R) тогда и 

только тогда, когда КТц * Z- •• для некоторого идеала J" 

кольца и некоторого целого числа /I 3 / . Наименьшее такое 

(l и субнормальная глубина CL подгруппы связаны соотноше­

нием d~f ^ It ^-f [d) з где -j-- функция, определенная в теореме 

1. 

Доказательство аналогично доказательству следствия 1 из [б]. 
Заметим только, что нильпотентность группы Zj. / Я каждый раз 
следует из наличия в ней центральной матрешки 

где звездочка обозначает факторизацию по Kj/i 
При d—f отсюда получается описание нормальных подгрупп 

группы Gl2 [R) , данное в [8]. 
В заключение параграфа отметим, что следствия 2 и 5 из £6j 

справедливы для примитивных колец с обратимым элементом 2, а след­
ствия 3 и k справедливы для всех примитивных колец характеристики 
* 2. 

§ 2. Субнормальное строение двумерных линейных групп 
над локальными кольцами 

В этом параграфе R - локальное кольцо с максимальным идеалом 
7И и полем вычетов г -

Лемма 3 • Если и подгруппа Н группа нор- • 

мализуется подгруппой , то л£ Kj, , где 

Доказательство аналогично доказательству соответствующего 
утверждения леммы 2 из \Ь\ . Как и в § 1, под выражением 1д будем 
понимать произвольный элемент идеала I . Пусть 

- матрица из п • Если otel и £ = /+гс*с J~4o*c(Л*), 
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то для произвольного элемента ос € Z'. в Н содержится матрица 

= ilZ S:ZSca*ZU\Cocf [П2Сое [/+ Сое))] , 

т.е. 

где £ ? = £у (С,оС) £ /\ . Заменяя в этих рассуждениях С , CL , 
d[0) соответственно на $ ,CL+d,d *Щ), ̂  , име­
ем 

4, (a+d)ot2e2) е / / , (18) 

где &2= ^2 ' Р а ссмотрим два случая. 
Случай 1 . Подгруппа Н состоит целиком из матриц /£, , у 

которых по крайней мере один из элементов $ , С необратим. Так 
как кольцо R локально, то в этом случае Q, и d ~ обрати­
мые элементы. Из ( 1 7 ) имеем ^ (2%o6*£j) € Н , где gj= £j(c2, 

€ /? . Если теперь обозначим jj, — 2^Со£^£^ , то для любо­
го элемента 8 " содержится матрица 

Ввиду произвольности элемента оС 6 ^ ? это дает включение 
4 (« СвСвС ) б// , где ot'.ot" , ^ - произвольные эле­
менты идеала 2" . Поэтому 

Аналогично из U 8 ) , заменив flfyx) на d \х) в ( 1 9 ) , имеем 

t2il2*6c3)zH. (21) 

Рассмотрев теперь вместо fltH матрицы из ( 1 7 ) и ( 1 8 ) , ввиду 
обратимости элементов CL , CL + d и произвольности элемента 

, вместо С21) и С20) получим включения 
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Далее, для произвольногоjS^I в Н содержится матрица 

(23) 

Отсюда в силу (20) следует, что 

Учитывая (20) и (22), получим, что ^ [^Clp l^ji. И > или 

t^di^lH, (24) 
Аналогично 

*2i U ) б И, (25) 

Продолжая доказательство точно так же, как и в случае леммы 1, 
получаем включение ff^Kj , где J—2 J"(tf)'T^, что и требовалось 
доказать. 

Случай 2 . Пусть теперь Н содержит матрицу fl с обратимыми 
элементами S в С . Тогда из соотношения ( 1 7 ) , рассуждая, как 
и в случае 1, вместо (20) получим включение 

ta {2*al3) € / / , (26) 
Далее, для каждогоj>€ I в Н содержится матрица 

Рассмотрев эту матрицу вместо k. , вместо ( 2 6 ) , получим вклю­
чение [2^[pi~^j)l3) € Н • Учитывая само (26), получим, что 
tf2(28Sf03)eff • Так «ак / е # * , то^я(2'1.)€// . Анало­
г и ч н о ^ (2'^)б// . Тогда //&£jt , где J"'= 2*1^ • Продолжая 
доказательство, как и в случае леммы 1, получим включение K-t . 
Лемма 3 доказана. 

Лемма k. Если подгруппа И группа Gii^iR) нормализуется 
подгруппой Крш SL£ (R) ,moHi-Kj , edeJ'*'2*J'[H) 
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при FfFz , F3 , J=Z10J(H) при F=FZ и J=J{H)-tfl 
при F — F, • 

Доказательство. Пусть 2&R . Тогда если 
J [И) J** R .то утверждение леммы доказано в работе 0 Ql (см. 
также [ j 1 , с. 2 ч 5 - 2 5 р ] ) , если же F = Fj ,J[H)~R . т о оно следует « 
из леммы 2.1 . 5 работы \\ 2^ . 

Пусть теперь £ € ffll • Поскольку t^(~oC)=F 't^i^^'^ ' 
где F— £i»2j (f) > т о ^2^(оС)€// , как только справедливо 
включение Г« (о£)6 // , и наоборот. Этот факт используется в 
дальнейшем без оговорок. Для матрицы ft указанного выше вида рас­
смотрим два случая. 

Случай 1. Пусть Тогда 
Взяв в (19) о^=/ и йС;= 2Z , где Z- произвольный элемент коль­
ца V, , получим включение £f2(28CZ)6// . Аналогично "t^i^ Sz)^.H 
Отсюда, рассмотрев вместо ft матрицу (23) с > получим, что 

. Поскольку J(k}=6R+cR+dR , то,со гласно 
теореме 111.2 из [ 8 ] отсюда следует, что 

Случай 2 . Пусть теперь J[lt) — R • Тогда по крайней мере 
один из элементов $ , С или d является обратимым. Пусть C&R • 
Если при этом С б R , то, взяв в ( 1 9 ) ЪСА2 и 0^= 2ZC , где 
1~ произвольный элемент кольца R , получим включение "t^(2 t)£ 

б / / . Согласно теореме III. 2 из \_%\, отсюда следует, что Hi-Кj , где 
J=2/DR • Если же аеЖ , то StR* . Положив в ( l 8 ) t f = £ , 

получим включение [2 (CL^d)E^ ) £.Н , где £^ €. R . Отсюда, 
применив (19) к этой матрице при ofj— 2z , где Z~ произволь­
ный элемент кольца R , получим 

t1z{240[a±d)%)zH. ( 2 7 ) 

Аналогично, рассмотрев вместо It матрицу (23) при J , по­
лучим, что "£j2 [2 [Q^d~S)%) £ Н • Отсюда, ввиду (27) и включе -
ния € R* , следует, что $..[2 z)£ Н для всех % £ R 
Тогда, как и выше, H^-Kj , где J'— 2 R - Тем самым слу­
чай С 6 ̂ * рассмотрен полностью. 

Если $ & R* , то рассуждения аналогичны. 
Пусть теперь С, $ € fflfl . Тогда d £• R* • Так как Н содер­

жит матрицу (23) с j3—/ , то этот случай сводится к уже рассмот­
ренному случаю С € R 

Если теперь ^ ̂  ^£ > т о в этих рассуждениях, не прибегая к (19), 
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достаточно применить лемму 3 .2 из |~1 3 j к матрицам ( 1 7 ) и ( 18 ) , взя­
тым с сС= 2 • Тогда 2 ^ везде заменяется на 2 } и мы получаем 
включение Н "2-Кj , где J~—28R 

Ввиду произвольности матрицы ft 6 0 в рассмотренных случаях 
1 и 2 получаем утверждение леммы 4 . 

Отметим следующее обобщение леммы 1 из \€\ : если подгруппа И 
группы (jL2 [R> нормализуется подгруппой £j. , то H^Ej , 

где i 7 = 2*J[H)'Iwпри РФ Fj *>ЛН)-т-1ю n^F'Fj i 
это утверждение при Z~R следует из леммы 4 (поскольку £ ^ = 

= $Z i . (ffl) . а при I ф-R из доказательства леммы 3 , если счи -
тать Ot и К ( в ( 1 7 ) - ( 1 9 ) произвольными элементами идеала 1 
(см. [ 6 J J . 

Лемму 2 из К]обобщает следующая 
Лемма 5 - Если подгруппа И группы ljLg (R) нормализуется 

подгруппой A j , то НS* Kj , где J-2"ЛИ)-Гпри f?f3 

uj=j(Hhm-i5 rtpuf=f3 . 
Доказательство сразу следует из лемм 3 и 4 . 
Теорему из L6J теперь обобщает 
Теорема 2 . Пусть R - локальное кольцо с максимальным иде­

алом Ж и полем вычетов . Пусть 

Если Ц < (х , то 

edeJ-i ЛИ) при Fj-F} , Т-ЛНЬП npuF-Fj ufi(/)= 

~j(5^~ 1) i причем для (jf"/ в первом случае можно положить 

J-2sJ(H) nvuF+Ft и J-2*TW) при F~FZ . 
Доказательство основного утверждения теоремы в силу лем­

мы 5,по существу,ничем, не отличается от доказательства теоремы из 
[£>] . Утверждение "причем..." следует из леммы 4 . 

Дополнительно к основному следствию 1 из £bj ( где уже содер­
жится случай 2€R*) отметим такое 

Следствие .Если R - кольцо дискретного нормирования с 

необратимым элементом 2 Ф 0 и полем вычетов, отличным от F2 , 

то подгруппа Ц субнормальна в группе G"L2 (R) тогда и толь­

ко тогда, когда 

Kj/i * Zj (28) 



С.Тажетдинов 

для некоторого идеала 7 кольца R и некоторого целого числа 

Доказательство . При выполнении соотношения (28) подгруппа 
И субнормальна в (R) ( см. доказательство следствия 1 из 

М ) -
Пусть теперь //- субнормальная подгруппа группы S'LgiR) 

глубины CL . Если ЛИ)-О , то соотношение (28) выполнено для 
1=0 . Если ЛИ) , то, применив теорему 2.1.1 из [j 2] , по­
лучим включение 

НЪ&ЛЮ'К* , т.е. соотношение (28) выполнено _ * f\ 
для J—M • Если теперь О ф<Т(И) Ф% > то,согласно теореме 2, 
имеем, что И "2- Kj f[d) , где J= 2*ЛИ)Ф 0 в силу целостности 
кольца R . Поскольку 7= Ml*1 , где Щ, - максимальный идеал 
кольца R и fl £ У - некоторое целое число, то в этом случае 
соотношение (28) выполняется для J"— 01 

Отметим еще, что ввиду теоремы 2 в следствиях 3 и ч из f_6j ус­
ловие 2 б R можно заменить условием 2,ф-0 , а функцию в 
следствии 1 из [ 6 J лучшей функцией f id)ав^-(5^— f), 

Автор выражает благодарность профессору Ю.И.Мерзлякову за вни­
мание к работе и полезные советы. 
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