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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

1993 МАТЕМАТИКА № 3 (370) 

УДК 510.52 
Н.К.ВЁРЕЩАГИН 

СООТНОШЕНИЕ NP- И со-МР-МНОЖЕСТВ ОТНОСИТЕЛЬНО 
СЛУЧАЙНОГО ОРАКУЛА 

В данной работе доказано, что для случайного оракула А выполнены следующие три 
утверждения: 

(1) существуют непересекающиеся ЛГРл-языки, не отделимые никаким Рл-языком; 

(2) существуют непересекающиеся со-ЛГРл-языки, не отделимые никаким Рл-языком; 
(3) существует бесконечный со-МР^-язык, не имеющий бесконечных подмножеств из NPA. 

§ 1. Введение 
Многие важные проблемы теории сложности вычислений открыты. Наиболее известная из 

них - совпадают ли классы Р и NP. Неизвестно также, совпадают ли классы NP и со-NP и 
вгрно ли, что JVPflco-WP=P. 

В работе [1] доказано, что эти проблемы не имеют релятивизуемого решения. Точнее, 

построены такие оракулы А и В, что PA=NPA (и, следовательно, PA=NPA=co-NPA*NPA(]ca-NPA) 
и NPB*co-NPB (и, следовательно, PB*NPB). Используя метод работы [1], нетрудно построить 

оракул С, для которого NPc(\co-NPc*Pc'. 
Поскольку для разных оракулов получаются разные соотношения классов Р, NP, co-NP, 

возникает вопрос - что имеет место для "типичного" оракула. Одно из возможных уточнений 
понятия типичности - это случайность по равномерной мере. Данная работа посвящена соот­
ношению классов РА, NPA, co-NPA для оракула А, случайного по равномерной мере. Мы гово­
рим, что для случайного оракула А верно некоторое утверждение S(A), если вероятность по 
равномерной мере события $(А) равна единице. Все утверждения S(A), встречающиеся во 
введении, будут обладать двумя свойствами: множество {Л|5(Л)} измеримо и $(А) устойчиво 
относительно конечных изменений Л. Для таких утверждений S(A) по 0-1-закону А.Н.Колмо­
горова либо для случайного А выполнено S(A), либо для случайного А выполнено nS(4). 

Исследование сложности вычислений относительно случайного оракула начато в работе 
[2], где доказано, что для случайного А выполнено PA*NPA*co-NPA. Там же доказано, что 
оля случайного А существует бесконечный ДОР^-язык, не имеющий бесконечного подмножества 
у.з РА. Интересно провести аналогию между качественной теорией алгоритмов (теорией рекур­
сии) и количественной теорией алгоритмов (теорией сложности вычислений) относительно 
случайного оракула. При этой аналогии разрешимым множествам соответствуют Р-языки, пе­
речислимым множествам соответствуют JVP-языки, а коперечислимым множествам (дополнениям 
перечислимых) соответствуют co-NP-языки. Тогда, как уже сказано, в теории сложности вы­
числений относительно случайного оракула верны аналоги теорем о существовании перечис­
лимого неразрешимого множества и о существовании перечислимого множества с неперечисли-
иым дополнением. А аналог теоремы о том, что любое бесконечное перечислимое множество 
имеет бесконечное разрешимое подмножество, неверен. 
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В данной работе рассматриваются аналоги ' еще трех хорошо известных теорем качест­
венной теории алгоритмов: теоремы о существовании перечислимых неотделимых множеств, 
теоремы об отделимости коперечислимых множеств и теоремы о существовании простого мно­
жества (перечислимого множества, дополнение которого бесконечно, но не имеет бесконеч­
ного перечислимого подмножества). Именно, доказывается, что аналоги первой и третьей 
теорем верны (теоремы 1 и 3 в §3), а аналог второй теоремы неверен (теорема 2 в §3). 
Формулировки теорем 1 и 2 вместе с планом доказательства опубликованы также в работе 
автора [3]. 

Остается неизвестным, верен ли для случайного оракула аналог теоремы Поста, т.е. 

верно ли, что NPA0co-NPA-PA для случайного А. Нетрудно доказать, что из положительного 
решения этой проблемы следует некоторое' абсолютное утверждение о сложностных классах, 
истинность или ложность которого неизвестна. Это утверждение — ЛМПсо-ЛМ-ВРР, из него, 
в частности, следует существование полиномиального вероятностного алгоритма распознава­
ния изоморфности графов. Таким образом, мало надежд на доказательство NPAflco-NPA - РА 

для случайного А. Абсолютных следствий из выполненности NPA0co-NPA*PA для случайного А 

неизвестно, так что остается надежда доказать, что NPAf\co-NPA*PA для случайного А. 
Таким образом, сравнение качественной теории алгоритмов и теории сложности вычис­

лений относительно случайного оракула можно изобразить следующей таблицей. 

Т а б л и ц а 

-г " 
Теорема качествен­
ной теории алгорит­
мов 

Верен ли аналог в 
теории сложности 
относительно слу­
чайного оракула 

Существует 
перечисли­
мое неразре­
шимое мно­
жество 

Да [2] 

Теорема 
Поста 

Неизвестно 

Существует 
перечисли­
мое, но не 
коперечис-
лимое мно­
жество 

Да [2] 

Отделимость 
коперечисли­
мых мно­
жеств 

Нет 
(данная 
работа) 

Н е о т д е л и ­
мость пере­
ч и с л и м ы х 
множеств 

Да 
(данная 
работа) 

Любое беско­
нечное пере-
ч и с л и м о е 
множество 
с о д е р ж и т 
бесконечное 
разрешимое 
подмножество 

Нет [2] 

Существует 
простое мно­
жество 

Да 
(данная 
работа) 

§ 2. Определения 
Мы будем рассматривать подмножества множества В всех слов в бинарном алфавите В» 

= {0,1} и называть их языками. Оракулом называется произвольная функция А:В*—ЯВ. 

Пусть L - язык, а А - оракул. Говорят, что LePA, если существует детерминированная 

полиномиальная машина Тьюринга М с оракулом такая, что хе1<->Мд(х)»1, где МА(х) обозна­
чает результат, выданный М на входе х, если в качестве ответов оракула даются значения 
А. Говорят, что L принадлежит классу NPA, если существуют полиномиальная (детерминиро­
ванная) машина М с оракулом и полином р такие, что xeL<-»3yeB ( | y | »р( |х | )&М (х,у)»1), 
где \и\ обозначает длину слова и. Пару JV»(M,p) будем называть недетерминированной маши­
ной и полагать 

. Г 1, если ЭуеВ* ( | у | -р( |х | )&Мд(х,у)-1); 
АГ(х) - { 

I 0 иначе. 
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Чгрез L . обозначим язык {х JV (х)-1}. 
ЛГ 

Пусть L., L», L - языки. Говорят, что L отделяет Lt и L2, если Lj с L и L2 с В \L. 
Пусть С и С - два семейства языков. Будем говорить, что С-языки С" -отделимы, если для 
любых двух непересекающихся языков Lj к/ Lj из С существует язык L из С , отделяющий Lj 
и Lj. В противном случае будем говорит, что С-языки С -неотделимы. Пусть S(i4) - некото­
рое свойство оракула А. Мы говорим, что для случайного А выполнено S(A), если с вероят­
ностью 1 при равномерном распределении на оракулах' выполнено свойство S(A). 

§ 3. Результаты 
ТЕОРЕМА 1. Для случайного оракула А АГР -̂языки ^-неотделимы. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Введем некоторые технические понятия. Зафиксируем некоторую по­

следовательность натуральных чисел s (какую именно, определим позднее). Обозначим че-
t 

р;з t (-этажную двойку, т.е. tQ-l и *{+1"2 . Пусть (eIN и ы - какое-то бинарное слово 
длины 2tf—logjtj. Рассмотрим множество 

Ви - {ш)|«еВ*, lul-logjtj} 
из t. слов длины 2t{. Упорядочим лексикографически все слова длины 2t{-log2t.. Будем 
называть i-блоками множества вида В , где номер w в лексикографическом упорядочении не 

2t.-log2t 
превосходит 2s{. Последовательность s будет удовлетворять неравенству 2s.<2 ' 
Таким образом, мы будем иметь 2s (-блоков, каждый из t{ слов. Первые s (-блоков будем 
называть 1,0-блоками, а остальные s*{ (-блоков назовем 1,1-блоками. Скажем, что оракул А 
единичен в блоке В, если Vuefi Л(и)-1. 

Сопоставим каждому оракулу А два -языка: 
t 

L0-{1 | (eIN и А единичен в некотором (,0-блоке}, 

L*m{l J|(eIN и А единичен в некотором (,1-блоке}. 
t. 

Подберем s. таким, чтобы вероятность события 1 е L* была равна примерно 1/1. Вероят-
ность того, что А не единичен в одном фиксированном (-блоке, равна 1-2 . Поэтому 

Prob[l 1еф - Prob[l leL*] - 1-(1-2~ ')*'. 

t -t s -2 * (l+o(D) 

Положим st
m[2 /l]. Ясно, что (1-2 ') »-e при (—x». Но 

2 ~ \ - 2~*'[2*{/(] - |(1+о(П). 
Следовательно, 

1-(1-2~V' - i-e(-1/l)(l4e(1)) - l - d - j+оф) - |+о(|). 

Докажем, что с вероятностью 1 множество L*f\L* конечно. События 1 leL* и 1 leL* незави­
симы, следовательно, для всех (eIN 

ъсьа'Ьф*] - (j+оф)2 - V 0 ^ -
Ряд £ ~ сходится. Поэтому по лемме Бореля-Кантелли для случайного А существует лишь 

*1 Л Л 

конечное множество таких (, что 1 eL^flLj. 
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Положим CA-L*\L*. Тогда для случайного А язык Сл принадлежит NP* (поскольку отли­
чается от языка L*eNP* лишь на конечном множестве). Кроме того, Сл и L* не пересекаются 
при всех А. Поэтому нам достаточно доказать, что для случайного А языки С"4 и L* не от-
делимы никаким языком из Р . Нам достаточно доказать, что для любой полиномиальной де­
терминированной машины М вероятность события ЭхеВ* Шл(х)-1&хеЬ*чМА(х)ш0&хеСл) равна 1. 
Очевидно, для этого достаточно доказать, что для случайного А существует бесконечно 
много таких I, что 

Мл(1%«1&1%=1£уМл<Л-0М*'е1*. 

Обозначим для удобства выделенное событие через Р((Л). Заметим, что события Р.(Л) могут 
быть зависимы. 

Нам достаточно доказать, что для всех fteIN ряд 

Z РгоЬ[Рг(Л)|-1Р._1(Л)&...&-.Р (Л)&-.Р (Л)] (1) 

расходится. Действительно, в этом случае для любого feelN 

Prob[3£*fc Р.Ш] - l-Prob[Vi*fc nP^A)] -

- 1-РгоЬ[-.Р.(Л)] П РгоЬ[чР.(Л) I -iP. ЛА)&...8с-,РЛА)] -
£ = * + 1 ' . t _ 1 

- l-Prob[-.PfeU)] П (1-РгоЬ[Р{(Л)|-1Р._1(Л)&...&-,Рл(Л)]). 
i = ft + l 

Расходимость ряда (1) означает, что последнее бесконечное произведение равно нулю, сле­
довательно, Prob[3£*fe Р£(Л)] = 1. Поэтому Prob[Vfe 3l*k Рг(Л)]-1, т.к. пересечение счетно­
го семейства множеств меры 1 имеет меру 1. 

Чтобы доказать расходимость ряда (1), докажем, что при достаточно больших i 

Prob[P.U)|iP._1U)&...<5bPfeU)] > ^ . 
Обозначим через D множество всех слов длины <2*г, а через F. - множество всех функций 

из D. в В. Через / Ш будем обозначать сужение функции / на множество М. 
Событие Р ХА) зависит только от значения Л на словах длины, ограниченной некоторым 

J *i 
полиномом от t (поскольку М на входе 1 J может задавать оракулу вопросы только полино-*• л миальной от t. длины, а событие 1 J e 1* зависит только от значения Л на словах длины 

J t 

2t.). Поскольку t -2 £_1, при достаточно больших i событие пР._1(Л)&...&пРй(Л) зависит 

только от Л I'D.. Поэтому нам достаточно доказать, что при всех / е р . условная вероятность 

РгоЬ[Р.(Л)|ЛЮ.*/] больше Aj ПРИ достаточно больших i. Зафиксируем некоторое ieIN и / еР { 

и будем дальше рассматривать только такие Л, что AtD^f. 
t. 

Запустим машину М с оракулом Л на входе 1 и будем записывать все слова длины 
>2г,, о которых М спрашивает оракул, и ответы оракула. Получим последовательность пар 
<го1,Ь1>,...,<ги.,Ь>, где Т1){ - слова, а Ь{еВ. Будем называть эту последовательность про-

t 
токолом вычисления на 1 ,Л и обозначать через Пг множество всех возможных протоколов, 

t. 
т.е. П.-{протокол М на 1 ,A\AtD,mf}. Будем говорить, что оракул Л согласован с прото­
колом Z-(<w)j,b1>,...,<«) ,Ь >), если Л(го1)-Ь1,...,Л(«) )-Ь . Очевидно, Л согласован с Z 
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t. 
тогда и только тогда, когда Z есть протокол вычисления на 1 ,Л. Достаточно доказать, 
что для достаточно больших i для любого протокола Zen. выполнено 

РгоЬ[Р{(Л) | А согласован с Z] > -JI • 
* * 

Зафиксируем некоторый протокол ZeU . Очевидно, протокол вычисления на 1 ,А полностью 
t t! 

определяет Мд(1 ' ) . Пусть, напр., МА{\ *)-1, если А согласован с Z. Тогда РгоЬ[Р{(Л)|Л *• согласован с Z]-Prob[l 'б1/:|Л согласован с Z]. Пусть протокол Z состоит из j пар. Тогда 
-t. s.-j 

последняя вероятность не меньше чем 1—(1—2 ') ' . Поскольку j ограничено некоторым 

полиномом от t., a st сверхполиномиально растет с ростом tf, имеем 1—(1—2 ') ' » 

- i ( l+o( l ) ) при £—х». Таким образом, при достаточно больших i РгоЬ[Рг(Л)|Л согласован с 

Z] > 27» что и требовалось доказать. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 2. Для случайного оракула А со-ЫРЛ-языки РЛ-неотделимы. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство похоже на доказательство предыдущей теоремы, по­

этому воспользуемся всеми понятиями и обозначениями предыдущего доказательства. Произ-
t. 

ведем следующие изменения. Положим s. = [c2 Mog-i], где с - рациональная константа, ко­
торую мы определим позднее (соответственно изменится и количество i-блоков). Положим 

% " ^ f|£e!N и Л не единичен ни в каком i.O-блоке}, 
. t. 

L. - {1 4|ielN и Л не единичен ни в каком 1,1-блоке}. 
удно 

Ясно, что 
Нетрудно доказать, что s. вычислимо за полиномиальное от t. время, поэтому L^L^eeo-NP*. 

РгоЪ[11еф - РгоЪ[1*'е1{] = (1-2~ | ) * ' -
- t . 

-2 V(l+o(l)) -clog,«l+o(l)) -clog,e(l+o(l)) 
» e •• e ш i 

Число с возьмем таким, что 4<с1о&,е<Х. Тогда Prob[l ге!^]=РгоЬ[1 'eL^]<i"vs при доста­

точно больших £. Следовательно, Probfl 'EL^DI.^] < Г 5 / 4 при достаточно больших i, и по­

скольку ряд £ Г5/ сходится, для случайного Л множество J^flLj конечно. 

Далее рассуждаем в точности так же, как в предыдущем доказательстве до того места, 
где доказывается нижняя оценка условной вероятности РгоЬ[Р.(Л) | AtD.mf]. Напомним, нам 

нужно оценить эту вероятность снизу таким числом а., чтобы ряд £ а. расходился. Теперь 
докажем, что при достаточно больших £ выполнено 

РгоЬ[Р.(Л)|ЛГО{-Я > Г 7 / $ -2 'poly(t,), 
г;зе poly(n) обозначает некоторый полином от п. Точнее, будем доказывать неравенство 

РгоЬЬР,(Л)|ЛСО.-Я < 1~Г7/8+2~ 'polyttj). 
KIK и раньше, будем рассматривать далее только такие оракулы Л, что AtD^f (напомним, 
что f фиксировано). 

t. 
Событие -iPL(A) означает, что Л единичен в некотором £,(1-М (1 4))-блоке. Пусть Zm 

•«(<i[B1,b.>,...,<u).,b.>) - протокол вычисления на 1 1,А. Будем называть А-свободными бло-
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t. t 
ками все i , ( l -M (1 1))-блоки, не пересекающиеся с {го^...,™.}. Остальные £,(1-Мл(1 ' ) ) -
блоки назовем А-занятыми. Представим событие -\РХА) как объединение двух событий: 

О' (А) - "А единичен в некотором Л-свободном блоке", 
Q"(A) - "А единичен в некотором Л-занятом блоке". -

-t. s. 
Докажем сначала, что вероятность первого события не превосходит 1 —(1—2 ') '. Как и 
раньше, достаточно доказать, что для любого протокола ZelT. 

-*• *• РгоЬ[<2'(Л)|Л согласован с Z] < 1-Ц-2 ') *. 

Зафиксируем некоторый протокол Z-(<wlfb>,...,<w.,b>). Пусть, напр., М (1 *)"1, если Л 
согласован с Z. Тогда если А согласован с Z, то событие Q' (Л) означает, что Л единичен 
в некотором £,0-блоке, не пересекающемся с множеством {и> ,...,ад.}. Пусть количество 
!,0-блоков, не пересекающихся с {щ),...,то.}, равно k. Тогда РгоЬ[0'(Л)|Л согласован с 

Z] = l~( l -2 ') . Поскольку k**s., неравенство доказано. Из определения s. следует, что 
-t. s. . . 

при достаточно больших i выполнено 1 —(1—2 ') '<1-Г . 
Теперь докажем, что 

РгоЪ[0"(Л)] < 2"V>ly(t.). 
Если слово и принадлежит одному из i-блоков, то обозначим через В(и) i-блок, содержащий 
и. Обозначим через R(A) событие "найдутся такие т и протокол Z=(<w).,b >,...,<ги.,Ь.>) с 

1 1 J J 

J&m, что выполнено (а)&(б)&(в)",где(а)-(в) - это следующие события: 
(а) - "га принадлежит одному из i-блоков и Л единичен в В(то )"; 
(б) - "\fi<m w.£B(w )"; 

i m 
(в) - "Vi<m Л(ги.)=Ь.". 

' ' - t . 
Очевидно, событие 0"(Л) включено в событие R(A). Докажем, что РгоЬ[ЖЛ)]<2 *poIy(f,). 
Сначала докажем, что при любых фиксированных m<j, Z=(<vivbl>,...,<ia .,b >) выполнено 
РгоЬ[(а)&(б)&(в)]<2"т+12 '. Зафиксируем т , j , Z. Истинность события (б) зависит только 
от т, Z. Если при зафиксированных т, Z событие (б) ложно, то неравенство очевидно, по­
скольку его левая часть равна нулю. Если (б) истинно, то события (а) и (в) независимы, 
поэтому РгоЬ[(а)&(б)&(в)]=РгоЬ[(а)]РгоЬ[(в)]=2~ г 2 _ т + 1 . 

Зафиксируем некоторое т. Докажем, что вероятность события "найдется протокол Z » 
-t. 

= (<w) ,b >,...,<u).,b .>) из П. с J>m, для которого выполнено (а)-(в)" не превосходит 2 '. 
1 * j j * 

Назовем m-началом протокола Z = (<щ>1,Ь1>,...,<тза .,Ь .>) последовательность <is>1,b1>„..., 

<гю ,.b >,w . Ясно, что количество различных m-начал протоколов из П. не превосходит 
т - 1 ' т-1 ' т « 

2"m+1. Истинность (а)-(в) зависит только от Л и m-начала Z. Поэтому вероятность указан-
-t. _ -t. 

ного события не превосходит 2т~ (2 '2 т + )=2 '. Пусть 
-t . 

протокола из П.. Тогда РгоЬ[ЖЛ)]*2 lk. Теорема доказана. 
ТЕОРЕМА 3. ДЛЯ случайного оракула А существует бесконечный co-NPA~n3UK, не имею­

щий бесконечных подмножеств из NP . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользуемся всеми обозначениями предыдущих доказательств, сде-

t 
лав следующие изменения. Положим s.=2 . Будем рассматривать только i.O-блоки, называя 
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их теперь просто i-блоками. Рассмотрим со-АГРл-язык LA"{1 1 |Л не единичен ни в одном из 
(-блоков}. Очевидно, для случайного А язык I 4 бесконечен, поскольку Prob[l * е LA] 

- Ц - 2 ') —* е - 1 при I—*». 
Докажем, что для случайного Л язык L не имеет бесконечных подмножеств из NP . Для 

этого достаточно доказать, что для любой недетерминированной машины N вероятность собы­
тия "L бесконечен и L .с LA" меньше 3/4, Действительно, допустим, что вероятность со-

бытия "LA имеет бесконечное подмножество из NPA" положительна. Тогда для некоторой не­
детерминированной машины N положительна вероятность события "L бесконечен и I с LA". 

N N 

Назовем конусом любое множество оракулов вида {A\A(w1),=b.,..,,A(w.)=b.}, где ю|,...,ю.е 
еВ*, bj,..,,b ,еВ. Если мера множества оракулов S положительна, то существует конус Г 
такой, что мера множества 5ПГ больше 3/4 меры Г. Следовательно, существует конус Г та­
кой, что РгоЬ[ЛеГЛ5! ЛеГ]>3/4, где S - это множество оракулов, для которых L .с LA и L 

бесконечен. Пусть Гт{А\А(,ш1)шЬ,...,А(,ш.)шЬ.}. Определим новую недетерминированную ма­
шину Wj следующим образом. Для любого оракула А обозначим через А оракул 

Ь ( , если и=гв(, Ы{1, ...J); 
А(и), если u£{w , . . . ,w.}. 

Пусть fe - максимальная длина слова из множества {w.,...,w.}. Нетрудно построить неде­
терминированную машину N такую, что 

О, если |x|<2fe; 

А(и) 

NA(x) 
NA(x), если |x|>2fe. 

Очевидно, если Ле5, то L с L и L бесконечен. Поэтому Prob[L с L , L . бесконечен]^ 
NA NA NA NA 

*ProbMeS]=ProbMeS | ЛеГ]>3/4. 
Итак, пусть N - произвольная недетерминированная машина. Докажем, что вероятность 

события "I с L и L . бесконечен" не превосходит 3/4. Ясно, что достаточно доказать 
tr N* 

Prob[3Mi NA(ll)-l, Vt(tf*(l*')-1 -> l'leLA)] < 3/4. (2) 
А * • 

Допустим (2) ложно. Тогда РгоЬ[Зю1 N (1 ') = 1] > 3/4, следовательно, для всех feeIN выпол­
нено 

I Prob[JV,(lti) = l&Vje{fe,fe+l,...,i-l}JV/'(lt'y)-0] > 3/4. 

Докажем, что если k достаточно велико, то при всех i>k 

Prob[l*^L/,jW/l(lti)-l&Vje{fe,...,i-l}W4(lt-/')-0] > 1/2. (З) 
Если это уже доказано, то при достаточно больших k получим 

Е Vrdblll£LA&NA(ll)'l&4je{k,...,i-l}NAaJ)-0] > 3/8. 
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События, вероятности которых суммируются в последней формуле, не пересекаются, и каждое 
из них включено в событие 3i»k (1 l£L &N (1 ')=1). Значит, вероятность последнего собы­
тия не меньше 3/8, и мы получаем противоречие, т.к. по предположению вероятность этого 
события меньше 1/4. 

Итак, докажем, что при достаточно больших k при всех l»k выполнено (3). Зафиксиру­
ем k и i»k. Достаточно доказать, что при всех / e F . выполнено неравенство 

РгоЬ[1%1у,|^ / ,(1*')=1, AtD=f] > 1/2. 

Пусть машина N есть пара (р,М), где р - полином, а М - детерминированная полиномиальная 
t. 

машина. Количество вопросов М к оракулу, задаваемых на входе вида 1 \ у , | у | = p(t,), 
ограничено некоторым полиномом от t.. Обозначим через g этот полином и положим r-q(t). 
Назовем окрестностью любое множество оракулов вида 

{A\AtD.-f, AtB^fv..., AtBj-fj, AtE~g), (4) 

где Bj,...,B. - некоторые t-блоки, j^r, / , , . . . , / . - соответственно функции из BV...,B. 
в В, £ - конечное множество слов, не пересекающееся с D. и ни с одним из i-блоков, а 

t. ' 

д:Е—№. Тогда множество {A\N (1 *)-1, AtD.'f] можно представить как конечное объедине­
ние окрестностей, напр., r.LL.Ur . 

t 
Итак, нам нужно доказать, что Prob [1 l£LA | jierjU-UTj >l/2. Назовем окрестность 

вида (4) плохой, если / . - тождественно единичная функция для некоторого l*j. Любой 
*• А 

оракул А из плохой окрестности удовлетворяет свойству 1 *£L , поэтому при удалении из 

объединения r^U—Ur^ всех плохих окрестностей вероятность 
РгоЬ[1*'*1л|ЛеГ1и...иГп] (5) 

может только уменьшиться. Будем поэтому считать, что среди Г1,...,Г нет плохих окрест­
ностей, и оценим в этом случае вероятность (5) снизу. Представим эту вероятность как 
сумму 

п 
£ Prob [Л единичен в некотором i-блоке | ЛеГт\(Гт_1U...Uri)] х 

т = 1 
х РгоЬ[ЛеГт\(Гт_1и...иГ1)|ЛеГ1и...иГп]. 

Очевидно, достаточно доказать, что для всех т*п выполнено 
-t. s.-r 

Prob [Л единичен в некотором i-блоке | ЛеГ \(rjn_1U...Uri)] > 1-(1-2 ') ' . 

Зафиксируем некоторое т*п. Пусть Г т задается выражением (4). Пусть Cl,...,Cg^J - это 

все £-блоки, не входящие в множество {ВХ,...,В.}. Обозначим для l*st~J через р ( вероят­

ность Prob [Л единичен в С{ | ЛеГ |п\(Г1 U-U Г т 1 ) , Л не единичен в блоках С1( . . . ,С (1]. 

Тогда вероятность (5) равна l - ( l -p 1 ) ( l -p 2 ) . . . ( l - p s _j). Докажем, что для любого l*st~J 
-t. 

выполнено р>2 '. Зафиксируем произвольное l^s.^j. Обозначим для произвольного оракула 

Л через Л оракул 
| 1, если иеС,; 

А(и) =\ ' 
[ А(и) иначе. 

Нетрудно проверить, что множество 
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U » {Л|ЛеГт\(Г1и...иГп].1)) Л не единичен C^, . . . ,^} 

обладает свойством "AeU —» AeU". Ясно, что для любого множества U положительной меры, 

обладающего этим свойством, выполнено РгоЭДЛ единичен в С | AeU]&2 \ Осталось заме-
-t. s.-r 

тить, что если t достаточно велико, то 1—<1—2 ') * > 1/2; Теорема доказана. 
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