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. В.П.Кадушин 

К ПРШЛЩЕВНОМУ РЕШЕНИЮ СЙШУШРНЫХ ИНШРАШЫХ УРАВНЕНИЙ С 
КОМПЛЕКСНО СОПШЕШШ НЕИЗВЕСТНЫМИ И МОНОТОННЫМИ ОПЕРАТОРАМИ 

Настоящая работа является продолжением работ автора [ l ] , [2] , в 
которых рассматриваются приближенные методы решения как линейных, 
так и нелннёйншс сингулярных интегральных уравнений (с.и.у.) с ком­
плексно сопряженными неизвестными. 

Среди методов решения различных операторных уравнений особое 
место занимают интенсивно разрабатываемые в последние годы [з], [4] 
методы решения уравнений с монотонными операторами, что вполне ее -
тественно, так как эти уравнения обладают рядом таких замечательных 
свойств, как существование, единственность решения, сходимость пря­
мых и итеративных методов и др. В настоящей работе делается попытка 
приближенного решения уравнений с определением монотонности в комп­
лексном гильбертовом цространстве. 

I а Вспомогательные результаты. Рассмотрим сначала случай линей­
ного с.и.у. с постоянными коэффициентами без вполне непрерывной час­
ти ИГ 

К? = а?Ш+йчГ) + с Sy(t) + dSi>(t) = ? ( t ) 7 а> 
где Q , $ , С -9 d - комшгекснозначные постоянные; f (t)~ заданная, 
сумшруемая с квадратом на f 9 функция; ^ - единичная окруж­
ность с центром в начале координа.т; S У ( t ) - сингулярный интеграл 
с ядром Кошщ Y(t) - неизвестная функция. 

Обозначим через <Х2 (f) цространство суммируемых с квадратом 
на f функции со скалярнымпроизведением 
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Определение [з]. Оператор К называется монотонным, если 
R t (KY - Y ~ У ) > 0, И. СИЛЬНО монотонным, если 

1 е м м а I . Для монотонности оператора К правой части 
уравнения (I) необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты тождества 
(I) удовлетворяли следующим условиям: 

1) R е а>р ? . - ] 

2) (Re а)2 > |||2
 4 - ( R e с ) 2 , 

3) [Re(а+с)] 2 > | U d | 2 , ; 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть ^ , (Jv - реальная и 

мнимая части величины (J. . 

Re (К Y 7 Y ) = au||y||Z ^ ^ f ( Y ; - ? v

2 ) d s + ̂  $XT vds+ 
о 0 

• + j - j [(Cu + du )TU + (C v + d v) % ] ( ) u ds + (2) 

где e t S = t , ^ ( v ) ( ^ ) = T U ( v ) ( & l s ) - f u ( v ) • 
Используя связь интегралов с ядром Кош и ядром Гильберта [б], 

имеем . 
.0 ,л.И , .о» (3) ( s y j ^ ^ ^ + y ; ,.(sy) v = - ь у у . 

Как нетрудно установить, 

Полагая:в последнем vftt = ̂ v = ^(S)" 9 из (4) получаем, что для лю -
бой 2 l -периодической функции $(S) справедливо 
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Подставляя (3), с учетом (4) ж (о) в (2) получаем 
о it р it 

1 It 0 0 

•+T'I [ С« ( ^ , W Си O f * , - ^ ) ] ds + ( б ) 

+ ( c ^ d j y ; 4 2 d v T ; T X u - d 1 l ) T ; 2 . 

В силу полноты тригонометрической системы функций в £2(0}2т) лю­
бую функцию (}(S). ив Х2 (0,2#)можно представить ^(s)=a o+£ aMC0SKS+-
4"4 К sin К 5 . Тогда для сингулярного интеграла с ядром Гильберта 

оо 

3<j(s)=-£ a K sinKs +• 4 K 'OOSKS . 

Пусть Q^(v) !^ ( v ) - коэффициенты Фурье функции % , % 
соответственно, с учетом вышесказанного имеем 

Я е ( К ^ ) = { | Д [ А ( с 0 2 + 2 B a K

u < + •C(aJ ) 1 }+ " 

(7) 

+ ( V V сич- d j (a ; ? + 2 Я + W a>(a„4 u +c u 4KoIf Ч 
где обозначено A=Clu+-&'u 7 Ь-^у 7 C-Gtf~lt< , *2)~Gt4 . 
В силу произвольности f(t) неравенство (7) выполняется тогда и. 
только тогда ? когда каадое слагаемое в квадратной скобке и квадрат­
ный трехчлен в (7) неотрицательны. Для неотрицательности последнего 
квадратного трехчлена необходимо и достаточно, чтобы 

( a ^ L + Cu + dii > 0 , 

| ( a ^ U 2 - ( i ^ d , f > ( l v + d v f . . .. 
Для неотрицательного выражения во второй квадратной скобке при лю -
бом К . необходимо и достаточно, чтобы квадратичная форма 
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Ах 2 + 2 В х у + + С-/ + 2 b z t + At2 + 2^)i2 -2«2)yt >0 ,(8) 
при любых х . | Д . t . а для выполнения неравенства (8) необхо -
ддао и достаточно, чтобы все главные миноры матрицы 

М ~~ л л г о. (8а) 

были неотрицательны* ~ 
Непосредственным просчетом нетрудно убедиться, что эти миноры 

равны.-' 
М 1=А , М 2 = АС-В 1 ,М 3=С(АС-2) 2-Ь 2) )М,=(АС-Л г-Ь 2) . 

Таким образом, для того чтобы \Rfc(K ,f, 4f) ̂  О при любом Т , 
необходимо и достаточно выполнения условий 

2 ( 9 ) 

( a ^ c j 2 > (i+-d,f +(i + dv). •. 
Осталось заметить, что первые четыре неравенства с учетом последних 
двух равносильны условию йи> Q * Лемма 1 доказана. Из нее следует: 

du =L 0 9 что для положительности оператора К необходимо и 
достаточно, чтобы 

i l l - R e a 4 Re с 4 y U e a f - U! 2 

Заметим таете, что при нарушении условия 

Rea 
2-|d| 2 4 Ш) 

оператор К не может быть монотонным ни при каком выборе коэффици-
• ентов | , С в уравнении (1), т.е. условие (10) является необходи­
мым условием монотонности оператора К • 

Условие (9) следует из ЧИСТО геометрических соображений» Это 
- - - 39 -



по .-существу условие непустого пересечения конуса (Z+ a f > (Х+4) 2 , + 
* + 0)% с шаром X 2 + \jf +• Ъг 4 Cf , которые получаются из 
переобозначения I ^ X t £ v = ̂ , := 2 ? = Й ̂  = ^ 7 dv = С 
в условиях (9),.. 

Условие монотонности оператора обусловливает существование и 
единственность решения операторного уравнения с монотонным операто­
ром, в оценке сходимости же приближенных методов существенную роль 
играет сильная монотонность оператора* Поэтому нам потребуется 

Л е м м а 2 . Для сильной монотонности оператора К необ­
ходимо и достаточно 9 чтобы существовала такая величина $ > 0 , что 

Re а>р ? 

[ R e ( a + c ) - j f > | * + d f , ( п ) 

j Re a — jb j > | t | a + ( R e c f . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно определению сильной 

монотонности, Re (KT,Y) > J>(Y, Y ) > 0 , V f £ X 2 (it) v 
Расписывая, как и при доказательстве леммы I, через коэффици -

енты Фурье Re ( K f . f) и (Y, Y) (смв, -напр., (7)), получим вместо 
матрицы М матрицу М — Jb Е. • Проводя аналогичные рассуадвния,по­
лучаем условия лемш: 2, 

Заметим, что лемма 2 является естественным усилением леммы I* 
При выполнении строгих неравенств в (9) в лемме 2 можно принять ве­
личину 

J - m i u ( R e ( a + c ) - | t + d| , Re a - ^ ! 2 + U e с ) 2 ) Ц 2 ) 

2. Перейдем теперь к приближенному решению нелинейных с.и.у» 
Рассмотрим с.и.у. с комплексно сопряженными неизвестными следующего 
ввда: 

At-aamo + ÎUJ + c S t ( t ) + dS?(rKKY(t)={(t)p) 

где Re fl(t)>Qo>0; I , С , d - комплексные постоянные; К Y (t)~ 
нелинейны! оператор вида ^ 

K t ( t ) = ~ jT(|t-t|,licW),1mT(t))4- > ( I 4 ) 
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• $ ( х , ^ , х ) - " вещественнозначная функция своих аргументов, непре­
рывная ш X , ж лшшшц-нецрерывная по IJ. и Ъ с константой X .. 

а) Мртод Галеркица. Решение уравнения (13) будем искать в виде 

X ( t ) - S oLA*. CI5) 

Нвивввотвив. коэффициенты jo£ k} п наДцем из условия 

' • ( A ^ - f , tK )-о • к - - и д . (16) 

Ясно, что условие (16) представляет собой систему нелинейных алгеб­
раических уравнений относительно неизвестных оСк . 

Теорещ В условиях лемш' 2 при Ct^flo система (16) однозна­
чно разрешима и решение методом Ралервдна уравнения (13) *f (t) 
сходится в ЛгOf) к точному решению У (t) со скоростью 

где M - ( | a l l ^ i l K | c ! - b | d l ^ X ) ? »afL-waxla(t)! 

Д о к а з а т е л ь с т в о * Используем доказательство тео-
реш'3^3 [4]. Правая часть уравнения (13) определяет, как нетрудно 
видеть, непрерывный оператор А « Более того, он является липшиц-
непрерывным 

| |Au-Av | |^J_a(t)(u-v)|| + | |g (u-v)||4 - | | c (Su-S v ) | ! -b 

+ ||'d(Sii ~Sv)|j + |IKu-Kv|| 4 ||a||cl!t4-vjS + № IIU-VII4-

+ |clll S ( u - v ) | + | d| «• S(u-v) | |+X |l Re(u-v) lkXII 

' " " 3 m ( u - v ) l 4 M l l t i - v l l , таккак || S|| - 1 [б] . 

Далее из непрерывности оператора А следует его радиальная 
непрерывность [з]. 

Осталось заметить, что условия лемш I и вид оператора К (14) 
обеспечивают сильную монотонность оператора А . Действительно, в 
силу условия на T(x,U,2.) , Re К 4/= 0 и условия леммы 2, по су-
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ществу* являются необходимыми и достаточными условиями сильно! моно­
тонности оператора А в Х^Шо постоянной • Jb '. А на. сильном мо-
нотонности• следует [3] коэрцитивность. Тогда решение .уравнения (13) 

Y (t) существует единственно и как и при доказательстве теоремы 3.3 
[4], имеем при любом ^ ( | ) е | ^ в | £ 

' 0=( А < ~ А < < - Г* Ы А Г ^ А Y* < ~ Y* } 

^ ( А ^ - А ^ л ^ ^ ; 

Отсюда 

(A f l - A ?* < - Y*) = ( А - A Y*, Y„ - У ) , 

а из сильной монотонности оператора.. А . ж его липшщ-непрерьшности 
из последнего равенства следует • 

откуда в силу произвольности %(t)!€ \\п следует оценка теореш 1, 
б) Итерационный метод, to и выше, относительно уравнения (13) 

будем предполагать выполненными, условия лемш 2. Задавшись произво­
льно выбранным начальным приближением vf°(t) , построим при­
ближенные решения уравнения (13) 

Y ( R ) (t) — Y ( K"°(t) -j к ^~,}(t) , (17) 

где f - вещественный -итерационный параметр., 
Справедлива следующая 

Теорема 2. В условиях теореш I прж. Q —Qo-- метод просто! ите- / 
равди (17) для любого f из интервала ( Q J J L j сходится при лют . 

бом'выборе начального приближения %f°(t) из при этом 
справедлива оценка 

flY*-Y(K)li < 1 Т Г 1 1 А Г - Н \ - , • 



где c ^ = ( t - 2 ^ + M 2 > M 4 <1 • 

Для доказательства теореш 2 достаточно убедиться, что в этом 
случав оператор = £ - ̂  Д является сжимающим с коэффициентом 
сжимания . 

Для любах Т Ч Ш Y(t)as l z (§) имеем 

(&?-~feY,H -ьчО =. iî f-j* A V - У +7 A Til2 = 

= flf-vf - If Re (At- AY,f II At-AYII2
 4 

Справедливость.теореш следует жз принципа.сжатых, отображе'-
ш1"[49 теорема 2 . 1 ] . " -

в) Ш ш щ о д а ш ж Ё Ж Ж ^ Согласно [4, сЛОб], под •. 
цроекцнонно-итерационнык методом будем понимать метод •. 

где А й
= P1t A , \^ ~ Рц | , Рп • вта оператор проектирования из 

Х2 (f) на подпространство элементов ввда 2 d^t . 

Возьмем в качестве к п оператор, ставящий в соответствие каж­
дой функции Y(t) € Xz(f) ее TU-й отрезок .ряда йурье-по система • 

{ ^ * ] - о © » т« в» оператор 1урь0в 

1§М§Ж«2« В уеловмж теореш 1 проекционно-итерахщонный метод 
(18), где Р л . - оператор §урье, по системе ^t^j-^ для урав­
нения (13> сходится для любого J M (О, ^Цг) 

Спрадедлйвость теоремы 3 следует из сходимости• яроекционно-ите-
раадонного метода для'монотонных операторов [4, теорема 3.6]* 

Действительно, в нашем случае, как и в [4], оператор5 действу­
ющий в подпространстве Ц и элементов X2(f) вида £ ,как 

оператор lltlf t l- 4ril,"^(An4fn-fti),'Vffle Htt при J 7 ( 0 ? | | ) . 
шляется сжшшщод, что легко показывается, как и при доказательстве 
теоремы 2, учитывая, что || рп \\ = 1 [б]. 

Далее, как и в [4], приближения, наДденные по формуле (18),слу-
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жат галеркинским цриблщёнием к решению операторного уравнения (13). 
(is) 

Тогда сходимость Y й (t) к решению уравнения (13) следует из 
сходимости в условиж теореш 3 галеркинских приближений (см. теоре­
му .1) и лемш 3.2 [4] при и 2 п * Н п С L t Теорема 
доказана. 
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ЕВУТРШНШ РАДИУС ОБЛАСТИ В ЗАДАЧЕ ОБ ИЗМЕНЕНИИ КОНТУРОВ 

Обратная задача об изменении контуров заключается в исследова­
нии решения внешней обратной краевой задачи (окз) при малых измене­
ниях начальных условий. Данной проблематике посвящена монография 
[Х]„ В ней, в частности, построен алгоритм, позволяющий вычислять 
приближенное решение внешней окз (т.е. контур £ г с уравнением 

4 z = 2 ( S ) ) по краевым условиям u(S)и ?(8)с помощью известного точ-
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