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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ 
Ю. А. Брычков, А. П. Прудников 

Теория интегральных преобразований обобщенных функций 
находит в последнее время широкое применение в различных 
областях математики и ее приложений, в особенности в теории 
дифференциальных уравнений и в математической физике. 
Многие интегральные преобразования перенесены на обобщен­
ные функции, причем часто несколькими способами и в раз­
личных функциональных пространствах. 

Эта статья является продолжением обзора работ по интег­
ральным преобразованиям обобщенных функций, содержащего­
ся в [5], и охватывает в основном публикации, появившиеся 
после 1975 г. Относительно терминологии, обозначений, мето­
дов введения интегральных преобразований обобщенных функ­
ций и ссылок на предшествующие работы см. [5]. 

§ 1. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ, ЛАПЛАСА И МЕЛЛИНА 

Различные способы введения этих преобразований обоб­
щенных функций и их свойства подробно изложены в [5]. Здесь 
мы отметим несколько новых работ. 

В работах В. С. Владимирова, Ю. Н. Дрожжинова, 
Б. И. Завьялова [7], Ю. Н. Дрожжинова и Б. И. Завьялова 
[11, 12] доказаны теоремы абелева и тауберова типа для пре­
образования Фурье—Лапласа вида 

F{z)=<f(t), еы> 
некоторых классов обобщенных функций из •9?/(R1) и .^'(Rn), 
связывающие асимптотическое поведение обобщенной функции 
на бесконечности с поведением ее преобразования в окрестно­
сти начала координат. Применению этих теорем в математиче­
ской физике посвящены работы В. С Владимирова и 
Б. И. Завьялова [9, 82], Б. И. Завьялова [14]. 

Де Ровер [64] ввел в пространстве ЗУ понятие носителя и 
на .его основе дал описание преобразования Фурье некоторого 
класса обобщенных" функций из 3)'. 

Вакита [83] исследовал свойства отображений 
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[F±f] (x) ----- (2я)-а/* j e±«*/ (?) Л- -Д 

где Q — пространственноподобная поверхность или гиперболоид 
в пространстве Минковского. 

В работе И. И. Бакиевича [1] рассматривается следующее 
определение преобразования Фурье обобщенных функций. Пусть 

т 

k=Q 

где функции gk (t) локально интегрируемы на ( - оо, оо) и 
таковы, что интегралы 

о 
— со 

со 

Fk
+(z) = ^gk{t)e^dt, 

о 
z = x + iy, 

сходятся при у<а, у>Ь соответственно. Тогда преобразова­
ние Фурье F [/] выражается формулой 

+оо — iCt + о о - iCf 

{F[f],1p(z))= j F+(z)^(z)dz + J lF^)^(z)dz, 
—oo—iCt —со—iCt 

где i|)(2)6S5i <?n c2 — постоянные, 6<C!<oo, - oo < c 2 < a , 
m 

F±(z)-y2i(-izyF±(Z) 
k=o 

Такачи ;[71] ввел пространство основных функций Л (а). 
Оно образовано бесконечно дифференцируемыми функциями, 
удовлетворяющими неравенствам 

P k > a( cP)-=sup^(- + ^ / 2 | 9 ( j ) ( 0 | < " 
0 < / < k 

при k=0, 1,2,...; <z{in}R-. Топология в Л (а) порождается счет­
ной системой полунорм {pk,a}1°L0- В пространстве Л^(а,) = 
-{ф:ФбЛ.'(а), supp9—(0, оо)} преобразование Лапласа обоб­
щенной функций / вводится формулой 

- 4 / ] = < / ( 0 . «"*'>. R e z > a . 

Оно аналитично в полуплоскости Re.2>.^. 
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Асимптотика . Пусть f£A.'+(a). Если e~atf(t) имеет ква-
зиасимптотику порядка а (см. [11])' 

f(t)~Cea*fa+i(t), t-+oo, С = const ф О, 
где 

ta 

Уа + l— г(а + 1) ' 
ТО 

- [/] (^) ~ С (г - а)-"-1 , г-> а, 
вдоль прямой {2.arg(2. — а) = ,ф, R e 2 > a , 0<|\J) |<я/2}. 

Рассмотрены также некоторые асимптотические свойства 
обобщенных функций из А'+(а). 

В работе Нардини [47] доказаны две теоремы обращения 
преобразования Лапласа в рамках определения Исихары [38]. 

В работах Ю. М. Зиновьева [16, 85] сформулированы теоре­
мы о преобразовании Лап л аса_ обобщенных функций из 9" (Rn) 
с носителем в гиперболоиде \?2+== {.JC6R21 ^о > К*2 + Н<2}-

Сонаван [68] доказал следующую теорему о структуре 
обобщенных функций из пространства %а\ введенного Зема-
няном [15] при определении преобразования Лапласа. 

Пусть fe%a'. Тогда 
п 

f=2Dtb[eatPk(t)Fk(t)], 
k=o 

где функции Fh(t) непрерывны на (0, оо), Ph(t) —многочлены 
степени k. 

В работе Сонавана и Бхонсле [70] получены некоторые опе­
рационные формулы для преобразования Лапласа в 2?а'. 

В работе В. В. Жаринова [13] (см. также цитированную 
там литературу) изучено преобразование Лапласа Фурье-уль-
трагиперфункций. Фурье-ультрагиперфункции — это линейные 
непрерывные функционалы на пространстве целых в Сп функ­
ций, растущих как линейная экспонента в вещественных на­
правлениях. Они могут иметь сингулярности более сильные, 
чем у обобщенных функций и даже гиперфункций. 

В работе Жанкартье [39] рассматривается преобразование 
Меллина обобщенных функций из &+, его "обращение и пред­
ставление функций, голоморфных в областях вида Rez>r и 
удовлетворяющих некоторым неравенствам, посредством этого 
преобразования (теоремы типа Пэли—Винера—Шварца). Ис­
следуется также асимптотическое поведение некоторых клас­
сов обобщенных функций, введенных на основе преобразования 
Меллина. 
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§ 2. ТРЕТЬЯ ИТЕРАЦИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 

Преобразование вида 
со 

F(x)=—[exiEi( — xt)f(t)dt, 
о 

где 
оо 

Ei( — JC)= — C t-ler*dt 
X 

— интегральная показательная функция, для обычных функций 
было исследовано Акутовицем [19]. Упадхиая [80] рассмотрел 
это преобразование в специальном пространстве обобщенных 
функций. 

П р о с т р а н с т в о о с н о в н ы х -функций Sa . Пусть 
а>0 — фиксированное число и . 

(ta, 0 < * < 1 , 
M0=-j^ i - - \ 1 < ^ < о о . 

Пространство Sa состоит из всех комплекснозначных бесконеч­
но дифференцируемых функций ф (t) на (0, оо), удовлетворяю­
щих неравенствам 

7а,*(Ф)= sup \ha{t)tkDt4{t)\<cc 
Q<t<oo 

для всех k=0, 1,2, Топология в Sa п'Ьрождается счётным 
семейством полунорм {ув,*}?-о« Пространство, сопряженное Sa, 
обозначим через Sa'- Справедливы вложения 33+-^-Sa и Sa'-*-

Функция Ei (— xt) при фиксированном х > 0 принадлежит Sa-
Третья итерация преобразования Лапласа обобщенной функ­

ции feSa' определяется равенством 

F(x)=- (f(t), e^Ei(-xt)) (1) 

при х>0, а>0, 
Формула о б р а щ е н и я . Пусть а — действительное число, 

0 < # < 1 , /6--V и F (х) определена формулой (1). Тогда 
Urn ^{x^D^x^D^F{x)\\ я ---=-/(*) 

в смысле сходимости в -25/. 
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§ 3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ГАНКЕЛЯ 

Мак-Брайд [45] рассмотрел преобразование Ганкеля вида 
оо 

F (x) = Hvf=^Y"xtIv(xt)f(t)dt 
о 

в пространстве основных функций FPi p., введенном им ранее 
(см. Ю. A. Брычков и A. П. Прудников [5]) и в сопряженном 
пространстве FPt u. Эти пространства находятся в следующем 
соотношении с пространствами Mv и Ж'^,, использованными 
A. Земаняном [15]: если 1 </7< со и fx, v —комплексные числа, то 

3@v4=Fр, & и FРг ixC.^ev 
при Rev>Re}j, — 1 //? —1/2. Введем обозначение 

&^--{v:Re(^ + v)^—-§- + y — 2Z, £==0, 1.2, . . . | . 

Если 1 < р < о о и |i, vGC1, причем vgQp.u, то оператор Hv 
(определенным образом продолженный), задает непрерывное 
линейное отображение Fp>il в Fp,2/P-ix-i. Если vGQp.nf) 
{]QPi2/p-ii-u TO^HV определяет изоморфизм Fp,» и FP)2/P-u-u 
причем H^l~Hv. Преобразование Ганкеля Hvf обобщенной 
функции /&Fp. ji определяется формулой 

< # v / , Ф > = - < / , ЙуФ > , Ф6/7/,, 2/Р-Ц-1-
В этой работе рассмотрена также ювязь преобразования 

Ганкеля с дробным 'интегрированием >и 'получены соответствую­
щие соотношения. Б. И. Завьялов [14] рассмотрел в простран­
стве &+ преобразование 

со 

[ад (*)=--$ /о (УШ) Ф' (0 at. 
о 

Это преобразование задает непрерывное отображение прост­
ранства 9+ в себя; кроме того, /?(/?ф) —Ф для любой функции 
Ф€^+. 

Соответствующее преобразование обобщенной функции /б -? / 
определяется равенством 

< В/, Ф > - — < / , #Ф > , Ф6^+. 
Б-преобразование свертки используется в [14] для изучения 

ассимптотических свойств обобщенных функций. 
Трионе [79] распространила на некоторый класс обобщенных 

функций формулу Бохнера. Пусть fit)®?*. Преобразование 
Ганкеля Hf определяется равенством 

< # / , Ф > = < / , ЯФ >, ф&?+, 
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Р[/{\Х\2ЛШ=-^2</{\Х\*Л),<Г*У), 

где 
00 

[ЯФ] (.*) = -— 5 /(n-2)/2(УЩ Ф (т) rfx:. 
о 

Пусть P=*P(x) = Xi2-\-x2
2 + . . . -\-xp

2 — xl+i— ... - x j + - , 

(Р ± Ю? = 11m (P ± ге | JC | 2 ) \ 
е->0 

где е>0 , \x\2 = x1
2j

r . . . + л:лг. Рассмотрим класс обобщенных 
функций вида 

f(P± Ю, Я) = (Р + Я))*2(/> + Ю, Х)е?г, 
где функция g(z,X) — целая по г Д , причем преобразование 
Фурье обобщенной функции / ( | JC|2, X) допускает представление 

J_ 
(2{pi})' 

| У |2 —- Ух + . . . + #Д хг/ = jc^i + - . . . + .адг. 
В этом случае 

F[f{P±iQ,k)]==^e*^(f(t,X),I{n--2)j2{Vt(Q + iO))), 

где Q = ^ 2 - T - - • • + Ур
2-У2

р+1- • • • -y2
p+q. 

В работе [37] формула Бохнера использована для вычисле­
ния преобразований Фурье некоторых обобщенных функций 

§ 4. КОМПЛЕКСНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА-ГАНКЕЛЯ 

В работе Бхоисле и Чаудха'ри [22] рассматривается интег­
ральное преобразование обобщенных функций, которое для 
обычных функций принимает вид 

оо оо 

F{x,y) = jj ye~xt'}^yuJx(yyti) f(t, u)dtdu. 
о о 

П р о с т р а н с т в а основных функций В%,а,ь и 
В (Я, w, z). Пусть а, Ь, % — фиксированные действительные числа, 
причем b>0, Sx,u = y~'K~1/2Dyy2}'+xDyy-'K-1/2. Пространство В%,а>ь 
состоит из всех комплекснозначных бесконечно дифференци­
руемых функций <P(t, и) на 7=={0<^<оо, 0 < м < оо)}, удов­
летворяющих неравенствам 

Й.6,*.*' (Ф)==8ир | e ^ - ^ ^ - 1 / 2 D K > (t, it) j < оо 
/ 

при любых k,k' — 0, 1,2, . . . . ТОПОЛОГИЯ В В%,а,ь порождается 
счетным семейством полунорм {Ра,&,*,й'}).Гж-=о. Пространство, 
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сопряженное В%,а,ь, обозначим через В%,а,ь- Справедливы вло­
жения 3)(1)-+Вх,а,ь и .£i,e,»-->._'(./)• 

Пусть w~действительное число или — оо,2 — положитель­
ное действительнее число или +• оо. Выберем две монотонные 
последовательности действительных чисел av->t.y-+0, bv->z—0 
(&v>0). 

Пространство основных функций В (X, w, z) определяется 
как счетное объединение пространств B%,av,bv, т. е. В (к, w, z) = 

оо 

•—- U B%,av,bv. 
v=1 
Если f(t, и) — локально интегрируемая на (0, оо) функция 

и e-at+buux+V2f(t, u)eLi(I), то /(*, а) порождает в В%аЬ регу­
лярную обобщенную функцию по формуле 

• < / , Ф> =] § f(t,u)4>(t,ti)dtda, Фб-5я,а.б. 
о <=> 

Пусть ЙсС2, Q={{x, y):Rex>a, \lmy\<b, уфО, —-•_, — -,__}. 
Тогда для любой точки (х, y)£Q функция е~х1Ууи1%{Ууи) 
принадлежит Вк,а,ь при Х> —1/2. 

Пусть — 1/2<А,< со. Обобщенная функция /€23'(/) допускает 
комплексное преобразование Лапласа — Ганкеля, если сущест­
вует хотя бы одна такая пара действительных чисел w и z 
(.г>0), что f£Br {%,w, z). Пусть 0^—точная нижняя грань 
таких чю, а р / —точная верхняя грань 2. Для любой обобщен 
ной функции / , допускающей преобразование Лапласа —Ганкеля 
существует такая пара действительных чисел af и pf (р^>0) 

что f£B'(l, w,z), если w>af и 0 < 2 < р / } и f$Bf (X,w, z) 
если zv<C<Jf и z>pf. 

Областью определения обобщенной функции / , допускающей 
преобразование Лапласа— Ганкеля, называется область QfczC2 

Qf = {(x,y)eC2:Rex>of, \lmy\<pf, y=£0,—I, —2, . . . } . 
Комплексное преобразование Лапласа--Ганкеля LH'xf 

обобщенной функции f£Br(%,w,z) определяется равенством 
F(x, y) = (L'Hx f)(x, у) = < f(t,u), e'xiVyuJx{yti) > , 

x, y&f. 
Это определение имеет смысл, поскольку e~xt}fyaJx(yu)£Bx,a,b 
при а > ( 1 / и 0 < 6 < р / , 

Аналитичность . Если F(x, y)*=LH'xf при (x,y)£Qf, 
то F(x, ^-аналитическая функция в йу.и 

DF (х, у)= { f{t, и), De~xiVyuJx {уи) > , (х, y)&lf, 
г, д д 

где D=^—- или-—-. 
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Ф о р м у л а о б р а щ е н и я . Пусть F(x, y) = {LH'%f)(Xi У) 
при (x,y)£Qf, г,/-' — действительные переменные и о- —любое 
фиксированное действительное число, такое, что а>сг / . Тогда 

a+ir r' 

f{t,ti)=\im \ [etxy~mjJx{uy)F (x,y)dxdy 
r-i-co J. J 
r'-»oo a—ir о 

в смысле сходимости в 3)' (/). 
Е д и н с т в е н н о с т ь . Пусть LH'%f=F (x, у) при (x,y)&Qf 

и LH'%g = G(x,y) при (x,y)eQg. Если множество Q/П-^ 
не пусто и F (x, y) = G(x,y) при (.я, #)6--у П --V то / = g 
в смысле равенства в SO' (7). 

§ 5. КОНЕЧНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ГАНКЕЛЯ—ЛАПЛАСА 

Конечное преобразование ГанЕзеля—Лапласа для обычных 
функций 'имеет вид 

F (г, jm) -= J § ue~ztJv (jmu) f(t,u) dtdtt, 
0 —со 

где Л>(2) — функция Бесселя первого рода (v>—1/2) и 
Ун j2> ••• —положительные нули Jv(z), расположённые в по­
рядке убывания. Оно было введено и распространено на обоб­
щенные функции в работе Бхонсле и Прабху [23]. 

П р о с т р а н с т в о основных функций. Введем обоз­
начения 

I = {(t, и): — со < * < со, 0 < # < 1 } , 
1 V2 

QVitl = Pu -\~—Da —-
И 

Г.**- 0 < * < о о , 

Пусть а, Ь, с, V —действительные числа, такие, что о 1/2, 
v > — l / 2 . .Пространство LUa,b>c,v состоит из всех комплексно-
значных бесконечно дифференцируемых функций q>(t) 
на — о о < ^ < о о , 0 < й < 1 , удовлетворяющих неравенствам 

?Ca^k,n(^) = snp\ka,b(t)ucDt
kQ^u{ti-^(t, ti)]\< 00 

при всех k, п—0, 1,2, Топология в LUa,b,c,v порождается 
счетным семейством полунорм {p^,k,„}~ ra=cr Обозначим через 
LU'a>bcv пространство, сопряженное LUa,blC,v 

Пусть •о—-действительное число или — оо, w — действи­
тельное число или + оо. Выберем две монотонные последова-
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тельности действительных чисел {aJJLx и {MiiLi такие, что 
&11-*-'О-\-0 и Ьц-ь-w — Q. Пространство основных функций 
LU(v,w, с, v) определяется как счетное объединение прост-

со 

раНСТВ LUa[ltb,,c,v Т. е. Ш ( - 0 , ЗД, С, v)-= U LUa b Ct^. ПрОСТ-
| L l = l 

ранство, сопряженное LU{v, w, с, v), обозначим через 
Z.L/7 (-о, я>, с, v). Справедливы вложения 25 (/)->_£/(z>, - , с, v) и 
LU, («о, -до, с, v)->-2)'(/). Если /(*, и) — локально интегрируемая 
на 7 функция и k^bttl~cf{t,u)QL(I), то fit, и) порождает 
в LU' ь с v регулярный элемент по формуле 

1 оо 

< / . Ф> =-= . ^ f{t,U)<?(t,U)dtdtL, №LUa,b,c,v. 

Если г )<а и &<„*, то / порождает регулярный элемент 
в LU(v, w, с, v) по той же формуле. 

Для всех /№=1,2 , . . . и v > —1/2, с>1/2, a<Re;z<& 
функция e~ztufv(jmu) принадлежит LUa,b,c,v, а при # > « и 
b<Cw принадлежит LU(v, w, с, v). 

Пусть v > - - l / 2 , c > 1/2. Обобщенная функция / допус­
кает конечное преобразование Ганкеля —Лапласа, если она 
принадлежит LUf(v,w,c,v) для некоторых' действительных 
чисел v, w. Введем обозначения 

оf =^inf {v: f£LUf (v, w, с, v)}, 
p/== sup{w: f^LUf (v, w, c, v)}, 

Qf={z: af < Re z < pf). 

Конечное преобразование Ганкеля —Лапласа обобщенной 
функции feLU(of, py, с, v) определяется равенством 

(LHvf)(z, Jrn)~F(z, уш)= < f(t, и.), e-ztuJvUmU>) > , 26Й/. 
Формула обращения . Пусть F(z, jm) = LHvf при гфр 

Г—действительная переменная и сг—любое фиксированное число 
из интервала (af, pf). Тогда 

лr or с \ a+ir 

r,.V{to}oo ^ l « i / v + i ( y m ) ^ 

в смысле сходимости в 3)' (I). 
Е д и н с т в е н н о с т ь . Пусть LHvf=F(z, jm) при z'6-—/ 

и LHvg = G(z, jm) при г б ^ . Если множество Qff]Qg не пусто 
и F(z, jm)='G(z, jm) при гбЙ/ПЙ- то / = g в смысле ра­
венства в 33' (/).. • 
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V) ЬЗ/2-а 

§ 6. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КАНТОРОВИЧА-ЛЕБЕДЕВА 

Преобразование Конторовича—Лебедева для обобщенных 
функций с компактными носителями было введено Земаня-
ном [84]. 

Пата'к и Панди [54] предложили другой вариант распро­
странения преобразования Канторовича—Лебедева ;в виде 

F(x) ^-^Kix(t)f(t)<it, 
о ^ 

Ktx(t) — функция Макдональда, на специальный класс обобщен­
ных функций. 

П р о с т р а н с т в о основных функций Жа. Пусть а — 
действительное положительное число, £,(t) — бесконечно диф­
ференцируемая функция на (0, оо), удовлетворяющая условиям 

\У1 о<*<1, 

6(0>о, о<^<оо. 
Пространство Жа состоит из всех комп-лекснозначных беско­

нечно дифференцируемых функций <р (z.) на (0, оо), удовлетво­
ряющих неравенствам 

7А(Ф) = аир|6(^)^*Ф(0|<а> 
0 < / < о о 

при всех £=0 , 1,2, . . . , где kt = t2Dt
2+2tDt — t2. Топология 

в ЗСа порождается счетным семейством полунорм {YAÎ LO- ^Р°" 
странство, сопряженное 9Са, обозначим через ск'а. Справедливы 
вложения 3)+-+УСа и #?«--»-25+. 

При любом фиксированном .х>0 функция -у==-/С-.-(.0 ПРИ_ 

надлежит CfCa. 
Преобразование Канторовича—Лебедева обобщенной функ­

ции f&w'a определяется равенством 

У t 
Г л а д к о с т ь . Функция F(х) бесконечно дифференцируема 

при х > 0 и 

Асимптотика . При J C > 0 

F ( J C ) = 0 ( 1 ) , X-++0, 
F{x) = 0 (x2r~*+l e-*x'2 In x), x ~> + оо, 

a > 0 , г —неотрицательное целое число, зависящее от / . 
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Формула обращения. Пусть .F (JC) — преобразование Кан­
торовича— Лебедева обобщенной функции f£Cf£a

f. Тогда 

f{t) = --—Urn \ xsh TixKix(t)F(x)dx 
Я2 У t jV-voo J 

в смысле сходимости в 25/. 
Е д и н с т в е н н о с т ь . Пусть f,gGCtfa' и F(x), G{x)—'их 

преобразования Канторовича—-Лебедева. Если F{X)=G(X) при 
всех х>0, то f=g в смысле равенства в 3)+. 

Это преобразование используется для решения некоторых 
дифференциальных операторных уравнений и задачи Дирихле 
для 'клина с обобщенными функциями в граничных условиях. 

§ 7. ПОТЕНЦИАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ГАНКЕЛЯ 

Холевински и Хэймо [29] ввели потенциальное преобразова­
ние Ганкеля обычных функций формулой 

оо 

F (*) —-Я?)/- \ ( ' v + i / (0 dm (О, 

где 

v / 2v_1/2r(v+l/2) 
В работе Дьюба и Пэнди [32] это преобразование было 

перенесено на специальный класс обобщенных функций двумя 
способами. 

1. П р о с т р а н с т в о основных функций Га,р. Пусть 
•v>0 и а, р — фиксированные действительные числа, такие, что 
0<a<2v-}- - и 0<{5<1; кроме того, 

(0-[ *-Р при 0 < t < 1, 
ta при t > 1 . 

Пространство 7V,p состоит из всех комплекснозначных беско­
нечно дифференцируемых функций Ф(*) на (0, оо), удовлетво­
ряющих при любом & = 0, 1, 2 , . . . неравенствам 

м*)-**\т1!%Ш < . со . 

Топология в -Га,р порождается счетным семейством полунорм 
MkLo- Пространство, сопряженное Га>$, обозначим через 7^,^ 
Справедливы вложения 2й+-+Та,ъ и Т'а^Ю+. 

Если функция f(t) локально интегрируема на (0, со) и 
t2vl~l{t)f{t)(iL(0, оо), то / порождает регулярную обобщен-



ную функцию в Т' по формуле 
оо 

</ . Ф> =-1 / (0Ф(0Л. ФбГсс.р-
О 

Потенциальное преобразование Ганкеля H^f обобщенной 
функции /GT'a& определяется равенством 

< —Т>/, Ф > =• < / , *2v+1#<p> [jc-2v--q> (x)]{t) > , ФеГ«-Р. 
Это определение имеет смысл, поскольку t2v+lH^P)[x~2v~'l^(x)](t)Q: 
бГа,р для любой Ц>(х)еТа,^ 

Формула обращения . Пусть F (x) = H[P)f, 0 < a < 
<2v + l, 0 < р < 1 , v > 0 . Тогда 

хП(1-й)(>+5Ь-)-'(-) 
в смысле сходимости в Т'а _, где оператор 0 определяется фор­
мулой 

<е/, Ф > = - < / , - ( ^ 4 + - ) ф > -
2. Можно ввести потенциальное преобразование Ганкеля 

обобщенных функций и другим способом. 
Потенциальное преобразование Ганкеля h^P)f обобщенной 

функции Т'аЛ определяется равенством 

F(x)eBhWf={f(t)t т'У)^+^г+1 >, J C > 0 . (2> 

Это определение имеет смысл, поскольку т' (t) t (x2-\-t2)-v-l^Ta^ 
при любом фиксированном х > 0 . 

Г л а д к о с т ь . Функция F (х), определенная формулой (2), 
бесконечно дифференцируема и 

*W (*)=</(*)' D*k m'(t)- >• U2+t2)v+1 . 
Асимптотика . Если /6-Г^р uF(x) = h^f, то 

F (x)=0{x-2v-^-1) при X-++0, 

F (x)=0(xa-2v~1) при х-> + оо. 

Формула обращения . Пусть /вТ'аф ( 0 < р < 1 , 0 < а < 
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<2v-f l ) *F{x) = hWf. Тогда 
,.-_ 2 v - 1 / 2 r (v+ l /2 ) r (n + v + 1)nl ^ d 4X 

nZ P ( n + v/2 + l) * dxX 

41(--^)(-+АЬ*>--/ 
в смысле сходимости в 25/. 

§ 8. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ МЕЛЕРА—ФОКА 

Преобразованием Мелера—Фока обычной функции назы­
вается выражение 

оо 

F (х) = jj sh *Pljr_1/2 (ch 0 / (О Л , 
о 

где PiJC_i/2(x)— функция Лежандра первого рода. 
Тивари и Пэнди [77] перенесли это преобразование на спе­

циальный класс обобщенных функций. 
Пространство основных функций J6U. Пусть а > 0 , 

t w .{Ло<{<.. 

"-[•Щг+^Ж)'-
Пространство Ла состоит из всех комплекснозначных бесконеч­
но дифференцируемых функций ф (t) на (0, оо), удовлетворяю­
щих неравенствам 

-у*(Ф)=- sup |С(*)Д*Ф(0К °° 
0<^<оо 

при всех й=0 ,1 ,2 , . . . . Топология в Ма порождается счетным 
семейством полунорм (YA}*LO- Пространство, сопряженное Ма, 
обозначим через Л'а. Справедливы вложения 33+~*Ла и Жа-> 
-*2>/. 

При любом фиксированном t > 0 функция PiT_i/2 (ch £) при­
надлежит пространству Ла. 

Преобразование Мелера—Фока MF/ обобщенной функции 
/ б ^ а определяется формулой 

F(x)=(f(t),Plx-lJ2(Qht)). 
Г л а д к о с т ь . Если f(t)&M'a и т>0 , то 

~F{x)={f{t),^Pix^{zht)). 
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Формула обращения . Пусть /£М'а и F (x) = MFf. 
Тогда 

N 

/(*)== limsh^ \ xthnxPix^i/2(cht)F(x)dx 
JV-M-O v N^oo Q 

в смысле сходимости в пространстве 3)+'. 

§ 9. АППРОКСИМАТИВНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ГИЛЬБЕРТА 

Пэдди и Хафс [49] распространили .на специальный класс 
обобщенных функций интегральное преобразование 

•^w-iid /̂w*' 
аппроксимирующее при .->0 преобразование Гильберта. 

П р о с т р а н с т в о основных функций. Пусть а—фик­
сированное действительное число, 0 < а < 1 , и 

1(0 ее00. 
Пространство На состоит из всех комплекснозначных бесконеч­
но дифференцируемых функций ф (t) на (—оо, оо), удовлетво­
ряющих неравенствам 

у А ( ф ) = SUp \t(t)4>W{t)\<oo 
— о о < / < о о 

при всех k~~Q, 1,2,.... Топология в На порождается счетным 
семейством полунорм {YkJkLo. Пространство, сопряженное / / а , 
обозначим через Йа. 

При фиксированном т|>0 и комплексных значениях z, удов­
летворяющих условию lmz=f= ±т), функция (z — t)/[(z — t)2-\-r\2] 
принадлежит пространству Йа-

Аппроксимативное преобразование Гильберта обобщенной 
функции /бЯ а определяется равенством 

^ч(«)-= </(*)• ( ^ 7 + л 2 ) -
Введем обозначение & = {z:lmz¥= + , } . 
Аналитичность . Если ц>0 и z£&, то ^ ( ^ — анали­

тическая функция в й и 

Я„* П*) = < /С). -О,* ( г—^+ т ]- > • 
Если же рассматривать z как действительную переменную, то 
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Fr\{z), как функция z и ., гармонична в верхней полуплос­
кости. 

Ф о р м у л а о б р а щ е н и я . Пусть 0 < а < 1 , т]>0 и f£rla. 
Тогда 

N 

lim limPv [ -J±¥Ldx==f{t) 
Tl->+0 7v{to}oo J , X ~t 

—JV 

в смысле сходимости в пространстве Йа. 
Е д и н с т в е н н о с т ь . Пусть / , g 6 # a и Fn(y) = Gr\(y) при 

всех действительных # и всех т]>0. Тогда / = g в смысле ра­
венства в ЗУ. 

§ 10. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СТЙЛТЬЕСА С ПОКАЗАТЕЛЕМ р 

Преобразование Стилтьеса с показателем р обычной функ­
ции f(t) определяется формулой 

со 

F(.x) = ?- l—jf(t)dt. v ; J (-v + t)p+1 J w 
о v ' 

На обобщенные функции это 'прадбразаваяие было распростра­
нено Мисрой [46] и Лавуаном 'И Мисрой [41] (см. также [5]). 

1. Другое определение преобразования Стилтьеса с показа­
телем р для -специального класса обобщенных функций было 
дано 'в работе Лавуана и Миары [43]. Пусть р — комплексное 
число, Rep> — 1 . Обозначим через f {$)<^2Е>' пространство 
обобщенных функций f, представимых >в виде f=Dt

hg{t), где 
функция g(t) локально интегрируема на (—оо, оо), равна нулю 
при £<0 и g(t)=o(tp+k~a) при £-*-.-4-оо; здесь k — некоторое не­
отрицательное целое число 'и >а.>0. 

Преобразование Стилтьеса с показателем р обобщенной 
функции f=Dhg£f{p) определяется формулой 

F(z)=S°f=^±£±r\(.z + tr-*-"g(t)dt^ 
о 

- =< / , (2+ 0"Р"1>. (3) 
где zeC- \ (— оо, 0). 

А н а л и т и ч н о с т ь . Если fGf (p), то функция F (z) = Sl>f 
аналитична во всей комплексной плоскости z, имеет разрез 
вдоль (— оо, 0), и для нее вне разреза справедлива формула 

Dz
mSpf=(-l)m Г (

Г
Р

( ^ ^ 1 ) Sp+mf=(-irSpD^f. 
А с и м п т о т и к а . Если / б / 7 (р), то существует такое |3 > 0, что 

(Spf)(z)=o(\z\-*) 
при 2-+00 в области С~\(—оо, 0). 

П р е д с т а в л е н и е поср е д с т в о м п р е о б р а з о в а н и я 
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С т и л т ь е с а с п о к а з а т е л е м р. Пусть функция Н(z) удов­
летворяет в области С1\(—со, 0) следующим условиям: 

1) H{z) голоморфна в этой области; 
2) существует такое число (3>0, что функция \z^H(z)\ 

ограничена при |;г|-^оо. 
Тогда существует такая единственная функция f{in}/'(p), что 

. S»f=H(z). 
Если функция t~p (L.-lH)(t), где L~l — обратное преобразова­
ние Лапласа, продолжается в полуплоскость Re t > 0, то 

/—-г(Р+1)_-1[^рь-1я]. 
2. Еще один вариант преобразования Стилтьеса с показате­

лем р был предложен Эрдейи [34]. 
Введем обозначение 

о 
Поскольку интеграл 

э 

•f(x)4>(t)dtdx H (^+t)p+1 

О 0 v ' 
вычисляется двумя различными способами, результат вычисле­
ния можно использовать для определения преобразования 
Стилтьеса обобщенной функции по формуле 

< /> Ф > = < / , Ф > • (4) 
В качестве пространства основных функций рассматривается 
Ма,ь (см. Земанян [15]). При определенных условиях на, а, Ъ 
и р имеем $£Ма,ь для любой функции Фб^а.а- Поэтому ра­
венство (4) определяет преобразование Стилтьеса с показате­
лем р для любой обобщенной функции f&M'atb. 

В этой же работе Эрдейи [34] доказал две формулы обра­
щения: 

1) 
lim < (-i)"r(P + l ) ^ L xm+n*> J!L 7 Ф > = < /, Ф > 

где /еМ'аЬ, ф-Ма,р; 

2) 

где f&Ma,b* ФбЛ-Ч.б-
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В этих соотношениях а, Ь связаны с а, р и у, б некоторыми: 
условиями, а [Л]Л обозначает преобразование Стилтьеса выра­
жения А. 

Кроме того, показано, что преобразования Стилтьеса с раз­
ными показателями могут быть связаны друг с другом с по­
мощью дробного инте!гр'и!ро.ва1Ния. 

Для преобразования Стилтьеса обобщенных функций, вве­
денного формулой 

получены более точные асимптотические оценки. 
3. В работах Мшары [46], Лавуана и Миары [41—43] дока­

заны абелевы теоремы для 'преобразования Стилтьеса обобщен­
ных функций (3) 'в случае, когда переменная является действи­
тельной. Кармайхл и Милтон [28] , рассмотрели абелевы 
свойства -в более общей постановке, когда переменная стремит­
ся к 0 или оо 1в полуплоскости RezX) . 

Пусть а — действительное число. Через 29+ (а) обозначает­
ся подпространство £Ю+', состоящее из обобщенных функций 
f{t), для которых существуют дейстаителыное число а^ целое 
число k и локально интегрируемая функция gf(t) такие, что на 
[afj оо) 

f(t)=Dt%(t) 

и функция t'a~kg(t) ограничена. 
Преобразование Стилтьеса с показателем р определяется 

формулой (3). Если /6.25/ (а), то полагаем р > а ; если / 6 / ' ( р ) 
(см. п. 1), то р > — 1 . 

Ниже используются следующие два определения (Лавуан 
и Мисра [41]). 

а) Обобщенная функция f(t)£33+'(a) эквивалентна At\ 
[f(t)~ A-t\, t-+ -j-0) в начале координат, если существуют 
число С и-обобщенная функция t>(£)625/(a), такие, что 

/ ( О - - Л 4 + <*(*) (5) 
на [О, С] и 

l i m ( ^ ( 0 , 2 - T , - I ( l + —)~P"1> = 0 , R e z > 0 . 
z{to}0 \ z l 

б) Обобщенная функция f{t)e3)+ на оо эквивалентна At4 

(f(t)~Ai1], ^~»-f-oo), если существуют число С> 1, целое 
число k и непрерывная функция g(t) такие, что 

/ ( 0 = - ? g ( 0 на [С, ее) 
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S W (TJ+1)A 

при £-> -|- oo, где (a)k.—-a(a+l) . . . (a-\~k— 1). 
Асимптотика. 
1) Пусть /625/(a) и / — Л / + при tf-->-|-0; предположим, что 

T J > — 1 и p>sup(a, т|). Тогда 

Ит—-— -—7———-=-Л, R e s > 0 . 
г-vO Г (р — -П> Г (TJ -h l ) - ' 

2) Пусть в формуле (5) обобщенная функция v(t)£<E+
r 

такова, что 

l im<*(0,*--(l + -*-Y~p~1> =-0, Rez>0 , 

и p>sup(a, 0). Тогда 
l im2 p 57=0 , Re«>0. 
Z{to}0 

3) Пусть /6-25/ и / ~ Л Л ^-> + оо, где . > — 1 . Тогда 
при р>т] 

Им Г ( f ^ r ^ ^ i ) ($РЛ(g) = Л» Re^>0 , | Im«|<ATRe^ 

где A" > 0 —произвольное число. 
4) Пусть /625/ и И т / ( 0 = 0. Если р> —1, то 

<->+оо 
,РсР 

г->оо 

„РоР 

HmzpSp/ = 0 при - 1 < р < 0 , R e z > 0 , 
г->оо 

limzpSp/==0 при p>0, |Imzj<ArRe2. 

Некоторые аналогичные утверждения доказаны также для 
обобщенных функций из пространства #•' (р). 

4. В другой 'работе Лавуан и Миара [42] исследовали асимп­
тотическое поведение 'преобразования Стилтьеса с показателем 
р в начале координат и на бесконечности, используя асимптоти­
ческую шкалу, содержащую логарифмическую функцию. 

Пусть f'(p), где рбС1, р=7- — 1, - 2 , . . . , —пространство 
обобщенных функций, сосредоточенных на [0, оо) и представи-
мых в виде 

f(t) = B{t) + Dt*g{t), 
причем suppgczfa, oo), a > 0 , функция g ^ ) ^ " " * - 1 суммируема 
и supp-£(^)c=[0, a]. 

Преобразование Стилтьеса обобщенной функции / G / ' (р) 
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определяется формулой 
[§рЛ(*)-= </(.'). (•*+*)'р~1>=-

оо 

= (B(t), (x+t)-^) +Z£i^^x+ty+-*-ig(t)dt. 
а 

Введем следующее определение. Пусть supp/c:[0, оо); 
будем писать, что 

/ (t) ~ At+ In"*., при t -> -J- О, 
где /г==0, 1, 2, . . . и v=fc — 1, — 2, . . . , если существуют такое 
число {xi}>0 и обобщенная функция R(t), supp^cz[0, g], что 

и 
X"4'1 Ы~пХ < R(t), Ф (-—) ) ->0 при Л,-> -+0 

для любой функции, бесконечно дифференцируемой в окрест­
ности [0, со). 

Пусть т, я.--О, 1,2,...; тогда по определению 
f(t)~At+m-1\nfit+ при t-y+0, 

если 
Хт 1п-в--Я, < # (О, . Ф (4") > -»-0 при А--> + 0 . 

Асимптотика преобразования С т и л т ь е с а с по­
ка зателем р. 

1) Пусть/е£'(р), /1=0, 1,2,...; v - t - 1 , -2 , . . . ;Re(p~v)>0. 
Тогда если 

f~Af+lnnt+ при /-»--|-0, 
то 

[Spf](x)~AB(v + \,p — v)xv-Plnnx при je-v-fO 
в обычном смысле. 

2) Пусть /б£'(р), »t. ««О, 1,2, . . . , Re(р + /и,-+-1)>0. Если 
/~Л^+ т _ 1 1п^ + при *-*+0, 

то 

[5°/](-*)-^Tir+VnP + U ^ - 0 - ' ' " " ^ ПРИ * - + -
в обычном смысле. 

3) Пусть /€/ '(Р) и 
• '/(t)=B(t) + Mt) 

где В (0—обобщенная функция с компактным носителем, 
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a / i (tf)— локально суммируемая функция, для которой 
fi(t)~Atvlnnt при t-++oo 

в обычном смысле. Если — l < R e v < R e p , то 
[Sp/I (х) ~ АВ (v -f 1, р — v) xv~p In» JC 

При JC -> + оо . 

§ 11. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАГЕРРА И ЭРМИТА 

Преобразование Лагерра обобщенных функций в связи с 
разложениями в ряды по многочленам Лагерра было рассмот­
рено Пата ком [51]. Для обычных функций это'преобразование 
определяется фо/рмулой 

со 

F (х) = j ФегЧЪ (t) f (t) dt, 
о 

где Lft(t) — обобщенный многочлен Лагерра. 
Пространство основных функций Sa,b- Пусть а ф ­

фиксированные действительные числа. Пространство Sa,b состоит 
из всех определенных на (0, оо) комплекснозначных бесконечно 
дифференцируемых функций ф (г.), удовлетворяющих неравенствам 

уа<к (ф) = sup | eaitk-bDt
kq> (t)\ < оо 

0 < / < о о 

при всех k = 0, 1, 2 , . . . . Топология в Sa,b порождается счетным 
семейством полунорм {ya>k}£L0. Пространство, сопряженное Sa,b, 
обозначим через S'a ь. Справедливы вложения Sc,b-^Sa,b и 
Sa>b-+S'cb при 0<а<с, а также 9)+-+Sa,b и'Sab^3)+

r.' 
Пусть /(£) —локально интегрируемая функция на (0, со), 

такая, что tae~atf (t) {in}_x (0, оо). Тогда /(t) порождает регулярный 
элемент /6S'ab по формуле 

ост 

</. Ф> --= J/( ' )Ф (*)-#» 4>£Sa,b. 
о 

Если а < 1 и а > 6 , то функция tae-atL%(t) является эле­
ментом Sa,b-

Преобразование Лагерра обобщенной функции f£S'ab опре­
деляется равенством 

an~*<f(t), ' ^ Ч ( 0 Ь г (6) 
Оценка. Пусть /6-Sau, где а > 1 / 2 , Ь> —\. Тогда приа>£ 

где С, С' и г не зависят от л. 
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Формула обращения. Пусть —< а < 1, а > £ > — 1 и 

00 

2 r (k + l) 
k-=0 

в смысле сходимости в S' b, где ап определяются формулой (6). 
Если воспользоваться формулами 

#2« (-0 = ( - \У&тт\Ь£1* (х2), 
Я2т+1 (*) --= ( - 1 ̂ ^ m U L J f ( ^ 

то можно получить в качестве частного случая преобразование 
Эрмита обобщенных функций. Оно определяется также форму­
лой (6) при а= ± 1/2. 

Формулы обращения. 1) Пусть —-<_<1, —j>b> 
> — 1 и fQS'a у Тогда в смысле сходимости в S'a b 

оо 

£f0£!r(k + 1/2)24* m r ; JK/ 

где 

*«=-</(')• -^е-'Я2я(КГ)>.. 

2) Пусть ----<а<1, — > £ > — 1 и f£Sa>y Тогда в смысле 
сходимости B S M 

^0kir(k+3/2)24 f t+2 2к+1КУ J JKJ 

где 
* « = < / ( * ) • e-W2n+l{t)). 

В работе Патака [51] на основе преобразования Лагерра 
была получена следующая формула обращения для преобразо­
вания Лапласа обобщенной функции f£S'a>b (см. § 1), опреде­
ленного равенством 

F(x)=(f(t), er**). 

Формула обращения. Пусть — < а < 1 , — 1<&<CL 
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Тогда в смысле сходимости в Sab 

со 

fe--=0 

где 
».«2 

(fl\Fw (l) 
w ki • 

§ 12. ОБОБЩЕННОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА, 
СОДЕРЖАЩЕЕ Dv (г) 

Обобщенное ^преобразование Лапласа вида 

F (z) = 2~v/2 jj е"2//2Л v (/S) / (t) dt, 
0 

где Dv(z) —-функция параболического цилиндра, распростра­
нена на обобщенные функции Саксеной [65]. При v = 0 это 
преобразование сводится к обычному преобразованию Лапласа. 

П р о с т р а н с т в о основных функций Wa.fi- Пусть 
а, (3-фиксированные действительные числа. Пространство 
Wa.p состоит из всех определенных на (0, оо) комплекснознач-
ных функций ф(^), удовлетворяющих неравенствам 

^ В * ( ф ) в SUP \^^(V^Ot)k<p{t)\<oo 
м ' 0<t<co 

при всех k=0, 1, 2, Топология в WaiB порождается счет­
ным семейством полунорм {Ya,p,k}"=0. Обозначим пространство, 
сопряженное VTa.pi через WH,$. 

Если Rep>0, Rez>0 , то 
w(zt) = 2~v/2e~zt/2Dv [УШ)&П.ъ. 

Т^а.р-преобразование обобщенной функции /(Walp определяет­
ся формулой 

F(z) = Wlxf= (f(t),w(zt)), Rez>of, 
af __абсцисса сходимости. 

Аналитичность . Функция F (z) аналитична при 
Re z > of. 

Формула обращения . Пусть /б№а'р и 
Ln,tF(z) = 

= (_1).7 zn+t -Dn{z~irD-n [zv/2[z~TF(z))\} __n-
r ( 4 + T + 1) *~* 

Тогда \imLn,tF(z)^f(t). 
П-УОО 
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П р е д с т а в л е н и е посредством Wa.p-преобразования-. 
Для того чтобы функция F (z) была ^^-преобразованием не­
которой обобщенной функции / при Rez~>of, необходимой 
достаточно, чтобы F (z) была аналитична при Rez>cry и су­
ществовала такая постоянная М, что 

оо 

^\Ln,tF\dt<M 
о 

при всех п = \, 2, 

§ 13. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ МЕЙЕРА 

1. Преобразование Мейера (обобщенное) для обычных 
функций имеет вид 

00 

F (z)^^ (zt)-k-V2e-ztf2Wll+y2)m(zt)f(t)dt, 
о 

где Wh +1/2,m {%) — функция Уиттекера. 
Патак [52] распространил это преобразование на обобщен­

ные функции. 
• 2. Пространство основных ф у н к ц и й Ja

k'm-
Пусть а—•действительное'положительное число, k я т — 'комп­
лексные числа. Введем обозначения 

К (х) = x-h-V2e-*/zWk+V2itn (х), 
Ai = t^D-4k+™Dt'-2™Dtk+m, у* = iZk-xD'4m'k'Dtl'2mDtm'k, 

t -
где D'x-—)••• dx в Ai и D~l=\ ... dt в vi-

oo 0 ( 

Пространство основных функций Ja'm состоит из всех комп-
лекснозначных бесконечно дифференцируемых функций y(t) 
на (0, оо), удовлетворяющих неравенствам 

9а'п (Ф) = sup | tk+meatAt
nq> (i) | < оо 

0</<оо 

для всех я = 0, 1,2. Топология в .J%,m .порождается счетным 
семейством полунорм {р2,/?}.-Г---о. Обозначим через Ja'm' простран­
ство, сопряженное fa"1. Справедливы -вложения ~ 2)+-+Ik

a'm и 

При любом фиксированном z, удовлетворяющем * условию 
Re z > а > 0, и при Rem >0 функция {zi^-^e-^Wk+yz.mizt) 
принадлежит Jk

a'm. 
Обобщенная функция /6-25+' допускает преобразование 

Мейера, если 'f£Ja'm' для некоторых чисел k;m, а. Для любой 
функции, допускающей преобразование; .;Мей;ера, существует 
такое действительное число of, что ,/б/|:т ' .цри всех a>of и 
fiJkam' при всех a<Of. 



Преобразование Мейера обобщенной функции /6 . /£ ж опреч 
деляется равенством 

•F(z)z=[Mk.mf\(z)=* (f(t),K(zt)), Rez>af. 
Аналитичность. Функция F(z) = Mk>mf аналитична при 

Rez>Of и для всех Й - 1 , 2 , 3 , . . . 
Dz"F(z)~(f(t),D2»K(zt)) 

при Rem>0. 
Формула обращения. Пусть f£.Jk

a'
m и F (z) = Mk,mf 

при Rez>af, Rem>0, Re (яг — k)>0 и Re&<l/2; кроме того, 
пусть /- — действительная переменная и с —любое фиксирован­
ное число, большее а. Тогда 

a-\-ir 

Г—>0О . - , 
a—ir 

в смысле сходимости в Ю+'. Здесь Mk_iy2, m {%) — функция 
Уиттекера. 

Е д и н с т в е н н о с т ь . Пусть F(z) = Mkitnf при Rez>Oj 
и 0(z)-Mkirng при Rez>Og. Если F(z) = G(z) при Re2> 
>max(«j/, (jg), то / = g в смысле равенства в .25/. 

П р е о б р а з о в а н и е операции Ai*. Введем на Jl'm' 
оператор (Ai*)r равенством 

k,m' тптЬ,т < (Ai*)r/, Ф > = < / . (Д<)ГФ > • /€ /« ' * , Ф6/ 
где г = 0, 1,2, Тогда при R^z>af 

Mk,m№*yf] = (-zyMk,m[f]. 
П р е д с т а в л е н и е п о с р е д с т в о м п р е о б р а з о в а н и я 

Мейера. Пусть Rem>0 и Re£<Re/?i< 1/2. Для того чтобы 
функция f(z) была преобразованием Мейера некоторой обоб1 

щенной функции, необходимо и достаточно, чтобы существова­
ла полуплоскость {z:Rez>b>0}, в которой F(z) аналитична 
и удовлетворяет неравенству 

\F(z)\<Pb(\z\), 
где Pb(\ z |) —многочлен относительно |..г|, зависящий от Ь. 

С т р у к т у р а сужения обобщенной функции 
feJa,m' на 3),. Пусть feJa'm'. Тогда для любой Ф(0655+ 

г Г t 

( / , Ф > = < - 2 V/ tk+me"<D? \gi (i) dt 
- - о L ; £ 

где gi(t)—ограниченные измеримые функции, определенные 
на (0, оо) и г<оо. 

3. В работах Бланко [24, 25] рассмотрено обобщенное 
преобразование Уиттекера, которое для обычных функций за-
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жисывается в виде 

F(z)J\(zt)№-*-*e-'<'WPft-a+iA?-i)Mzt)fWdt. 
о 

Это преобразование перенесено на обобщенные функции, для 
него доказан ряд теорем, включая теоремы абелева типа. 

4. В работе Тивари [72] обобщенное преобразование Лапласа 

F(х)-= J (xtye-axiWk+V2,m(xt)f (t)dt 
о 

перенесено на специальный класс обобщенных функций. 
Пространство основных функций Мс, а- Пусть 

с, d—действительные числа и 

bc,d\t)—\j.-d% 1 < 2 . < оо. 

Пространство Mc,d состоит из всех бесконечно дифферен­
цируемых функций ф'(0 на (0, оо), удовлетворяющих неравенст­
вам 

ic,d,k{y) = s\ip\b,c,d{t)(~-tDty(ty(t))\<oo 
0<t<oo 

при любом &==(), 1, 2, Топология в Ме,.а порождается 
счетным семейством полунорм {ic>d, k}£l0. Пространство, сопря­
женное Mc,d, обозначим через Mc,d-

При любом фиксированном х > 0 функция 
L{xt)-={xt)ler**Wk+mtm{xt) 

принадлежит Mc,d при с<1—/я.-|-3/2. 
Обобщенное преобразование Лапласа обобщенной функции 

/ОМ'а.ь определяется формулой 
F(x)=* {/(t),L(xt)). 

Гладкость. Функция F (х) бесконечно дифференцируе­
ма и 

F{k) {x)={f{t),D/L{xt)). 
Формула обращения. Пусть /&М'С d и F(х) — ее обоб­

щенное преобразование Лапласа, г —действительная перемен­
ная и а> 1. Тогда 

0+гг 

о—ir 
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в смысле сходимости в Ю+. Здесь 
со 

M(s) = [x~sF(x)dx, 
о 

Г / 3 3 
.3(5)= 2Fl[t — s-\-m-\-^, l — s~tn-\-j; 

/ / . , 3 1 М - -

§ 14. ОБОБЩЕННОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СТИЛТЬЕСА 

B работе Гхоша [35] обобщенное преобразование Стилтьеса 
вида 

со 

F (х) = ^ (х +-t)-ae{x+i)/2W%lll (x + t)f (t) dU 
о 

где W%ili (z) — функция Уиттекера, перенесено на обобщенные 
функции из класса Sa, введенного Пэнди [48]. При х4-1.1-== -/2 
и x - g = - l это преобразование переходит в обычное преоб­
разование Стилтьеса 

о 
П р о с т р а н с т в о основных функций Sa- Пространст­

во Sa состоит из всех комплекснозначных бесконечно диффе­
ренцируемых функций ф (t), определенных на (0, оо) и удов­
летворяющих условиям 

Yak(<P)= sup \(l + t)atbDtkq>(t)\<<x> 
0</<оо 

при всех k=0, 1,2, . . . , где а —фиксированное действитель­
ное число. Топология в Sa порождается счетным семейством 
полунорм {Ya.̂ JT-o' Пространство, сопряженное Sa, обозначим 
через Sa. Если f(t) — локально интегрируемая функция 
на (0, оо) и (l4--0-a/(0{in}-(0> °°)» т 0 /(*) порождает регу­
лярно обобщенную функцию в Sa по формуле 

00 

о 

Положим К(г, t) =\z -f t)-6e(z+')/2WHtVi(z + 0- Е с л и 

a < R e ( a - x ) , Re(|j—-oe-j-l/2)>0 и \aigz\<n, то при всех 
^==0, 1,2, . . . функция Dz

kK{z,t) принадлежит Sa. 
Обобщенное преобразование Стилтьеса обобщенной .функ* 
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ции f(t)eS'a определяется формулой 
F(z)=(f(t), K(z,t)). (7) 

Это определение имеет смысл, поскольку K(z, t)£Sa-
Аналитичность. Функция F(z) аналитична во всей 

комплексной плоскости z, исключая разрез вдоль (—оо,0], 
при условии a<Re(cr-x), Re(|A->e-}-l/2)>0, и вне разреза 
справедлива формула 

Fw{z)=<f{t)',Dx«K(z,t)). 

А с и мп то т и к а. Пусть функция F (х) определена форму­
лой (7), х>0 , a<Re(a—x). Тогда 

1) F{k) (x) = 0(x-k) при .х->-+0, если \i, x, а удовлетво­
ряют одному из следующих.условий: 

a) Rea<Re|—jA + —),Re[x>0, \i¥*0 и Re( ( i -x + | ) > 0 ; 
b) Recr<—, \i=0 и Re( — x+-ri)>0; 
c) Re(T<Re^-T-—), Rejx<0 и Re(ix—« + -g-)>0. 
2) F{k){x)=0{x*-a-k) при x->-fO, если Re(a-%)>0, 

RejKO, Re(^—x + j ) > 0 . 
3) /7(й)(л;)=0(л:и-ст-й) при JC-* -fO, если Re ( а - х ) > 0 , 

Repi>0, R e ( - i i - x + { ) > 0 . 
4) Fik)(x) = 0(xH~a-k) при л-^ + оо и Re ( х - а ) > 0 . 
5) F(fe) (.*:) = О (лгй) при JC-^ + оо и Re ( а - и ) > 0г 

c6<Re(a~-x). 
6) .F(й)(.*,) = О(.*:-*) при JC-^ + OO и Re(a — x)>0. 

Там же сформулированы условия, при которых F (x)£Sa-

§ 15. ^-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 

1. ^-преобразование было введено Эрдейи [33] для обыч­
ных функций, обладающих некоторыми дополнительными свой­
ствами, формулой 

. г F л ы - Г(Р + у+1) v 
[^!/J(X)———————-- X 

00 

xJ.(-*Opi^i(P + Y+l; os + P + Y+U ~xt)f(t)dt, 
. 0 - • . . . • - ' 

где iF1(a;,b\ z)—вырожденная гипергеометрическая функция* 
a, §, {gamma}-комплексные параметры. При a -=p= l . эта формула 
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сводится к обычному преобразованию Лапласа 
оо 

F (.*).= le-xtf{t) dt. 
о 

2. Pao [55, '56, 59 — 63] распространил это преобразование 
на обобщенные функции следующим образом. 

При каждом фиксированном z функция 
K(z, t) = 

где cr0<Re.2:<0, принадлежит '$*_. 
Обобщенная функция /(£)€~У допускает -/^-преобразова­

ние, если существует такое число а < 0 , что е~аf{£)&>+ . 
Наименьшая верхняя грань ot таких чисел называется абсциссой 
сходимости, а область Re z > c r i - областью сходимости -/^-пре­
образования. 

-F--преобразование F (z) обобщенной функции f{t), облада­
ющей указанными свойствами, определяется равенством 

F{z)= <«--*--/(*)- e^K(z, t)), 
где ас<ог2<а. 

Аналитичность . Функция F(z) = iFif аналитична при 
Rez>Oi и 

DzF(z)~(f(t), D2K(z, *)>• 
Формулы обращения. 1) Пусть F(x) = lFxf и supp/cz 

cz(0, оо). Тогда 

/ С)~Um г (р +7+ "—{alpha}) - - - н ^ / ^ - ^ Г л а + р + н " X 
X Я,» [*-?/* ( * ) ] | я 

в смысле сходимости в 3)/ при Re(p-t-/t-f l )>Rea . 
2) Пусть F(JC) = ! F I / при с<л :<оо , где с<0 , Ф(.г)-= 

= jx~zF(x)dx, c<o=Rez<<x> и 0<Re$-z+l )<Re(P-H4~l ) -
0 

Тогда 
a+ir 

a—ir 

в смысле сходимости в .25/. 
Е д и н с т в е н н о е т ь . Пусть F (х) = iFtf и G(х) = \Frg-

Если F(x) = G(x) для всех я из интервала (0, оо), то /===g 
в смысле равенства в $ / . 

105 

file:///Frg-


§ 16. МНОГОМЕРНОЕ ^-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 

Многомерное ^-преобразование было введено Pao [56]. 
П р о с т р а н с т в о основных ф у н к ц и й %а,ь- Пусть 

i = (tut2, ...,tn), a = (al,a2,...,an), Ь = фи b2, . . .,bn) — точки 
в R", 

(eflv4 0 < ^ v < oo, 
«f lv .» v ( ' v )= - | e Vv t — oo < * v < 0 , 

где v = l , 2 , . , . , / i , и 
и 

>«a,ft(0-=n>Cflv,»v(/v). 
v=l 

Пространство ^а,й состоит из всех комплекснозначных 
•бесконечно дифференцируемых функций ф(^) на R", удовлетво­
ряющих при любом неотрицательном целом kQRn неравенствам 

yk (Ф) = sup | %aib it) £>*ф (t) | < oo . 
/{in}Rre 

Топология в Ха,ь порождается счетным семейством полунорм 
{Yk}£Lo. Пространство, сопряженное £а,ь, обозначим через Ха,ь-
Пространства %а,ь и Ха,ь были введены Земанйном [15]. 
•Обобщенная функция /6-25' допускает -/^-преобразование, если 
-существует такая пара действительных точек a,bQRn(av<C 
<0<& v ) , что f&'a,b- Введем обозначение Qf={z:av<Rezv< 
<£ v , v = l , 2 , . . ../г}. 

i/7!—преобразование F (z) обобщенной функции f£%a,b 
определяется формулой 

Xi-^nPv+Yv + l; c-v-T-Pv + Yv-И; ~-2v^v)), x&f 
Это определение имеет смысл, поскольку 

00 

U(Zvtvf\Fl(f>v-{-yv-\-U otv + Pv + Yv + l ; —Zvtv)eXa,b 
. v=l 

при любом фиксированном значении z, где av < Re zv < ftve 
flv<0<&v, v = l, 2, . . .,/z.i 

Аналитичность. Функция F (z) = iF\f аналитична в Q̂ , 
и при любом \i = 1, 2, , . . , /1 

n 
£>*»F(z)= < / . ^ I I ( ^ v ) V i ( P v + Yv.+ l; Ov+Pv + Yv-f 1; 

— Z«jt"<i) / i .2c."-'/. 
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§ 17. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ, СОДЕРЖАЩИЕ 2F1(a,b;c;x) 

1. Pao [57] перенес на обобщенные функции преобразование 
со 

П*)- r^-v + 3/q- S^'fa-H- -•!-—- + 3/2; -|-)/(<)*, 
о 

где Re (2ц-]-1)>0. При ^-j-v = — ойо сводится к обычному 
преобразованию Стилтьеса 

00 

-* (-о-$-£&-«• 
О 

П р о с т р а н с т в о о с н о в н ы х ф у н к ц и й 5 а . Простран­
ство 5 а состоит из всех комплекснозначных бесконечно диффе­
ренцируемых функций Ф(/), определенных на интервале (0, оо) 
и удовлетворяющих условиям 

Yk(<P)== sup|*aDi*cp(7)|< со 

при любом ^ = 0 , 1 , 2 , . . . , где а < 0 —фиксированное действи­
тельное число. Топология в Sa порождается Счетным семейст­
вом полунорм {YkJkLo- Обозначим пространство, сопряженное Sa, 
через Sa. Справедливы вложения 3)+-+Sa->$+ и <8+'-*-§'а-+3)+, 
где ^ — пространство всех бесконечно дифференцируемых на 
(О, оо) функций, $/-пространство финитных обобщенных 
функций, сосредоточенных на (0, оо). 

Если if - a/(^)6_(0, оо), то / ( / ) порождает регулярную обоб­
щенную функцию в Sa по формуле 

оо - . 

< / . Ф> = $ / ( ' ) ¥ ( * ) - # . Фб5а. 
О 

Для комплексных значений z, не принадлежащих отрица­
тельной действительной полуоси, а < 0 и &—О, 1, 2, . . . 

Обобщенное преобразование Стилтьеса обобщенной функции 
f(t)£Sa определяется равенством 

F(z)=(f,Kv,y(z,t)) 
для значений г, не принадлежащих (-- со, 0]; а < 0 . 

А н а л и т и ч н о с т ь . Функция F (z) аналитична во всей 
комплексной плоскости z, исключая разрез вдоль (—оо,0] , 
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и для нее вне разреза справедлива формула 

Асимптотика. При положительных действительных зна» 
чениях х и k=О, 1, 2, . . . справедливо соотношение 

/?(й)(л:) = о (.*-*), л->оо, 
при условии |Л — v+-3/2-|-£=7-=0, — 1 , —2, . . . ; 0<l<k и а<0.. 

В этой работе содержатся также две абелевы теоремы для 
обобщенного преобразования Стилтьеса обобщенных функций 
ИЗ Sot-

Многомерное обобщение было дано Рао [56] аналогичным 
способом; для него были получены асимптотические оценки. 

Зрдейи [34] рассмотрел преобразование вида 
со . 

F(x)~^^F,(a, Ь; с; -Jf}f(t)dt 
о 

для обычных функций из Ла, ь (см. [5]), 
2. Обобщенное преобразование Стилтьеса вида 

00 ' . , 

о 

а+Р+.-И; —P)f(t)dt, 
изученное Иоши [40], было перенесено на обобщенные функции 
в работе Тивари [73]. 

Пространство основных функций fc.a- Пусть 
с, tf—произвольные действительные числа. Пространство fc,d 
состоит из всех комплекснозначных бесконечно дифференцируе­
мых функций Ф(/), определенных на (0, оо) и удовлетворяющих 
при А==0, 1,2,... неравенствам 

tk(9) = sup|6C)4--)(^^l/r-r;P(-:)l< оо, 
0<*<оо 

где 
7е, ! < * < со, 

V,4*) — (^, о < * < 1 . 
Топология в fed порождается счетным семейством полунорм 
{-k}kLo- Обозначим пространство, сопряженное fc,d, через 
f'cd' Для каждого фиксированного J C > 0 , <?<1/2 и <2> — 
—Р —1/2 функция 

, -7 (:;^?ff №,(m-ri,li+i;B+P+4+»; -Ь) 
принадлежит f c, d-
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Обобщенное преобразование Стилтьеса обобщенной функции 
f(t)£fCfdi с<1/2 , d>— p — 1/2, определяется равенством 

F(x) = (f(i), S(x, i )> , 0 < x < c o . 
Г л а д к о с т ь . Функция F(x) бесконечно дифференцируема и 

F{n) (x)= (f(t),Dx»S(x,t)). 
Формула обращения . Пусть fef'cd- Тогда 

o+ir 
/(*)=-lim { т(Ь+ 8-1-1)м&t-.' d0 П ) ; .S J r(a + s—p—1)r(p—s + 1)r(.5) as 

a—ir 

в смысле сходимости в 25/, где 

М 
оо 

(s) = [ xs~lF(x)dx. 

§ 18. G-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 

Для обычных функций G-преобразование формально опре­
деляется равенством 

#0, Ьд\ 
с d)f{t)dt< 

где /л., п, р, #--неотрицательные целые числа и 
Яр, bq 

оо / 

о V 

Пгп.р *• 
Up+q,m+n • Л 

-—G-функция Мейера. 
Патак и Пэнди [53] распространили это преобразование на 

обобщенные функции следующим образом. 
П р о с т р а н с т в о основных функций Ga,b- Пусть а, 

#—действительные числи, 

j - i y=i y=i 
n 

xII(^Dr^), 
7=1 

где D == — и D-1 = \ .. .dx/. 
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Пространство Ga,b состоит из всех комплексно значных бес­
конечно дифференцируемых функций ф (t) на (0, оо), удовлет­
воряющих неравенствам 

Уа,Ь,к (Ф) = Slip | U,b (О ЛЙФ (*)| < оо 
0<-?<со 

при всех k=0, 1,2,. . . . Топология в Ga,b порождается счетным 
семейством полунорм {уа,Й,4~=Q- Пространство, сопряженное Ga,b, 
обозначим через Gab. Справедливы вложения 3)+->Ga>b и 
G' ->23 ' 

При некоторых ограничениях на параметры функция k(xt) = 

, при фиксированном х>0 принадлежит 
пространству Ga,b-

С т р у к т у р а с у ж е н и я о б о б щ е н н о й ф у н к ц и и 
feGab на 3)+. Пусть f&G'aJ). Тогда для любой 4>(t)e3)+ 

t 

= Gm:p . xt 

</• Ф> = < 2 ( - 1 ) k^jk 

k=Q 
> ф ( 0 > . la,b(i)Dt*§gl{x)d% 

0 

где gi{t), i = \, 2 , . . . , m, —ограниченные измеримые функции 
на (0, оо), число т зависит от / и 

У=1 i = l y - l 

m 

y==l 

(/-преобразование обобщенной функции /€C?a b определяется 
равенством 

F{x)=s[Uf\{x)= ( f{t), k{xt)) , x>0. 
Г л а д к о с т ь . Функция F(x) = Qf дифференцируема при 

x>0 и 
- " W - s < / W . Dxk{xt)) 

при некоторых ограничениях на параметры G-функции. 
Формула обращения. Пусть / 6 - ^ 6 , F(x)=Gf, При 

подходящих ограничениях на параметры 

\im\Gn
Piq,m+n(tx ~ЬГ ~*>)F{x)dx=f(f) (8) 

V{to}oo w \ Clni —'t-m/ 0 

в смысле сходимости в пространстве 
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Е д и н с т в е н н о с т ь . Пусть F(x) = Gf и H(x) = Gh. Если 
F(x) = H(x) при хуО, то f=h в смысле равенства в 3)+'. 

Отметим, что при некоторых значениях параметров форму­
ла (8) переходит в формулы обращения для преобразования 
Ганкеля 

F(x) = (f(t), Jv{2V~x~i)), 
преобразования Харди 

F (х) = < / (t), cos anfv (xt) 4- sin arcFv (̂ c/) > , 
обобщенного преобразования Харди 

F(x)=(f,t), ( ^ ) v + 2 V 2 ( l ; l + « , 1 + a + v; —~), 
У-преобразования 

F(x)= (f(t), Yv[2Vxi)), 
Н-преобразования 

F(x)= </(*), H v ( j / - K ^ ) > , 

где Jv{x), Yv(x) — функции Бесселя, Hv(^)—функция Струве. 

§ 19. ДРУГИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

B работе Мак—Брайда [44] было продолжено изучение 
операторов обобщенного дробного интегрирования в некоторых 
пространствах обобщенных функций. 

B. К- Вебер [6] построил пространства основных и обоб­
щенных функций, инвариантные относительно интегрирования 
дробного порядка. В этих пространствах рассмотрены опера­
ция свертки и преобразование Фурье, а также уравнения типа 
свертки. 

В работе Агравала [20] рассмотрено преобразование типа. 
преобразования Лапласа, где экспонента e~xt заменена функ­
цией Бесселя третьего рода, 

Пространство -S/(R+
n), аналогичное 5/(0, оо), использо­

ванному при введении преобразования Стилтьеса (см. [48]) 
было построено Патаком [50]. 
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