
Алгебра и логика, 2 3, № 6 ( 1 9 8 4 ) , 605 -623 

УДК 5 1 9 . 4 8 

СВОБОДНЫЕ КОММУТАТИВНЫЕ КВАЗИРЕГУЛЯРНЫЕ АЛГЕБРЫ 

И АЛГЕБРЫ БЕЗ КВАЗИРЕГУЛЯРНЫХ ПОДАЛГЕБР 

В. А . АНДРУНАКИЕВИЧ, Ю. М. РЯБУХИН 

Светлой памяти 

Анатолия Ивановича Мальцева 

Все рассматриваемые алгебры - ассоциативные алгебры над некоторым 

фиксированным (основным) полем £ ^ . 

Напомним, что алгебра R называется квазирегулярной, если она явля­

ется группой относительно присоединенного умножения 

£0у - х + у - ay, ( 1 ) 

т. е. для любого элемента % 6 / ? существует присоединенно обратный эле­

мент £ $ , однозначно определяемый равенством 

ч гг*= г*г. ( 2 ) 

Из ( 1 ) , ( 2 ) вытекает, что класс С% всех квазирегулярных алгебр 

можно рассматривать как многообразие алгебраических систем (см, \ _ \ \ ) , 

получаемых обогащением структуры обычных алгебр с помощью дополнительной 

операции взятия присоединенно обратного элемента, связанной с основными 

операциями тождеством ( 2 ) . 
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Квазирегулярные алгебры привлекали внимание многих математиков ( и 

не только алгебраистов). Тем не менее о многообразии fft и его под­

многообразиях известно очень мало. По-видимому, наиболее известны теоре­

мы Коне о конструкции свободной алгебры всего многообразия и теоре­

ма Валицкаса о том, что если в квазирегулярной алгебре есть хотя бы одно 

нетривиальное *квазирегулярное* тождество, то в этой алгебре справедливо 

и некоторое обычное .тождество. 

В настоящей работе мы применим конструкцию алгебр присоединенных 

дробей из для построения свободных коммутативных квазирегулярных ал­

гебр, а затем применим эти алгебры для характеристики противоположного 

класса алгебр - алгебр без (ненулевых!) квазирегулярных подалгебр. При 

этом мы будем считать известными основные определения и результаты о б ­

щей теории многообразий алгебраических систем (см. £ l ] ) и структурной 

теории (см. , например , QsQ). 

§ 1 

С каждой алгеброй А мы будем связывать алгебру 

А = А±Ф* - [a+<xt\aeAt *еФ], 

{а,-ы, 1)+{аг+«г 0=(а+а2) + Ы,+<*г) U 

/ ) (а 2+ог г / ) = (a,a£+oc,a/or£af) + Ьс,<*г) /, 

т. е. алгебру А , получаемую присоединением единицы / внешним об ­

разом к алгебре л . Ясно, что /4 - идеал в 

Еще раз применяя ( 3 ) , легко получаем в силу ( l ) , что 

( 4 ) 

для любых CL . А из ( 2 ) и ( 4 ) с очевидностью вытекает, что 

алгебра Д квазирегулярна тогда и только тогда, когда для любого 

элемент {—&• обратим в алгебре А 

Пусть алгебра А является подалгеброй некоторой квазирегулярной алгеб­

ры R . Тогда из ( l ) , ( 2 ) легко вытекает, что в А справедливы услов— 
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( 5 ) 

Hbie тождества: 

а°6 -а*с 6 = с, 
а°$ = c°S а = с. 

Усилим условия, налагаемые на алгебры А и R : квазирегулярная 

алгебра называется алгеброй присоединенных дробей для , если 

А - подалгебра алгебры А7 и для любого £ £ Л? найдутся такие 

А , что з (квазирегупярной!) алгебре % справедливо равенство 

, т . е . 

R-A'A^iu'f* \aJeA]. ( 6 ) 
В частнссти, если cLy QG.A то элемент ° В1 € Л ? тоже должен 

бь1Ть представлен в указанном виде. Поэтому из ( 6 ) , ( l ) , ( 2 ) вытекает, 

что в алгебре А справедливо соотношение 

d,etA - * 3aJs.A\d°a = е*ё'. т 
Говорим, что алгебра А удовлетворяет присоединенному условию Орэ, 

если в А справедливы соотношения (5) и (7) . 

Из основных результатов работы вытекает 

ПРИСОЕДИНЕННАЯ ТЕОРЕМА ОРЭ. Д л я а л г е б р ы Л с у -

ш е с т в у е т ( к в а з и р е г у п я р н а я ! ) а л г е б р а 

п р и с о е д и н е н н ы х д р о б е й т о г д а и т о л ь к о 

т о г д а , к о г д а А у д о в л е т в о р я е т п р и с о е д и ­

н е н н о м у у с л о в и ю О р э . П р и э т о м е с л и / j - а п -

г е б р а п р и с о е д и н е н н ы х д р о б е й д л я а л г е б р ы 

А , т о д л я л ю б о г о г о м о м о р ф и з м а ^ . ' А *'Q, 

а л г е б р ы А в л ю б у ю к в а з и р е г у л я р н у ю а л г е б ­

р у ^ с у щ е с т в у е т и п р и т о м е д и н с т в е н н ы й г о -

м о м о р ф и з м Д —» Q а л г е б р ы A в Q . п р о д о л ж а ю ­

щ и й ip ( п о п р а в и л у : <p(u«S ) в <р(й)°[<Р(6)\ ) • 
В ч а с т н о с т и , а л г е б р а fl п р и с о е д и н е н н ы х 

д р о б е й д л я а л г е б р ы ^ е д и н с т в е н н а с т о ч ­

н о с т ь ю д о и з о м о р ф и з м а , т о ж д е с т в е н н о г о 

н a h 

file:///aJeA
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В коммутативном случае алгебры присоединенных дробей для алгебры А 

легко связываются с алгебрами 'обычных' дробей для алгебры А . 

А именно, заметим сначала, что справедлива 

ЛЕММА 1. П у с т ь а л г е б р а ^ к о м м у т а т и в н а и 

S = /-A = [/-a\aeA}. ( 8 ) 

Т о г д а S я в л я е т с я м у л ь т и п л и к а т и в н о з а м ­

к н у т о й п о д с и с т е м о й в к о м м у т а т и в н о й а л -

г е б р е А с в н е ш н е п р и с о е д и н е н н о й е д и н и ­

ц е й / и с л е д у ю щ и е у т в е р ж д е н и я р а в н о с и п ь -

н ы : 

а) а л г е б р а Л у д о в л е т в о р я е т п р и с о е д и н е н ­

н о м у у с л о в и ю О р э , 

б) а л г е б р а ^ я в л я е т с я п о д а л г е б р о й н е к о ­

т о р о й к в а з и р е г у п я р н о й к о м м у т а т и в н о й а л ­

г е б р ы , 

в) а л г е б р а А и з о м о р ф н о в к л а д ы в а е т с я в 

н е к о т о р у ю к в а з и р е г у л я р н у ю а л г е б р у ^ ? , 

г ) в с е э л е м е н т ы и з «9 н е я в л я ю т с я д е л и -
А * 

т е л я м и н у л я в а л г е б р е / \ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Мультипликативная замкнутость системы S выте­

кает из ( 4 ) " ( 8 ) . Импликации а)=ф> б ) = ф в)очевидны, в силу присоединен­

ной теоремы Орэ, так как алгебра присоединенных дробей коммутативной ал­

гебры является коммутативной квазирегулярной алгеброй. 

в) г ) Пусть алгебра А изоморфно вкладывается в некоторую квази­

регулярную алгебру $ . Производя отождествление (см. , например, £ l , 

с, ^ ^ ) ' м ы можем считать, что А - подалгебра алгебры А? . Но тогда 

и ^ - подалгебра алгебры л? согласно ( 3 ) , Между тем, в сипу квази­

регулярности алгебры А7 , для любого % £ А? элемент /— Ъ обратим в 

алгебре А? ^* . Поэтому в силу (8) все элементы из S не являются дели­

телями нуля в алгебре А7 ^ . Н о тогда они не являются делителями нуля и 

в алгебре А . 

г) = ^ а) Пусть все элементы множества S не являются делителями нуля 

в алгебре А • Тогда для любых Q С € А в силу ( 4 ) получаем : 

Поэтому в алгебре А выполнены соотношения (5 ) . Но тогда л удовлетворя-
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/IV- { * ( / - Л " | zeA*, Ш]. 

ЛЕММА 2. П у с т ь к о м м у т а т и в н а я а п г е б р а / 4 

у д о в л е т в о р я е т п р и с о е д и н е н н о м у у с л о в и ю 

О р э , Т о г д а а л г е б р а л S д р о б е й с о з н а м е ­

н а т е л я м и и з я в л я е т с я к о м м у т а т и в ­

н о й л о к а л ь н о й а л г е б р о й . Е е н а и б о л ь ш и й 

с о б с т в е н н ы й и д й я. л 

( 1 0 ) 

я в л я е т с я к в а з и р е г у п я р н о й а л г е б р о й - а л ­

г е б р о й п р и с о е д и н е н н ы х д р о б е й д л я а л г е б ­

р ы Л 
Действительно, по построению и в силу сказанного выше, все элементы 

из 0 обратимы в алгебре Д О . Поэтому для любого SeA при -

соединенно обратный элемент f) существует в алгебре 

AS « 
в силу ( 1 ) , ( 2 ) . ( 9 ) и ( 1 0 ) . Но тогда в алгебре A S 

а°$*= (a-#)(/-Sf ( I D 
для любых CtfS € А . Сравнивая ( 1 1 ) , ( 1 0 ) и ( 6 ) , получаем в си­

лу присоединенной теоремы Орэ, что AS - алгебра присоединенных 

дробей для алгебры ^ 

Остается учесть хорошо известную связь между идеалами алгебры А 
A*Q"f 

и идеалами ее алгебры дробей л О , заметив, что для любого идеа­

ла J в л соотношения » / равносильны. 

ет присоединенному условию Орэ, так как справедливость соотношений ( 7 ) 

с очевидностью вытекает из коммутативности алгебры А • 

Учитывая доказанную лемму, допустим, что коммутативная алгебра 

удовлетворяет присоединенному условию Орэ, т. е . имеет алгебру Д при­

соединенных дробей. Тогда, в силу леммы 1. S= /~ А - мупьтипликатив-

но замкнутая система неделителей нуля в алгебре /4 . Но тогда по обыч— 

ным классическим правилам (см. , например, ^4, с. 61-62J ) мы можем 

построить коммутативную алгебру дробей 

( 9 ) 
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ТЕОРЕМА 1. П у с т ь % - п р о и з в о л ь н ы й н е н у ­

л е в о й к а р д и н а л , - п о л е р а ц и о -

Я — 
н а л ь н ы х д р • б е й о т м н о ж е с т в а ( м о щ н о с ­

т и ^ ) к о м м у т и р у ю щ и х п е р е м е н н ы х , т. е. п о ­

л е д р о б е й а л г е б р ы м н о г о ч л е н о в — Я^^/~^\ 
о т т о г о ж е м н о ж е с т в а п е р е м е н н ы х . Т о г д а 

п о д м н о ж е с т в о 

свободным членом, к ,^ ,бфГТ 3 ] 

многочлены с нулевым 

( 1 2 ) 

я в л я е т с я к в а з и р е г у л я р н о й п о д а л г е б р о й 
а л г е б р ы ~ а п г е б р о й п р и с о е д и н е н н ы х 

д р о б е й д л я с в о б о д н о й к о м м у т а т и в н о й а л ­
г е б р ы К.** с м н о ж е с т в о м /3/ с в о б о д н ы х п о ¬ 

Я Я р 
р о ж д а ю щ и х . П о л у ч е н н а я а л г е б р а Л ^ , я в л я ­

е м с я с в о б о д н о й к в а з и р е г у л я р н о й к о м м у ­

т а т и в н о й а л г е б р о й с т е м ж е м н о ж е с т в о м 

с в о б о д н ы х п о р о ж д а ю щ и х . Б о л е е т о г о , 

(Cf - с в о б о д н а я к в а з и р е г у л я р н а я а л г е б р а 

( с о д н о й с в о б о д н о й п о р о ж д а ю щ е й ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть К — К„ - свободная коммутативная ал­

гебра с заданным множеством 7~— свободвых порождающих, т. е. идеал 

алгебры многочленов , состоящий из всех многочленов с нулевым 

свободным членом. Тогда К^—Ф\Т\ - коммутативная алгебра с единицей 

/ и без делителей нуля. Поэтому,, в силу лемм 1, 2, алгебра /С име¬ 

ет алгебру К = К# присоединенных дробей, причем справедливо равенство 

( 1 2 ) . л 

В частности, /С^ - коммутативная квазирегупярная алгебра, являющая­

ся подалгеброй алгебры &ц . л 

Мы должны доказать, что / \ - свободная квазирегулярная коммутативная 

алгебра с множеством Т свободных порождающих. Это означает, согласно 

основным определениям общей теории многообразий алгебраических систем 

(см. ft, с. 3 1 2 - 3 1 5 ] ) , что 

1) £ - квазирегулярная коммутативная алгебра; 

2 ) К порождается как квазирегупярная алгебра указанным подмножест-
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вом 7~ , т. е. наименьшей квазиоегулярной подалгеброй в К. , содержащей 

7" , является вся алгебра К. \ 

3) для любой квазирегулярной коммутативной алгебры Q любое отобра­

жение В » 7" —*" Q, продолжается до гомоморфизма (р ' К ^Q, , 

Но вьшолнение требования 1) мы уже доказали, а выполнение требования 

2 ) легко вытекает из Ц ) , ( 2 ) , ( 1 1 ) , ( 1 2 ) , так как К ~ свободная ком­

мутативная алгебра с множеством / свободных порождающих, а К - ее 

алгебра присоединенных дробей. 

Пусть О,- произвольная квазирегупярная коммутативная алгебра. Возь­

мем любое отображение . По построению, К - свободная 

коммутативная алгебра с множеством 7" свободных порождающих. Поэтому, 

в силу коммутативности алгебры U , отображение продолжает­

ся до гомоморфизма (DI К *" Qi алгебры К в алгебру Q, , Но ал­

гебра Q квазирегулярна. Поэтому, в силу присоединенной теоремы 

Орэ, гомоморфизм (рК *Q продолжается Д° гомоморфизма 

(plK—*- Q алгебры К в алгебру Q . Ясно, что 

построенный гомоморфизм ф продолжает заданное отображение 0 и потому 
/~ 

выполнено и требование 3 ) . Следовательно, свободная кваэирегуляр-

ная коммутативная алгебра с заданным множеством 7~ свободных порождаю-

ших. 

Остается рассмотреть случай Ц, = / . Н о любая однолорожденная ал­

гебра коммутативна. Поэтому - свободная алгебра (с одной свободной 

порождающей). Но тогда, повторяя проведенное выше рассуждение, получаем, 

что К. - свободная квазирегупярная алгебра (с той же свободной порождаю­

щей). Теорема доказана. 

СЛЕДСТВИЕ 1. П у с т ь к в а з и р е г у л я р н а я а л г е б -

р а Л п о р о ж д а е т с я к а к к в а з и р е г у л я р н а я а л -

г е б р а о д н и м э л е м е н т о м . Т о г д а Л? - к о м м у т а ­

т и в н а я а л г е б р а г л а в н ы х и д е а л о в . Б о л е е т о ­

г о , н е н у л е в ы м и и д е а л а м и а л г е б р ы Л? я в л я ­

ю т с я т о л ь к о е е с т е п е н и . Б о л е е т о г о , л и б о 

Л , л и б о А? - к о н е ч н о м е р н а я н и л ь п о т е н -

т н а я а л г е б р а и Rvbt^XJ^ j д л я н е к о т о р о ­

г о ц е л о г о ч и с л а /71 ^ / 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу теоремы 1, А? - гомоморфный образ алгеб-



3. А Ак^рунакиевич, Ю. М. Рябухин 

Л 
;•>'•• -л,, •• поя ной v-.ioor^ пярной алгебры с одной свободной порождающей, 

А 

(Т - ненулевой идеал в , 
А 

достаточно дог.я.."1~ъ. что если «у - ненулево;- :>..!•: л и ч / Г , , ю или 

т о аелого /Н * ч' сгваведливы соотношения 

. /•-•?; " А / « А , , Kjy^KjK, . ( 1 4 ) 
А 

В гад. Ц З ) , «спи ?- ненулевой элемент алгебры , то найдутся 

:'i-'-;ie многочлены 4- ^f* \ jjfj , ненулевой элемент о£б9^ и целое 

'Голо ft~&i , ".то справедливо равенство 

При этом из определения равенства для дробей легко вытекает, что натураль-
А 

ное число ГЬ из ( 1 5 ) определяется ненулевым элементом £ € однознач­

но. Учитывая это, положим 0(t)~fl/' ^ 
• Возьмем любой ненулевой идеал Ц алгебры /С/ , Тогда, по построе­

нии:, множество | 0{'Ъ) \ £ • £ » ' \ Ъ ̂ 0\ натуральных чисел непусто и потому 

ямеет наименьший элемент. Пусть это будет 

т = т;'л,\р[7.)\ъеJ, г?о}. ue) 

По лостроению, /7£ - полое ччело, ГЦ. ^ / . 

В силу ( 15) , ( 1 6 ) , существуют такие 7^ ( Д £ C<̂ J и такой 

ненулевой об̂  6 , что 

v ^ X - ^ J M ^ " ' 6 * ( 1 7 ) 

А 

Зафиксировав элемент ^ , возьмем любой ненулевой 2/ € /̂ С^ такой, что 

~ ГЬ~% - Тогда, представляя элемент % в виде ( 1 5 ) , получаем 

в силу ( 1 3 ) , ( 1 5 ) , ( 1 7 ) , А из ( 1 6 ) и ( 1 8 ) с очевидностью следует, что 
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для любого ненулевого элемента % € К соотношения 

равносильны. Поэтому справедливо первое из соотношений (, 14 ) . 

Остается заметить, что нипьпотентная алгебра 7(у/К.^ порождается 

одним элементом как алгебра, так как все ниль-алгебры являются квазирегу­

лярными алгебрами. 

СЛЕДСТВИЕ 2 . Е с л и к в а з и р е г у л я р н а я к о м м у ­

т а т и в н а я а л г е б р а ^ ? п о р о ж д а е т с я к а к к в а ­

з и р е г у п я р н а я а л г е б р а к о н е ч н ы м м н о ж е с т ­

в о м э л е м е н т о в , т о о н а н б т е р о в а , т, е. у д о в ­

л е т в о р я е т у с л о в и ю м а к с и м а л ь н о с т и д л я и д е ­

а л о в . П о э т о м у д л я л ю б о г о и д е а л а «7 а л г е б ­

р ы ^ н а й д е т с я т а к о е к о н е ч н о е п о д м н о ж е с т -

в о { ^ | / ^ « / ^ } . 4 T O . 7 = S ^ A ? . 

Действительно, в силу теоремы 1, А? - гомоморфный образ алгебры 
л 

для некоторого конечного ft, в / . Н о согласно классическим теоре¬ 

мам в этом случае алгебра ~ Яг [j!^4„.f£^\ и все ее алгебры дробей -

нётеровы. Поэтому алгебра /С = /( § удовлетворяет условию макси¬ 

мальности для идеалов. Остается заметить, что все идеалы алгебры К^ 

являются идеалами и в в силу ( 3 ) . 

СЛЕДСТВИЕ 3. Д л я к в а з и р е г у п я р н о й а л г е б р ы 

р а в н о с и л ь н ы у с л о в и я : 

а) А? - н и л ь - а л г е б р а ; 

б) л ю б а я п о д а л г е б р а а л г е б р ы А? к в а э и р е -

г у л я р н а ; 

в) л ю б а я к о м м у т а т и в н а я п о д а л г е б р а а л ­

г е б р ы R к в а э и р е г у л я р н а ; 

г ) д л я л ю б о г о э л е м е н т а # £ А? с у щ е с т в у е т 

т а к о й м н о г о ч л е н € Kj ~ ^ Ф C^J > ч т о д л я п р и ­

с о е д и н е н н о о б р а т н о г о э л е м е н т а 1 с п р а в е д -

л и в о р а в е н с т в о 

%*~f%l%)l ( 1 9 ) 
д) а л г е б р а К] н е в к л а д ы в а е т с я и з о м о р ­

ф н о в а л г е б р у 7? ; 
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е ) а л г е б р а Кг н е в к л а д ы в а е т с я и з о м о р ­

ф н о в а л г е б р у Л? • 

ж) R- а л г е б р а и ч е с к а я а л г е б р а 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Импликации а)ия^ с ) = ^ в) = ^ г) очевидны, так как 

все однолорожденные алгебры коммутативны и все ниль—алгебры квазкрегу-

лярны. Очевидны и импликации ж ) е ^ д ) = ^ е ) . 

г ) = ^ ж) Пусть 1G.R и для многочлена ^ 6 Kj~iФ справедли­

во равенство ( 1 9 ) . Ясно, что многочлен ̂ —'t'f ~ ~f" ~ ~£ ненулевой. Кро¬ 

ме того, в силу ( 1 9 ) и ( 2 ) f (Z) = tf(t)~/(Z)~ Z = Z~l*= 0 
А из этого вытекает, что Ъ — алгебраический элемент. 

л 

e j e i ^ a ) Пусть алгебра /Сл не вкладывается изоморфно г» алгебру % , 

Возьмем любой и продолжим отображение i—Z до гомоморфизма 

(р' Кj * R . Это можно сцолать в силу теоремы 1, По условию, об ­

раз этого гомоморфизма является квазирегулярной подалгеброй, не изо¬ 

морфной алгебре . Поэтому, в силу следствия 1, он является конечно-

lepHoi; пнльпотентной алгеброй. Но тогда и элемент нильлотентен, т. е. 

R - ннль-алгебра. 

Из следствия 3 вытекает хорошо известный результат об алгебрах над 

nec40'rH:.ivn полями (см. , например, \j5 , с. 3 8 - 3 9 | ) . 

СЛЕДСТВИЕ 4. П у с т ь к в а з и р е г у л я р н а я а л г е б ­

р а / ? и м е е т р а з м е р н о с т ь (jU/fTV R с т р о г о м е н ь ­

ш у ю м о щ н о с т и о с н о в н о г о п о л я 9 ^ ( н а п р и ­

м е р , а л г е б р а А ? к о н е ч н о - п о р о ж д е н а и л и 

с ч е т н о - п о р о ж д е н а к а к а л г е б р а , а п о л е cfo 

н е с ч е т н о и л и а л г е б р а Л ? к о н е ч н о м е р н а , а 

о с н о в н о е п о л е б е с к о н е ч н о ) . Т о г д а ^ -

н и л ь — а л г е б р а . 

Действительно, возьмем любое конечное множество {е£-^,с^,... ,<£^"| по­

парно различных ненулевых элементов из . Свяжем с этим множеством под-
J л 

N.HOVKeCTEO в алгебре К . Тогда как легко видеть это 
1 Й • • * * А 

подмножество является линейно-независимой подсистемой в алгебре /Cj . По­

этому dUnKf I . Н о тогда если cU/Tl R < | Я^] , то ал­

гебра /л« не вкладывается изоморфно в алгебру R и потому R - ниль-

алгебра в силу следствия 3 . 
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В связи со следствиями 1, 2 возникает вопрос: не являются ли квази— 

регулярные коммутативные алгебры, конечно-порожденные как квазирегупяр-

ные алгебры, нётеровыми потому, что они конечно-порождены как алгебры? 

Ответ отрицателен. А именно, справедливо 

СЛЕДСТВИЕ 5. Н и о д н а и з с в о б о д н ы х к в а э и р е -

г у л я р н ы х к о м м у т а т и в н ы х а л г е б р К# н е п о ­

р о ж д а е т с я к а к а л г е б р а н и к а к и м с в о и м к о ­

н е ч н ы м н е п у с т ы м п о д м н о ж е с т в о м . 

Достаточно рассмотреть случай • # = / , 

Возьмем любое конечное непустое подмножество I / j *^/77^ в 

алгебре /\ j . В силу теоремы 1 и по построению алгебры дробей, каждый 

элемент Q . ф О однозначно записывается в виде несократимой дроби Л. = 

~i/T• • ) • Строим множество Р , состоящее из / и всех простых 

(неприводимых) многочленов вида Р~ f~V't/
 . являющихся делителя­

ми хотя бы одного из многочленов / — J^Q. • • 

71 J 

По построению, множество f-> конечно. Поэтому найдется такой простой 

многочлен = {~"bh/Q с ?Ьдф 0 , что Р • Зафиксируем его. 

Строим подалгебру ^ ? = < Г ^ - } / ^ J •S/7Z !> алгебры / \ , порожден­

ную заданным конечным множеством элементов. Из правил сложения и умно­

жения для дробей легко вытекает, что если £ € Q , ^ФО, и несократи­

мая запись дроби имеет вид ^ — 2 ^ ( / ~ ° @ ' т ° в с е 

простые делители многочлена f ~иО, лежат в Р . Но, по построению, 

дробь (£q~uJDq несократима и единственным простым делителем многочле­

на pQ=f — i/fcsQ является сам ^С? , причем /^p^f. Р • Поэтому 

ф04 £ • х о т я > очевидно, Kj. 

Следовательно, алгебра К j не порождается как алгебра никаким своим 

конечным непустым подмножеством. 

СЛЕДСТВИЕ 6. К в а з и р е г у п я р н а я а л г е б р а R я в ­

л я е т с я к о н е ч н о м е р н о й н и л ь п о т е н т н о й а л г е б ­

р о й т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а о н а у д о в л е 

в о р я е т у с л о в и ю м а к с и м а л ь н о с т и д л я п о д а л ­

г е б р . 
Действительно, алгебра /С^ не удовлетворяет условию максимальности 
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дпя подалгебр в силу следствия 5. Поэтому, в силу следствия 3, если 

квазирегупярная алгебра R удовлетворяет условию максимальности дпя под­

алгебр, то R- ниль-апгебра. Но тогда алгебра R нильпотентна, как и лю­

бая другая ниль-алгебра, удовлетворяющая условию максимальности для пра­

вых (левых) идеалов. Еще раз применяя условие максимальности для подал­

гебр, получаем, что R-конечно-порожденная нильпотентная алгебра, т, е. 

конечномерная нильпотентная алгебра. 

§ 2 

Перейдем теперь к алгебрам без (ненулевых) квазирегулярных подалгебр. 

Интерес к таким алгебрам вызван тем, что они являются одновременно и ал­

гебрами полупростыми в смысле Джекобсона (т. е. подпрямыми произведени­

ями примитивных алгебр) и алгебрами без нильлотентных элементов (т. е. 

подпрямыми произведениями алгебр без делителей нуля), А эти классы ал­

гебр уже привлекали и продолжают привлекать внимание многих авторов (под­

робнее см. , например, £ з ] ) . 

При изучении алгебр без квазирегулярных подалгебр большую роль играет 

понятие спектра элемента. Напомним это понятие. 

Пусть А - произвольная алгебра и А ~ А + — соответствующая 

ей алгебра с внешне присоединенной единицей / . Спектром элемента CL 

алгебры А называется множество 

= ^ е ^ б Ф \ { 0 } 1 элемент tJ-i — CL необрат им в алгебре Д ^ \ ( 2 0 ) 

Из ( 2 0 ) легко вытекает, что алгебра А квазирегулярна тогда и толь­

ко тогда, когда все ее элементы имеют пустой спектр. 

Напомним, что Ki = ~&^fo^i~\ ~ свободная однопорожденная алгеб-

pa, Д - свободная квазирегулярная алгебра с той же свободной порождаю­

щей , Jfcj _ алгебра рациональных дробей от одной пере­

менной, т. е. алгебра дробей алгебры многочленов К. ( и алгеб-

Л 1 

ры Кj ). При этом, согласно теореме 1, /Cj — алгебра присоединенных 

дробей для алгебры и подалгебра алгебры , и справедливо равен­

ство ( 1 3 ) . 

TEOFEMA 2. С л е д у ю щ и е у т в е р ж д е н и я о б а л ­

г е б р е ^ р а в н о с и л ь н ы : 

а) а л г е б р а Л н е и м е е т к в а з и р е г у л я р н ы х 

п о д а л г е б р " . 



Свободные коммутативные квазирегулярные алгебры 617 

н е и м е е т к в а з и р е г у л я р н ы х 

б) в с е н е н у л е в ы е к о м м у т а т и в н ы е п о д а л ­

г е б р ы в А н е к в а э и р е г у л я р н ы ; 

в) а л г е б р а А н е и м е е т н и л ь п о т е н т н ы х 

э л е м е н т о в и н е с о д е р ж и т п о д а л г е б р , и з о — 

м о р ф н ы х а л г е б р е Kf ', 

г ) в с е н е н у л е в ы е к о м м у т а т и в н ы е п о д а л ­

г е б р ы а л г е б р ы А я в л я ю т с я п о д п р я м ы м и 

п р о и з в е д е н и я м и п о л е й * 

д) д л я л ю б о г о н е н у л е в о г о э л е м е н т а аеА 

с у щ е с т в у е т т а к о й м н о г о ч л е н р^ £ /Cj , ч т о 

е ) а л г е б р а А 

п о д а л г е б р . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Эквивалентность первых четырех утверждений лег­

ко вытекает из теоремы 1 и следствия 3. Нужно только заметить, что лю­

бой нипьпотентный элемент порождает квазирегулярную (нильпотентную!) под­

алгебру,, и вспомнить, что коммутативные алгебры без (ненулевых) квазире— 

гулярных идеалов — это в точности подпрямые произведения полей, так как 

примитивные коммутативные алгебры являются полями. 

д ) = ф а] Пусть в /1 есть квазирегулярная подалгебра 

Возьмем любой ненулевой элемент 3 . Тогда для любого ненуле­

вого ъС£ и любого многочлена р(tf)€/('j все элементыо£ *р($) при­

надлежат квазирегулярной подалгебре В и потому для них существуют при­

соединенно обратные элементы [рС ^р{$)^ . Но из этого вытекает, что 

все элементы &с/—р($) обратимы в алгебре А в силу ( 2 ) , ( 4 ) . 

В силу ( 2 0 ) , ^ (р{$)) — ф для всех многочленов p&Kj 
в ) = ф д ) Пусть в алгебре А нет нильпотентных элементов, но есть 

такой ненулевой элемент $ , что для любого многочленар(£) € 

спектр элемента р(&) пуст _ 

Допустим, что Q - алгебраический элемент. Тогда подалгебра 

алгебры А > порожденная заданным элементом $ , будет конечномер­

ной коммутативной ненулевой алгеброй без нильпотентных элементов, т. е. 

конечной прямой суммой некоторых алгебр, являющихся полями. В частности, 

алгебра с единицей 6 . По построению, Q**pltf)s*g2^L Q 

для некоторого р £ Kj , Поэтому, в силу выбора элемента 

— ф. В частности, / (G) , т . е . элемент /—£ обратим в ал-
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гебре А • Но тогда из равенства В~В вытекает равенство В{"/~0^ 

— Q , а потому и равенство В —О . Противоречие. 

Следовательно, элемент S не алгебраический. Это означает, что ал­

гебры и Ку изоморфны: отображение —*3 продолжается до изо­

морфизма ф\ Kj —*• <6> алгебры Ку на алгебру действ уюше— 

го ло правилу <р (р(£))=р ( 
Но, в силу выбора элемента $ , все элементы р(имеют пустой 

спектр, и потому все элементы / ~р(&) обратимы в алгебре А . При 

этом , очевидно, подалгебра £.~р($)} (/~^(3)) \~fi 9^^t ^ ~ ком¬ 
мутативная подалгебра алгебры А • Выделяя в этой подалгебре подмно­

жество , получаем, в силу теоремы 1 

и присоединенной теоремы Орэ (можно использовать и "обычную* теорему 

Орэ для коммутативных алгебр дробей), что В - алгебра присоединенных 

дробей для алгебры и изоморфизм (01 К.—*<",*^продолжается до иэо-

морфизма tp '. Кj * В * 

В результате в алгебре А нашлась подалгебра В , изоморфная ал¬ 

гебре Ку „ т.. е. утверждение в) для алгебры А несправедливо, если 

для этой алгебры несправедливо утверждение д ) . 

a^i. ^ е) Пусть $ - квазирегулярная подалгебра алгебры А . По 

построению (см, ( 3 ) ) , А — идеал в А и А /А&еФ Но гомоморфный 

образ квазирегулярной подалгебры сам является квазирегулярной подалгеброй, 

и в алгебре Ф нет (ненулевых!) квазирегулярных подалгебр. Поэтому при 

естественном гомоморфизме подалгебра Jj пере­

ходит в нуль, А это означает, что В — подалгебра в А . 

В результате оказалось, что у алгебр А и А одни и те же квази­

регулярные подалгебры. 

СЛЕДСТВИЕ 7. П у с т ь о с н о в н о е п о л е Ф а л г е б р а ­

и ч е с к и з а м к н у т о . В э т о м с л у ч а е а л г е б р а ^ 

н е и м е е т к в а з и р е г у л я р н ы х п о д а л г е б р т о г ­

д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а л ю б о й е е н е н у л е ­

в о й э л е м е н т и м е е т н е п у с т о й с п е к т р . 

Действительно, пусть Q gA , CL fO, Р^-Ку и jCfflCD) Ф ф . 

Последнее означает, в сипу ( 2 0 ) , что элемент необратим в 

алгебре А ^ Для некоторого ненулевого ОС £ * ^ . Зафиксировав этот 
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из 
элемен-

ненулевой сС , получаем, что рфй и потому многочлен p(i) - ос (с 

ненулевым свободным членом ос ) не является константой. Поэтому, в си­

лу алгебраической замкнутости поля , имеем p(tf)"~QO=jQ(tf~^t),., 

, . * Д*"1 некоторых ненулевых J& , £ *Ф , Но тогда 

необратимости» элемента р(&)~с£/ вытекает, что хотя бы один из 

тоъ CL ~ / необратим в алгебре А , т. е . р£,(&.)ф ф . Остается-

применить теорему 2. 

СЛЕДСТВИЕ 8. П у с т ь а л г е б р а ^ и м е е т р а з м е р ­

н о с т ь duTL А , с т р о г о м е н ь ш у ю м о ш н о с т и \ ^ ^ \ 

о с н о в н о г о п о л я eft . В э т о м с л у ч а е а л г е б ­

р а / 4 н е и м е е т к в а з и р е г у л я р н ы х п о д а л г е б р 

т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а в А н е т н и л ь ­

п о т е н т н ы х э л е м е н т о в . 

Это с очевидностью вытекает из теоремы 2 и следствия 4. 

СЛЕДСТВИЕ 9. Т е л о н е и м е е т к в а з и р е г у л я р ­

н ы х п о д а я г е б р т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г ­

д а о н о а л г е б р а и ч н о . В ч а с т н о с т и , е с л и о с ­

н о в н о е п о л е *jn а л г е б р а и ч е с к и з а м к н у т о , т о 

о н о б у д е т е д и н с т в е н н ы м с т о ч н о с т ь ю д о и з о ­

м о р ф и з м а т е л о м б е з к в а з и р е г у л я р н ы х п о д ­

а л г е б р . 

Действительно, если алгебра А является телом, то алгебра $у изомор­

фно вкладывается в А тогда и только тогда, когда алгебра /Су изоморфно 

вкладывается в А • Остается учесть теоремы 1, 2. 

СЛЕДСТВИЕ 1.О. А л г е б р а и ч е с к а я а л г е б р а Л н е 

и м е е т к в а з и р е г у л я р н ы х п о д а л г е б р т о г д а и 

т о л ь к о т о г д а , к о г д а о н а н е и м е е т н и л ь п о -

т е н т н ы х э л е м е н т о в . П р и э т о м ^ б у д е т п о д -

п р я м ы м п р о и з в е д е н и е м а л г е б р а и ч е с к и х т е л . 

П о д п р я м о е п р о и з в е д е н и е а л г е б р а и ч е с к и х 

а л г е б р б е з н и л ь п о т е н т н ы х э л е м е н т о в я в л я ­

е т с я п о д п р я м ы м п р о и з в е д е н и е м а л г е б р а и ч е с ­

к и х т е л и н е и м е е т к в а з и р е г у п я р н ы х п о д а л ­

г е б р . 

Действительно, подпрямое произведение алгебр без кваш регулярных под­

алгебр само является алгеброй без квазирегулярных подалгебр, алгебраичес­

кая алгебра без делителей нуля является телом и алгебра 


