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З А Д А Ч И Т Е П Л О П Р О В О Д Н О С Т И 

В. Ф . КРАВЧЕНКО, Г . А . НЕСЕНЕНКО 

В в е д е н и е . Известно, что метод граничных интегральных уравнений широко применяет­
ся для изучения нестационарной теплопроводности в твердых телах [1]. Многие практически 
важные задачи математической физики приводят к необходимости исследования решений син­
гулярно возмущенных уравнений параболического типа, в том числе решений краевых задач, 
поставленных для таких уравнений [2] в областях с подвижными границами, на которых за­
даны нелинейные граничные условия типа Стефана — Больцмана [3]. 

В данной работе предлагается и обосновывается метод определения иогранслойного асим­
птотического разложения решения T(x,t) сингулярно возмущенной краевой задачи 

dT/dt = ед2Т/дх\ (ж, О G М% = {(x,t) : kt < х < N2(t), 0 < t < 1 } , ( I ) 

Т(ж, t) = TQ = const, t = + 0 , 0 < х < iV 2 (0) , (2) 

dT(x,t)/dx = -yT\x,t), x = ftt, 0 < t < 1, (3) 

dT(x,t)/dx = 0, x = N2(t), 0 < t < 1, (4) 

где e = afll~2 — малый безразмерный параметр, a — коэффициент температуропроводно­
сти, Т и Н —соответственно временной и пространственный масштабы, Т 0 , 7 , & — п о с т о ­
янные, N2{t) — непрерывная функция, х и t — безразмерные переменные, к > 0. 

Спецификой рассматриваемой задачи является малость параметра е > 0 (обусловленная 
либо малостью временного масштаба Т, либо малостью коэффициента температуропровод­
ности а, либо большим пространственным масштабом Я , либо малостью всего комплекса 
аТН."2) и нелинейность краевых условий (3) на подвижной, линейно изменяющейся во време­
ни границе области Mt. 

Будем искать асимптотическое разложение решения T(x^t) краевой задачи (1) — (4) в 
предположении, что выполнено условие принадлежности точки с координатами (x,t) погра­
ничному слою подвижной, линейно изменяющейся во времени границы области Мг [2]: 

х - kt ~ 0(ер), р > 1. (5) 

Важность изучения погранслойных асимптотических разложений решений сингулярно воз­
мущенных задач теплопроводности типа (1) — (4) вызвана тем обстоятельством, что именно 
в пограничных слоях твердых тел возникают динамические напряжения, которые могут при­
водить к разрушению конструкционных материалов [4]. 

Найдем, гюгранслойную асимптотику решения T(x,t) краевой задачи (1) — (4) , используя 
асимптотическое разложение функции Грина r(x,t\y,s) соответствующей линейной краевой 
задачи и учитывая нелинейные краевые условия (3) , при помощи метода граничных интеграль­
ных уравнений. В работе [2] найдено и обосновано погранслойное асимптотическое разложение 
при е —> 0 функции Грина Г(х,1;у,з) линейной краевой задачи, соответствующей задаче (1) 
— (4) , но с нелинейными подвижными границами. Из полученного в [2] результата следует, 
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что если одна из границ области Mt линейно изменяется во времени, то при выполнении усло­
вия (5) и в предположении, что отрезок прямой, соединяющей точки с координатами ( х , 0 ) и 
(#,£) , не имеет общих точек с графиком функции N2(s) при 0 < s < t, для функции Грина 
r(x,t;y>s) имеет место асимптотическое разложение вида 

Г(хЛ\у,в) 

- A e x p j M l ^ l e r f c f ^ 

(а: + у - 2ks}2 , - ks) 
+ — " — " — -

Ae(i - з) 

(в) 

Следуя идеям метода граничных интегральных уравнений, представим решение T{x,i) 
краевой задачи (1) —- (4) в интегральной форме, предполагая, что p(i) — неизвестная функция: 

Т(х\ t) = Т0~е j Г(ж, *; Ь , a)p(a)d$. (7) 

Чтобы найти уравнение для неизвестной функции р(£), подставим правую часть соотношения 
(7) в нелинейные краевые условия (3) . Тогда, учитывал (6) и действуя так, как указано в [5], 
получаем нелинейное граничное интегральное уравнение 

Г } ( k2(t~s)} p(s)ds к } . ( к / ч , 1 4 

О v 4 7 о 

Положив для упрощения дальнейших выкладок 

нелинейное граничное интегральное уравнение (8) приведем к виду 

t 

p(t) ~^7^1 —£ У е х р | 

(8) 

(9) 

(Ю) 

1. О п р е д е л е н и е а с и м п т о т и ч е с к о г о разложения р е ш е н и я н е л и н е й н о г о гранично­
го и н т е г р а л ь н о г о у р а в н е н и я . Уравнение (10) решаем методом последовательных прибли­
жений [5], отыскивая для каждого приближения его асимптотику: 

Г [ Г k2(t~s)} pn„{(s)ds к f „ fk (t-s)\ , ч , l 4 

1,2,-

Полагая po (0 = 0, имеем p\(i) ~ 7 при e ~> 0. Тогда 
( i i 

Г ' f * 3 ( < - л ) 1 F)ds к Г . /к f(t-s)\ , Г 

0 0 
(12) 

Найдем асимптотики для каждого из интегралов /,• (% = 1,2), стоящих справа в (12). Асим­
птотика интеграла 1Г имеет вид 

» 
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где постоянная с > 0 и не зависит от е. Асимптотика интеграла 12 находится аналогично. 
Применив при этом интегрирование по частям, находим 

12 = у£/к + 0(ехр[-с/е]), (14) 

где постоянная с > 0 и не зависит от е. Подставляя теперь (13) и (14) в (12), получаем 
асимптотическое равенство 

а ( * ) в ~ 0 7 [ 1 - 7 е / * + О(ехр[-с/ £ ])] 4 (15 

из которого с точностью до экспоненциально малых слагаемых вытекает асимптотическое 
соотношение вида ps(£) ~ 7[1 — (s/k)pi(t)]4^ е —> 0. Тогда нетрудно сделать вывод, что 
справедливо рекуррентное соотношение (рп = pn(t) ~ const) 

(16) 

Докажем справедливость этого соотношения, используя метод полной математической индук­
ции. Для п 2 справедливость (16) следует из (15). Пусть соотношение (16) справедливо для 
какого-нибудь натурального числа п, покажем, что оно справедливо для п+1. Действительно, 
подставляя (16) в (11) , имеем 

Pn+i ~ 7 1 - 1 -
е \ Г х ' 9 { — 4 Г " ) 

ds 

= 7 1 - 1 Pn-1 
\ 

1 ~ j Т = 7 
1 " к Р п 

, е - 0. (17) 

Согласно доказанной в [5] сходимости метода последовательных приближений для решения 
нелинейного интегрального уравнения типа (10) при малых значениях "времени" t (это соот­
ветствует малым значениям параметра е > 0 ) , имеем асимптотическое разложение решения 
p(t) граничного нелинейного интегрального уравнения (10) вида 

P(t) ~ Рп ~ 7 ] Г й ° ' £ ! ' е °> (18) 
г-О 

где все коэффициенты а,- асимптотического разложения вычисляются в явном виде, Заметим, 
что так ка,к по условию Г 0 = const, то щ = const. Например, а0 = 1, аг = -~4-у/к, а2 — 
rr 227 2 / fc 2 . 

2 . П о г р а н с л о й н о е а с и м п т о т и ч е с к о е ра зложение р е ш е н и я и с с л е д у е м о й с и н г у л я р ­
но в о з м у щ е н н о м нелинейной краевой задачи. Для определения, погранслойного асимпто­
тического разложения решения T(x^t) исходной нелинейной сингулярно возмущенной краевой 
задачи (1) — (4) подставим правые части асимптотических равенств (6) и (18) под знак инте­
грала в (7) . Далее, учитывая (9) , запишем следующее асимптотическое равенство: 

T(x,t) - ks) 
/ 0 - в7'Т0 ) / exp< - V~7 V > — F = F = : = = V ~ / E R T C — r - r ~ -

h Ц l 4 e ( * - s) j / т г ^ - s) 2eJ \2y/i(t-s) 

oo 
(19) 

t=0 
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Найдем погранслойное асимптотическое разложение интеграла Вх. для чего введем в рассмо­
трение новую независимую переменную W = (х — ki)2/(4e(t - s)). Тогда 

(х ~- kt) Г (х — Ы)к 
оо W* 

Bi ~ -•—~i=r-~- ехр 
•>/5г2е { - ^ } [ / - / ] Ч - 4е 

о о 

1_ 1 dW_ 

где И7* = (ж - ktfl{Aet). 
В дальнейшем будем использовать известное соотношение [6] 

/ x * " e x p { ~ ^ 4 ^ 2 ( f ) 
"/2 

ехр | 7Ж 

где АГг, — функция Макдональда [6]. 

2у'/3 7 

С помощью (21) первое слагаемое, стоящее справа в (20), можно переписать так 

\х~ы)щ2 

/ И ' - ^ е х р Г 
4е W J (ж - kt)k I 2е J 

(20) 

f2i: 

(22) 

Для второго слагаемого из правой части (20) справедлива оценка вида: 

< 

w 

[ v/~3/2 

J 
0 

Г(х - * о а ' -3/2 , 
ехр< — 

(ж — kt)k 
4е 

Ч - [ $ Ч г й ] ' т а } / « - " ' - 0 ( - ' [ - ; ] ) - < я> 
с > 0 и не зависит от е. 

Учитывая (22) , (23) и (20), получаем асимптотику интеграла Вг в виде 

Вх = {2fk) е х р { - ( ж - kt)k/e}[\ + 0 ( е х р [ - ( с / е ) ] ) ] , Е - 0, (24) 

причем постоянная, с > 0 не зависит от е. 
Приступая к нахождению асимптотики интеграла fi2) воспользуемся интегрированием по 

частям, получаем 

к /* six - 2fc* + Ь ) Г (я: - Ь ) 2 ] , 
(25) 

Сравнивая подынтегральные выражения, стоящие в равенствах (20) я (25), видим, что 
они отличаются только сомножителями при экспоненте. Поэтому асимптотика интеграла 
В2 находится точно так. же, как находилась асимптотика интеграла, В\, с использованием 
эталонного соотношения (21) и оценки типа (23): 

в 2 = 
к Г (х - kt)k) I f f ] , ,Х7Л 

X exp-v 
f {x~kt\ky 1 

А; Г ( » - * r t ) f e l 
— P Y T 1 < — ~ — — > 2 £ ^ e X P 9 c 

{x — ki)x (x — fc£)3& 

ху/'-к r~(x -~ kt 2e 

+ v x l _ _ + _ 
X ехр i 2c 1 ( e x p H D - Ь х р { - — £ — } [ ! + o ( e x p H l ) . , c - 0 , (26) 
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постоянная с > 0 и не зависит от е. 
Подставив (24) к (28) в правую часть равенства (19), получаем искомое погранслойное 

асимптотическое разложение решения T(x,t) краевой задачи (1) — (4) вида 

Г ( х , 0 . ~ 0 Г о - ^ e x p { - ^ ^ } g a , . ^ . (27) 

Итак, доказана 
Т е о р е м а . Пусть выполнено условие (5) принадлежности точки с координатами (x:i) 

пограничному слою линейно изменяющейся во времени границы области Mt и пусть от­
резок, соединяющий точки с координатами (ж,0) и (&*,(), не пересекает при 0 < s < t 
графика функции N2($) и к > 0. Тогда при е —» 0 справедливо погранслойное асимптоти­
ческое разложение решения T(x,i) нелинейной сингулярно возмущенной краевой задачи (1) 
— (4), задаваемое асимптотическим равенствол1 (27), где коэффициенты разложения аг-
вычисляются в явном виде. 

Например, 

a 0 = 1; аг - - 4 7 Г 0

3 / * ; а2 = 2 2 T 0 V / * 2 - (28) 

3. О б с у ж д е н и е р е з у л ь т а т о в . 
А, Поскольку нами найдены в явном виде первые три коэффициента погранслойного асим­

птотического разложения решения T(x,t) нелинейной сингулярно возмущенной краевой за­
дачи (1) — (4) , то можно убедиться в том, что найденное погранслойное асимптотическое 
разложение решения T(x.}t) удовлетворяет нелинейным краевым условиям (3) с точностью до 
членов порядка 0(е2) включительно. Действительно, используя (27), (28) и учитывая, что 
полученные при помощи метода Лапласа асимптотические разложения можно дифференциро­
вать [7], запишем такое асимптотическое равенство: 

&T(x,t)/dx\s=ki = 7 Т 0

4 [1 - 4T 0 V/Ar + 2 2 Г 0

6

7

2 £ 2 / * 2 + 0(е% (29) 

С другой стороны, 

7 № , t ) U ] 4 = j[T0 - The/k + 4 T 0

7

7 V / * 2 + О (в3)}4 = 7 [ 7 * - 4 7 T 0

7 e/ fc + 2 2 ^ V / * 2 + 0(е3)}. 
(30) 

Сравнивая правые части равенств (29) и (30), убеждаемся в том, что с точностью до чле­
нов порядка 0(е2) включительно найденное погранслойное асимптотическое разложение удо­
влетворяет нелинейным краевым условиям (3) . Поскольку рекуррентное соотношение (18) 
позволяет определять в явном виде коэффициенты а,- для любого индекса г, то способом, 
аналогичным приведенному выше, можно найти асимптотическое погранслойное разложение 
вида (27) для любого порядка г, а затем аналогично изложенному выше убедиться в том, что 
это разложение удовлетворяет нелинейным граничным условиям (3) с точностью до членов 
порядка 0(ег) включительно. 

Б, Определенное в данной работе погранслойное асимптотическое разложение, задаваемое 
формулой (27), объясняет, почему в качестве критерия принадлежности точки с координатами 
(x,t) пограничному слою подвижной линейно изменяющейся во времени границы области Mt 

выбрано соотношение (5) . Действительно, если выполнено (5) , то справедливо асимптотиче­
ское равенство вида 

(х - kt)k/e = (1/е)0(ер) = 0(ер"г) = 0(е9), о > 0, (31) 

и тогда сомножитель ехр{ — (х — kt)k/e} при достаточно малых значениях параметра е > 0 
не является экспоненциально малым.. А это означает, что второе слагаемое в правой части 
(27), определяющее вклад нелинейных граничных условий (3) краевой задачи (1) -— (4) в 
асимптотику решения T(x,t) при малых значениях параметра е, является сравнимым (более 
точно, одного порядка) с числом Г 0 , при помощи которого в краевой задаче (1) — (4) заданы 
начальные условия. Если же выполнено условие 

x - k t = 0(er), 0 < г < 1 , (32) 
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то (с > 0 и не зависят от в ) справедлива оценка вида 

ехр{-(а? - kt)k/e} = 0(ехр[---е/£ л ~ г ]) = o(aN), (33) 

где N —- любое положительное число, из которой следует, что в случае выполнения для точки 
(x,t) условия (32) вклад нелинейных граничных условий (3) в асимптотику решения T(x,t) 
краевой задачи (1) — (4) пренебрежимо мал. Именно в силу приведенных выше соображе­
ний соотношение (5) взято в качестве критерия, определяющего принадлежность точки (хЛ) 
пограничному слою нелинейной сингулярно возмущенной краевой задачи (1) — (4) . 

В. В работе [8] исследовалось асимптотическое разложение решения нелинейкой сингулярно 
возмущенной краевой задачи (1) — (4) в случае, когда (в обозначениях данной работы) для 
точки (x,t) выполнялись условия (32). 

Полученный в [8] результат качественно согласуется с асимптотическим разложением (27), 
но в силу соотношения (33) этот результат описывается асимптотическим равенством вида 

Г(ж, t) ~ 7о + 0 ( е х р [ - с / е ] ) , е 0, (34) 

Следует подчеркнуть, что в [8] для получения (34) использовался стандартный метод Ла­
пласа [7], в котором в качестве эталонного интеграла брался интеграл вида 

оо 

j х* exp{-x2}dx. (35) 
О 

В настоящей работе в качестве эталонного интеграла используется интеграл, стоящий 
слева в равенстве (21). Невозможность использования при определении пограислойного асим­
птотического разложения решения T(x,t) в качестве эталонного интеграла вида (35) (и, сле­
довательно, необходимость использования интеграла из (21)) вызвана тем обстоятельством, 
что в случае выполнения условия (о) стационарная точка s0 функции 

S(s) = (яг - ks)2/{t - s) (36) 

при € ~~> 0 сливается с концом интервала интегрирования в интегралах, стоящих справа в 
(19): s0 ~ ij е ~+ 0. При этом, как видно из (36), функция S(s) при s — t имеет полюс. 
Именно поэтому в случае выполнения условия (5) для вычисления асимптотик интегралов В\ 
и В2 (следовательно, и для вычисления погранслойной асимптотики решения Т(ж, t)) нельзя в 
качестве эталонного интеграла выбирать интеграл (35), а надо использовать интеграл из (21). 
Таким образом, предложенный нами новый подход определения асимптотик интегралов Вх и 
В2 можно рассматривать как модификацию метода Лапласа [7] на случай слияния стационар­
ной точки, функции, стоящей в показателе экспоненты, с концом интервала интегрирования, 
в котором эта функция имеет полюс. Заметим, что подобные модификации метода стацфазы 
описаны в работе [9]. 

Г, Полученное в данной работе погранслойное асимптотическое разложение, определяемое 
формулой (27) — это "классическое" асимптотическое разложение [10], так как его коэффи­
циенты а,; вычисляются в явном виде и не зависят от малого параметра а > 0. Необходимо 
отметить, что в работах других авторов, посвященных определению асимптотик решений син­
гулярно возмущенных краевых задач, поставленных для уравнений параболического тина [11], 
находятся "обобщенные" асимптотические разложения решений этих краевых задач [10], так 
как в указанных работах коэффициенты разложений представлены в виде интегралов, завися­
щих от малого параметра. 

Д, Предложенным способом можно находить асимптотические разложения решений более 
сложных сингулярно возмущенных нелинейных краевых задач нестационарной теплопровод­
ности, а именно: при произвольных начальных условиях T(xA)\t~Q ~ Т 0 (ж), в пограничных 
слоях нелинейно изменяющихся во времени подвижных границ, в многослойных областях, а 
также для дифференциальных уравнений параболического типа с нелинейными тепловыми 
источниками (подробнее см, в [12]). 
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