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А.В.Иванов 

О ВНУТРЕННИХ ОЦЕНКАХ ПЕРВЫХ ПРОИЗВОДНЫХ РЕШЕНИЙ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ 

НЕРАВНОМЕРНО ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ И НЕРАВНОМЕРНО ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ ОБЩЕГО ВИДА 

Хорошо и з в е с т н о , что оценки максимума модуля первых п р о и з ­

водных решений квазилинейных эллиптических и параболических 

уравнений в т о р о г о порядка занимают важное место в теории к л а с ­

сической разрешимости краевых з а д а ч для э т и х уравнений ( с м . [ I ] , 

{2.1t М ) • в данной р а б о т е будут обсуждаться лишь вопросы, к а ­

сающиеся, т а к называемых, внутренних оценок максимума модуля 

первых производных, которые устанавливаются во в с е й о б л а с т и о п ­

р е д е л е н и я дифференциального уравнения в предположении, ч т о а п р и ­

ори и з в е с т н ы значения первых производных на границе этой о б л а с ­

т и . 

Рассмотрим в ограниченной области О евклидова п р о с т р а н ­

с т в а Ей уравнение 

Рассмотрим в цилиндре уравнение 

к ) з д е с ь и ниже в с е г д а п р е д п о л а г а е т с я суммирование по воем 

дважды встречающимся и н д е к с а м . 
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- I 

- u t + J \ 4 ( x , t , a , u x ) и ч = ft ( x , t , a , a x ) с А ^ ? А Д ( о . з ) 

п р е д п о л а г а я , что при в с е х X , и лю­

бых р » ( р 4 , . - - , р и Л 

XlX,t,tL,p)§*4 J \ i i ( X , t , U , p ) 5 i l J . Xix,t ,u,p)>o. ,(°«*) 

В с л у ч а е равномерно эллиптических ( р . э . ) и равномерно п а р а ­

болических ( р . п . ) у р а в н е н и й , т о - е с т ь , при условиях 

f ^ . ( X ^ l ^ C ^ с - c o r * * , , ( 0 * 5 ) 

и 

Xix,t,u,p)l* 4 Л-ь. u , t ,u,p) i t l j &cX(x,i,u,p)5*, c-conit,(o,6) 

(и при X(,x,t,u,p) =1PI 2 , I U H ) внутренние о ц е н к и | U x l для 

решений < д х ) и Щ Х , 1 ) ( для которых пгОХ i a i 4 М ) к ) э т и х 

уравнений были установлены О.А.Ладыженской и Н.Н.Уральцевой ( с м . 

[ l ] , [ 2 ] ) , Обобщения этих р е з у л ь т а т о в на неравномерно э л л и п т и ­

ческие ( н . э . ) и неравномерно параболические ( н . п . ) уравнения в и ­

д а ( 0 . 1 ) и ( 9 . 5 ) были предприняты в р а б о т а х [ 3 ] - [ б ] . 

В р а б о т а х [ 3 ] - [ 5 ] оценки l u C o x l U ^ I т ^ установлены для н . э . 

у р а в н е н и й , группирующихся вокруг конкретных у р а в н е н и й , связанных 

с известными геометрическими или вариационными з а д а ч а м и . Поэтому 

выделение допустимых к л а с с о в н . э . уравнений в [ 3 3 - [53 с в я з а н о 

с (большей или меньшей) конкретизацией структуры уравнений вида 

( 0 . 1 ) . 

^ У с л о в и е m,&/u 11А1 4 М впредь б у д е т п р е д п о л а г а т ь с я - д л я 

любых рассматриваемых решений .уравнений ( 0 . 1 ) в ( 0 . 3 ) , так к а к 

условия ( 0 . 2 ) и ( 0 . 4 ) формулировалась в предположении, что 11! 14М, 

^ З д е с ь и ниже речь идет лишь о внутренних оценках mcut Ш х | 

( в указанном выше с м ы с л е ) . 
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В р а б о т е [ б ] выделение допустимых к л а с с о в н . э . и н . п . у р а в ­

нении, с в я з а н о с ограничением произвола вхождения переменных X 

и 11/ в коэффициенты уравнений , причем чем больше с т е п е н ь н е ­

равномерности р а с с м а т р и в а е м о г о у р а в н е н и я , тем более жесткими 

с т а н о в я т с я условия вхождения аргументов х и U в коэффициен­

ты и % . В определенном смысле , у с л о в и я , полученные в [ б ] 

при установлении оценки m A / X l U x | , соединяют условия Ладыжен­

ской и Уральцевой для р . э . и р . п . уравнений ( в несколько о с л а б ­

ленном в и д е ) с хорошо известным классическим р е з у л ь т а т о м об 

оценке IUft/ь I U X 1 для решений уравнений с коэффициентами, 

не зависящими о т X и U> , 

A j t u x m i ( j =%и9), - v ^ i j = ^ t , t u (o.7) 

(для которых, к а к и з в е с т н о , оценка т А Ф IVt xl у с т а н о в л е н а б е з 

к а к и х - л и б о ограничений на р о с т 5 £ ы и % при 1 р | - * > о о ) . 

Однако, у с л о в и я , найденные в [ б ] не являются точными, по 

крайней м е р е , для тех н . э . и н . п , уравнений , которые не являют- 1 

ся слишком близкими к р . э . и р . п . уравнениям. 

В настоящей р а б о т е п р е д л а г а е т с я некоторый подход для у с т а ­

новления оценки lUCVtllLxl для решений н . э . и н . п . у р а в н е н и й , 

при помощи которого у д а е т с я существенно расширить (по сравнению 

с [б] ) произвол вхождения переменных X и U в коэффициенты 

А- и % н . э . и н . п . уравнений вида (0.1) и (0.3) при у с л о в и и , 

что последние имеют не слишком малую с т е п е н ь неравномерности . 

В случае же параболических уравнений вида (0.3) с X c x , t , t t , р ) ? 

удовлетворяющим при д о с т а т о ч н о больших |р| условию 

AlX,t,U,,p)<• i~^2(t»wn*t), р е з у л ь т а т ы работы 1 6 1 существенно у с и ­

лены з д е с ь для любых н . п . уравнений (и, в ч а с т н о с т и , для р . п . 

у р а в н е н и й ) . 

Полученные в данной р а б о т е условия на коэффициенты 

при которых возможна оценка I U , X | , отличаются следующими 



I -

особенностями . В эллиптическом с л у ч а е эти условия з а в и с я т о т 

степени неравномерности уравнения и ухудшаются ( х о т я и не т а к 

р е з к о , к а к в [ б ] ) при увеличении степени неравномерности у р а в ­

нения ( 0 . 1 ) . Длй^уравнений эти условия не совпадают с условиями 

Ладыженской и Уральцевой и уступают им . В параболическом случае 

большая ч а с т ь полученных условий не з а в и с и т о т степени н е р а в н о ­

мерности уравнения ( 0 . 3 ) . При этом в с л у ч а е возрастающих (при 

i p i ~* OQ ) X э ти условия не п е р е х о д я т для р . п . у р а в н е ­

ний в условия Ладыженской и Уральцевой и уступают им. В случае 

X , убывающих (при i p i - * o o ) б ы с т р е е , чем ^,р,а , п о л у ч е н ­

ные условия являются существенно более широкими чем условия п р и ­

надлежности уравнения ( 0 . 3 ) к т а к называемому, к л а с с у (JL) 

С.Н.Бернштейна . 

Для большей наглядности мы проиллюстрируем полученные р е ­

з у л ь т а т ы на примере ч а с т н о г о к л а с с а изучаемых в данной р а б о т е 

уравнений , а именно, - к л а с с а н . э . и н . п . уравнений вида ( 0 . 1 ) 

и ( 0 . 3 ) , коэффициенты которых имеют степенное поведение при 

1 р | - » оо . в общем с л у ч а е основные р е з у л ь т а т ы данной р а ­

боты сформулированы в теоремах 2 . 1 , 3 . 1 и 3 . 2 . 

Предположим, что коэффициенты ( X . U . p ) уравнения ( 0 . 1 ) 

непрерывно дифференцируемы по своим аргументам и удовлетворяют 

при в с е х X f e Q , | U l 4 М и любых р условиям 

f 4 A j U . U . p ) ! ^ 

( 0 . 8 ) 

i C ~ (при д о с т а т о ч н о больших I pi ) , 
b p f c 

г д е С » сюи/bt , У =• У CipO - монотонно неубывающая функ­

ция lp| , причем tfupl)*4 . Очевидно, что функция 9Чф1) 

х а р а к т е р и з у е т с т е п е н ь неравномерности уравнения ( 0 . 1 ) . 
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Из теоремы 2 . 1 настоящей работы с л е д у е т , ч т о для выделенных 

уравнений оценка W/foX. 1и Л 1 имеет место при следующих п р е д п о ­

ложениях: при | р | - > 0 0 

Ы W l p i r Ьх ~и V V T Г 

№.в1т Ы-ыМ 
( 0 . 9 ) 

' р 

С другой стороны, и з теоремы 2 работы [ б ] в ы т е к а е т , что 

для т е х же самых уравнений .оценка гпД/х ! И , Л | у с т а н о в л е н а в п р е д ­

положениях, что при I р 1 

( 0 . 1 0 ) 
Эй V SP У7 Ох И / ? 

Введем следующие о б о з н а ч е н и я . Пусть Ч ^ Ц ^ (X) и Ч* = Ч̂ СС) 

- неотрицательные функции переменной X € С 0 , ©•») . Будем з а п и ­

сывать Ф г , если при Х-* °° % р а с т е т м е д л е н н е е , 

чем % ( т о - е с т ь , если при X-*оо %•/ - + 0 ) . Будем 

з а п и с ы в а т ь ' Ф ^ > если Ф, р а с т е т при Х1 не 

б ы с т р е е , чем Фа ( т о - е с т ь , если при д о с т а т о ч н о больших X 

% 4 с ф г , г д е С - солЛ, > о ) , Будем записывать Ф, , 
если ф , и Фа эквивалентны при %-*•<*> ( т о - е с т ь , если при 

д о с т а т о ч н о больших X С Д 4 Фа 4 С а Ф а , г д е С ^ = c o r u t > 0 ) . 

Сравним теперь условия ( 0 . 9 ) и ( 0 . 1 0 ) . Если У \ Ipl* 
2 

то более широкими являются условия ( 0 . 1 0 ) . В случае У •» ipi 

условия ( 0 , 9 ) и ( 0 , 1 0 ) совпадают. Если же Ч\ ipi , то б о ­

л е е широкими являются условия ( 0 . 9 ) , причем они с т а н о в я т с я тем 
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более широкими (по сравнению с ( 0 . 1 0 ) ) , чем более быстро р а с ­

тущей я в л я е т с я функция Я , характеризующая с т е п е н ь н е р а в н о ­

мерности уравнения ( 0 . 1 ) . 

Предположим т е п е р ь , ч т о коэффициенты ( X , t , U , p ) 

уравнения ( 0 . 3 ) непрерывно дифференцируемы по X , U , р • у д о в ­

летворяют при веех X , t б Q T , IVUl 4 и любых р у с л о ­

виям 

(O.II ) 

— ^ U c - | г р ( п р и д о с т а т о ч н о больших ipi ) 
^pt I Р 

г д е С - оопД , X = X ( i p l ) - положительная моно­

тонная функция I p l , У - У U p i ) - монотонно неубывающая 

функция I p i , причем У ( I p i ) М . Функция У ( i p i ) х а р а к ­

т е р и з у е т с т е п е н ь неравномерности уравнения ( 0 . 3 ) . 

Для выделенных уравнений теорема 3 . 1 настоящей работы 

о б е с п е ч и в а е т оценку т О х 1 Ц , х | в предположениях, что при1р1-*оо 

а теорема 3 . 2 - в предположениях, что при I p l 

э и Wipi / эх w?;' 

(ОЛЗ) 

С другой стороны, и з теоремы I работы [ б ] с л е д у е т , что 



для тех же самых уравнений оценка m&fl& I U x | имеет место при 

следующих предположениях: 

в с л у ч а е Ajf Уф1 а при | р | - * о о 

(0.14) 

ftp-ortxip.), 

в с л у ч а е при I р I - » 0 0 

Э а - и \ lp i f / » Э х - u U i ' ( 0 Л 5 ) 

•̂осгск \«оф), ftx-o$). 
Сравним эти р е з у л ь т а т ы . Пусть с н а ч а л а А^ V i P ' * • в Э 1 0 М 

с л у ч а е надо с р а в н и в а т ь условия (0.12) и (0,15) ( п о с к о л ь к у у с л о ­

вия (0.12) з аведомо шире условий (0.13) при любом Ч V i при 

. Если У « ? 1 , то условия (0.12) б о л е е широкие, 

чем (0 .15) , ибо условия на (A i j ) u , (J\ l j ) x » и $> х

 в э т о м 

с л у ч а е совпадают , но в (0.15) п р и с у т с т в у е т еще лишнее (по с р а в ­

нению с (0.12) ) условие -0(\[к) , ограничивающее вхождение 

аргумента р в коэффициент % . Если Ч\{ , т о , о ч е в и д н о , 

условия (0.12) более широкие, чем (0 .15) , причем они с т а н о в я т с я 

тем более широкими, чем более быстро растущей я в л я е т с я функция 

Пусть теперь А ^ р|* . в этом с л у ч а е нужно с р а в н и ­

в а т ь между собой условия (0 .12) , (0.13) и (0 .14) . Сравним с н а ­

ч а л а условия (0.12) и (0 .13) . Если \ \ У ^ А , то условия 

(0.12) и (0.13) п е р е с е к а ю т с я ; если же 9 ^ .А , то условия 

зо 

file:///lpif
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( 0 . 1 2 ) являются более широкими, чем ( 0 . 1 3 ) . Сравним т е п е р ь у с л о ­

вия ( 0 . 1 3 ) и ( 0 . 1 4 ) . Если -Ц Ч• { I p l 2 , то условия ( 0 . 1 4 ) 

более широкие; в с л у ч а е Ч 1 р ! условия ( 0 . 1 3 ) и ( 0 . 1 4 ) с о в -

падают; если же Ч V ipi , то условия ( 0 . 1 3 ) более широкие, 

чем ( 0 . 1 4 ) , причем они с т а н о в я т с я тем более широкими (по с р а в ­

нению с ( 0 . 1 4 ) ) , чем более быстро растущей функцией я в л я е т с я 

У . Сравним, н а к о н е ц , условия ( 0 . 1 2 ) и ( 0 . 1 4 ) . Если U^VXф1, 
то у с л о в и я ( 0 . 1 2 ) и ( 0 . 1 5 ) п е р е с е к а ю т с я ; если же У ^ ф1 , 

то условия ( 0 . 1 2 ) являются более широкими, чем ( 0 . 1 4 ) , причем 

тем более широкими (по сравнению с ( 0 . 1 4 ) ) , чем более быстро 

растущей я в л я е т с я функция У . 

Структура работы т а к о в а . В § I собраны основные и з в с п о м о ­

г а т е л ь н ы х предложений. В § 2 получены оценки для эллиптических 

у р а в н е н и й . Кроме упоминавшейся выше теоремы 3 . 1 в § 2 д о к а з а н а 

также теорема 3 . 2 , в которой для одного ч а с т н о г о к л а с с а у р а в н е ­

ний вида ( 0 . 1 ) оценка f n O / x . | U , x | получена в предположениях, не 

зависящих о т степени неравномерности у р а в н е н и я . В § 3 получены 

оценки для параболических уравнений . 

§ I . Вспомогательные предложения 

Лемма П у с т ь 1 С ( Х ) б C * ( Q ) Г\ С° ( П ) 

у д о в л е т в о р я е т в о г р а н и ч е н н о й о б -

л а с т и О с ЕЦ , н е р а в е н с т в у 

a i(j (х) >, a ( x ) u , a . i ) 

п р и ч е м CLi| , a € С ° ( П ) , С Ц ( Х ) | ; 5 - >0 , a » = 0 , ч , 

П р е д п^о л о ж и м , ч т о п р и в с е х Х б Л 

Z - a t l e x ) , ( 1 , 2 ) 

[ <ИХ)1 l ' А 5- ( d - д и а м е т р о б л а с т и П ) . 
е u + * e ) 
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Т о г д а 

•паж, асх) 4 ( 4 + «ге ) игах to, tucuc tuxjl . ( 1 . 3 ) 
а 1 an J 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем с ч и т а т ь (не ограничивая общности) , 

что начало координат находится в области П . Положим 

1МХ) »(- i +. н е - 21е
 *) ^ (Х); ( 1 в 4 ) 

о ч е в и д н о , 

к 

Поэтому 
dl -x -

П н е ") 
к 

Предположим, ч т о U I X ) имеет положительный максимум внутри П, 

например , в С - )Х Р € f i . Но в точке Х 0 л е в а я ч а с т ь н е р а ­

в е н с т в а ( 1 . 5 ) н е о т р и ц а т е л ь н а , а п р а в а я о ц е н и в а е т с я с н и з у в ы р а ­

жением 

[ е Ц с ^ с х , ) -|a(x 0)|cun,e d)] йсх 0), ( 1 # б ) 

кот орое в силу ( 1 . 2 ) с т р о г о больше н у л я . С л е д о в а т е л ь н о , 

max tUx) t тх>/ь \ о , *vo-x й ( Х ) 1 , ( 1 . 7 ) 
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J ~X d 
откуда и с л е д у е т ( 1 . 3 ) (ибо 4 4 -1 + пл - Ч -( + К £ ) . 

Лемма 1 . 2 . П у с т ь <Л,(Х) € С (а) Л С (П) у д о в ­

л е т в о р я е т в о г р а н и ч е н н о й о б л а с т и 

Q С Е„, н е р а в е н с т в у 

Q c i x i U ; . + T u j i x ) ^ >,а(х)а ( 1 . 8 ) 

п р и ч е м ctcj, , а €.с°(П), а^(х>1- , сц =a j4. 
П р е д п о л о ж и м , ч т о п р и в с е х X 6 . i l 

|u lX ) j < - J - ( d - д и а м е т р о б л а е т и П ) ( 1 . 9 ) 
в И*-е ) 

Т о г д а 

ntftx ад) 4 И + е ) max | о, max <мх)|. ( 1 л о ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагая t l - U + 6 - в ) а и учитывая , что 

a - H + e -е ) ц *5L<e ' и , 
( I . I I ) 

получаем и з ( 1 . 8 ) н е р а в е н с т в о 

( I . I 2 ) 

Л d -х, . Р -х. d -х, , . 
+ 2_aLК + е -е )a l >[Q 1 l e + н + е -е )aju. 

1=г 

З а к . 3 2 9 . 

http://X6.il


Из ( I .12) и ( 1 . 9 ) в ы т е к а е т ( к а к и при д о к а з а т е л ь с т в е л е м ­

мы . 1 . 1 ) что U ( X ) не может иметь положительного максимума 

внутри П , откуда и с л е д у е т оценка ( 1 . 1 0 ) . 

лемма 1 . 3 . П у с т ь ttix.t) е C4QT) А С (Q^ и 

у д о в л е т в о р я е т в ц и л к н д ] > е О т н е ­

р а в е н с т в у 

- Ц +CkjUi(j +aiUi, > a a , цлз) 

п р и ч е м <ц , a t , a c c°(QT|, \ \ a t j = a j i* 

П у с т ь п р и л ю б ы х X , t £ Q T 

W A X i a ( x , i ) l ^ . C o ( i . i4) 

. Т о г д а 
*) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагая 1ЛДХ, получим для 

функции й/ н е р а в е н с т в о 

Боли U имеет положительный максимум в точке X 0 ) t 9 » н е п р и -

надлежащей э QT » 1 0 в н е й н е р а в е н с т в о ( I . I 6 ) невозможно в 

силу ( I . I 5 ) . Поэтому 

u(x,i) & max jo, т а л й \ , ( i . i 7 ) 
1 3QT

 J 

откуда и с л е д у е т ( I . I 5 ) . 

Лемма 1 . 4 . П у с т ь U C X . l ) f c С * ( Q T ) A C ° ( Q T ) и 

у д о в л е т в о р я е т в ц и л и н д р е QT н е р а -

в е н с т в у 
*> З д е с ь и ниже ^ Q T о б о з н а ч а е т множество в с е х точек x , t . л е ­

жащих либо на нижнем основании , либо на боковой поверхности Q T . 
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п р и ч е м , a Ч c° (0T), ai(j i - i j *o , сц 4 ^ , 

П у с т ь п р и л ю б ы х X , t €. Q T с п р а в е д ­

л и в о н е р а в е н с т в о 
и, 

}aix, i ) l < ^ а/ь ( Х ' « } 1 (1Л9) 
е u + iu ) 

ГДЕ .d - д и а м е т р о б л а с т и * ! . 

Т о г д а 

m a x u i x , l ) 4 И + ) m a x ( о , m a x и(Х ,1 )Ьт . 2 о> 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Полагая UlX.t) = H + *ve ~71 e ) tl(X,t), 
км 

к а к и при д о к а з а т е л ь с т в е леммы .1.1,' придем к н е р а в е н с т в у 

( * -X. • о ^ - Х к ) _ 

> J_ a u e + aM + n,e - )\ а (I.2I) 

Отсюда и и з (I.I9) в ы т е к а е т , что йдх.Х) не может 

иметь положительный максимум в точке X 0 , t e , не принадлежащей 

Э QT . С л е д о в а т е л ь н о , 

тхик, й л х / t ) & m a x | о , m a x u i x , l ) k (1.22) 

откуда и с л е д у е т (1.20). 
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§ 2 , Оценка 1 Я Х 1 для решений 

эллиптических уравнений 

Рассмотрим в ограниченной области С1 квазилинейное у р а в ­

нение ( 0 . 1 ) , п р е д п о л а г а я , ч т о коэффициенты Atj ( X , U , p ) и &ix,u,p) 
непрерывно дифференцируемы по всем своим аргументам и у д о в л е т в о ­

р я ю т п р и в с е х X £ О. , \Ш 4 М и любых р условиям 

за ~ v v е ipi4 Ь эх V е ipi j ' 
( 2 . 2 ) 

IV 

^ - а( /тТ ) l ^ - a f i i . g f t М 

г д е 6 0 р 0 - монотонная функция ф | , G ( ф 1 ) > ^ i p i при 

д о с т а т о ч н о больших ! р | причем функция 9 ь (2.0 и п о р я д ­

ковые члены в ( 2 . 2 ) з а в и с я т о т М к а к от п а р а м е т р а . 

Применим к обеим частям уравнения ( 0 . 1 ) о п е р а т о р ilk ^ . 

Мы получим 

( 2 . 3 ) 
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n, 
Положим IX = i/Ц и обозначая 

*) 

перепишем ( 2 . 3 ) в виде 

( 2 . 4 ) 

Учитывая ( 2 . 1 ) и применяя н е р а в е н с т в о Коши, получим для в с е х 

Х е П , г д е 1 и Л | > 0 , н е р а в е н с т в о 

^ tf4 " 'A |ft « I " (2 .6 ) 

Умножим ( 2 . 6 ) на положительную функцию Um . Полагая 

W = ^ $ 1 5 ) ^ и учитывая , что Ц г Ы , <4j = Ц + jV;tfj, 
1 

а также условие ( 2 . 2 ) , приходим к н е р а в е н с т в у 

'а] —. ' ' • — и I , 

'.Такое о б о з н а ч е н и е применялось в р а б о т е [ 4 ] . 
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Неравенство ( 2 . 7 ) мы получили для в с е х X € П , г д е V4X) д о ­

с т а т о ч н о в е л и к о , скажем V ( . X ) ^ L , причем h - и з в е с т н о е 

ч и с л о , определяемое условиями ( 2 . 2 ) . 

Выберем ^ т а к , чтобы 

Л =24' ( 2 . 8 ) 

Используя ( 2 . 7 ) , ( 2 . 8 ) и н е р а в е н с т в о К о ш , получаем 

( 2 . 9 ) 

Заметим т е п е р ь , что при д о с т а т о ч н о больших 17 , скажем, 

при XJ > L (причем L о п р е д е л я е т с я лишь функцией 8 (IT) ) 

J . . ' f t , г *) <2л0> 

*^При 9 ^ 4 н е р а в е н с т в о ( 2 . 1 0 ) п о л у ч а е т с я и з тривиальных 

соображений с константой С 0 М , при ф ^ 9 ^ 1 н е р а в е н с т ­

во ( 2 . 1 0 ) нетрудно получить с некоторой константой С 0 , з а в и с я ­

щей о т вида функции 0 • 
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Таким о б р а з о м , \rf у д о в л е т в о р я в » н е р а в е н с т в у 

во в с е х X € 0 , г д е t / ( X ) V fn№biL}L). Из условий ( 2 . 2 ) 

с л е д у е т , что во в с е х Х с Q , г д е VLX)>. L ( L - з а в и с и т 

лишь о т диаметра d области Q и о т порядковых членов в 

( 2 . 2 ) ) коэффициент при % не превосходит вели чины — _ _ е 

e d H + *,ed) 
Применяя теперь лемму получим оценку 

тЛХх-1ЛГ feC(№yO/BW;J(JL'), ii, d). ( 2 . 1 2 ) 

n 9 a 
v 

Учитывая, что W = I $(tjdt , получаем , что п г а / » Ш х | = ( т Л х и ) ^ 

о ц е н и в а е т с я величиной , зависящей только о т Ш О х I U , X | , 1г, О! 

и о т с в о й с т в функций, входящих в условия ( 2 . 1 ) , ( 2 . 2 ) , Таким 

о б р а з о м , д о к а з а н а следующая 

Теорема 2 . 1 . П у с т ь к о э ф ф и ц и е н т ы 

у р а в н е н и я ( 0 . 1 ) н е п р е р ы в н о д и ф ф е р е н ­

ц и р у е м ы п о в с е м с в о и м а р г у м е н т а м 

и у д о в л е т в о р я ю т п р и в с е х х е П ' , 

^ U M и л ю б ы х р у с л о в и я м ( 2 . 1 ) , ( 2 . 2 ) 

и п у с т ь 1МХ) б с*(П) л с \ й ) - п р о и з в о л ь -

н о е р е ш е н и е э т о г о у р а в н е н и я , 

у д о в л е т в о р я ю щ е е н е р а в е н с т в у I W X ) | tM . 
Т о г д а и г О х IU X I о ц е н и в а е т с я в е л и ч и н о й , 

з а в и с я щ е й л и ш ь о т Ж / О х ! U X I , (г , д и а -

м е т р а d о б л а с т и О. , о т ф у н к ц и и © и 

о т п о р я д к о в ы х ч л е н о в в ( 2 . 2 ) ( з а ­

в и с я щ и х о т М ). 
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Предположим теперь, что функции Л- (0С,и,р)и &lX,U,p) имеют 

вид 

i i j = J\ij ix,u.p4 p j , $>* u , tt, p a , . . . , р л) ( 2 Л З ) 

и удовлетворяют при всех Хе Q , I V C l t M и любых р = р' = 
s (ра, p j Условиям 

И При |р| • • с о 

(2.15) 

**-<К<) , \ = ОЧ1рО, 

причем порядковые члены в (2.15) зависят от М как от параметра. 
* г 

Обозначая, как и при доказательстве теоремы 2 . 1 , V = 2 - U f e , 
KM 

и пользуясь обозначением (2 .4 ) , получим равенство (ср. (2.3) ) 

rv • ( 2 л б ) 

Применяя неравенство Кош и учитывая (2.14), получим из 

(2.16) неравенство 

для всех X f e О , где I U X I > 0 . Из условий (2.15) вытекает, 

что коэффициент при V в (2.17) во всех X £ П , где О Ч Х ) 
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I 

д о с т а т о ч н о велико ( t f ( X ) Ъ- L ; к/ з а в и с и т лишь от диаметра d 

области П и порядковых членов в ( 2 . 1 5 ) ) н е превосходит в е л и ­

чины — , — я - < . ^ м „ . Применяя теперь лемму 1 . 2 , п о -

лучим оценку 

а , 
mOX С Н + ) m O X V+k> . ( 2 . 1 8 ) 

а э п 

Таким образом , у с т а н о в л е н а 

Теорема 2 . 2 . П у с т ь к о э ф ф и ц и е н т ы 

у р а в н е н и я ( 0 . 1 ) н е п р е р ы в н о д и ф ф е р е н ­

ц и р у е м ы и и м е ю т в и д ( 2 . 1 3 ) и у д о в ­

л е т в о р я ю т п р и в с е х х е Л , |и,| 4 М и 

л ю б ы х р= р' у с л о в и я м ( 2 . 1 4 ) , ( 2 . 1 5 ) и 

п у с т ь Ш Х ) 6 С 5 (О) П с \ й ) - п р о и з в о л ь н о е 

р е ш е н и е э т о г о у р а в н е н и я , у д о в -

л е т в о р я ю щ е е н е р а в е н с т в у | Ш Х ) | L М. 

Т о г д а max I U X I о ц е н и в а е т с я в е л и -
а 

ч и н о й , з а в и с я щ е й л и ш ь о т m a x I U , - | , 

д и а м е т р а а о б л а с т и П и п о р я д к о в ы х 

ч л е н о в в ( 2 . 1 5 ) ( з а в и с я щ и х о т (V| ) . 

§ 3 . Оценка i ^ x l для решений параболичееких 

уравнений 

Рассмотримв цилиндре QT квазилинейное уравнение ( 0 . 3 ) , 

п р е д п о л а г а я , что коэффициенты Itj (хД, а, р) и .&(x,-t,u,p) 
непрерывно дифференцируемы по аргументам X , U, и р и у д о в ­

летворяют при в с е х X , i е 0 Т , l u i 4 М и любых р с л е ­

дующим условиям 
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и при i p i -*<» 

V < u o . ft»-0dpi), < 3" 2 ) 

причем порядковые члены в ( 3 . 2 ) з а в и с я т о т М к а к о * п а р а м е т ­

р а . 
Э 

Применим к обеим частям уравнения ( 0 . 3 ) о п е р а т о р 1*>К ^я.к. 

Мы получим 

( 3 . 3 ) 

* 2 

( 3 . 4 ) 

Полагая V -У_ U , K и п о л ь з у я с ь обозначением ( 2 . 4 ) , 

получим 

Учитывая ( 3 . 1 ) и применяя н е р а в е н с т в о К о ш , выведем и з ( 3 . 4 ) 

для любой точки " X , t , г д е I U x (хД) I > О , н е р а в е н с т в о 

* ЧЗрГ «*Ч " ^ ) > ( 3 . 5 ) 
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-I 

Из условий (3.2) вытекает тогда, что коэффициент при 17 в (3.5) 
не превосходит по абсолютной величине некоторую константу С 0 

во всех точках цилиндра , в которых 17 (хД) достаточно 
велико ("U4X,t) >, L ; L зависит лишь от диаметра d области 
Q и от порядковых членов в (3.2) ) . Применяя тогда лемму 1.3, 
получим 

Н+С,)Т I 

nrva/fc и .4 е пюл*1Г+А». (з.б) 

Таким образом, доказана 

Теорема 3 . 1 . П у с т ь к о э ф ф и ц и е н т ы 
у р а в н е н и я (0.3) н е п р е р ы в н о д и ф ф е ­
р е н ц и р у е м ы п о а р г у м е н т а м х. , 1 Д . и р и 
у д о в л е т в о р я ю т п р и в с е х "Xt £ QT , 
и л ю б ы х р у с л о в и я м (3 .1 ) , (3.2) и п у с т ь 
1ддхД) - п р о и з в о л ь н о е р е ш е н и е 

Сь (QT) n С< (QT)) э т о г о у р а в н е н и я , 
у д о в л е т в о р я ю щ е е н е р а в е н с т в у 

1гцхЛ) I 4 И . Т о г д а max IU,XI о ц е н и в а е т ­
с я в е л и ч и н о й , з а в и с я щ е й л и ш ь о т 

И Ш / Х Юх1 , д и а м е т р а d о б л а с т и П и 

п о р я д к о в ы х ч л е н о в в (3.2) ( з а в и с я ­

щ и х о т И ). 
При определенных условиях на степень неравномерности пара­

болического уравнения (0.3) и функцию \ ( X , t , U , p ) ^A ( i p i ) из 
условия (0.4) возможность более свободного вхождения перемен­
ных X и И в коэффициенты уравнения (0 .3 ) , чем это позволя­
ет теорема 3.1 или результаты [б] , может обеспечивать следую­
щая теорема. 
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Теорема 3 . 2 . П у с т ь к о э ф ф и ц и е н т ы 

у р а в н е н и я ( 0 . 3 ) н е п р е р ы в н о д и ф ф е ­

р е н ц и р у е м ы п о а р г у м е н т а м X , И и р 

и у д о в л е т в о р я ю т п р и в с е х X , t e Q T , IVLUM 

и л ю б ы х р у с л о в и я м 

( 3 . 7 ) 

г д е X ( i p i ) , eupl) и ^ p l ^ . - п о л о ж и т е л ь -
XUpl) 

0 -I 
н ы е м о н о т о н н ы е ф у н к ц и и \0) , т~ > — 

г X Ipl 

п р и д о с т а т о ч н о б о л ь ш и х } р | и п р и 

| р | - * ° о 

Эх , х V © ' р * /. 

п р и ч е м ф у н к ц и я б d p i ) в ( 3 . 7 ) и п о р я д -

н о в ы е ч л е н ы в ( 3 . 8 ) з а в и с я т о т М 

к а к о т п а р а м е т р а . П у с т ь U C X . t ) - _ п р о -

и з в о л ь н о е р е ш е н и е 

э т о г о у р а в н е н и я , у д о в л е т в о р и ю.щ е е 

н е р а в е н с т в у | Щ х Д ) | 4 М . Т о г д а >nax I U X 1 

о ц е н и в а е т с я в е л и ч и н о й , з а в и с я щ е й 

л и ш ь о т I U O X 1Ц(хД)1 ,и , , д и а м е т р а dl о б -

л а с т и п , о т ф у н к ц и й Л и о й о т 

п о р я д к о в ы х ч л е н о в в ( З Л О ) (а а в и с я -

44 



Н И О ! М ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из н е р а в е н с т в а ( 3 . 4 ) ( с м . д о к а з а т е л ь с т в о 

теоремы 3 . 1 ) , учитывая ( 3 . 7 ) и применяя н е р а в е н с т в о Коши, в ы ­

ведем н е р а в е н с т в о 

. 1Ь i-i^ v 4 ) 

•^шк (3'9) 

справедливое во в с е х точках oc.t е QT , г д е l U x ( . x , i ) i > 0 . 

Умножим ( 3 . I I ) на положительную функцию £ ( Ш и положим 

Тогда учитывая , что Ц, = J t / t , = $ t 7 i ; • i ' t 7 t , а также 

условия ( 3 . 8 ) . получим для в с е х 0C>t.fcQT » г д е 17» ^ ( L 
з а в и с и т лишь о т порядковых членов в ( 3 . 1 0 ) ) , н е р а в е н с т в о 

( З . И ) 

Выберем £ т а к , чтобы -

4^ ' - ^ ' Х - ( З Л 2 ) 

Тогда и с п о л ь з у я ( З . И ) , ( 3 . 1 2 ) и н е р а в е н с т в о Коши, получаем 
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( 3 . 1 3 ) 

При д о с т а т о ч н о больших О* (при XJ > L ; L з а в и с и т лишь о т 

функций 6 и X ) имеем 

i\i)dt = j 4(1) ^J5i d t с С о $ W. (з.м) 

Таким о б р а з о м , "W у д о в л е т в о р я е т н е р а в е н с т в у 

- + i l l ИГ;: » 

, (3.15). 

J 
во в с е х r x , t f e Q T , г д е V >, m O / f c t V * ) . Из условий ( 3 . 8 ) 

теперь с л е д у е т , что для любых X , t QT , г д е U ^ L ( ^ " з а ­

висит лишь от диаметра d области О , о т порядковых членов 

в ( 3 . 8 ) и о т L и Ь^) коэффициент при W в ( 3 . 1 5 ) не п р е ­

восходит величины ^ и • Применяя т о г д а лемму 1 . 4 , 

получим оценку 4 

m a x . w i c t m a x W , KL"), »г, d ) ( 3 . 1 7 ) 

Учитывая ( 3 . 1 0 ) , заключаем, что m o o t \1АХ\ - C>ncwt и) 

о ц е н и в а е т с я величиной , зависящей о т WCUK, I U x l , r v , d , о т 

с в о й с т в функций 9 и Л и з условия ( 3 . 1 ) и о т порядковых 

членов в ( 3 . 2 ) . Теорема 3 . 2 д о к а з а н а . 

^ С м . сноску к формуле ( 2 , 1 0 ) , 
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