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СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ОПЕРАТОРНОЙ ЗАДАЧИ 
ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ В НЕЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ 

В данной работе находится ассимтотика N (Х)-числа соб­
ственных значений, не превосходящих X, операторной задачи 
Штурма — Лиувилля. Приводится пример, на котором прове­
ряются налагаемые на операторные коэффициенты условия. 

Рассмотрим гильбертово пространство Н1 интегрируемых 
по Бохнеру функций f(x) со значениями из сепарабильных 
гильбертовых пространств Н(х). Скалярное произведение 
в Нх определяется обычным образом (/, g)i = § (f(x), g(x)) dx. 
Пусть в Их задан дифференциальный оператор 

^ ? = [-£j-{QW + i*2i}]?, (1) 
определенный на множестве функций со значениями из£)(л:) 
(D — область определения оператора Q) и имеющих сильно 
непрерывную вторую производную, принадлежащую Н(х). 
Будем предполагать, что выполняются следующие условия: 
а{) Существует гильбертово пространство / / и сильно непре­
рывное семейство ограниченных проекционных операторов 
Р(х), такое, что Н(х) = Р(х)Н и 

hm — 2 K-J— v = 0; v£D(x). (2) 

а2) Можно определить семейство обратимых, ограниченных 
операторов S(x, у), отображающих Н(у) в Н(х), при этом 
D(y) переходит в D(x). Существуют сильные производные 
S'x (л:, y)v и S"xx(x, y)v (v^D(y)), для которых область зна­
чений оператора S'x(x, y)F (х, у, ц) принадлежит 0(х)ж(п + 
+ k<2) 

S™(x9 y)z\y)F(x,y, v)\\ < C\ x - у |i+-«- ~*exp \K\x-y\\. (3) 

Здесь x (x) « {Q (x) + t*21 (x)}W; F(x, у, ц) - } Х"ЧУ) exp {-
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(5) Замкнутый линейный оператор Q(x) имеет плотную об­
ласть определения D(x), и при любом Х>0 оператор Q(x) + 
+ U(x) имеет в Н(х) ограниченный обратный. 

Оператор Q(x) равномерно ограничен снизу 
Re (Q (X) ср, ср) > а (X) (ср, ср); а (*) > 0, ср £ £> ( х ) . 

7) Существуют постоянные С и К, такие, что 
\\Q(x)Qx(y)\\<Cexp{K\x-y\\, 

и оператор Q{x) удовлетворяет условию Гёльдера: 

\\\Q(x)-Qx(y)]Q-l(x)\\<c\x-y\*-* 

|| Q-1-5 (*) [Q (х) - Qx(y)] | |< С | * - у ГК 
Здесь 

| * - у | < 1 ; е > 0 , 0 < 8 < s , ~Ax(y) = S(x, y)A(y)S(y, x). 
Приведенные выше условия позволили показать [2], что ре­
зольвента оператора L^ при достаточно большом [х —- интег­
ральный оператор, ядром которого служит операторная функ­
ция Грина G(x, y,[x), для которой справедливо представление 

G(x, у, ii) = S(x, y)F(x, у, [*) + $S(x, z)F(x, z, ц) 
Ф (г, у, а) <fe, (4) 

где Ф(г, у, î ) — операторная резольвента. Для функции Грц-
на и операторной резольвенты справедливы оценки (? > 0; a < 1) 

\\Qa(x)0(x,y,v)\\<C\x-y\ V ^ е х р { ~ т Н ^ ~ У ! Г (5) 

\\Q4x)0{x,y,v)\\<C\x-y\\ 2>expl-w\x~-y\\. (6) 
Если оператор Q~\x) вполне непрерывен в Н(х) при неко­
тором k и lim || Q~l(x) I — 0, то резольвента —- вполне непрерыв-
ный оператор в Нх [2]. 

Т е о р е м а . Если выполняются условия а-г-?, оператор 
Q~l(x)(ZGP(P < —) и III Q~](x)II2

P
dx < °°> то резольвента 

оператора L^ есть оператор Гильберта —Шмидта. Если 
оператор S (хуу) выбран так, что (S (х, у) ?Ду), S (х, у) <py(y))i = 
= 8.., где сру(у) — собственные функции оператора Q (у), обра­
зу ющие базис в Я (у) и 2 § *Г312 (х) dx < со, то 

i 
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I (x + vr'dN (x)« 2 1 (a W + »*)"з;2 ^ a + о (j*-)): ' (7) 
/Jc/ш, кроме того, выполняются условия (3.3) [3], mo 

W)^7SI I X"" a / W p d J C ' (8) 

Первое утверждение теоремы доказывается аналогично [1], 
[4]. Для доказательства остальных рассмотрим представление 
(которое следует из (4)) резольвенты оператора L~lf=Gf = 
= $G(x, у, v)f{y)dy в видеО = /7(1 + Ф), где Ф / = ^ Ф ( х , , у, 
tx)/(v) я?У и F / = j 5(x, у) F(x, у, p)f{y) dy; а также формально 
определенный оператор F = Q(f+T), где Т=Ф(/+Ф)~~1. 
Норму оператора Ф ъ Нх можно оценить с помощью (6) 
| |Ф| |1<С~% поэтому оператор Т существует при достаточно 
большом (л и для него справедлива оценка || Т\\г < QA-£ . Таким 
образом, для операторов О и F справедливы оценки ( || • || 2 
—• норма Гильберта — Шмидта) 

I IG| | 2 <| |F | | 2 ( l + | | 0 | | 1 ) < | | ^ l l 2 ( l + C ! x - ) , 
I | f , | l2<ll0 | |2( l + I|7 , | |1)<l|0|l2(l + C|i-) 

и, следовательно, 

IIG ||, = Н Ш И - о (î -£))-
Теперь ассимтотику (7) получить нетрудно 

| | 0 | | 2 = ]'(Х + !х) - 2 ^(л) = 2 Л ( 5 ( ^ y)F{x, у, {х)ср.(у), 

S(x, y)F(x, у, v-)<?i(y))dydx 

(1 + 0 (ц-*)) = 1 J ] j J(jx + I x - у I ay ( y ) ) ~ ([x + | X - у | ф))~~, 
i.j 

exp { - (j* + | x - у | ay (y))1 /-'— ((j. + | x - у | o^y))1'2} (5 (x, y) <f>,- (y), 

5(л,у)<р,(у)) 

tfyrfx ( 1 + 0 (ji-)) = I J ] j([x + а/у))-** rfy (1 + 0 (l*-)). 
У 

Чтобы получить ассимтотику (8), необходимо применить 
тауберову теорему, но для этого необходимо наложить 
дополнительные условия. Например, можно взять условия-
(3.3) из [3]. 

Приведем пример, на котором проверяются вышеперечис­
ленные условия. Этот пример позволяет определить требова-
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ния, при которых спектр оператора Шредингера дискретен 
в областях с бесконечными границами. 

Пусть 2̂ . семейство ограниченных открытых областей 
/я-мерного пространства с достаточно гладкой границей Г. 
Л —область: П={(х, Е)£Я:££2^, x£R]. Рассмотрим в 2 .̂ 
эллиптический оператор 

область определения которого состоит из функций простран­
ства W^(QX), обращающихся в нуль на границе. При доста­
точно гладких коэффициентах оператора справедлива оценка [5] 
Г u2dx < С0 m e s 2 ^ ( - Г иЧх + 9~ Ubufdx и если а (х, 5) = 
Qx Qx ~ Qx 

= <р(х) + ф(х, £), где ф(х, £) непрерывна и равномерно огра­
ничена, Recp(x)>8, то нетрудно получить оценку || Q~l(x) || < 
< Cmes1'm2A. (1-f (meslm2jcp)~1, а отсюда и проверить усло­
вие р. Предположим, что существует гомеоморфизм облас­
ти 2у на 2^, с достаточно гладким якобианом £)(?, х, у)/ 
D{% х, у). Определим отображение g(% x, y) = S(x, у ) / = 
= /(5, у, х, у )т / / . Если якобиан достаточно слабо зависит 
от л: и у, то выполняются условия а (см. также [4]). Усло­
вие (2) проверяется известным образом [6]. Для выполнения 
условия lim || Q~l (х) || = 0 достаточно либо lim <р (х) = оо, либо 
lim mes 2^ = 0. 
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