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МЕХАНИКА 

Член-корреспондент АН СССР Л. Н. СРЕТЕНСКИЙ 

О НЕКОТОРЫХ СЛУЧАЯХ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ УРАВНЕНИЙ 
ДВИЖЕНИЯ ГИРОСТАТА 

1. Рассмотрим тяжелое твердое тело, закрепленное в одной точке. 
Допустим, что с этим телом связана некоторая ось, вокруг которой 
может вращаться однородный маховик. Принимая обычные в динамике 
твердого тела обозначения и называя через А,, р, v проекции момента 
количества движения маховика на подвижные оси, запишем уравнения 
движения рассматриваемого твердого тела (гиростата) в следующем виде: 

A§+(C-B)qr + {vq-[ir) = Mg(tf-r\T')9 

B% + (A-Qrp + (kr-vp) = Mg(lT'-tr), (1) 

C% + (B-A)pq+ (рр - Xq) = Mg (щ - 6r'); 

% + гг-РГ° = 0, (2> 

-jt + pr — qr = o. 

В настоящей статье мы имеем в виду указать два частных слу­
чая интегрируемости этих уравнений. Первый случай связан с гироско­
пом Горячева — Чаплыгина (А = В — 4С, ц = £ = 0, £ =f= 0), второй — 
со случаем Аппельрота: т] = 0, А (В — С) I2 — С (А — В) £ 2 = 0. 

2. Для гироскопа Горячева — Чаплыгина уравнения (1) записываются 
так: 

4d£-3qr + (vq-\Lr) = 0, 

4ft + Zrp+(kr-vp) = af, (3> 

% + № — ty) = — at'> 

где к, |л, v обозначают прежние величины X, ц, х, но деленные на С, и 

Покажем, что если X и р равны нулям, то уравнения (3) будут иметь г 

помимо интеграла живых сил 

4 (р2 + q2) + г2 + 2аг = А, 

еще один интеграл, зависящий от произвольной константы, если посто­
янная площадей т в интеграле о моменте количества движения равна 
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нулю: 
4 (ру + qf) + rf + vy" = 0. (4) 

Этим новым интегралом будет 

(r~v)(p* + q*)-apf = k, (5) 

где k есть произвольное постоянное число. Для проверки этого утверж­
дения обозначим через 5 левую часть предыдущего равенства. 

Пользуясь уравнениями (1) и (2), легко найти, что: 

~ = - \ a q [ 4 ( p r + qf) + (г + v) у"], 

но, в силу равенства (4), которое имеет место во все время движения, 
правая часть этого уравнения обращается в нуль, и мы получаем инте­
грал (5) с произвольной константой k. 

Обозначим через и и v две вспомогательные функции времени и вве­
дем в рассмотрение два следующих многочлена третьей степени: 

U = и (и — v) 2 — hu — 4k, 

V = v (v + v) 2 — ко + 4k. 

С помощью этих многочленов искомые неизвестные р , q, г, у, у', у" 
найдутся по формулам, обобщающим формулы Чаплыгина ( г): 

8ар = У (U + 2аи) (2av — V)— V(2au — U) (V + 2av), 
8aq = V (U + 2au) (V + 2av) + V (2au — U) (2av — V), 

r = u — v — v, 
2ay = h — (u — v — v) 2 — uv, 

V ba2u2 — U2 — V 4a*v2 — V2 

2af = 
и + V 

9 „ _ V(U. + 2au) (2av — V)+Y(2au -U){V + 2av) 
Z " T " u + v 

Функции и, v находятся интегрированием уравнений: 
du dv А ludu , 2v dv <, 

0, - + = dt. Y^a2u2—U2 Y^a2v2 — V2 ' Y^2u2— U2 Y 4a% 2 — V2 

Из этих уравнений неизвестные функции и, v найдутся через тэта-функ­
ции двух переменных. 

3. Вернемся к общим уравнениям (1) и (2) и положим в них rj = 0, 
j i = 0. Тогда система уравнений (1) запишется так: 

A% + (C-B)qr+vq = MgZY, 

B^ + (A-C)rp + (Xr-vp) = Mg (If - tr), 

c£ + (B-A)pq-Xq = -MglY. 

Исключая из двух крайних уравнений неизвестное у', получаем: 

j t (Alp + Clr) + q[(B- A) Zp + (C- B) lr + (vg - Щ] = 0. 

Отсюда следует, что если между главными моментами инерции и 
координатами центра тяжести гиростата будет существовать условие 
Аппельрота (2) 

А(В-С)¥-С(А~В) ? = 0, 
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то уравнения движения будут иметь следующий частный интеграл: 

(A-B)tp + (B-C)lr + (K-vl) = 0 , 

Присоединяя к тому интегралу два других интеграла: 

i (Ар2 + Bq2 + Cr2) + Mg (Бг + Ю = К 

(Ap + X)4 + Bqf + (Cr+v)f = k9 

мы получаем возможность привести решение задачи о движении гиростата*-
к интегрированию уравнения Риккати. 

Опишем из точки опоры сферу радиуса единица и назовем через V 
точку пересечения восходящей вертикали с поверхностью сферы; череа 
a, by с обозначим точки пересечения главных осей инерции тела со сфе­
рой. На дуге большого круга ас будет лежать точка G встречи поверх­
ности сферы с прямой, идущей из точки опоры в центр тяжести; 
обозначим дугу aG через а и отметим, что I = / cosа , £ = / s i n a , где / 
есть расстояние от точки опоры до центра тяжести. Назовем через 9 
дугу VG, а через ф — угол между продолжением дуги VG и дугой боль­
шого круга Gb. Возьмем далее на сфере какой-нибудь большой круг 
VK в качестве начального и будем измерять от него угЛовое расстояние 
\|) между дугой VК и подвижной дугой VG ( 3). При этих обозначениях 
будем иметь следующие дифференциальные уравнения: 

л , ,2\ (v s i n а _ X cos а \ 

(du\* / , 2Mgl \ n o 4 [\ , / v s i n a A, cos a\ 1 2 

§ + „ ^ = D + £f s i n ( p5yur^ c « s * 
где 

/ у - n n Q f l П - 2 ( v c o s a - a , s i n a ) p 2(A-B)(B-C) 
u - w b v , u - {A_C)sin2<x ' c ~~ Я (A —C) sin 2a 

Первые два уравнения показывают, что прямая линия, идущая из точкш 
опоры в центр тяжести гиростата, перемещается в пространстве совершенно» 
так же, как и ось гироскопа Лагранжа. Последнее уравнение дает угол соб­
ственного вращения Ф ; ОНО может быть приведено к уравнению Риккати и 
затем к линейному дифференциальному уравнению второго порядка с двояко-
периодическими коэффициентами. 

В том частном случае, когда имеет место соотношение v£ — А£ = 0, 
движение гиростата может быть описано так же наглядно, как и движение 
локсодромического маятника Гесса ( 4). 
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