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Алгебра и логика, 10, № 3 (1971),247-308 

УДК 517.11:518:5 

ВЫЧИСЛИМЫЕ НУМЕРАЦИИ МОРФИЗМОВ 

» Ю.Л.ЕРШОВ 

В настоящей статье вводится и довольно детально изучается по­

нятие вычислимой нумерации семейств морфизмов из Одного нумерован­

ного множества в другое. Предполагается, что читатель знаком с о с ­

новными понятиями и теоремами теории нумераций в объеме книги £21 . 

Это понятие естественным образом обобщает известное понятие вычис­

лимой нумерации для рекурсивно перечислимых множеств (р.п.множеств), 

частично рекурсивных функций (ч.р.ф.) и общерекурсивных функций 

(о.р.ф.) £43 . Естественность этого понятия подтверждается хорошей 

связью с основными категорными свойствами категории нумеро -

ванных множеств. Весьма полезным оказывается понятие представи -

мости функтора (теорема 1 указывает на тесную связь представимости 

одного естественного функтора с решением основной проблемы сущест­

вования главной вычислимой нумерации семейства всех морфизмов). 

Основным приложением полученных здесь результатов является опре­

деление понятия частичных вычислимых функционалов всех конечных 

типов, отличающееся от других известных определений отсутствием ка­

ких-либо дополнительных условий типа непрерывности, монотонности и 

т.п. Детальное изучение этих функционалов составит содержание по -

следующей статьи. Отметим, что все результаты § 5 - основного па­

раграфа настоящей работы - получены зимой 1967-1988 гг. 

§ 1. Предварительные сведения 

Пре шолагается, что читатель знаком с такими основными поня­

тиями теории категорий, как ковариантный и контравариантный функто-

Г . Важными для нас примерами категорий являются категория ffl> -

нумерованных множеств (см. C2l ) и категория Se£, - всех мно -
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жеств. 

Примеры функторов: 

1. Функтор Мог ( Я - ^ МоЪ )) - здесь,как и для 

функций; используются удобные А. -обозначения - точнее, бифунктор из 

категории д& в категорию Set , контравариантный по первому аргу­

менту и ковариантный по второму. 

Для любых нумерованных множеств $o>(fo > И $1 И М О Р Ф И З _ 

моъjug'-^а—*~$0 и Hi '$1 ~~*~/г с у ш е с т в У е т отображение 

мог (Mjt/xf) Мог %, ] , у -*-Моь (/J>//>» 

определенное так: -для MoZ (fa,^) 

Моъ CjJo^H- — H-Wo C/ojfV' 

2. Функтор (бифунктор) Ф из Ж в &С , ковариантный по обоим 

аргументам: 

Пусть l у£ , ^ 7 , у ' - нумерованные множества и^и^:^— 

fa'. ^ — - морфизмы, тогда морфизм ju.Q®fU.7 • / е &f/ 

определяется так: пусть ^ ; ^ _ * - ^ ф ^ ; ^ ' ф ^ 

•jl^&^j и ^/'// *~(fo ̂ jff ~ к а н о н и ч е с к ш вложения (сущест­

вующие по определению прямой суммы); для пары морфизмов O^/Ug .' 

$0~*~ljo®^i и ^iHi ' Ji~*~/o®fi с У ш е с т в У е т и притом единствен­

ный морфизм^ -foB^t ~"fo9if! т а к о й - ч т о / Ц ? " ' ^ о М о ^ Ь т У М ; 
Этот морфизм /и. и обозначим jU0&jUf • 

3. Функтор (бифунктор) X из Ж в dZ,, ковариантный по обоим 
аргументам: 

Пусть , "^Q , ^F и ^1 - нумерованные множества, jUQ '<^0~*~ 

~*fo*H-l4i м о р ф и э м ы - М о р ф и з м ^ Х ^ ; / / * / / 
определяется так: п у с т ь ^ : ^ х / , — ^ , ^ ; д х / , , : / / * / / - -

/ / / / / 

— ^ и^7? ''fio^Qf—*~^/ ~ к а н о н и ч е с к и е проекции; для двух морфиз­

мов /Л0ро : ]0

Х#1~~*~$0* /^tfi: #0*$i -*~$! существует и притом .един­

ственный морфизм JJ, :'/ox<ft—*~/ох/т т а к о й - ч т * Pop- ^роРо и 

pfjj,=jJipi , этот морфизм и есть по определению^^ х р , 

4. Функтор / , £ из Ж 'в S&i , ковариантный, определен в 

С23 на стр. 59 (это - функтор даже в категорию дистрибутивных 

решеток). Этот функтор сопоставляет всякому нумерованному множест­

ву семейство всех его в -подмножеств (включая пустое). 
5. Функтор р из в fiZ ( даже в 2%^), ковариантный, - это 
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функтор пополнения, определен в П"2J на стр. 113. 

Напомним еще несколько понятий теории категорий. Пусть F0 и 

Fj - два ковариантных функтора из категории & 0 в к а т е г о р и ю ^ . 

Е с т е с т в е н н ы м п р е о б р а з о в а н и е м ^ функ­

тора FQ В F7 назовем класс -морфизмов F^ (А)—*~FF(A)l 

А - объект категории й?^ J такой, что для любого морфизма Ц_ .' 

/4—*~3 категории йё^ диаграмма 

F0CA) J ± + F7 (А) 

FN СЗ) & ,. / 1 г ^ ; >о 

коммутативна, то есть Fj (jU.)^ == ̂  F^(^u). Аналогично определяется 

естественное преобразование контравариантных функторов. 

Функторы F0 и Fj называются е с т е с т в е н н о и з о ­

м о р ф н ы м и , если существует такое естественное преобразова­

ние /7 FQ в F7 , что для любого A€-(fl0 £д '• Fa(A)—*~Ff (А) 

есть эквивалентность в категории $ 7 (то есть существует (&'f -мор -

физм U : /Г (A) —*-Fa (А) такой, ч т о / г ^ = ^ ; и ^ / г = ^ д ( А ) ) -

В частности, функторы естественно изоморфны, если существуют такие 

естественные преобразования jg° и /£f F^ в /у a Ff в f~0 , соответ -

ственно, что для любого Ab£Q ^ = и tfp/^fa 

Для категории следующие пары функторов естественно изомор­

фны (понятие изоморфизма легко распространяется и на многоместные 

функторы): 

Ковариантный (контравариантный) функтор F'.$—*~S&lb называется 

п р е д с т а в и м ы м, если существует такой объект,4£t£g , что 

функтор ,~ естественно изоморфен функтору 

ХЗ У!оъ <Я,3) ^ХЗ Мог (3,А)). 

Без особого труда доказывается, что если функтор представим, то 

объект, существование которого утверждается, О Т И Н С Т В Р Н С- точное гьм 

до эквивалентности. 
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В качестве примера докажем, что ф у н к т о р LE п р е д 

с т а в и м . Пусть К - креативное множество , :N — 

нумерация, определенная так: 

/ , если 

4 О > если JC 

нумерованное множество ) обозначим через у^ 

Докажем теперь, что функторы LE и Л,у MoZ ( у , ук ) естест­

венно изоморфны. Определим отображение /у^> М^(у,у^)—^~^^-Су) 

так: для jUG.y — У к . ^ (/^ JU. 'U) . Так как / - ^ к - вполне 

перечислимо, то j J . ' 1 U ) - б -подмножество^ . Следовательно, /у^ 

есть отображение из Моъ (у>У%) в L£ ( у ) . Далее, используя пол­

ноту у^ , нетрудно показать, что / ? у есть отображение на , и,на -

конец, так как морфизм однозначно определяется множеством^ *Ci), 

то у есть взаимо однозначное отображение MoZ-(y,ук~) яа/,£(у) , 

то есть £ ^ есть эквивалентность категории Set, . То, что семей­

ство {^у I образует естественное преобразование, проверя­

ется без труда. 

Обозначим через А одноэлементное нумерованное множество, че­

рез 2 ^ / ф И , через 3 ^ 2ф И и т.д. Имеют место эквивалент­

ности следующего вида: 

, 2*Ц&В и т.п. 

Далее, 

/ х у а* ^ для любого у^- Ж ; 

a * i ~ у &у i 

J х у л* у фу фу \ 

Отметим для дальнейшего в явном виде морфизмы, осуществляю -

щие эквивалентность fl ху си у . Пусть tf"([О] ,3>), & у ~ * ~ х у 

морфизм, определенный так £(S) ±? < 0,S> Для S £ 5 ; —+-у " 

морфизм, определенный так i''Qco.,S>) ^ S Д л я \ тогда, оче -
. • _/ / » -1» , 

видно, ъъ = 1 . . , ъ ь =1 j • 
Докажем теперь одно утверждение, которое понадобится в даль -
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нейшем. 

Л Е М М А 1. П у с т ь ^ и у - п р о и з в о л ь н ы е 

н у м е р о в а н н ы е м н о ж е с т в а , С ^ Ф ^ , tg , &г ~) ~ 

п р я м а я с у м м а jjQ и ^ . а , р о ^ ) - п р я -

м о е п р о и з в е д е н и е ; т о г д а с у щ е с т в у 

ю т т а к и е м о р ф и з м ы piQ : Д ®^ , /lfij09]f— 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть aeS^ , ©e-S, - произвольные вы­

бранные элементы. Определим рса'.^—*~ $0 т а к : / 4 * ($r) ^ ^ я л я 

всех S,e.3f; /и£ ; / , — / , так//^ - ё для всех s o e Я с . Оче -

видно, что fua и р£ - морфизмы. Положим далее /Ua^ /у Ф^/g и 

JJf ^jUa® . Р а в е н с т в а ^ ^ / U f i f " L легко проверяются.. 

Определим морфизмы ^ г . * ; ^ — * ~ ^ > х ^ / ' ifr~*~/aX $f Т&К' 

pi°(S0) ^ <SQ;8> для Bcexs 0 e«S^; 

/^'C&i) ^ <<Z- ,S r > для всех s r e Л ; , 

тогда, очевидно, имеемp>0juf = 1 и p f j u 1 = f j •. Лемма доказана. 

Используя другую терминологию, можно сказать в соответствии с 

леммой 1, что всякое нумерованное множество является ретрактом пря­

мой суммы1 (и прямого произведения) его с любым другим нумерован­

ным множеством. 

§ 2. Основное определение 

Пусть у = CSg^g) ъ y=(S>f, - два нумерованных множества. 

Отображение У множества N натуральных чисел на некоторое под -

множество М из МоЪ , ^ , ) назовем в ы ч и с л и м о й н у ­

м е р а ц и е й с е м е й с т в а м о р ф и з м о в Л7 и з 

^ д в у7 , если отображение V • A/xSQ *~«Sy , определенное как 

является морфизмом из fllXjj0 в ̂ f 

СЛЕДСТВИЕ. О т о б р а ж е н и е 

на 

я в л я е т с я в ы ч и с л и м о й н у м е р а ц и е й , е е -
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л и и т о л ь к о е с л и с у щ е с т в у е т д в у ­

м е с т н а я о.р.ф. -f т а к а я , ч т о д л я в с е х 

&,уеА/ 
[ V (sc)l С 90 С у)) = V , / . 

Главной проблемой, которой посвящена большая часть статьи, яв­

ляется п р о б л е м а Р д л я п а р ы С^,^,) н у м е 

р о в а н н ы х м н о ж е с т в : существует ли вычислимая ну -

мерация У : N—^A/cJ^.^,^) множества всех морфизмов из уд в у, , 
такая, что для любой вычислимой нумерации У.'/У—*• М ^^МоЬСу^у)) 
любого семейства морфизмов из ^ 0 ; у\̂ . V ( V -сводится к , 

то есть существует о.р.ф. такая, что ) ? 

Проблема Р р а з р е ш и м а для пары (уо,у,) > если су -

шествует такая нумерация V , которую будем называть г л а в -

н о й в ы ч и с л и м о й н у м е р а ц и е й м н о ж е ­

с т в а МоХ, C^gi^f) • В противном случае проблема Р а е 
р а з р е ш и м а д л я пары (уо,уг1-

В случае разрешимости проблемы Р для (^^нумерованное мно¬ 

жество (MOZ (уо ) , V ) , где - главная вычислимая нумерация,бу­

дем обозначать ^ZoZ-(^0>^f) (заметим, что главная вычислимая нуме¬ 

рация V , если существует, то определяется однозначно с точностью 

до эквивалентности, так, что и нумерованное множество Су&,У,) 
определено однозначно с точностью до эквивалентности). 

Рассмотрим несколько примеров. 

ПРИМЕР 1. Пусть tf0= ]f7 ^JH • Тогда семейство МоЪСуо,уР =• 
=Л/0С^^У)естественным образом отождествляется с семейством одно -

местных о.р.ф. Используя следствие, легко проверить, что отображение 

есть вычислимая нумерация тогда и только тог -

да, когда V есть вычислимая нумерация соотвзтствующего семейст­

ва о.р.ф. в хорошо известном смысле С4 3 . 

Далее, известно, что семейство всех одномастных о.р.ф. не имеет* 

ни одной вычислимой нумерации, так что проблема Р для пары (ft/,//) 
неразрешима. 

ПРИМЕР 2. Для любого нумерованного множества у проблема 

Р разрешима для пар (J, J}) и • Читателю предоставляется 

возможность проверить следующие эквивалентности : 

тоьЦ^тЦ и Mozvff,p&у. 
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ПРИМЕР 3. Рассмотрим пару [IN, F^ilN)) , тогда морфи->-.ы -\Н 
в F<ji СА9 легко отождествляются с одноместными частич' . рекурсив -

ными функциями, и нумерация v N —»- М (с Мог Ш» F./0 Ю) бу дет 

вычислимой, если и только если соответствующая нумерация ч.р.ф. бу­

дет вычислимой в обычном смысле. Отсюда легко вытекает, что про -

блема Р разрешима для пары (А',F,- (JN)) и имеет место эквивалент­

ность 

таь^тР^^Ъ&К. 

ПРИМЕР 3 . Как в примере 3 , морфизмы из JV в F^ С^У 

отождествляются с одноместными частично рекурсивными функциями, 

принимающими только значение 0 и 1, а вычислимые нумерации этих 

морфизмов с вычислимыми нумерациями соответствующих функций. Как 

известно, существует главная вычислимая нумерация для семейства 

всех одноместных частично рекурсивных функций, принимающих только 

значения 0 и 1. 

ПРИМЕР 4. Рассмотрим пару (.JN,F^.(_4)) • Из определения функ­

тора Fy. легко вытекает, что Ffi(J)&^к (см. предыдущий параграф). 

Морфизмы из IN в F^(J) отождествляются легко с рекурсивно перечне -

лимыми множествами, и вычислимость нумерации некоторого семейства 

из Mot (JN,Fft(.H)) равносильна вычислимости нумерации соответствую­

щих р.п.множеств (в обычном смысле). Тогда проблема Р разрешима 

для пары QIN, F^ , и имеет место эквивалентность 

mozW,Fnu)) ™л. 

Пример 1 показывает, что проблема Р может быть неразреши -

мой. Пример 3 подсказывает введение следующего важного понятия. 

Ч а с т и ч н ы м м о р ф и з м о м и з £ д в ^, назо -

вем либо пустое отображение, либо произвольный морфизм из В -под -

объекта ^ д в ^ . Пусть С^,р) - & -подобъект jfg

 KP,j:У~~^~/, ' 

тогда ^у, и) называется о б л а с т ь ю о п р е д е л е н и я 

частичного морфизма jug . Два частичных морфиэма из уд в jff 

р а в н ы , если они либо пусты одновременно, либо они умеют вид 

jj0 , их области определения эквивалентны, то есть существует мор­

физм f^'-jj — т а к о й , что диаграмма 
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коммутативна (такой морфизм PL , если существует, то единственный), 

и имеет место равенство Р =PT/

/CC~ , то есть диаграмма 

И¬ 

" / 

коммутативна. Равенство частичных, морфизмов jit и JJ- будем обоз -

начатьpi2i.JJ-r. Семейство всех частичных морфизмов из jjg в ^ (с 

указанным отождествлением) будем обозначать Miytp (/<?>Уг ) • 

Частичные морфизмы из в W назовем ч а с т и ч н о 

р е к у р с и в н ы м и ф у н к ц и о н а л а м и н a jj 

Таким образом, частично рекурсивные функционалы на у отождест -

вляются с морфизмами из ^ в Р^Ш) . 

ЛЕММА. 2. И м е е т м е с т о е с т е с т в е н н ы й 

и з о м о р ф и з м ф у н к т о р о в (из 7fL в Set )'• 

Чо 4f М а Ъ Р Цо • // ) и Чо Чт М а Ъ Ч о • Ъ (/,» . 
Оставляя детали проверки читателю, укажем только отображение 

1to'U ' М О г Ч о 1 р п ( р ) — ^ М о г р Ц о , р - П у с т ь / * ; / , — 

так как , ̂  - & - подобъект г п ) , то существует в -под -

множество в у д , являющееся JU. -прообразом мнржества /^(3f) ', 
если оно непусто, то этим определен некоторый & -подобъект jjg и 

легко задать морфизм из него в j>} , это и будет 

Если же прообраз пуст, то О. ^ (М) ~ нигде не определенное ото -

бражение, которое также принадлежит MOZp (г0 , ^ ) • 

ЗАМЕЧАНИЕ. В ситуации леммы 2 также можно говорить о не­

которой п р е д с т а в и м о с т и бифунктора MOZ^ функто­

ром Рж . 

Лемма 2 подсказывает и естественное определение вычислимости 

нумерации некоторого семейства частичных морфизмов из уд в ^ 

Примеры 1 и 3 показывают, что проблему нахождения главной вычис -
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лимой нумерации для семейства всех ч а с т и ч н ы х морфизмов иног­

да "легче" решить, чем проблему нахождения главной вычислимой ну -

мерации для семейства всех морфизмов. 

Заметим, что имеется естественное вложение Moz, (уа ,yf ) в 

MoZp (/0, ff) (будем даже считать, что MoZ(ya,/r ) ^-MoZpCfa,/, )) • 
причем если Жог, и TfcOZp C/o,/f)( ^ 7 7 t O Z (/0, Рп(/,?)) 
существуют, то это вложение есть морфизм, Более того, если проблема 

Р разрешима для пары (jfp, P^Cf;)) » т о п р о б л е м а Р 
р а з р е ш и м а д л я п а р ы. ( у^ < т о г д а и 

т о л ь к о т о г д а , к о г д а МОЪ (у0 ; /г ) е с т ь 

г л а в н о е п о д м н о ж е с т в о в 07£oZp C/a>/f )• 
Докажем теперь лемму, необходимую в доказательстве теоремы 1 

и имеющую определенный самостоятельный интерес. 

ЛЕММА. 3. П у с т ь п р о б л е м а / 7 р а з р е ш и ­

м а д л я п а р ы Qg tyf) . т о г д а о т о б р а ж е 

н и е к о м п о з и ц и и S0 * МоЪ (./рг^г ) *~ (опре­

деленное так X(Sa1/U.) ±Zft(S0), SQe.S0 , jUG.M0b(jf0JS) я в л я ­

е т с я м о р ф и з м о м и з уок dK0Z,(jf0,]j,)b j?f . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть V'. / V — — М ( £ MOZ, (J0,J,)) ~ вычис -

лимая нумерация, тогда существует двуместная о.р.ф. /£.— такая, что 

для JC, уь. N Z7(jcj& ( Уа (у?) =\>}^ (JC, у) • Заметим, что 

А. ( < V, С у), 7(Х)>) - С 7&) 3 С ^0 (у)) • 

Если 7 - главная вычислимая нумерация, то имеем соотношение 

отсюда и следует лемма. Заметим, что доказано больше: 

СЛЕДСТВИЕ. П у с т ь у"; / V — — М ( £ МОХ (уо,/,))'- в ы ч и ­

с л и м а я н у м е р а ц и я , т о г д а о г р а н и ч е ­

н и е о т о б р а ж е н и я к о м п о з и ц и и Л, н а 

Sa* М е с т ь м о р ф и з м из (л/, •>>) в yf . 

В заключение параграфа докажем теорему, которая показывает 

"категорную естественность" введенных основных понятий. Эта теоре -

ма будет полезна и в дальнейших параграфах. 

Т Е О Р Е М А 1. Д л я л ю б о й п а р ы н у м е р о ­

в а н н ы х м н о ж е с т в ^ = (S0, и у7 = (Sr ,^f) е л е -

д у ю щ и е д в а у т в е р ж д е н и я э к в и в а -
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л е н т н ы: 

1) Д л я п а р ы , у ) р а з р е ш и м а п р о б 

л е м а Р ; 
2) Ф у н к т о р P^JMOZC/Xfo,/,) • - S e t п р е д ­

с т а в и м 

При выполнении этих условий TdZC/Z. (fo^f) является решением про­

блемы представления указанного функтора, то есть функторы 

д у М о ъ ( у х f a , у , ) и хуИ*Су, Шогсу0,у,)) 

естественно изоморфны. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) =Ф 2 ) . Для этого достаточно устано­

вить сформулированный выше изоморфизм функторов (по предположению 

Jtbob (^у0 ,yf ) существует). Для любого нумерованного множества^1 = 

—(3,^) построим подходящее отображение 

£у : Мог Су*уа,у,) —^Мог,Су, ШогСу0,у7)) 

(нижний индекс у далее часто будем опускать). 

Пусть jjs •' S*.SQ - отображение, которое есть морфизм из 

У х уд в у, . Определим отображение : *S *- Map (£д,3, ) 
так: £C/X^CS; ^ XS0/fj(S,S0) , S&S, Sa пробегает £ а . Нужно 

проверить, что для каждого — * ~ £ Мог(y^,/;) и ч т о 

&Ср) • S —МогСУср,/,) е с т ь морфизм из у в Жог(уо,у7). Так 

как JU. есть морфизм из у X у д в yf , то существует двуместная 

о.р.ф. <у такая, что р . ( \>(зс), (I/)) = VfQ:(3C,c/) Для всех ,аг,уе/V. 
Пусть S€ S и х б Л ' таково, что V(JC)—S • тогда для отображения 

р~ъ '• *- S, , определенного так / u s ±^ XS0yu(S,So) . и функции 

сух ^ A.y^(fC,y) имеем: 

А * - ^ (у>) = м f v w . ъ су» - № ^ 

Следовательно, для любого S&S отображениеjU s:S a—*~& есть мор­

физм из уо в у7 . Итак, 6(jU) есть отображение из S ъМог(уо.у,1 
Покажем, что £,,(/Л) - морфизм из у в ТЖОЪ ^уо,У7) • Рассмотрим 

отображение (yxl& }:А/х£д—хSg . которое, очевидно, является 

морфизмом из //х уд в у х уд , следовательно, и отображение 

является морфизмом из Jhl * в У; (заметим, кстати, что 
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Тогда отображение rv ~—-X£0//U (У Сп), Sa) {/Я—*-Мог> есть 

вычислимая нумерация (по определению!) некоторого семейства морфиз­

мов из Mot (уо,у,) • Если V - нумерация нумерованного множества 

27ldZ-(J0 > /г) ' т 0 существует о.р.ф. /ь такая, что 

для любого /х€ N . Теперь имеем 

6 Си) V> Сое) = / " - „ ^ = XSoJu Sa)= ?А(зс), 

следовательно, <£, ( /X) — морфизм из у в ЯЖОТ. (уо,/7). 

Докажем, что семейство отображений {&у > / ^ определя­

Е Т естественное преобразование функтора Ху Mot, (ухуо , ,) в 

функтор Ху МоЪ (уу ЗИХогСуо^-,)) . Проверка этого не представляет 

никаких трудностей. Покажем, например, что если —*~У ' > т о 

диаграмма 

М<кСу'ху0,у7)-^-*~ МогСу', т о г у д ) / г » 

Шъсу*у0,у^ МоъСу, Шогсуа,у7)) 

коммутативна. Действительно, пустьpi-Jf/xyp—*-уг - морфизм. Тогда 

[ М т & ^ у ; ^ , ^ ; ] с&) = £,j,tjLt)(/u'(sJ) - X S 0 / J . ( / u \ S ) , S 0 ) И 

П > ; Моъ Cju'x / , /;2 ср)2 Cs) = £j С А 0й' 1 <• s > = *-soM Vх /(s)> so >)• 

Следовательно, Моъ C/u.',-l~) &^, = bjMoZ-d/u'xi, /) , что и нужно. 
Построим теперь обратное преобразование р . Пустьу =: (s, у>) 

произвольное нумерованное множество и jt-C&- MoZ-Cy, 3^Zot С^0, yt )) 

Тогда отображение /g(ju) '• S*S0—*_*S> определяется так: ^(^UjCs,S0)^-

±^ ^jU.CS)2CSj- Нужно проверить, что это отображение есть морфизм из 

/ х / о в / ; • "^ а к к а к ~~ м о р Ф и з м > т о существует о.р.ф. /i т а ­

кая, что jU.\?— У А . Далее, по лемме 3 отображение А : 

з 0 * м о ъ ( у 0 , у , ) — s r , 

определенное так Л-(Sa,jU) ^y(soh есть морфизм из уо X ШсП,(уо,у>) в 

у7 и, следовательно, существует двуместная о.р.ф. <^ такая, что 

Х(^(х)УСу))= \>7(уСХ,у). Теперь имеем 

= X ( 9Q С у), = Су Л сх?) . 

Следовательно, для GCoc,у) ^ y[Cy,k (XJ) имеем 
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и ^CfU.) - морфизм из у X уо в , а у - отображение из 

Мог Су, Мог(у0,у7)) в Мог у,) • 

Так же без труда проверяется, что ; у^е есть естественное 

преобразование функторов. Проверим теперь, что £, и у взаимно об­

ратные отображения. Пусть ju. € MoZ (у* У о '// ) ' т о г д а 

/у&ум (s,s0) - yyis (з0) ~/*sCs0) =/;(s,s0)и /у 

Пусть jxe. Мог, Су, ШдгСУо.у,)) » тогда 

\by/u(s)^\cs0) = £,C\/ucs)']C-s0)) ={^UCS)~\(S0) и &j?juCS)-/U(*) 

и S/y/jL = jU. . Таким образом, изоморфизм функторов XyMozCy»^tyf) 
и Х-у Мог, (у, дЖог Cyoi у7 )) ( в предположении существования 

Жог,(уо,у,) ) доказан . 

2) = > 1). Предположим, что функтор \у MoZС/хУо,Уг): 3%-*£е£ 
представим, пусть у = СЗ,7) - такой объект 7L , что функторы 

Ху Мог(ухуо , у,) и Мо%(у,у) эквивалентны, а 

6 ; : Мог.Су*у0,/,)-+Мог(у,у) , уеП, 

и 

2у • M^tyJl-^MozCyxy^y,) , / е п , 

- соответствующие взаимно обратные естественные преобразования 

этих функторов. 

Напомним, что f^C{o},7) - это нумерованное множество, состоя­

щее из единственного элемента О . Для каждого «натурального числа 

/ i£ N определим морфизм 7L : / — т а к /Т(о) ?Т- • Рассмот­

рим множества MOZ UN* уо, у?), Moztfx уо , у,) , rfoZ iJV, J) 

и MoZ (rf, j[) . Морфизм rz : / — и н д у ц и р у е т отображения: 

MOZ Сп-х , / ) : MOZ СМх/р.у,) ~*~MoZ-U'*J 0 , / , ) 

и 

Мог С а, /у) Йог .(Л, J) — ~ Мог Cf, / Л 

Для простоты оба эти отображения обозначим . Таким образом, 

имеем: для и е. Мог(0/* уа , у ) /л 1 < О, Sa > —/г. (п, Sa ) 
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для любого s0e.£p ; для Moz (№j>) \_$~п/Р\ (о) =jU(/i). 
Далее, отображение О ; *S>^~*~{o}XЗд , определенное так £ fSff) ^ 

<0,S0^i есть, очевидно, морфизм (даже эквивалентность) из уо 

В ^'* $0 ' с о о т в е ' г с ' г в У ю щ е е индуцированное отображение 

Moz ct, ) : Moz (/х/0..][,)^Моъ (/<?>£) 

обозначим через ее . Итак, для ̂ и. : Лх^д Jf и S^€«S^ имеем 

Рассмотрим коммутативную диаграмму (для любого /*г.£= /V ) : 

Меть (Я х1' у r ) , & ' Мог (N,7) \ 

Мог С / х / 0 , у,) , fr ' Л4?ъ С/, / ; 

« I 

Нумерация 7; /V—*-vS множества л9 является морфизмом H3JV 

в , так что можно считать, что JMoz(/N,у) . Определим ото­

бражение У*"; N *~ MoZ Сур)у) следующим образом: \?*(Jb)^-<X^^(y) 
для любого /ТС N 

Пока нельзя утверждать, что V*. есть нумерация множества 

Mob Cfa, fi) > но ) ) * есть нумерация некоторого семейства (V*"()V)J 
морфизмов из уQ в . Покажем, что У - вычислимая нумерация 

этого семейства. Для этого (по определению) нужно показать, что 

отображение: /JL''N*Sg *~ S ; , определенное так pc(/Z,S0)^\i>)\nj\(S^, 

для / те Л' ,Soe.Sp есть морфизм из fl/Xjj0 в ^ . Рассмотрим 

морфизм у ( V) ; N*jj0 *~/? и п о к а ж е м > что и. = (V) - . Пусть 

Л , 6 Л/ , s 0 ^ S 0 . 
С? (7)] IN,So) = C ^ j f v C o c ^ f f s 0 ? = & ^ i '^rf i iP4}^*J/V^^* ) -

Желаемое равенство доказано. 

Покажем теперь, что если v* - любая вычислимая нумерация не­

которого семейства морфизмов из j/p в у, , то существует о.р.ф. О. 

такая, что \> = • Отсюда легко следует, что V - нумерация 

множества X'oZ (tf0) fa) (так как любое одноэлементное подмножес 

из MoZ (fa, у,) имеет вычислимую нумерацию) и^более того, что У 

есть решение проблемы Р 

тво 
•*-
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Пусть V - вычислимая нумерация некоторого семейства морфиз­

мов Из уо в yf . Тогда о т о б р а ж е н и е / / ; / ^ * » ? / ^ — S f , опреде­

ленное так и(П,&0) ^ L^C^)2CSp) , для /ъ е. М, S0€L £ 0 есть мор­

физм из /Л х уо в у , то е с т ь ^ е Moz (/У' хуо ,у ) . - о б р а з у 

Ь/Ц fc MOZ (IN, у) . следовательно, существует о.р.ф. ^ та­

кая, что <5yCZ= J<y . Пусть п. // ,soBS^. Имеем следующие равенства: 

U*CnJlCs0) = ^Cn,s0) = Г Д / ^ З to ) - C « " ^ ^ = 

It-
Итак, / = У ^ . Утверждение, а вместе с ним и теорема доказаны. 

§ 3. Функторные свойства 

В этом параграфе будет показано, что объект 'ЭТГСо'С (Ус?'/гЛ ког­

да он определен) ведет себя "вполне хорошо" по отношению к общека-

тегорным отображениям. Теорема 1, доказанная в предыдущем парагра­

фе, вместе с утверждением единственности (конечно, с точностью до 

эквивалентности) решения проблемы представления будет весьма полез­

на в доказательствах этого параграфа. Заметим, что лемма 3 и её след­

ствие, доказанные в предыдущем парграфе, также указывают на функ­

торные свойства дТ&ОЪ' • 

Пусть Ур >/? > У# ' ~ я У м е Р о в а н н ы е множества такие, что для 

пар (foi^i) и (/&'> //) Р а з Р е ш и м а проблема Р , то есть существуют 

нумерованные множества IflloZ (уо,у,) и 77loZ(J0'', у/). 
П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е ! . Е с л . д . у / ^ / , и / * г / ^ / , ' ~ 

м о р ф и з м ы , т о о т о б р а ж е н и е 

Moz Lju0 : Moz Суа, у,) —Moz f//, / , ' ) 

е с т ь м о р ф и з м и з Moz(/ff,y,J В MoZ(y/, / / J . Б о -

л е е т о г о : 

1) е с л и JU- 0 - э п и м о р ф и з м , - м о н о м о р ­

ф и з м , т о Moz(/U0)JJj)- м о н о м о р ф и з м ; 

2) е с л и jj.Q - ф а к т о р и з а ц и я , a (yr , ft,) 

г л а в н ы й п о д о б ъ е к т у/ , т о (moZ (fa,/,), Mozfajj))-
г л а в н ы й п о д о б ъ е к т 78Z-0Z (yj', у') \ 

3) е с л и JU0 и Ur - э к в и в а л е н т н о с т и , т о и 

Mob ^Moipi) " т а к ж е э к в и в а л е н т н о с т ь . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Напомним, что отображение Мог (/U0,p/r) оп-

ределяется так: для yte. Мог C/0,/f) \.MoV(u0,/U^C/U)=/Uf/^/U0 . Пусть 

7: Л/ —-Мог С/о ,/t ) ~ нумерация Шаг Qff, /,), тогда отображение 

U : N*• S0—*-&т . опоеделенкое так: Ju. С^О,Sa)= Е~)>(jcl]CSa) . Дляяте^ 

&0 £ S 0 есть морфизм из N * уо в yf . Отображение 

есть морфизм из /V x у£ в // х Jp . Рассмотрим последовательность 

нумерованных множеств и их отображений (морфизмов) 

Композиция этих морфизмов /й-'^-/Л,/-*- х/ио) есть морфизм из 1Мxjfo 
в yf . Тогда если 71 - Нумерация D2fcyt(J0',//) • т о должна су­

ществовать о.р.ф. <j£ такая, что для* любого JC&N, X3gJU-/(-x^> s'0) = 

Итак, Y_Mob\pLJ,/J1W=^ . следовательно, MoZ (p0есть морфизм 

кзМоЪС/^У,) в MObiy'gjf). 
Проверим теперь остальные утверждения предложения. Утвержде -

ние 1) очевидно, так как понятия эпиморфизма и мономорфизма в кате­

гории ТС совпадают с понятиями отображения на и одно— однозначно­

го отображения (являющегося, кглсчно, морфизмом) (см.П2Л), а со­

ответствующее свойство для отооражений хорошо известно. 

Утверждение 3) также легко проверить. Пусть /и.д :/а—**~Уо и 

jj,f; yf—*~/f - морфизмы, обратные соответственно морфизмам^д и 

jU, (таковые существуют в предположении, что jii0

 и /4F - эквива­

лентности в категории ) . Тогда Mot- \.jUg,jul/) есть морфизм из 

??fCoZ^Q,yf) в Шог-С^о,^) I причем, как нетрудно проверить, обрат­

ный к морфизму MOZ (jUo,P-y) • Остается проверить утверждение 2). 

Пусть JJ.a - факторизация, a U} - такой морфизм из уг в у^ , что 

Cy,,/U,) - главный подобъект yf . По утверждению \) Mot- (/U0,pf) 

есть мономорфизм, так что (ТКогСуд^у,), MoZ(yU0//Jf)) есть подобъект 

Wtoz(yo

l, у/) • Нужно показать, что это главный подобъект. Пусть 

Д - произвольное нумерованное множество и и.^ - морфизм и з ^ 

в ЖогСУо,у!) такой, чтоjU2(S2)^M0ZK40,/U,)CM0Z (уоф)). 
Рассмотрим отображение =/?{/Uj): £>2 XSg—*~ &t • определе 

так: /ZiCS2,Sg)^L/U2CSi)l(SJ) Для любых S ,€ -S^ и ^ / е ^ " / 
иное 

По 
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геореме 1 » W - / J r мэрфизм из ^ Kfc в у/ . Так к а к ^ ( * г ) £ 

£ Mozc^o.^CMobQfc.y)) , ™/7гС33хЗ£) sz/SrC-S,) • По у с -

л о в и ю £ ^ , ^ ; - главный подобъект у / , поэтому существует мор -

Ф и з м / / , : ^ * / г * / / такой, что диаграмма 

/* Ч< 
коммутативна. 

Рассмотрим морфизм ^ *JJ0 > jfi*^ *~УгХ^о • ^ т о т морфизм 

является, очевидно, факторизацией, так как / , и -факторизации. 

Проверим, что если S, S £ / 0 0 таковы, что yuff(s) "yU0 (SJ , то для 

любого S ^ e ^ fa/(Sz,S)=faC&i,s). Так как ^ - мономорфизм,то 

достаточно проверить рел&тлстъоpcr/uJQ^z,S)^JUrpfC%,S,)^^/72Cs 
=jUz (S2,SfJt ввиду коммутативности диаграммы. 

faz^z^ = Lfa(&z)l cs), (s2)€ MK>fo,,/s,)(Mby,j/t))j 

поэтому существует yU& A/ozCfa,/,) такой, чтоjuzCSz)~,faJLJp/0 . Тог­
да 

р2 cs2 ,s)<//j Csz )1 Cs) - Wo (&)-yj,w0 cs')°fyt2 Cs.jlcs'j-fa^s). 

Только что доказанное свойство отображения!/Uf и основное 

свойство факторизации показывают, что существует морфизм 

Ju.}: ^xjjg—такой, что диаграмма 

г 
1Чо ~ -уЛу! 

1 хрв it do 
коммутативна. 

Морфизм fa : У2*/0 *~/} индуцирует морфизм (см.теорему 1) 

tCfa)-^ *~0%Cb(/o,/i) • определенный так: £,(fa)(sz) = 
= Xsbfa(Si,Se ) .> Проверим, что диаграмма 

коммутативна. / 
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Для любых $г€. З)^ , З ^ З д имеем 

Следовательно, pL^—Mot (yU0,/JF) £*iju0) • Отсюда и следует, что 

(?no>c(fo>fth MoZ^OIjUr)) - главный подобъект 7fioz, С//,//)- Пред¬ 
ложение доказано. 

Рассуждения, приведенные в начале доказательства, достаточны 

для доказательства следующего утверждения: 

СЛЕДСТВИЕ 1. П у с т ь / / - п р о и з -

в о л ь н ы е н у м е р о в а н н ы е м н о ж е с т в &<pi0: 

fo -+U> ft :A " V / - м о р ф и з м ы ; т о г д а 

д л я л ю б о г о в ы ч и с л и м о г о о т о б р а -

ж е н и я /V—MotCjjg ,Jf) (то есть вычислимой нумерации неко­

торого подмножества), к о м п о з и ц и я Moz(//Ul)t//UJ) V: А/ —»-
—*~Моь (Ур, jf/) е с т ь т а к ж е в ы ч и с л и м о е 

о т о б р а ж е н и е . 

Отметим, что в формулировке следствия не предполагается раз­

решимость проблемы Р для пар Qfo,/f) v u i v i Qfo '//^ ' 
ЗАМЕЧАНИЕ. Естественно возникают вопросы о том когда же 

отображение MoZ. (juo tp/f) будет эпиморфизмом или факторизацией. 

Приведем пример, показывающий, что естественные двойственные ус­

ловия (для утверждений 1) и 2 ) ) , вообще говоря, несправедливы. 

ПРИМЕР. Пусть А и В -два рекурсивно неотделимых рекур­

сивно перечислимых множества. Рассмотрим нумерацию ^ трех­

элементного множества {0,У,2} у определенную так: 

Г О , если see. А • 

& (JC.) ^ J / , если JC в В ; 

| Z , в противном случае. 

Положим ~ ( {o,f,2^ • Заметим, что уд не имеет нетриви­

альных вполне рекурсивных подмножеств, то есть таких Sf ^ С CZ 

CJ£?,/,.2J , что V*̂  CS) рекурсивно. Действительно, ни одно из 

множеств А,в'9АиВ, N\A, N\B,N^{AUB) нерекур­

сивно. 
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Далее , & = '({о,*}, ^ ) (^(л) ^ zest(^,2)), 

fa(«0= х, fXQ : Q—fa; / , - / , ' - S » / * Г # • Л е г " 
ко проверить, что 

1. (QfjU0) - главный подобъект ^ 0 

2. Проблема Р для пар . %) ,(2, %) разрешима. 

3. Жоъ(faZ)**Z ( то, что множество Мог (jo>Z) состоит 

из двух элементов, следует из отсутствия в ^ а нетривиальных впол­

не рекурсивных подмножеств; доказать же существование главной вы­

числимой нумерации для Моъ{\^0, и дать ее описание можно легко 

непосредственно или с помощью результатов следующего параграфа). 

4. Ztl&C (2t>, Z) & 4Р - это очевидно. 

Итак, JL/g - мономорфизм (даже }р:0) - главный подобъект) 

jUf ^ ~ эпиморфизм (даже факторизация), а отображение 

Мог iju0 ,jur): Шаг (у0, 2Х" %> ~~ Жог (2, %) , 

очевидно, не может быть эпиморфизмом. 

Приведем', однако, одно полезное следствие предложения 1, кото­

рое указывает достаточные условия эпиморфности морфязмаМаТ^/д^/г). 

СЛЕДСТВИЕ 2. Е с л и (/', JUg") - р е т р а к т ^ , , а 

jUf - р е т р а г и р у ю щ и й э п и м о р ф и з м , т о 

е с т ь т а к о й , ч т о с у щ е с т в у е т jufs^f—/г 

с о с в о й с т в о м p,r/jf « = 4 / • т ° Mot (p0)pj ~ Р 

р а г и р у ю ш и й э п и м о р ф и з м 2ЖоЬ (\уд, yf ) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть jUg'./g / / - ретрагирующий эпи­

морфизм, соответствующий JJ.0 , то есть jUgju Q — /у' . Тогда по 

прецложению 1 1 ) ( и л и 2 ) ) Mot (рд fjtff ) есть мономорфизм из 
m°Z(fl>jfh в MtoZC/o./t) • т а к к а к /Ч>' ~ эпиморфизм, а д ' 

очевидно, - мономорфизм. Проверим теперь, что композиция 

е т -

н а 

являющаяся морфизмом, есть тождественное отображение MfftQfft/f) 
на себя. Пусть р^. Мог ) ^ ) , тогда 

^ЫоЫи^Моь^ ,p!)l(fi) ^Мог^0^Хр'рг^{М,р>)р^ор^Щтр-

Утверждение доказано. 
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Аналогично доказывается двойственное утверждение: 

СЛЕДСТВИЕ 3. Е с л и fa - р е т р а г и р у ю щ и й 

э п и м о р ф и з м , а С/,, fa) - р е т р а к т у/ , т о 

C^OZiy0,yf),U0Z(pO)fa)) - р е т р а к т ^Zoz(yJ,y/j 

В условии предложения 1 требовалось существование объектов 

Vdt&C (J0 , у, ) и Я&ОЪ CyJ,yl) • Однако в условиях следствий 2, 3 

можно ограничиться. меньшим, а именно: справедлива следующая тео­

рема существования. 

Т Е О Р Е М А 2. П у с т ь д л я п а р ы н у м е р о в а н 

н ы х м н о ж е с т в ( у ^ р а з р е ш и м а п р о б л е м а / 3 

Е с л и ( / o ' > / W - Р е т р а к т / , , a fa,, у, — у / 

р е т р а г и р у ю щ и й э п и м о р ф и з м , т р п р о ­

б л е м а / ^ д л я п а р ы Су о ) р а - з р е ш и м а , 

о т о б р а ж е н и е 
* 

Moz(fa0,fay. МогСу0,1,) — МагЩ,]',) 

е с т ь о т о б р а ж е н и е н а и ф а к т о р ­

м н о ж е с т в о Cy0Ji)/M0Z-iyiofa) э к в и в а л е н т -

н о м н о ж е с т в у TTtoZ (у^, у, ) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что отображение MoZ(fa,/Jt)V: N~*~ 
——hiOZ C^Qt/jf) есть вычислимая нумерация некоторого подмножест­

ва из bfobCylitfi) ' э д е с ь ^ - нумерация 7nft{yz.(^0,y,) . Так как 

у - вычислимая нумерация, то отображение 

fa. А/*30-+-&,, рЕ01А,)*913(л)1 Cs0) для л е У , so&S0 

есть морфизм пз//Х/0 в / . Тогда \fa ; //худ—•*- //худ есть 

морфизм, а также отображение ^Х/р.С^ х / J 0 ) ' А/худ—*""// е с т ь м о Р ~ 

физм. Этот морфизм определяет вычислимую нумерацию у"' некоторо­

го семейства морфизмов из в Р , где 

7'(Л) Х301 fajJC ^xfa)(n,S0)3 • 

Покажем, что /ИоЪ (p0)/uf)7— 7 f Пусть rzG. Ы ,S0e.S0 . Тогда 

П'Сп) 1 CSbP - Л / 7 ( ' # *НоКn>so)-P,M Сп ,fa(S0 )) -

— fa CSJ - [Л/OZ (/U0,fa)7(rt)] (SJ • 

Итак, Mob Qu0 /jUfjV— Ч1 - вычислимая нумерация. 

Пусть теперь V * ; N —*-& £ Моъ Cjfo, //) ~ произвольная вы-
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числимая нумерация некоторого семейства AS> морфизмов из jfj в 

yf , то есть отображение J-t*i МxSg—(-fa ^(^tSg) = 

— Z^*Cnl\Csr

0)) есть морфизм из JVх jf' в fl,' . 
Из условий теоремы вытекает существование таких морфизмов 

Мо-$Г+-1о*/4'-]!~+Ь • что Хро= Рвссмо-

трим последовательность нумерованных множеств и морфизмов: 

Композиция p'tp* *f£0') - мэрфизм из // х^д

 ъ /г опре-

деляет вычислимую нумерацию V* некоторого множества морфизмов 

из у0 в у ( =^ \&O/U1'ju*L-f/ilXfj.,

o)Cn,&0J). Тогда существует 

о.р.ф. CJ. такая, что 7 = . Покажем, что v**"" Mob(jU0tfa ) 
Пусть п. € N , Sg € , тогда 

то есть У*=гМог(р р 1р гЯр . 
Итак, всякая вычислимая нумерация у/* сводится к MoZfp^fa,) ^ . 

Отсюда следует, что MOZ(JL/0,/J,)V есть на самом деле главная вычис­

лимая нумерация множества MoZ Cjpi // ) и что 

ТЯЫЦо.У^J'MobC/U0,JUt) есть mobCjf,]/,') . 
Отображение MoZCp^,^) является эпиморфизмом, факторизацией и да­

же (по следствию 1) ретрагирующим эпиморфизмом ffiU)Z,(_yg,jfi) на 

7710Z CyJ Теорема доказана. 

Переформулировка (правильная) следствия 2 как некоторой тео -

ремы существования даст ту же самую теорему*(с перестановкой у 

и / ' ) . 

ЗАМЕЧАНИЕ. В дальнейшем будем часто использовать следую -

шее соглашение: вместо слов "проблема Р разрешима для пары 

tfo> ii) нумерованных множеств" будем писать Р(^е,/Г? • а т а к ж е 

использовать символы V ("если то ", "и", "или"). 

В этих обозначениях сформулируем два следствия к теореме, пер­

вое из которых есть просто переформулировка (упрощенная) теоремы. 

СЛЕДСТВИЕ 1. П у с т ь fo и - н у м е ­

р о в а н н ы е м н о ж е с т в а ; е с л и с у щ е с т -
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в у ю т м о р ф и з м ы / V / / — * ~ $ 0 и / V / / - - * - / / т а к и е , 
4 т ° Цо>^о) " Р е т р а к т / , , a juf - р е т р а г и ­

р у ю щ и й э п и м о р ф и з м , т о 

РЧ»*1>) =*рс/*',;/)-

Если (не совсем точно) говорить " yf есть ретракт / ", ког­

да существует морфизм ju ; yf—*-/ такой, что ju) - ретракт^ , 

то еще одной переформулировкой теоремы будет 

СЛЕДСТВИЕ 2. Е с л и i'0 - р е т р а к т jj0 и у/ 

р е т р а к т ¥f , т о 

к/,-*) р(/;>/,'>-
СЛЕДСТВИЕ 3. а) Р ( у 9 £ ,?оУ=^РЦ, ,уо)*>РЦг I 

в ) P4t*h>M —>Р<-/;>/.)*Р(/л>/.>-

Это следствие вытекает из предыдущего и того, что у} и у^ 

являются ретрактами ^ ф у^ я ^ х ^ (см. лемму 1). 

Следующее предложение покажет, что в следствии 3 стрелки мож­

но обратить. В формулировке этого предложения будет использоваться 

понятие условной эквивалентности некоторых выражений, содержащих 

символы fflZ-OZ . Под этим будем понимать утверждение, что если хо­

тя бы одна из сторон этой условной эквивалентности имеет смысл (то 

•есть все ТППОЪ существуют), то и другая сторона тоже имеет смысл 

и соответствующие объекты категории д£ эквивалентны. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Д л я л ю б ы х т р е х н у м е ­

р о в а н н ы х м н о ж е с т в у о

 и <^ и м е ю т 

м е с т о с л е д у ю щ и е у с л о в н ы е ' э к в и -

в а л е н т н о с т и : 

и ?псъ <J,efa, уа) ~ ты ,у7 ,/0) х тог if,,/,); 

2. MffL(f0,f,xfo) - niozifafiU *1<Я 

3. 7noz(ffxfc,y,)^ Ю0гС/,,*Яог.^г,&)). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Условные эквнвпентности 1 и 2 легко следу­

ют из следствия 3 а ) , б) теоремы 2, теоремы 1, единственности реше­

ния проблемы представления функтора и следующих очевидных (безус-
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ловных) естественных изоморфизмов функторов из "8Ъ в Set : 

1. Х#Моъ ( / х ( / , 9 faIfa ; & X / л/ягСС/Q(j*fa) , fa)*> 

* XlZMax,(J*l,,y0')x Mozijxfitfa)l; 

2. А / М т г (]*$9,faxfa)* XllMobifxfajJxMobqxfa&ti. 
Докажем теперь условную эквивалентность 3. Пусть Z 7 Q^xJ^ >fa)> 

тогда по следствию 3 в) теоремы 2 РСУ^>/д) • Следрвательно, с у ­

ществует ffllOtC.^, У0) > и имеют место следующие естественные 

изоморфизмы функторов ( справедливые при условии существования 

объекта Tl/Urt С fa ,fl0 ) ) . 

цМоъ(/х (J,xfc),уо)& ХУМогС(/хУ;)х£X/A/aztyx/,,тящф. 

Из этих изоморфизмов и вытекает нужное. 

Предложение доказано. 

Рассмотрим пару нумерованных множеств ^ а и / . Для л ю ­

бого элемента se«S>7 существует морфизм jus :fa—*~ /т • опре­

деленный так: JJ,SCS0) = S для всех so €• Sa • Таким образом, зада -

ется отображение 8 : S7 *~ MoZ-CS0,ef) > которое назовем д и а ­

г о н а л ь н ы м вложением (очевидно, что 3 - одно-однознач­

ное отображение). Оказывается, что е с л и Р (jp t/f) , т о 

я в л я е т с я м о р ф и з м о м и з У, в tfflPZ Qf0,/7) • 
Действительно, отображение $ определяет изоморфизм / с 

нумерованным множеством ^ ^ K\_p&\^Q > V*=^V, ) . Поэтому до­

статочно показать, что V* - вычислимая нумерация морфизмов. Р а с ­

смотрим двуместную о.р.ф. £ , определенную так: -j-(sc,y) **= ЗС для 

всех jc,y€. N » тогда 

(i0 су;;=С 3 v> г« ; J <у0 (у))=*р*(X)V0 СУ»- >> - >>ff&c,yj. 

Следовательно, У - вычислимая нумерация,и вложение множества 

l /^JsfcS *M0b(fd;ft) есть морфизм из J в Moz(/0,/f) , но 

тогда и О:/ ^ОХ.{Уа1^7) есть морфизм. 

Многие естественные вопросы, связанные с диагональным вло -

жением 8 получат ответ в следующем предложении. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. а) Д л я л ю б о г о о т о б р а ­

ж е н и я с : / »- ig к о м п о з и ц и я о т о б р а ж е ­

н и й в с л е д у ю щ е й п о с л е д о в а т е л ь -
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н о с т и 

е с т ь 

в 

т о ж д е с т в е н н ы й м о р и з м 

б) Д л я л ю б о г о м о р ф и з м а jU0:yg 

д и а г р а м м а 

и 3 J, 

к о м м у т а т и в н а 

в) Д л я л ю б о г о м о р ф и з м а jUf: /f —*~jf • е 

д и а г р а м м а 

0х 

т о 

к о м м у т а т и в н а . 

Доказательство осуществляется прямым вычислением и поэтому 

оставляется читателю. 

В заключение параграфа изучим поведение свойства отделимости 

при образовании объекта TTlOb (/o>/t) • Имеет место следующая 

ЛЕММА 4. Е с л и ^(jh,^) и jj, - о т д е л и м о е 

н у м е р о в а н н о е м н о ж е с т в о , т о и 

27lOZ(fe,/,) - о т д е л и м о е . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Л / С S; v£ - вполне перечислимое 

подмножество, то есть ' (Sf) рекурсивно перечислимо. Тогда для 

любого S o e S0 множество [fX j/U€.MoZ(/0,y ) и fzc&jesf) -
V" -вполне перечислимо (где V - нумерация ЭПОХ, Qf0 )/1) ) . На 

самом деле это справедливо для любой вычислимой нумерации v1 с е ­

мейства морфизмов из j0 в / г . Докажем это. Пусть И; /V — 

—*~Mcft (jf0,jt}- вычислимая нумерация некоторого семейства морфиз -

мое, тогда Х:/0% —*~/ , - морфизм и Д. (sf) - вполне 

перечислимое подмножество в SQ X v' (Ы) . Рассмотрим теперь мор-
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фиэм С& ( V (MhJ)~-~rf0*- 0/(Щ1)> определенный так: £& (^и) ^(S0,/J.) 
/U£-J(M) • Тогда £ ^ Х ~ ' - У* - вполне перечислимое подмно­

жество \f . Заметим теперь, что 

Действительно, пусть jue.Ms f~> V (/VJ , тогда /U(SD)€.S7 , но 

Xi^ifa-XCSg./u) — jU(S0) , поэтому /и £ Х~'С£,') .Наоборот, 

пусть jU€.i^X~' ) , тогда A i ^ e S r ' , но Я г . ^ tyJ~)=/U(S0). 
Итак, сформулированное в начале доказательства утверждение до­

казано. Завершим теперь доказательство леммы. Пусть 

juotjur е. Моъ Ц а , р ,' frfyt • 

Тогда существует элемент SD € S0 такой, что уса Q5a) 7 ^ / , (Sa) • Так 

к а к д , (S0)j^/Uj(S0)€ £>, и / - отделимо, то существует вполне пе ­

речислимое множество 3J такое, что juo(S0)^- и Д fS^J^S^ 7 

(или наоборот), тогда Мс ~ V - вполне перечислимо и и„€.Л{. , а 

fU.j(f.hf5 (или наоборот). Следовательно, IffloZrСуК,,уг) отделимо. 

Лемма доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. При доказательстве леммы по существу получено и 

следующее утверждение. 

Если |/5 ь j - отделяющее семейство J, -вполне перечисли­

мых подмножеств S1 , то семейство множеств 

является отделяющим семейством вполне перечислимых множеств для 

Мае С / , , / , ) . 
Отсюда как следствие "эффективности" доказательства получаем 

и следующую лемму. 

ЛЕММА А1. Е сл и P f ^ , / , ) и / - э ф ф е к т и в н о 

о т д е л и м о е н у м е р о в а н н о е м » н о ж е с т -

в о , т о и д&1о% {\уо, /г) - э ф ф е к т и в н о о т д е -

л и м о е н у м е р о в а н н о е м н о ж е с т в о . 

Более удобно свойство отделимости может быть описано в с л е ­

дующих понятиях. Пусть 7%от - полная подкатегория категории 

объектами которой являются все отделимые нумерованные множества. 

ТЕОРЕМА 3. С у щ е с т в у е т (ковариантный) ф у н к ­

т о р FQT'- *~ "Я^от (Функтор отделения) и е с т е с т в е н -
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н о е п р е о б р а з о в а н и е т о ж д е с т в е н н о ­

г о ф у н к т о р а / в f~'от т а к и е , ч т о 

1) д л я л ю б о г о / 2 1 / —*~ / С ° Г е с т ь 
ф а к т о р и з а ц и я ; 

2) д л я л ю б ы х / и о т д е л и м о г о / ^ 

о т о б р а ж е н и е 

Мог (/7, ^ ; : Мог с F0T fa) -^Мог i / / „ ) 

в з а и м н о — о д н о з н а ч н о . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ^=-(3, У) - произвольное нумерован­

ное множество. Определим на S отношение эквивалентности ' v 

так: 

SQ"-S, 4 >> д л я любого v" - вполне перечислимого подмножества 

В'Я. S имеет место ( S o e S ^ = ^ S / G S 0 . Полагаем FJT(j{)^$/~> -

факторизация у по отношению ^ . Из определения легко видеть, 

что $ Jотделимо. Через ^ обозначим морфизм факторизации 

у—у- / # Докажем теперь, что - "наибольший" отделимый 

фактор-объект ^ , то есть докажем, что для любого отделимого ^ д 

и любого морфизма / ^ * / — * ~ fa существует (и притом единственный) 

морфизм р, ; — * - fa такой, что диаграмма 

У* * 

ко м му тат ивна. 

Рассмотрим каноническое разложение морфизма jU : 

VM -^fi • 
где fj! - факторизация, a jut - мономорфзм. Так как ,jUt ) 

подобъект / 0 , a fa отделимо, то и tijjji отделима. Тогда из 

определения отношения ^ легко следует, что Sg^ Sf JJL(_50) =• 

= jJ(.S>,), но тогда существует отображение jJ.0 '• *~ /"SJA такое, 

что jj.'=jj.02 • Так как и //̂ и - факторизация, то jUQ и 

jJ-jfag - морфизмы.. Этот (очевидно, единственный ) морфизм JJ, и 

удовлетворяет соотношениюpii£ = jU . Итак, доказано свойство: ото -

бражение Мог ) • MOZ (f'от Qf) ,fa )—*-Мог{.fa fa) взаимно-од­

нозначно для отделимого fa . Доопределим теперь функтор F o r 
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определен уже на объектах. Пусть уи: fa—*~fa - морфизм. Рас¬ 

е 

Он 

смотрим диаграмму 

Так как рjj. есть морфизм из fa в отделимое нумерованное мно­

жество F0T(,y,) , то по доказанному выше свойству существует и 

притом единственный морфизм р ; p Q r С fa)—*~F(rr tff) ' К О Т О Р Ы Й 

делает диаграмму коммутативной. Полагаем Fqt(jj) р . Из оп­

ределения сразу видно, что F ^ - Функтор, ар - естественное пре­

образование / в Fот . Теорема доказана. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Е с л и fa о т д е л и м о , т о д л я 

л ю б о г о Д P(/0,fa)£=* PlFor(/0),fa). 
СЛЕДСТВИЕ 2. Е с л и / , о т д е л и м о и P(fa.fa) , 

т о d7lo%ifa,fa) и ^OZ(Por(fa),fa) э к в и в а л е н т н ы 

WoZL ?, J fa ) • Шог (For Cfa ),fa) - mozCfa,/,) 
эквивалентность). 

§ 4. Полезные частные случаи 

Рассмотрим сначала случай конечных нумерованных множеств/ 

и у . Хотя, по-видимому, существует пара конечных множеств / 

и / такая, что проблема Р для этой пары не разрешима, имеется 

важный случай, когда эта проблема разрешима. 

Пусть £ > = \01-0Р7,. . .,<2п^ - конечное множество, на котором 

задан частичный порядок ^ . По предложению 5 § 9 книги С 21 су­

ществует главная вычислимая нумерация \) , допустимая относитель­

но порядка^ . Укажем сейчас условие, когда, отображение некоторо­

го нумерованного множества в •S' будет морфизмом в / = = CS,yf) 
Положим ^ , СС£^г С2.^ , С— О,-/,., .,/г . Нетрудно 

проверить, что для любой нумерации j / ' множества 3 , допустимой 

относительно порядка <& , все множества £f • будут V ' - вполне 

перечислимыми. В частности, все являются У* -вполне перечне-
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ЛЕММА 5. П у с т ь ~Ц~ ^) - п р о и з в о л ь н о е 

н у м е р о в а н н о е м н о ж е с т в о и /и.: 3 —*- 3 

п р о и з в о л ь н о е о т о б р а ж е н и е . О т о б р а ­

ж е н и е ^ б у д е т м о р ф и з м о м и з / в / = 
= СЗ, У) т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а 

ju'1' (_S^) - v 1 - в п о л н е п е р е ч и с л и м о е п о д ­

м н о ж е с т в о 3 д л я в с е х ь= О, /,..., п . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость этих условий очевидна (см., 

например, лемму 6 § 4 книги С2Д ) . Докажем достаточность. Пере­

ходя от / к фактор-объекту $/р- , можно считать, что ju. - мо­

номорфизм (и даже тождественное вложение). А тогда условия лем -

мы показывают, что У - нумерация, допустимая относительно поряд­

ка ^ (лемма 6 § 9 книги С 2~1 ). Следовательно, вложение есть 

морфизм (так как V - главная допустимая относительно ^ нумера -

ция). Лемма доказана. 

Пусть ^= (3 ,>>) , как выше, - конечное множество с нумера -

цией У - главной допустимой нумерацией относительно некоторого 

частичного порядка ^ на *3 , 

ТЕОРЕМА 4. Д л я л ю б о г о к о н е ч н о г о н у ­

м е р о в а н н о г о м н о ж е с т в а / = (3, п р о ­

б л е м а / 7 д л я п а р ы fjf р а з р е ш и м а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Множество М ±z.Moi(/,Jf) конечно, так 

как множества 3 и 3 конечны. Зададим на множестве М час­

тичный порядок ^ следующим образом: 

То, что ^ есть частичный порядок на М . легко следует из то­

го, что ^ - частичный порядок на 3 

Докажем теперь лемму, из которой легко получим и доказатель­

ство теоремы. 

ЛЕММА 8. Н у м е р а ц и я V N—*• М'(& М) я в л я 

е т с я в ы ч и с л и м о й н у м е р а ц и е й с е 

м е й с т в а м о р ф и з м о в М ^ и з 1 в / . е с ­

л и и т о л ь к о е с л и э т а н у м е р а ц и я 

д о п у с т и м а о т н о с и т е л ь н о ч а с т и ч н о 

г о п о р я д к а » ^ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В одну сторону (допустимость любой вычиг-
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лимой нумерации относительно ^ ) утверждение леммы справедли­

во и без предложения конечности 3 и 3 и ;по существу, доказано 

при доказательстве леммы 4 из предыдущего параграфа.Докажем теперь 

справедливость обратного утверждения. Пусть \>': N—*-М' - нуме­

рация, допустимая относительно порядка 4 • Рассмотрим отображе -

ние 1Л(^'): N * S—*-& , определенное так: 

Для доказательства вычислимости У ' нужно показать, что ft(^') есть 

морфизм из (N*• У в . По лемме 5 достаточно проверить, что 

Z//U.(.\,//} ' (.3^) - вполне перечислимое подмножество /V к S для 

любого V = О,-/,п. . Имеем следующие эквивалентности: 

где М ±1 {р \ fX 'е. М вГ/J. * / г 7 } . 

Так как у/1 - допустимая нумерация, то /V/ V* - вполне пе¬ 

речислимы, то есть предикат \? (П)£.Ми рекурсивно перечислим. Так 

как JJL - морфизм из / в / , то ^U.~ (S^) 7- вполне пере -

числимо и предикат V(m)£. ju ~*(3g) рекурсивно перечислим, а 

так как М - конечное множество, то и предикат C/^C^^J (/^,^{/77))6.31' 

рекурсивно перечислим, то есть \_f-<- ( V ^ 3 ~ в п ° л н е перечис­

лимое подмножество /V*»S . Лемма доказана. 

Для доказательства теоремы достаточно воспользоваться пред -

ложением 5 § 9 книги С 2Л и взять нумерацию \f множества ^1 , 

которая является главной нумерацией, допустимой относительно час -

тичного порядка ^ . По доказанной сейчас лемме нумерованное мно -

жество ^Д/; у ) =• [MOZ-(J,fa,\t) и есть объект дКЪО'Ъ (J1, ^) . Теорема 

доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Конечность множества j< использовалась в до­

казательстве только для того, чтобы заметить конечность множества 

Mot {fa ~j) . Так что • на самом деле доказана следующая 

ТЕОРЕМА 4 . Е с л и ^ ~ (S, ^) - к о н е ч н о е н у ­

м е р о в а н н о е м н о ж е с т в о , а V - г л а в н а я 

д о п у с т и м а я о т н о с и т е л ь н о н е к о т о р о -
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г о ч а с т и ч н о г о п о р я д к а н a н у м е р а ­

ц и я , т о д л я л ю б о г о н у м е р о в а н н о г о 

м н о ж е с т в а J т а к о г о , ч т о Мог- l(f > У) к ° -

н е ч н о , п р о б л е м а Р д л я п а р ы 

р а з р е ш и м а . 

Теперь рассмотрим случай пар вида ^JN, fa . Если для пары 

1 fa проблема Р разрешима, то нумерованное множество 

dTlOZifi,)/) будем называть U) - с т е п е н ь ю нумапованного 
и) 

множества У и обозначать так у 

ЗАМЕЧАНИЕ. Вообще, вместо обозначения 'dfflVZ (_fa, fa) можно 

было бы использовать обозначение fa^° , но в силу громоздкости 

такое обозначение не будет использоваться, несмотря на его опреде -
/ ФУ У, У У ху 

ленную эвристическую ценность (fa' & /J X ^ , fa' ^ 

Прямо из определения и некоторых известных эквивалентностей 

вытекает следующая 

ЛЕММА 7. И м е ю т м е с т о с л е д у ю щ и е 

у с л о в н ы е э к в и в а л е н т н о с т и : 

2. тгсох (/0 * тог (fa, fa) * 

Для доказательства нужно воспользоваться предложением 2 и 

следующими эквивалентностями Ц®Д\!&М, % 9 IN X IN,... , 
IN, IH*IHЫ М • Докажем для примера утверждение 2: 

; Ш 7 Г (fa 'fa"3) = < ^ г С fa, Шаг (Ж/).) Plot- L/g *N,fa)* 

& дпог iM*fa,fa) * ЖогШ, moz^fa,fa))= тог-С/о/,)^. 

Когда и) - степень нумерованного множества / существует, 

то можно построить нумерованное множество, которое является в оп­

ределенном смысле (нумерованным) семейством всех подооъектов / 

А именно, если на множестве Мог (ffl, fa определить отношение эк -

вивалентносгп f как эквивалентность нумераций, то фактор-множе -

ство L °(fa = MOt (IN,fa 7 v (см. C 2 J , стр. 3 5 ) естественно р а с ­

сматривать как множество всех подооъектов У , а нумерованное фак¬ 

тор-множество fflloZ (М, /) — « л , и есть нумерованное множе -
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о 

ство Ь (fa с "естественной" нумерацией. 

Укажем теперь достаточное условие существования иО -степени. 

ТЕОРЕМА 5. Е с л и у - п р е д п о л н о е н у м е -

р о в а н н о е м н о ж е с т в о , т о п р о б л е м а / 3 

р а з р е ш и м а д л я п а р ы ^/V, У) • д р у г и м и 

с л о в а м и , с у щ е с т в у е т е - с т е п е н ь м н о -
• и) 

ж е с т в а У . К р о м е т о г о , у - п р е д п о л 

н о е н у м е р о в а н н о е м н о ж е с т в о , а е с л и 

У - п о л н о е , т о и У ~ п о л н о н у м е р о -

в а н н о е м н о ж е с т в о . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть К - клиниевская универсальная 

функция. Так как у™= У>) предполно, то существует двуместная 

о.р.ф. такая, что 
V ^ f j C , г / ; = У Х ^ л г , г/; . если K2(<r,t/) определено. 

Полагаем \/': N ,~M0Z(tfV,fJ т а к : 7(п)^ Хх,\?а(п,йс). Оче¬ 
видно, что V (п) - морфизм из jN в у . Покажем, что V - вы­

числимая -нумерация, но это очевидно из определения, так как 

£?(п)1(я0 = ^асп.х.). 
Пусть V : Д/—*~ М С A^OZCM,/) - какая-нибудь вычислимая 

нумерация семейства М* морфизмов из А ' в У . Это означает, что 

существует двуместная о.р.ф. /%, такая, что для любых n,X.£.N 

C / w J w — \Jh(.n,x.). 

По известным свойствам клиниевской универсальной функции существу­

ет о.р.ф. t такая, что для любых /т, х:€.А/ А (п,эсу^К*(£(/1),х) , 

тогда 

Следовательно, )} £, • Итак, V - главная вычислимая нумерация 

семейства MoZ(lN,i) и (MOZ (/V.f), У) есть 7ft>OZ (М>р — /' 
Докажем теперь оставшиеся утверждения теоремы. 

Рассмотрим произвольную диаграмму 

ь — - > 

0" 
U. 
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и изучим возможность построения морфизма fa; fa *— fa такого, 

что FAJUF = fa . 

Для этого рассмотрим следующую коммутативную диаграмму 

Если существует морфизмfa^://xfaf —*-у , замыкающий вышеприве­

денную диаграмму до коммутативной, то существует и искомый мор -

фязмр:/7 *-у ^ . Действительно, рассмотрим отображение 

f- MozC/VxfaJ) ^Moz(/r,0Zoz(W/))(=Moz(faf,/u')), 

определенное так: е спя fa: N*fa}—fa > S ; t 5 , » то 

Х-П, Cffa(Sf)l(n.) ^ Xnfa(n,S,-). 

Тогда если ^ = t то 

ft fa = IStLtffa^faCSoll = Xs0lXstLy>/x'faCs0)lC'vJ -

^XSgXnju'in.fa (s„v = XsaXn.£fa'( *faj±(n,sb>^*diMlff$fa&-

=Xs0XaL X Cn.faCSg^XSgZXrz^Cs^i^A^oT-0 E C T B A " r H -

Завершим теперь доказательство. В рассмотренной выше ситуации, 

если fa я fa есть , го существование морфизма faГ следует 

из того, что у - предполкое нумерованное множество, afl/xfi/'vrfV . 

Когда у - полное нумерованное множество, a(fa0ifa7) - е- подобъ­

ект fa , то LJN*jjg, ^ х far) есть £ -подобъект /N * fa, и поэтому 

существование нужного морфизма fa f следует прямо из полноты нуме­

рованного множества "fa . Теорема доказана. 

В качестве простого следствия получим решение проблемы 5 из 

книги С23 . (Заметим, что эта проблема уже была решена в FT 1 D ) . 
СЛЕДСТВИЕ 1. Е с л и fa - п о л н о е н у м е р о -

в а н н о е м н о ж е с т в о , и м е ю щ е е п о к р а й ­
н е й * м е р е д в а р а з л и ч н ы х о с о б ы х э л е ¬ 

, и! 
м е н т а , TOY и м е е т с ч е т н о е ч и с л о 

р а з л и ч н ы х о с о б ы х э л е м е н т о в . 

Это легко вытекает из эквивалентности fa xfa^m fa^ . 
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СЛЕДСТВИЕ 2. Е с л и у - п р е д п о л н о е (полное) 

н у м е р о в а н н о е м н о ж е с т в о , у - п р о и з -

в о л ь н о е н у м е р о в а н н о е м н о ж е с т в о и 

Р (J, i) , т о fflfLoZsCfa, fa) - п р е д п о л н о е (полное) н у-

м е р о в а н н о е м н о ж е с т в о . 

Зто, по существу, следствие рассуждений, приведенных в доказа­

тельстве теоремы. Здесь только ситуация чуть более сложная. Рассмо­

трим две диаграммы: , 

I & . А/ / 

/ р 7 х ^ „ 
' - - 1 - X 

Р 

Далее заметим, что существование морфизма /и,1 , замыкающего пра<-

вую диаграмму, влечет и существование морфизма /и." (так к а к У л ^ -

факторизация, afa,r(f^Kjjfl = X.(Jx/-t-0) ) . Естественная эквива­
лентность, переводящая MOZifafa , у ) в MoZ(y , fflZoZtf, У)) 
переводит р ! 1 в морфизм, который можно взять в качестве ju 

СЛЕДСТВИЕ 3. Д л я п р е д п о л н о г о н у м е р о ­

в а н н о г о м н о ж е с т в а ^ и л ю б о г о Н У -

м е р о в а ^ н ' н о г о м н о ж е с ^ т в а у и м е е т м е ­

с т о э к в и в а л е н т н о с т ь 

рсу.у)*=>р с / ; / " ; -

Это легко вытекает из следствия 2 и условной эквивалентности 

Применим теперь полученные в этом и предыдущем параграфе р е ­

зультаты для одной полезной редукции. Рассмотрим два полных нумеро­

ванных множества ^^^Рц: С^°) и PftW). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Д л я л ю б о г о н у м е р о в а н ­

н о г о м н о ж е с т в а / и м е е т м е с т о э к 

в и в а л е н т н о с т ь 

Р U> fi)*=>P(/> Ю-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем сначала, что есть ретракт . 

Это легко следует из того, что 2> есть ретракт IN , и того, что 
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Fft - Функтор. Действительно, пусть ОС: % — и - мор­

физмы такие, что fa<x = , тогда Р^ (<Х) : jP£-*-JP, FfT ft)'• jP-^fe 
такие морфизмы, что 

Fit <Л> Fn W = Fn (J3*) = F « V% > = ^ » 

так что (Jp2 , / -^ fOrJl? - ретракт ^p . Доказанное утверждение дает имп -

ликацию 

P(fay?) =т>Р(У, уРг) (следствие 2 к теореме 2). 

Для доказательства обратной импликации вспомним интерпретацию 

данную нумерованному множеству T/FLOZ (lN, во втором параграфе 

А именно, ^ можно рассматривать как класс всех одноместных час­

тично рекурсивных функций, принимающих только значения 0 и 1, снаб­

женный главной вычислимой нумерацией. Покажем, что является ре-

трактом нумерованного множества ffltOX (А/, ^? ) = '. 
Пусть \ ) Q - нумерация множества "р • р —({0,{О},{-(\,...} , ^а)-

П у с т ь / ^ - о.р.ф., определенная так: А - Х ^ (az) ̂ X^CS^C/i—Функ -
ц и я frx, в п е Р в ы х ГЪ аргументах принимает значение 1, а в остальных-

значение 0. Определим отображение fa: | <^, | о] , | У J , . . . , ^—^МоьШ,^) 
так: fa(_<$) - нигде не определенная функция, fa ( | п. j ) ^"fari' 

Проверим, что fa -ч-1ЯТТр'физм из в ffltozQhСемейство 

\^п\ rte.H Функций, определенных так: <у^±^-^ц Уо (п) у является вы­

числимым семейством частично рекурсивных функций, принимающих зна­

чение только 0 или I; тогда если ^ - нумерация 'dft'ZoZ. (А/, j22 У . т 0 

существует о.р.ф. /v такая, что^^= у>А (п) wrn fa у>0 —» у>/ь . Итак, 

fa - морфизм и, так как, очевидно, fa - одно-однозначное отображе -

ние, Cp,fa) - подобъект fflloZ (JNjP^J . Покажем, что CfP,/-t) - р е т ­

ракт . Определим последовательность \РЯ. \ конечных мно­

жеств так: для € N 

* 

| п \ 1 если функция V(x) определена в точках 0,1-,..., п. 
Р С=±. X и принимает значения / , О , соответственно; 

- в противном случае. 

Последовательность \ F~. \ ., , очевидно, вычислима (ввиду вычис-

лимости нумерации 7 ) , и поэтому существует о.р.ф. /г. такая, что 

Fj^^phix), но соответствие VCaz) Fp задает отображение 

fa*: Мог CJN,p2)-+{0, {o j , {О,- . . } , 
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которое, как только что замечено, является морфизмом из dfllot W, fy) 
в Р . 

Остается заметить, что /и. jj,=i^ , но это проверяется непосредст­

венно. Итак, р является ретрактом ^ ==• dTflot (fV, jp£ ) . поэ­

тому по следствию 2 к теореме 2 

Но по следствию 3 к теореме 5 Р(/, jPj^T^^PC/, рг) • Поэтому 

P(/,jPj) :==& Р (/• р) - Предложение доказано. 

СЛЕДСТВИЕ 1 Д л я л ю б о г о к о н е ч н о г о 

н у м е р о в а н н о г о м н о ж е с т в а / п р о б л е -

м а Р д л я п а р ы ^ / , р) р а з р е ш и м а . 

СЛЕДСТВИЕ 2. Е с л и / - т а к о е н у м е р о в а н ­

н о е м н о ж е с т в о , ч т о м н о ж е с т в о Moz(fa, р^) 
к о н е ч н о , т о п р о б л е м а / - 7 д л я п а р ы (fat jP) 

р а з р е ш и м а . 

Эти следствия вытекают из предложения 4 и теорем 4 и 4 / . 

В заключение приведем некоторые проблемы, естественно возника­

ющие после проведенных рассмотрений. 

ПРОБЛЕМА 1. Существуют ли конечные нумерованные множества 

fa0 и у, такие, что проблема Р для пары (fapt/т) не разрешима? 

Ответ, наверное,будет положительным и даже при более сильных ог­

раничениях. 

ПРОБЛЕМА 2. Существует ли двухэлементное отделимое нумеро­

ванное множество / такое, что для пары (fa,f) проблема Р не р а з ­

решима? 

Построение подходящего примера связано с изучением т -своди -

мости рекурсивно перечислимых множеств. 

ПРОБЛЕМА 3. Существует ли не предполное нумерованное мно -

жество у такое, что для пары C^i/J проблема Р разрешима? 

По-видимому, такие множества существуют. В связи с этой про -

блемой может быть полезно следующее предложение, существенно ис­

пользующее в доказательстве технику построения клиниевской универ -

сальной функции, предложенную А.И.Мальцевым С з Л . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Е с л и с у щ е с т в у е т х о т я 

б ы о д н а в ы ч и с л и м а я н у м е р а д и я в с е -
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г о м н о ж е с т в а MoZ UN, fa) , т о д л я п а р ы 

(JN,y) п р о б л е м а / 3 р а з р е ш и м а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть V: N *-Moz(JN, j>) - вычислимая 

нумерация. Тогда существует двуместная о.р.ф. А. такая, чтоfa^(^!,X)^-

±^ \У(ПУ\ (зс) = >?/l(JC,i/) , где у* - нумерация у , fa- - морфизм 

и з Л ' л ^ в у . 
Рассмотрим отображение /J '. N*N—*~ S , определенное так: 

faCxr,y)*z Z7(<?(x))] (ССъ(^), у))==у>&С <?(х),с(г(з.),у)), здесь 
C,£,Z - канторовские нумерационные функции. Из указанного выше 

равенства следует, что /и есть морфизм из N * /V - в у . Этот 

морфизм задает вычислимую нумерацию у *\- Р—*- MoZ (IN, У) ( в о о б ­

ще говоря, некоторого подсемейства MOZQ/N,у) , но ниже будет п о ­

казано, что всего Moz (IN, У)) так: V*(rt) ^? Xacfa(^7 ,сс), 

Проверим следующее тождество fa (C(jc,y), Z ) —fay (JC,C(JC,y)) 

fL(c(jc,ir, z) =[У(сс)]ссСу,*))—fa7(x,c(y,z)). 

Пусть v : /V—*-M MoZ(JN,V) - произвольная вычислимая 

нумерация семейства М морфизмов из IN в У , тогда отображение 

fa~ : N х N—*-3 : fay [JC,y) ^L$te)2 (у) есть морфизм из IN*N 
в У , отображение fa: N—*~S , определенное так: 

уХсх) ^ /и~ (e(jc),z(ocj), 

есть морфизм из IN в у . Так как У - нумерация всего множества 

MoZ [IN, у) , то существует/г^ такое, что у(~/гд) ==.fa . Рассмотрим 

функцию^ Д-л:С( /7 0 , а^ , ^ - о.р.ф. и для любых {С,ув.// 

L7(3cQ (у) =faр (jc,у) =/и(сс*г,у))=- С7(л0)3(сся:,у)) = 

=fav(no^C^, y))=fa(CCn0,3:),y) = lV*c(n0,3:X\cy)=L \>*gcx)l(y). 

Следовательно, V*"^ , У * У * . Итак, У*" - главная вычислимая 

нумерация. Предложение доказано. 

В связи с только что доказанным предложением возникает следу -

ющая 

ПРОБЛЕМА 4. Имеются ли такие пары Qfot уг) нумерованных 

множеств, для которых а) проблема Р не разрешима, но б) суще­

ствует вычислимая нумерация всего множества MoZ (У0,У,) ' 
Заметим, что из положительного решения проблемы 1 ( и тем бо-
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лее проблемы 2) следует и положительное решение проблемы 4, так как 

всякое конечное семейство допускает вычислимую нумерацию (таковой 

будет, например, разрешимая нумерация). 

§ 5. S/Z - подобъекты нумерованного множества JTI 

Дадим сначала общее определение srz -подобъекта. Пусть fa = 

= (Sp) - нумерованное множество, подобъект (fa0,jJ.) нумерованного 

множества fa назовем an. - п о д о б ъ е к то м fa , если существует о.р.ф. 

О. такая, что 

1) Vjce. V / г (s0) См^сл) =V(x»; 

2) Уле. N CjU *0рСХ) ^ v 

где ^ у - это у - предпорядок на множестве S 

Из условия 1) следует, что всякий S/Z -подобъект является ип -

подобъектом. Заметим далее, что более интересно изучать понятия sn -

подобъекта для отделимых нумерованных множеств fa (если, напри -

мер, S^^Sf Д л я всех S,S/€.S , то понятия Sn -подобъекта и /г -

подобъекта для fa совпадут). 

Если jf=-(S, у/) - нумерованное множество, £э £ 3 , то назовем 

S sn- п о д м н о ж е с т в о м c j , если существует такая нумерация v : 

N —*-S' , что (S^f)') вместе с тождественным вложением явля­

ется &п -подобъектом £ . 

Введенные определения навеяны определением специальюго стан­

дартного класса рекурсивно перечислимых множеств, введенного А.Лах-

ланом C5J , что соответствует понятию sn. -подмножества нумеро -

ванного множества П — QPn/ii) , Рп - класс всех рекурсивно пере-

чиспимых множеств, а 11 - главная вычислимая (постовская) нуме -

рация этого класса. 

Этот частный случай и будет в основном исследоваться. Возмож­

ности для такого исследования доставляет следующее важное утвержде­

ние, дающее другое описание класса всех sn - подмножеств 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6 (АЛахлан £5 Ц ) . К л а с с К Я. р е ­

к у р с и в н о п е р е ч и с л и м ы х м н о ж е с т в я в ­

л я е т с я Sn. - п о д м н о ж е с т в о м 7̂ , е с л и и 

т о л ь к о е с л и с у щ е с т в у е т с и л ь н о п е -

р е ч и с л и м ы й к л а с с Ф к о н е ч н ы х м н о 
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ж е с т в т а к о й , ч т о 

\)ф€.Ф ; 
2) .»?£. К Рп и с у щ е с т в у е т п о с л е д о в а ­

т е л ь н о с т ь FQ , F . .. ,Fn,. . . м н о ж е с т в н з Ф т а ­

к а я , ч т о FaS=FZ . . . £ F £ . . . и С/F. 
i=o 

Доказательство этого предложения можно найти в статье Q5 Д . 

ЗАМЕЧАНИЕ. Нетрудно видеть, что Ф , удовлетворяющее уело -

вию 2 предложения, обязательно состоит из всех конечных множеств 

класса 

Используя это замечание, а также важную теорему Лах -

лана из статьи СбИ t можно дать другую характеризацию з/z -подмно -

жеств 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ в ' . К л а с с КЯ,Р^ я в л я е т с я &п -

п о д м н о ж е с т в о м / 7 т о г д а и т о л ь к о 

т о г д а , к о г д а в ы п о л н е н ы у с л о в и я : 

1) К л а с с / С о б л а д а е т г л а в н о й в ы ­

ч и с л и м о й н у м е р а ц и е й . 

2) aje. К . 
3) С е м е й с т в о в с е х к о н е ч н ы х п о д ­

м н о ж е с т в и з с и л ь н о п е р е ч и с л и м о и 

п л о т н о в X • 

Отметим без доказательства следующие общие факты об Sfb -под-

объектах (доказательства, как в 8 4 книги С23 ) : 

Пусть fay fa н У1 ~ нумерованные множества, ju.g ; fa0—•— faf и 

jU}'-fa —*— / - морфизмы, тогда 

1. Е с л и {Jo, fag) - Sn - п о д о б ъ е к т ^ , а (fa,pf)-
Sn - п о д о б ъ е к т fa , т о (fa r fa fa) - Srt - п о д 

о б ъ е к т ^ , 

П. Е с л и (fa0farfa) - S/z - п о д о б ъ е к т / , - , т о 

(fa,fa)- Sn - п о д о б ъ е к т / 

Выше уже было отмечено, что всякий S/T -подобъект есть /г -

подобъект. Используя предложение 8, легко получить пример sn -под­

объекта, который не является ретрактом, и пример ретракта (и тем бо­

лее п -подобъекта), который не является sn -подобъектом, так что 

табличка 
П -подобъект 

\Ъп - подобъект"| | z, - подобъект 
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учитывает все отношения включения между этими понятиями. 

Вернемся к &/Z -подобъектам Л . В лемме 4 § 8 книги \_2~\ бы­

ло показано, что нумерованное множество /К— (.Чр.эв.) - класс всех од­

номестных ч.р.ф. с главной вычислимой (клиниевской) нумерацией 3S. 

является /X -подобъектом Л . На самом деле внимательный просмотр 

доказательства этой леммы показывает, что является S/Z -подобъ­

ектом Л . Здесь важно отметить, что частичный порядок на 

совпадает с отношением включения Е . 

Другим важным примером S/T -подобъекта / 7 является нумеро -

ванное множество уР—({^, { ^ } > { ^ } V ) , так как V являет­

ся главной вычислимой нумерацией семейства множеств { ф, \Р\<\^}',,'\-
Из того, что Sf~L -подобъект является П -подобъектом, следу­

ет, что 5гъ -подобъект /7 является предполным нумерованным мно­

жеством, однако из того, что имеется наименьший элемент, легко вы -

текает, что 

в с я к и й Srt - п о д о б ъ е к т / 7 я в л я е т с я 

п о л н о н у м е р о в а н н ы м м н о ж е с т в о м , 

Оказывается, что многие важные теоремы, доказанные для нуме -

рованных множеств / 7 и /ч , будут справедливы и для произвольных 

Sn -подобъекгов / 7 . 

Пусть / С £ / ^ - Srt -подмножество FI и ^ - о.р.ф. такая, что 

1) ^ е Л Г Яры; 

2) '"•успг- ^п. д л я в с е х л • 
Положим •f=-'iZc^. N -—*— К ; \> - нумерация К тх.((^,^),^)~ 

ЭП - подобъект Л . Пусть Ф - семейство всех конечных множеств 

из - такая нумерация Ф , что 1̂ -6 1^ , где ft 

стандартная нумерация всех конечных множеств. Тогда ((Ф, Л ^фУ 

есть подобъект £К, \>) , а предикат Р(~х-,(/) ^=^.Vg(jc)£ ^(l/) 

рекурсивно перечислим. 

Дадим теперь описание всех \J -вполне перечислимых подмно -

жеств К. . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Н е п у с т о е п о д м н о ж е с т в о 

К.1' £ К я в л я е т с я У - в п о л н е п е р е ч и с л и ­

м ы м , е с л и и т о л ь к о е с л и с у щ е с т в у ­

е т \? - п е р е ч и с л и м о е п о д м н о ж е с т в о 

Ф £ ф т а к о е , ч т о д л я К : 
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Дек' ^=*3Fc ф'гре^Я). 

Доказательство этого утверждения легко получить, почти дословно 

повторив доказательство предложения 2 § 8 книги П-23 . Единственно, 

что нужно отметить дополнительно (что в явном виде не содержится в 

формулировке предложения 8) , это следующее утверждение. 

ЛЕММА 8. E c r i H ^ € ^ C б е с к о н е ч н о , т о с у ­

щ е с т в у е т с и л ь н о в ы ч и с л и м а я (или, что 

то же, Уд - вычислимая) п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь к о ­

н е ч н ы х м н о ж е с т в FA Г F~,.. . , F^ , • • • и з ЯР т а -

к а я . ч т о / ^ е / Г С . . с / г с _ > и [J f = /г . 
' п i=o 1 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть A ^ A f a . . . Е / т ^ С . . . - силь­

ная последовательность конечных множеств такая, что <С . О п -
i=0 1 

ределим функцию А, следующим образом: 

h to) ̂  tt/xxC *0 ?(х) ^А0&\>0 с А их))] ; 

Предикаты, стоящие в круглых скобках рекурсивны, а условие 2 пред­

ложения 6 гарантирует существание числа SC- , удовлетворяющего этим 

предикатам. Поэтому функция А. общерекурсивна, а последовательность 

конечных множеств 

F о — *ok«>), F r ^ a h ( s ) , . . . , F ^ V0hcn.).... 

удовлетворяет, очевидно, заключению леммы. Лемма доказана. 

СЛЕДСТВИЕ. Е с л и И F - к о н е ч н о е п о д ­

м н о ж е с т в о R , т о с у щ е с т в у е т F € Ф т а ­

к о е , ч т о F S FQ^- /? 

Предложение 7 будет часто использоваться в дальнейшем изложе -

нии. Как было определено в § 2, под частично рекурсивным функциона -

лом над нумерованным множеством у понимается морфизм из у в 

JP . Используя предложение 7, докажем аналог теоремы Майхилла-

Шефердсона. 

Сначала введем одно полезное понятие. Пусть у — (S, \>) - нуме­

рованное множество. Последовательность S Q , S f , • . - , S n , . . . под­

множеств S назовем V - в ы ч и с л и м о й , если предикат £ 

R{\x,y) ^(у)&& х. рекурсивно перечислим. 
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ЛЕММА 9. Е с л и fa—(Q} J) и / = (S.\>) - н у м е р о 

в а н н ы е м н о ж е с т в а , / / ; / >— / - м о р ф и з м , а 

\3- \ • ., - У - в ы ч и с л и м а я п о с л е д о в а -

т е л ь н о с т ь , т о п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь { } г е > 

S . L L ' (£• ) , i€.N, V - в ы ч и с л и м а . 

Это утверждение очевидно (см. лемму 6 § 4 книги С 23) -

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. П у с т ь ( ( \ > ) , / к ) ' ~ &п. - п о д ­

о б ъ е к т ^ , Ф - с е м е й с т в о в с е х к о н е ч -

н ы х м н о ж е с т в и з / С и у ^ - ' N—Ф ~ ft- в ы 

ч и с л и м а я н у м е р а ц и я ф . О т о б р а ж е н и е 

fa : К-—{ 0, {0} ,{f] , • . . } б у д е т ч а с т и ч н о 

р е к у р с и в н ы м ф у н к ц и о н а л о м т о г д а и 

т о л ь к о т о г д а , к о г д а п о с л е д о в а т е л ь ­

н о с т ь м н о ж е с т в Ф0 ,ФГ,... ft - в ы ч и с л и м а ( или, 

что то же, Уд - вычислима), г д е Ф^ Ф ^/Л~' ({ /к}) , а 

с а м о о т о б р а ж е н и е / / - м о н о т о н н о , т о 

е с т ь и з R^Rt€.K с л е д у е т , ч т ofa(A0) £ faCR^). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть отображение fa есть морфизм из (A", v) 

в ф . Рассмотрим композицию морфизмов 

обозначим её fa \ ф . Так как fa }ф ~ морфизм из (Ф,\>0) в "р , а 

последовательность | <?3' 1''i'*•• V - вычислима, то по лемме 9 после ­

довательность <£' у . . . , где Фк±=^С/и\Ф) ({£}) , - ~ 

вычислима. Но ^ = (fa \ Ф)~''( [к))=fa''(\ к)) П Ф= Ф к . 

То, что fa монотонно, следует из леммы 5 8 8 книги £ 2 3 • Необхо -

димость доказана. Докажем достаточность. Пусть последовательность 

\Ф^ — fa ' ( { ^ Р П ^iyfee/V -вычислима. Рассмотрим следую­

щее множество пар натуральных чисел: 

Г ^ {<X,1/>\3Z(\>0(Z)6. Фу Sc. \>faZ)^ 

Из определения Г видно, что Г рекурсивно перечислимо. Докажем, 

что 

а) Г - график; 

б) если fa(i/fa:)) — <ft , то для любого y t / V ' < J C , y > ^ . Г ; 
в) если ju.(yj(3c)) = {/с) , то <jc,k> € Г . 
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Заметим, что множества Ф0,Ф1,... попарно не пересекаются. 

Пусть<jr, у о > ,<ar,z/f>e.F . Тогда существуют ZQlZ1 такие, что 

V 0 (za) € ФУо & V 0 CZa) С V (ж), Va (Zr)e. &xJ0CZ,)S=^ • 
Так как ^0(X0)€ Фу , то fa (V0 CZg >J = \Ц0) ; из включения \ff(Z0)C vfcc; 
и монотонности fa следует, что fa\>(sc) = { у о \ • А нелогично, fa^Cx:)— 

~ I У-i J * и ' следовательно , у о

= yf . и - график. Попутно установ -
лено б) и в ) . 

Пусть р - ч.р.ф., графиком которой является Г . Так как JP -

полно нумерованное множество, то существует о.р.ф. А. такая, что 

л , ЪоСх) , если ЛГ€. <2) 0 ; 

Проверим, что fa)} . Если ^ceSL ; тоju \Г(я:) = { осх)} = 

= \>y(JC) = Vn(x) по пункту в ) ; если JC ^ <£)^ , то по б )fa i> (ее) = 
= ф , но и \>A(JC) — ^ . Итак, =. )7/i , и, следовательно, 

морфизм из у" J в ^ . Предложение доказано. 

Обратимся теперь к изучению морфизмов между 3/Z -подобъекта-

ми . Пусть К • - Sn -подмножество / 7 , V- - главная вычис¬ 

лимая нумерация /С- (так что V - ) - Sri - подобъект / 7 ),Ф.- - се¬ 

мейство всех конечных подмножеств из/^- , у . : А/-*-Ф'• - нумерация 

Ф^ , сводящаяся к стандартной нумерации 1? всех конечных мно -

жеств, где i= О, i 

Следующее предложение является обобщением предыдущего. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. П у с т ь ^ i ^ - * - Ку - о т о б р а -

ж е н и е и з Кд в Kf . Э т о о т о б р а ж е н и е 

б у д е т м о р ф и з м о м и з (_KQ fa0") в (А^ ? ) ) ) т о г д а 

и т о л ь к о т о г д а , к о г д а в ы п о л н е н ы 

с л е д у ю щ и е у с л о в и я : 

1. Ц. м о н о т о н н о , т о е с т ь / ^ 7 c:g g. £ , > 

2. Д л я п ю 6 о г о gSKg fai*)- I/{fa 'F)\F<L Фа 

и F• s fi\9 

3. М н о ж е с т в о п а р ^ {<JC,y>j'f} (у) £=-

cz.fay?0 (x)j р е к у р с и в н о п е р е ч и с л и м о . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть /и - морфизм. Условие 1 тогда оче­

видно. Предположим, что условие 2 не выполняется для некоторого^. 
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Тогда найдется конечное множество / у £ , F^fa(R0) такое, что 

для любого конечного множества Ф^ , /Г с £д ,/и(/г

д)ф ff . Се ­

мейство K^=i.\R \ R€-K7 ъ R 3. р \ является \) f -вполне перечис­

лимым в Х7 , тогда и fa~'(_K) ^0 -вполне перечислимо, R0&.fa"\K). 
По предложению 7 существует 'FQ& Фр , f0 <= Rg и Fo€.fa~'(/<) . Но 

F0&.fa~f (К) означает, чтоfaCFg") 3. Ff . Противоречие. Итак, условие 

2 также выполнено. 

Пусть у - о.р.ф. такая, чтоfa% = ^ / (так как ((Ф0,уо), ^ф)~ 

подобъект (Ж0,^0) . a fa - морфизм из (К0,10) в ( / < 7 , ^ ) , то ограни -

чение fa на Ф0 есть морфизм из (.Ф0,уо) в (Kf,v>7)). Имеем сле­

дующую эквивалентность 

<я, у > е Лм # ( у ; s • 

Так как бинарное отношение у? (у) £ ^(х) рекурсивно перечислимо, то 

и отношение, стоящее справа в эквивалентности, также рекурсивно пе -

речислимо. Следовательно, множество рекурсивно перечислимо. 

Условие 3 выполнено. Итак, необходимость условий 1-3 выполнена. 

Докажем достаточность. Пусть условия 1-3 выполнены. Рассмотрим 

следующую последовательность множества {Rg} ££/у • 

Из определения этой последовательности видно, что это вычислимая по­

следовательность рекурсивно перечислимых множеств. Докажем, что для 

любого £ e . / V R^—fa^0(_i) . Пусть / ^ € . 9 ^ таково, что FjSfa^Ci) , 
пусть у - ?̂ - номер . Из условий 1, 2 (и того, что всякое 

множество из К0 есть объединение возрастающей цепочки множества 

из Ф0 ) вытекает, что существует FQ £ Ф0 такое, что FQ^ \>0 (г) и 

/a(F0)2Ff ; пусть JC -%- номер FQ , тогда <f0 (х) £ \>а Сг) и 

jUygCjcjSfiCy), то естъ<х,у> €. . Следовательно, /у ^R{ • Так 

к а к г . ) есть объединение возрастающей цепочки множеств из Фг , 

то из доказанного следует, чтоju^0(y)^> R^ . Пусть Z&R^ , а X и у 

таковы, что y>0(pc)S= \>gCi)&<x,y? €.А^ zZe. У,(у) . Но тогда 

Я £ <f> Cy)SZ fafyCx) Si fa\>g(i") Следовательно, Ri^faVg(i) и 
R«=jU.^g(i) . Итак, l^-Jj -g / / - вычислимая последовательность мно­

жеств из К . Так как ^ - главная вычислимая нумерация Kf , 

то существует о.р.ф. fa такая, что для всех i ел/ Rz-—\>,f(i) . Но 

тогда//v ,

0 = v',y^ и fa ерть морфизм из (Kol >>д) ъ(К7, ^). Предложе -
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ние доказано. 

Итак, с каждым морфизмом fa из (К01\>о)ъ (А?7, v>7) связано рекур­

сивно перечислимое множество А^ . С помощью множеств А^ можно 

сформулировать критерий вычислимости нумераций семейства морфизмов 

из (%0,у)0) в (К,^). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. О т о б р а ж е н и е 

у»: N — Мог ((Ка, М0 I (Хг, V, V 

я в л я е т с я в ы ч и с л и м ы м т о г д а и т о л ь ­

к о т о г д а , к о г д а п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 

р е к у р с и в н о п е р е ч и с л и м ы х м н о ж е с т в 

№ v r t j h f e t f - в ы ч и с л и м а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. flycTb V - вычислимое отображение, тогда 

существует двуместная о.р.ф. А такая, что для любых 3?,t/€.N 
СуЧ-х)!! \>0(}/) = ^,1г(л:,у) . Е с л и / 0 - о.р.ф. такая, что f0=^0/0 , 

то 

Отсюда последовательность [Д^^^/ц вычислима. 

Наоборот, пусть эта последовательность вычислима. Рассмотрим 

семейство | ^ / } z , - Д В 0 И Н У Ю последовательность, определенную 

так: 

Из определения видно, что эта двойная последовательность вычислима. 

Как в предыдущем предложении, легко доказывается, что 

Следовательно, все R. • €L /С , и тогда существует двуместная о.р.ф. 

А такая, что ^£j ~ ^t^-^-J) д л я всех N . Вместе с п р е ­

дыдущим это дает равенство V0 {j)=-^,A(t,j) для iJ^.J .Это 

и показывает вычислимость У . Предложение доказано. 

Изучим теперь вопрос, когда же рекурсивно перечислимое множе­

ство пар А имеет вид для некоторого морфизма /U из (^0УР) 

в (К ,^t) . Ответ дает следующая 
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ЛЕММА 10. Р е к у р с и в н о п е р е ч и с л и м о е 

м н о ж е с т в а п а р 4 и м е е т в и д Д /и. Д л я 

н е к о т о р о г о (\К0,у)0) *— (К^рР т о г д а и 

т о л ь к о . т о г д а , к о г д а в ы п о л н е н ы у с ­

л о в и я : 

0) е с. Л и (у) — ф , т о д л я л ю б о г о 

<jc, y > & Z \ ; 

\) <х,у><^ AScf0caz)SL fa(zc!) ==5> <я:',у>Ь.А; 

2)<jc,z/>€LA8cf,(t/')Sfr(y) = = Ф < j , / > £ 4 ; 

3 ) < х , г / ( ) > £ Л 8c<sc,y7>e. A j3z(<3c,iz>€.A & 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ju. - морфизм, тогда если <fg(3c) £ 

Z f0{x')Ti f,(y') z*f, (.у) и <JC,y>€.AM . T O S C T b fJ.(y)sfaft>(x')' и м е _ 

ем fy) £ 7̂ (y)<z\jLL<f0(X) £ / - ^ 0 б ^ 7 ) и, следовательно, 

<.xrиг> А • Условия 1) и 2) выполнены. Условие О) для 4 . . 

очевидно. Проверим условие 3) . Пусть <ЗС,ус>& А^ и < д ; , у > 6 . , 

то есть ffcy0) ^fafoicc) и # ; С Д # С-гс; . Так Ttax.faf0(JC)^K1 

(.уа) и^Су,)^^^,^} > т о п о следствию к лемме 8 существует^, 

такое, что["^ Су о;<У^? ( у 7 ) 3 Е ^ ( Г ^ ^ fayo(xJ ' , но тогда 

-СйГ^Уе-Ар Ч f,Cyo)^frCz) и ff(y,)£>f,(ZJ • Необходимость дока -

зана. 

Докажем достаточность. Пусть d̂. - рекурсивно перечислимое 

множество пар, удовлетворяющее условиям 0 ) - 3 ) . Определим некото -

рое отображение и. из К0 во множество P(N) всех подмножеств 

N так: для /?€.К0 

и(Я) ^U{%Qy)\3xt<x,y>€LA&f0(x)^/ty. 

Из определения видно, что/и(£) всегда рекурсивно перечислимо. Д о ­

кажем, что /Л (Р) €. К, для в с е х ^ в / ^ , . 

Множество рекурсивно 

перечислимо. Пусть -f - о.р.ф., перечисляющая L (_А=^= ф , так как 

по условию 0) если т0,^у)=ф , то Z/£.Z 

Построим Функцию^ так: 

<f(o) ^ /со); 
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Покажем, что су всюду определена. Для этого достаточно проверить, 

что если уа,у1 £• Z , то существует %€.А такое, что ft (я) 3 ^ (уо)С/ 

Uff(yr) . Пусть х 0 и JCj таковы, что <зсд, г/0>&А , ОС},у7>е.А и 

ft0Qxa)£=-@ > fo^f) — /? • По следствию к лемме 8 существует sc 

такое, что {^ftQ(X0}Uft0(xi)l ^ ft,(JC) •£ R . По условию I имеем 

* C j r , ^ > € . Л и <sc/yf>e_A , а по условию 3 тогда существует та­

кое, 4TO<X,Z>€.A f7(yo)U ft (у,)2 £fr (z; . Итак, g всюду оп­

ределена и, рледовательно, общерекурсивна. Далее, y?g(.o)^. у?у(*)£. .. 

и 

U ft9-(n)' = U ft7/(n) 
песо Л-еа) 

Так как faR.) есть объединение возрастающей сильно перечислимой после­

довательности множеств из Ф •, то fj.(R)S.K1 . Далее, как в предыдущих 

предложениях, доказывается, что последовательность {^и У)р (i)j в ы ­

числима. Следовательно, существует о.р.ф. /ъ такая, чтоjU\>0 = ^f А. 

Итак, LX - морфизм. Остается проверить, что А — Л . Включение 

А — очевидно по построению ftC . Пусть <.JCol yg> t т о есть 

ftiljtP 1^. juy?0 (JCg) . Из определения jU и свойства 1) множества 

А следует, что juftg(xg) = U [f1 (у) \ <-^0, У> €-А } • По до­

казанному выше существует такая последовательность ZQ,Z } . .,,Zn,..., 

что<х0,я^>е. А и ft, сяа ys.fi ... £ ^ ; с „ и 

jUft0(pc0) =-пи f7(Bn.) • Т а к к а к frtyoJ^Pfo&oJ • т о сущест­
вует такое, 4 T O / ? < ; y t f ; c ^ . Но < >€ . Zl и ^ ^ ; £ 

с ^ ( ^ i ) ; п о свойству 2) <jzr0,y0> €Д • Итак, А=А^_ • Лемма до­
казана. 

Из предложения 10 и леммы 10 вытекает важное следствие, даю­

щее необходимое и достаточное условие разрешимости проблемы / ° 

для пары Вп -подобъектов /7 : 

ТЕОРЕМА 6. П у с т ь (АГ0, Vg) и (Кг, ^7) ~ Д в a S/Z - п о д ­

о б ъ е к т а 1П . П р о б л е м а / - 7 д л я п а р ы ((/f0, \>0), 

(/С7, Vf )) р а з р е ш и м а т о г д а и т о л ь ­

к о т о г д а , к о г д а с е м е й с т в о в с е х р е ­

к у р с и в н о п е р е ч и с л и м ы х м н о ж е с т в п а р 

А . о б л а д а ю щ и х с в о й с т в а м и 0 ) - 3) 

л е м м ы 10, и м е т г л а в н у ю в ы ч и с л и м у ю 

н у м е р а ц и ю . 

http://ys.fi
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Непосредственно следует из предложения 10 и леммы 10. 

Георема 6 позволит привести ряд широких достаточных условий 

разрешимости проблемы Р для пар srt -подобъектов PI 

Для формулировки этих условий введем необходимые новые поня -

тия. 

Пусть < А / , ^ - > - частично упорядоченное множество, предикатом 

с о в м е с т н о с т и назовем предикат 

U(x,y) ±=^ 3z О с « Z Зс- г/4, Z) 

Любое подмножество М ^Щ: М назовем с о в м е с т н ы м , если 

3z Уя~ (-"се.р0—^ ТГ< Z) • Частично упорядоченное множество назо­

вем п а р у с о м ( P a r t i a l Upper Semilat t ice ) , если 

из того, что U с̂ г, у) , следует существование наименьшей верхней 

грани, то есть если на<£Л/, ^ > выполняется формула 

V-cy (U(ac,y) =>Jz Vz' (JCAZ'SC.y^z r$=>z±z') . 

В этом случае на' М можно задать частичную операцию (J*XC/*y 

определено тогда и только тогда, когда U(X,y) , и в этом спуча&хиу 

есть наименьшая верхняя грань элементов -эс и у 

Если А / — < : Л / , ^ > - парус и VjcyCJ^yJ , то М - верхняя по-

лурещетка или у с ( Upper Semilat t ice ) . 

Пусть К - Sn -подмножество /7 ,ф £ - семейство всех ко­

нечных множеств из К , V - главная вычислимая нумерация К (то есть 

)-ЗП -подобъект/7 ) , f - нумерация Ф такая, что f^ft . На Ф 

имеется естественный частичный- порядок - включение. Будем говорить, 

что (.К, W обладает свойством: 

А0 , если предикат совместности для Ф конструктивен, то есть 

множество пар |<С.х>,у> J UCf fCy))} 
рекурсивно; 

А , если конструктивен общий предикат совместности для 0 , 

а именно предикат 1_/(эс) ±=г 
Jz Vy Сye.fi(jc) f(y) с fCz)); . 

А1 , если <р - конструктивный парус, то есть если Ф - паруй, 

предикат совместности рекурсивен и частная операция С/*~ 

рекурсивна. Это означает, что множество троек 

{<JT,Z/, Z>\f(3c)U*~f су) = f(Z)) 

рекурсивно; 

/4, , если Ф - конструктивный ус. 
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Заметим, что свойства расположены в порядке усиления, то есть 

А2 => А1г А , = * А 0 и А0=*А%. 

ТЕОРЕМА 7. П у с т ь (Кл и ^ ) - д в a Sn 

п о д о б ъ е к т а Л . т о г д а 

1. е с л и (KQ ,\?р) у д о в л е т в о р я е т с в о й с т -

в у А0 , a (_Xfyf)- с в о й с т в у Af , 

или 

2. е с л и ( £ 0 , у д о в л е т в о р я е т с в о й с т ­

в у Ai , 
или 

3. е с л и (Kj, ^ ^ у д о в л е т в о р я е т с в о й с т -

в у Ал , 
т о п р о б л е м а / - 7 р а з р е ш и м а д л я п а р ы 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Все три случая будут рассматриваться от­

дельно. Общими будут схема доказательства и отдельные этапы дока­

зательства. Обозначим через Фу и у>^ , Ъ=0,1 , соответственно, се­

мейство всех конечных множеств из и нумерацию Ф^ , сводящу -

юся к ft . Пары натуральных чисел будем отождествлять с их номе -

рами, так что рассматриваемые ниже множества пар являются подмно­

жествами 

I . Пусть выполнено условие I . Конечное множество пар 

А = {<а:£,ус> | t - O , / , . . - , / ! } 

назовем д о п у с т и м ы м , если выполнено следующее условие: 

из того, что множество {^С*^^ Vo^^ij^S совместно в 

(*) <.Ф^> еле дует, что множество \ ff Су^ ) , . . . , ffiCy^ совместно 

в < ф с > . 
1 ' 

Пустое множество также считается допустимым. Из условия 1 и опре ­

деления допустимого множества следует, что семейство Ф всех конеч­

ных допустимых множеств сильно рекурсивно. Ф порождает S/Z -под­

множество К всех рекурсивно перечислимых множеств, которые мож­

но представить в виде объединения возрастающей цепочки конечных до­

пустимых множеств. Бесконечные множества из К также будем назы­

вать допустимыми. На самом деле множество R €. К , если и только 

если выполнено условие (*J для всех конечных множеств пар из R . 

Каждому множеству R из К поставим в соответствие множество 
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Д (R) , которое определяется так: 

A(R) - это наименьшее из множеств пар М , которые у д о ­

влетворяют следующим условиям: 

1 ) / ? < = А / ; 

2)<^Г,г />€- М 8с %(зс) ^ft„(U)t%ftf(V) S-ftCyJ =5><U,V >€Af ; 

3)ff(y)=$ <jc,y>^-M'; 

4) <SC,y 0 > , <JC,y,>eM 5c [ft, (yo ), ft, ty,)} - совместное 

& % Cy0) u*ft (y,) = ft (*) <Jc,z> £ M. 

Из определения легко видеть, что A(R) - рекурсивно перечисли­

мое множество и его постовский номер может быть эффективно опреде­

лен по постовскому номеру множества R 

Докажем, что A (R) — допустимое множество. Для этого достаточ­

но доказать три вспомогательных утверждения: 

а) Е с л и А \<^,y>\ft1(y) = Ф\ и R д о п у с 

т и м о, т о R(jA д о п у с т и м о . 

Это утверждение совершенно очевидно. 

б) Е с л и / ? д о п у с т и м о , <х,у>€./г, ft0(ar)£,f0CU), 

ft(V)£L ft, С*/) . т о м н о ж е с т в о R(J V > } д о п у с ­

т и м о . 

Действительно, пусть <sca, уо>,... ,<ЗГп,1/п >€_R и [f0Cx:c),... 

. . . , <ft0 (исп), ft (-и^ совместно, то есть существует Z такое, что 

tft0(jcl,)U..t/ft0(scn)Uf0(u)J<= ftaCZ) ; так к а к ^ № ; с ^ ^ ; , 

то Zf0cx0)U. . • Ufta (xn)Uy0(3Cl\sf0 (Z) и множество {f0(x0),. . . 

• ft C5^j?,)gC-^c|coBMecTHO, тогда из допустимости R следует, что 

{ft(.yo)-• ••> ft (Уп^ > ft ^У^\ совместно в Ф, , то есть существует 

{, такое, 4ToEft(yo)<j...Vy?(yn)Uftf(y)2 £ ft, it) , но так как 

ft (V) ft(y) , то lft7 Суа ) U... Uft Cyd)Oft (V)J Skftit) . 

Следовательно, | ft Cya ) , . . - , ft, Cynb ft, совместно. Допустимость 

Ru\*CU,V>\ проверена. 

в) Е с л и / ? д о п у с т и м о, < JC, Zc > € R, <JC,Z1>€- R 

т о ft ("Z0) и ft ( ) с о в м е с т н ы и д л я Z т а 

к о г о , ч т о <ft(z)= ft(Z0)<J* <f7(Zr) , Ru\<x,z>] 

д о п у с т и м о . 

Совместность ftt(Zc > ft, (JZ,) прямо следует из определения до­

пустимости R . Итак, пусть z таково, что у? (Z)--- %(%)и * ft, (z,2 . 
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Пусть < ar0l у0>,. .. ,<Хп,уп > £ R таковы, что \ %СХ0), .. . 

'"'(fo^'Xn)'%^c^ совместно, тогда по допустимости £ множество 

| ft (уа),..., ft Гул), f7 (Za), ft ся,)} 

совместно, то есть существует £ такое, что 

Lft (yo)U ...U f,Cyn)UftCZ0)U ff(z,)l Е 

так как Lft7(Z0)Uft7(Zr)~\ £ ft7 it) , то ft7QZ)^ ft, Ct) потому, что 

f,CZ) = ft(Z0)U*ft CZr) , и поэтому [ft (yo)U...<Jft1(.yn)Uft(Z->~\ Q 

S f7i.t) и { ft Cya), .. ., ft,(yn), ftr(zA совместно. Допустимость 

Rc/[<X,Z>] доказана. 

Из утверждений а ) , б ) , в) и следует допустимость A (R) для лю­

бого допустимого /? . Заметим также, что А (А (£))==• А (Я) , а так­

же то, что если £ удовлетворяет условиям: 

D ftf(y)= Ф = > <x,y>^R; 

2) <sc, y>z.Rc% ft0(x) ^ft0Cu)&ftcV)^Yfcyj^<z/,v>^R; 

3) cx,y0>£.fi &,<x,y1>(L/Z = > Jz(<x,z>^ 

т о ЛС/2)= A • Это следует из того, что 2) и 3) вместе показывают 

справедливость свойства 

<х,у0>€ Д&<x,yf>^#c%ft7(z)=</7(ya-)U*ft (yf)=><jc,z>e#. 

Таким образом, А является отображением К в себя, а точнее, 

на семейство допустимых множеств, удовлетворяющих условиям 1) -3 ) , 

причем это отображение эффективно и является ретрактом. Таким об -

разом, класс Л С*0 является ретрактом К . Теорема 6 показывает 

теперь, что проблема Р разрешима для пары CL^0p0X СК7,\)7)) и, 

более того, 20ZOZ, ((/<0, \>0). (Kf , ^f )) является ретрактом Эп. -подобъек­

та ( / С « У ) , где V - главная вычислимая нумерация /С . Итак, теоре­

ма доказана, если выполнено условие 1. 

2. Пусть выполнено условие 2. Конечное множество пар 

А - [<Ха,уо>. ...}<£jCn,yn >} 

ч,лпов"м л о п у с т и м м м. если вмсэлискы следуютие условия: 

П тля л '-юого Z /Z существует такое чисто у^ , что^.дг. >в4. 

it если <cjc-t, 1/>еА , то ft (у) С ftfayt) ; 
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2) если fa(*z£)cz fgVCj), i j + n. , то ff(y£) ^f,Cz/j) ; 

3) если <ftg (зс£) и <f>o (jCj) • ij^rv, совместны, то существует 

такое, что -<ро ) ^ ft, L&£> U* ft, &у ) . 

Пустое множество также считается допустимым. Из условия 2 и 

определения допустимых множесть следует, что семейство Ф всех ко­

нечных допустимых множеств сильно рекурсивно. Ф порождает &Т. -

подмножество К всех рекурсивно перечислимых множеств, которые 

являются объединениями возрастающих последовательностей конечных 

допустимых множеств. Определим теперь отображение А из / \ в се -

мейство подмножеств /V так: если , то 

А(Ю ^ {<х, y>\f7(y) = ф 

или Зи, v(<U,V>€i/? Sbfc С V) £ fO(JC) & f7 (у) Щ ff ( V ) } . 

А(Р) очевидно рекурсивно перечислимо, и его постовский номер мо -

жет быть эффективно найден по постовскому номеру Р 

Покажем, что A(R) также принадлежит К . П у с т ь / ^ ^ Л (Р) -

конечное подмножество. F можно представить в виде объединения 

F=F0 L>Ff, Fonp - ф гак. что <JC,y>€LFa'=^f)(y) = ф и 

<x,y>eF7 =* 3u,u(<u,V>bZ&p0(u)^f0(ce)&pr(y)^y>r(v)). 

Рассмотрим конечное подмножество F^ R такое, что в предыдущем 

условии можно заменить <UtV> на<г^г'>€.^• Так как &€.К •то 

существует конечное допустимое множество F- такое, что 

Пусть Х 0 - в с е числа сс такие, что ^г/(<зс,у> & FQuF tSFj). 
Расширим это множество до конечного множества } т а _ 

кого, что выполняется условие 3) определения допустимого множества. 

Далее определяем множество F так: 

F^. \<x,y>Jx€.{x0,...,x^&jZc(<Jc,y>£FauFfuF3&foms> fa&)}• 
Покажем, что F - допустимое множество. Рассмотрим произвольное 

i6,t . Возможны два случая: а) Зху,у(<ау,у>€. F38t fa С-Ху) 
d ft0CcCjlf) i б) не а ) . Пусть выполнено а) , тогда существует та-

™*JCJO • что3y(<X.j g , y>^F3) и frlXjJSl f0Cxt) и faC-ZjJ-

наибольшее среди всех таких (Р {з;.); такое sC • существует, так как 
• ' J Jo 

Fj - допустимое множество (по условию 3 ) ) . Рассмотрим то г да у . 
^для F3 ) . По определению Р ,<£ЗГ,у. > €. F , покажем, что если 
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< ^ С 1 - , у > е / г « т 0 f,(l/)S. F,(YJO) • Пусть таково, что 

Если <х,у>€.Ро , roftCy}-^ я ft(y) с ft7(y\ ) ; если <3с,у>е F , то 

^ ( . х ' Л С ^ С З у О и, следовательно, ft CyJ^fi Cj/f ) '• е с л и ж е < ^ у > € / ^ , 

то существуют и, V такие, что < rji 0> « £ . / ^ £ / ^ , ^ f (\а?> 

и ft Су) ̂ .ftW) , но тогда у>0(и) £ % S^fa(Xi) , поэтому 

ft Су. )3yfCV) 2 ft, Су) • Если же выполнено б ) , то для любогоу, 

если <.jc^,y> С А" , то ft (у) = ф . Итак, условие 1) для Р выполне­

но. Проверка условия 2) аналогична проверке условия 1). Условие 3) 

выполнено по построению. Итак, построено конечное допустимое мно -

жество F такое, что 

F= Fa и Fr £ Fa UFT UFz uFjzFGA (A). 

Следовательно, .4 f/<y€L К • 

Отметим, что Д(A(g)) =• А(Ю и т о p ч т о е с л и ^ С / С удовлет­

воряет условиям леммы 10, то АО?) — R • а А (.Р.) удовлетворяет усло­

виям этой леммы для любого R&.K • Как и в случае выполнения усло­

вия 1 теоремы, получаем по теореме 6 разрешимость проблемы Р для 

рассматриваемой пары. 

3. Пусть выполнено условие 3. Для любого рекурсивно перечисли-

мэго множества JZ определим А тала: 

А(&)- наименьшее множество М такое, что выполнены усло­

вия: 

1) /г < = / V ; 

2) <jc,y>&. М 8с f0 CX)S^ft0Cu)3cftr (V) S^f7 (у) = > <u,V>£.M; 

3) ff(y)~yg =Jv <JC,y>€Lpfl 

4) <jc,ya>, <ar,y1^ e M и ff(Z)= ft, CYa)v*ft; (yf)=><jrtz>€.P. 

Рассуждения, такие же , как при рассмотрении условия 1, пока -

зывают, что; A(F^ ) есть ретракт /7 и состоит в точности из мно 

жеств вида А^ • r n ® р€. MOZ ((Кр, ^0);(Kr,i)rJ). Отсюда из теоремы 6 

и следует разрешимость проблемы P для пары (С/Сд, ^0),С<^,, **}))• 
Теорема доказана. 

Нумерованное множество Р^ (f) является sn -подмножеством 

JfJ и удовлетворяет свойству А . Ранее отмечалось, что мно -
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жество Моъ (/, Р<ц(Ид естественным образом отождествляется с 

семейством всех вполне перечислимых подмножеств у 

СЛЕДСТВИЕ 1. Д л я л ю б о г о sn - п о д о б ъ е к ­

т а /7 с е м е й с т в о в с е х в п о л н е п е р е ¬ 

ч и с л и м ы х п о д м н о ж е с т в и м е е т г л а в -

н у ю в ы ч и с л и м у ю н у м е р а ц и ю . 

ЗАМЕЧАНИЕ. Во всех случаях, рассмотренных в теореме ока -

зывается, что 7ПОЪ((К0,1?д),(К7, Ц)) есть ретракт Sn -подобъекта 

fl . Интересно отметить,каким же условиям вида А удовлетворяет 

этот S/Z -подобъект. Рассмотрение доказательства дает следующее 

СЛЕДСТВИЕ 2. Е с л и (К0, Vp ) , (ACr, *>f) у д о в л е т в о -

р я ю т 

1. у с л о в и ю 1, т о ddlot ((<0,\f0), С^7,^7)) е с т ь 

р е т р а к т s/z - п о д о б ъ е к т а ^ 7 , у д : о в л е т в о -

р я ю щ е г о у с л о в и ю ^ ; 

2. у с л о в и ю 2, а (К7, \>г) у с л о в и ю >4 , т о 

ШОЪ (£X0SO),(KAV е с т ь р е т р а к т &п - п о д м н о ­

ж е с т в а / / , У Д о в л е т в о р я ю щ е г о у с л о в и ю 

3.. у с л о в и ю 3, т о ?7&Ъ((К0,^0),0<,,г>7)) е с т ь 

р е т р а к ' т / 7 . к о т о р о е у д о в л е т в о р я е т 

у с л о в и ю А~ 2 
Только что доказанная теорема вместе с теоремой 2 из § 3 п о ­

зволяет указать.определенные подкатегории 7Ь, замкнутые относитель­

но образования' Я71&Ъ • 
Будем говорить, что нумерованное множество у удовлетворяет 

условию 

Дд , если существует &п -подобъект (J^t \t) нумерованного 

множества /7 . удовлетворяющий условию Аа i и морфизм fa: 

У—*~{Kt такой, что (у, fa) - ретракт С%> (короче, если у есть 

ретракт srt -подобъекта ffl , удовлетворяющего свойству Да) ; 

37 , если у -.ретракт $/ъ -подобъекта Л , удовлетворяющего 

свойству А, 

32 , если у - ретракт ЗП. -подобъекта Л , удовлетворяю­

щего свойству АГ 

Т Е О Р Е М А 7 ' . П у ст ь уо и yf - н у м е р о в а н н ы е 

м н о ж е с т в а , т о г д а 
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1. е с л и / о у д о в л е т в о р я е т с в о й с т в у 

30 . а / , - с в о й с т в у ^ , т о / > ( / „ , / , ) и 0?&П (/„/,) 

у д о в л е т в о р я е т с в о й с т в у 3, ; 

2. е с л и jj0 у д о в л е т в о р я е т с в о й с т в у 

4 ' а /г - с в о й с т в у ^ , т о PQfo.y,) и mozfojP 
у д о в л е т в о р я е т с в о й с т в у А , ; 

3. е с л и / у - р е т р а к т s /г - п о д о б ь е к т а 

/7 . а ^ у д о в л е т в о р я е т с в о й с т в у ^ , 

т о Р ( / е , / г ) н 0Р£&Ъ(/0,у,)у д о в л е т в о р я е т с в о й -

с т в у ^ . 

Если обозначить через flZa полную подкатегорию ^£ , состоящую 
1 г, 

из всех нумерованных множеств, удовлетворяющих свойству о } , то 
для 7fZ„ справедливо следующее свойство замкнутости: 

Условия теоремы 7, являясь достаточными, ни в коей мере не 

являются.необходимыми для разрешимости проблемы Р для парыз»?-

подобъектов Л . Одн ако существование некоторых ограничений, необ -

ходимо. Для примера докажем следующее 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. П у с т ь ^ V J 1 - Srt - п о д о б ъ -

е к т / 7 П р о б л е м а Р р а з р е ш и м а д л я п а ¬ 

р ы v> ) , Ф ) . е с л и и т о л ь к о е с л и (AC, V) 

у д о в л е т в о р я е т у с л о в и ю А д 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточность следует из доказательства 

случая 1 теоремы 7, так как удовлетворяет условию /А, , и в 

случае "р для проверки допустимости множества достаточно прове -

рять сохранение совместимости только для пар. 

Докажем необходимость. Пусть >/ д ; / V — K t o % . ( i K , ^ ) . f?) - про­

извольная вычислимая нумерация всего множества Moz((K,\>),fP). Пусть 

Ф - семейство всех конечных множеств из X и у> - нужная ну­

мерация Ф . Множество 

А {<JC,y> \Jz(Lyfe(X)l (f(sc))^<p&,b>0UX\(fCyV^ 

+ ф 8* СV0 (яй (у<^) ^ (zjl if су»} 

рекурсивно перечислимо и содержит номера пар несовместных мно -

жеств угзс.) и <р(у) . Наоборот, если <fi(JC) и ftCy) несовместны, то 

отображение 
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[о] • если f{3=) £ R ; 

ju(Rj Z=Z ^ \ i \ , если f(y) £ R; 

- в противном случае, 

есть морфизм из (Kt^) i и, если Z - н о м е р у (то есть ^g(Z)=/J) 

то 

С #*Al (f&$ =yuf&H°b • £ V * ? J f усу)) -/луну) Н у ] . 

Таким образом, множество номеров несовместных пар рекурсивно пе ­

речислимо, но множество номеров совместных пар всегда рекурсивно пе­

речислимо, так что в этом случае оба эти множества рекурсивны и , 

следовательно, (К,-if) удовлетворяет условию Ад 

Предложение доказано. 

СЛЕДСТВИЕ. В у с л о в и я х п р е д л о ж е н и я 

д л я р а з р е ш и м о с т и п р о б л е м ы / - ' н е о б ­

х о д и м о и д о с т а т о ч н о с у ш е с т в о в а -

н и е х о т ь к а к о й - н и б у д ь в ы ч и с л и м о й 

н у м е р а ц и и в с е г о м н о ж е с т в а м о р ф и з ­

м о в Мог(ск,*),р). 
Приведем теперь два примера. 

ПРИМЕР 1. Пусть А рекурсивно перечислимое, но не рекурси­

вное множество, тогда семейство 

сильно перечислимо, образует 5/г -подмножество /7 и не удовлетворя­

ет условию А* « так как совместность и {2/THJ эквивалентна 

условию п . Таким образом, проблема Р не разрешима для пары 

((Ф, V) , У?) . Г Д в V - главная вычислимая нумерация Ф . 

ПРИМЕР 2. Покажем, что условие Ад сильнее условия Ад 

Пусть -А - рекурсивно перечислимое, но не рекурсивное множество; 

рассмотрим семейство конечных множеств 

Ф^{ф}И{{п)\пеЫ}И 

Это семейство сильно перечислимо и образует Sn -подмножество Л . 

ф удовлетворяет условию Ад , так как любые два не более чем 

одноэлементных множества совместны, любые два различных трехэле-
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ментных множества не совместны, а одноэлементное и трехэлементное 

множества совместны тогда и только тогда, когда первое содержится 

во втором. Однако проблема совместности трех множеств для £р не 

разрешима, так как совместность множеств | - 3 / г J,-[-3/zt-/J ( { 3n~\2 J 

равносильна условию /г 6 А . 

ЗАМЕЧАНИЕ. Можно привести аналогичные примеры, показываю -

шие, что 1) для любого /г> J существует сильно перечислимое семей­

ство конечных множеств Ф такое, что проблема совместности не бо­

лее чем ГЪ множеств разрешима, а проблема совместности для / г - + / 

множества не разрешима, 2) существует сильно перечислимое семей -

ство конечных множеств Ф такое, что для любого ~L> / проблема 

совместности для Ф не более чем /г- множеств разрешима, но об­

щая проблема совместности не разрешима. 

В заключение параграфа рассмотрим вопрос о наименьшей непод -

вижной точке морфизма Sn -подобъекта 17 в себя. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. П у с т ь (К, - 5П. - п о д о б ъ -

е к т /7 и ц. : (/cf, у) »— (KI ~f) - м о р ф и з м , т о г д а 

с у щ е с т в у е т т а к о е ^ е / Г , ч т о ^ (_{2 ) — . 

и д л я в с е х К , е с л и jU(R) = R , т о g сг £ , 

Е с л и , к р о м е т о г о Р ((Kt \?) (К, V)) , т о о т о ­

б р а ж е н и е 

jUa : Мог, ((К, vj(К, м)) — К, 

о п р е д е л е н н о е т а к : /ц,0 (^и) — е с т ь м о р ­

ф и з м и з Шог&к, \», (К, \>)) в (Л,У>) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим множество Aju. • определенное 

в предложении 9, А ̂  — | < jc,уУ\у>(_у)±к Uft(JC-)^ , где у - сильная 

нумерация семейства Ф конечных множеств из К . Пусть уо т а ­

ково, что у(.иа) = р • Рассмотрим наименьшее множество Л/ , удовлет­

воряющее условиям: 

1) у0&М; 

2) <дг, у у еА^& зсе.,4 у е А / . 

Это множество рекурсивно перечислимо, и его постовский номер мо:ччо 

эффективно найти по постовскому номеру -^/^ • Определим \ и так : 

g 0 ± ^ (J у?(х) . Покажем, что R и есть наименьшая неподвп.ч-



302 Ю.Л.Ершов 

ная точка. Для этого достаточно доказать равенство = U /ц^СФ)^ 

так как, если это равенство действительно справедливо, то Rи и 

fa(£ju) ~ ^{Л и » если fa — , то 

ф £ /? =>/^(0) £ус(Ю=Я, fa2(tf) =Я 

и так далее... Ufa*QP'') G £ ; если А - неподвижная точка. 

Пусть Ау^ , тогда существует такая последовательность 

^•••••Уп • ™<Уо-У1>'<У,>Уг>'---><Уп-,'Уп.>^^/и 
Z € f ( y n )') условие <С уп_7 > ̂ -Д^ означает, что 

ПУ^РПУ^,<У«-г-Уы ^^f^J^fCy^^fCy^fCyJ; 
продолжая аналогично, получаем, что 

ZbfiyjspfCy^s/SWnJ*.. щиу(у^)я..л^(УО)^(Ф)^А^(Ф). 

Итак, &°£±U и'\Ф)-

Пусть Z&.jUn (.ф) > тогда существует у^ такое, что 

xefcy„) =.fan СФ) (/х^СФ)), 

но тогда существует у п ч такое, что у ^yn_f) ^•ju'7'^(_Ф) и 

у (уп) £/луСу^Х то есть <уп_/) уп > € • продолжая таким обра -

зом, и получаем последовательность уП1 у п ^ , . . . , */f такую, что 

<Уо>У> •<Уг>Уг>'--'< У«-»Уп>&A/i • 
Тогда уп<=.М и fCyn) S U <у(х)=Я°. Итак, Д° = U /ип(ф). 

о 
Постовский номер эффективно находится по постовскому но­

меру множестаа М и, в конце концов, от постовского номера^ 
г* 

Таким образом, если имеется вычислимая нумерация морфизмов из Q(T\>) 
в себя, она индуцирует вычислимую нумерацию множеств вида А и 

о г-
и, следовательно, вычислимую нумерацию множеств Ки . Из этих за¬ 

мечаний вытекает и заключительная часть предложения. Предложение 

доказано. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Используя результат работы С83 , можно без тру­

да доказать следующее обобщение предложения 12: 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 2 ' . П у с т ь / С - с е м е й с т в о р е ­

к у р с и в н о п е р е ч и с л и м ы х м н о ж е с т . о б -

т а д а ю ш е е н а и м е н ь ш и м (по включению) м н о -

ж е с т в о м / £ 0 , V : /V ——АС, - г л а в н а я в ы ч и с 
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л и м а я н у м е р а ц и я (то есть У ) , ) - главный 

подобъект Л ) , т о г д а д л я л ю б о г о м о р ф и з -

м е д ; ( / ( ) у ) (JC, V~) . м н о ж е с т в о 

R /ил (Ra)e/< 
^ new 

и я в л я е т с я н а и м е н ь ш е й н е п о д в и ж н о й 

т о ч к о й JA. . Е с л и е щ е P((K,v), (К, V)) , т о с о ­

о т в е т с т в и е /ц. • *- R е с т ь м о р ф и з м и з 

т&с ах, у; , (к, v?) ' в (к, v). 

§ 6. Аппроксимация нумерованных множеств 

В настоящем параграфе будут расширены условия разрешимости 

проблемы Р , полученные в предыдущем параграфе на более общий 

случай, чем Srt -подобъекты /7 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. А п п р о к с и м а ц и е й нумерованного 

множества W назовем пару (yg)jiu) , где ; ̂ / » у и выпол -

нены следующие условия: 

1) %о ~ разрешимое нумерованное множество; 

2) предикат ju \^ (зс)^ „ VCyJ рекурсивно перечислим; 

3) отношение предпорядка ^ на S 0 , определенное так: 

S04Sr ^/иС&дХе^^Х является рекурсивным; 

4) если 3f S°'С «£> - два у -вполне перечислимых подмно -

жества S и ^ ' ^ 3ГГ, то существует Sgе. S 0 такой, что JU(30)£,£\£,f 

Будем говорить, что нумерованное множество у обладает свойством 

С0 • если у обладает аппроксимацией; 

С, , если у обладает такой аппроксимацией С/0,р) • ч т о об­

щий предикат совместности для предпорядка ^ на За - рекурсивен; 

, если У обладает; такой аппроксимацией (jfol^u) , что 

- конструктивный парус. 

Будем говорить, что нумерованчое множество ^ обладает свойст­

вом SD^ , если у является ретрактом нумерованного множества, обла­

дающего свойством С£. (.^=0, У,2). 

Укажем ряд примеров нумерованных множеств с введенными свой-

ствами С заметим, что С,=*С . С =* С, , С. =><£>• ,<£), и<£-)=»<Ь) ) 
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1. Нумерованное множество fJ обладает свойством С > подходя-
2 

щей аппроксимацией будет ( / ^ , ) ; 

1 Всякое разрешимое нумерованное множество обладает свойст­

вом Сд 

2. Если нумерованное множество обладает свойством А0 , то оно 

обладает свойством О ; аналогично, А, ^^С,. 

3. Всякий &п -подобъект / 7 обладает свойством Са . 

4. Всякое конечное множество рекурсивно перечислимых множеств 

снабженное вычислимой нумерацией, обладает свойством Of 

Пусть £0! Д', . . . 7 £п - некоторое семейство рекурсивно перечис­

лимых множеств, выбираем семейство конечных множеств Fgi F 

таким образом, чтобы 

Тогда семейство | £0/F Fn}> снабженное разрешимой нумерацией, 

вместе с отображением fx. /Л (F^J^*/?,- • & ̂ si. , будет аппроксимаци­

ей (_{Да,£ , д л я всякой вычислимой нумерации v* 

6. Всякое семейство £ рекурсивно перечислимых множеств, об­

ладающее достаточным запасом конечных множеств (то есть для любо­

го £€. S> и любого конечного подмножества я'я^Я существует к о ­

нечное множество R- ГГ из S такое, что £.f&.A?"QL £ ) , снабжен­

ное вычислимой нумерацией, к которой сводится некоторая -вычис -

лимая нумерация конечных множеств из & , обладает свойством Оа . 

Нижеследующее предложение показывает, как ведут себя свойства 

, относительно операций ф , X и функтора пополнения F^ 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. П у с т ь ^ и ^ ' - н у м е р о в а н ­

н ы е м н о ж е с т в а ; е с л и ^ о б л а д а е т с в о й ­

с т в о м Ci ( ь— O.-f или Z ) , / ' о б л а д а е т с в о й -

с т в о м С> (j—O.-l или Z ) , т о г д а д л я k = min{i.j] 

1) У Ф У о б л а д а е т с в о й с т в о м Ск ; 

2) | ч ^ ' о б л а д а е т с в о й с т в о м ; 

3) (.р о б л а д а е т с в о й с т в о м C t ' 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть (}0,р) к^./и) - подходящие аппрок­

симации £ и / ' соответственно. Тогда . / 0 Ф / / , /x&ju.') является, 

очевидно, аппроксимацией у Ф у 7 , а ( / ^ х / Д jj xju') - аппроксимацией 
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У * У ' . Причем если для (S0,^>) и (5^,4 ' ) общий предикат совмест­

ности рекурсивен, то и для (S0O^g, и t£>0x.Sg,4>) этот предикат 

так же рекурсивен. Аналогично, если Cfa,^) ^Cj^,^) являются кон­

структивными парусами, то и ( / о Ф/^г^и ( / 0

х / 0 ' < > ) являются таковыми. 

Рассмотрим теперь случай F^(. jf) . Пусть р. : 4 —*~Р% ($) - морфизм 

такой, что р.{р) —ф , аpi'^p/U: fa-—F^. (р - морфизм из fa в 

f-flijf) (напомним, что 1££ Fn С jj) таково, что {fal) - е -под­

объект Fq-Cp и основное множество F^. (J) состоит из элементов 

множества п QS ) и пустого множества ф ) . Тогда 

р & Р • J*>fa • 

Легко проверить, что (#Ф^0 ,р^-р) есть аппроксимация F^ (fl) , и 

из рекурсивности предиката совместности для (Зд/$) следует рекур -

сивность его и для QtfJ uS0,<^) . Е с л и ( / о ) ^ ) - конструктивный па­

рус, то и (•tf&tfg,'^) - тоже. Предложение доказано. 

СЛЕДСТВИЕ. П у с т ь ^ и / ' - н у м е р о в а н н ы е 

м н о ж е с т в а ; е с л и / о б л а д а е т с в о й с т ­

в о м 5) г - ( v= О, / или 2 ) , о б л а д а е т с в о й ­

с т в о м 2)j ( J = o,i или 2 ) , т о г д а д л я к = гтг.£тг 

1) у ф у ' о б л а д а е т с в о й с т в о м <2)̂  ; 

2) / X у ' о б л а д а е т с в о й с т в о м 4 

3) (у) о б л а д а е т с в о й с т в о м c2X. 

Это следствие легко вытекает из определений, предложения и. "хо­

рошего" поведения ретрактов относительно операций ф, х и функто -

pa Fft (для последнего: е с л и / с р е т р а к т / , т о 
F1Z (/о) р е т р а к т F^ (fa) ) . 

Покажем теперь, что ряд полезных свойств &п -подобъектов Л 

сохраняется и для нумерованных множеств, обладающих аппроксимацией 

(то есть свойством Ор ) . Так, аналогом предложения 7 из преды -

дущего параграфа будет 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. П у с т ь ( у в , ^ ] - а п п р о к с и м а ­

ц и я н у м е р о в а н н о г о м н о ж е с т в а ^ = (3, \>) . 

Н е п у с т о е п о д м н о ж е с т в о £>' S б у д е т 

У - в п о л н е п е р е ч и с л и м ы м т о г д а и 

т о л ь к о т о г д а , к о г д а с у щ е с т в у е т 

п о д о б ъ е к т (_jjriju}) н у м е р о в а н н о г о м н о ж е -
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с т в а ^ г а к о й , ч т о 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть S' - непустое У -вполне перечисли­

мое подмножество 3 , тогда /и \Sf) - непустое (напомним, что 

^/о >И ^ ~ аппроксимация у ) V0 - вполне перечислимое подмно -

жество S>0 . Покажем, что 

Положим л 5 7 / ± ; JS \3s0b. JLL'(£>')(fa&0^v S ) } . Из условия 2) 

определения аппроксимации легко следует, что »S - У -вполне пере¬ 

числимое подмножество 3 . Далее, очевидно, что S Qi S , если 

£>'f*р S'', то 5 ' ^ По условию 4) определения аппроксимации су­

ществует S0е. S0 такое, что /и(S0) S'^ S" , но тогдаS 0 € / / f (S r ) 

ъ jjLlSg) • Итак, S / = Sn', что и доказывает нужную эквивалентность. 

У 0 - вполне перечислимое подмножество ju "'(«Б» ' ) однозначно опре -

деляет подобъект (даже «2 -подобъект) ) нумерованного ( р а з ­

решимого) множества уо такой, что faf (&7) — fa '(&'*) • Д л я это­

го подобъекта 

S€.S'4r*=> Ssr€.£f (fafa,(Sf)*$S). 

Необходимость доказана. 

Докажем теперь достаточность. Пусть (fa tjuf ) - подобъект уд , 

Tora&far(S,) сг Зд. У^-вполне перечислимо (так как >/, - разреши­

мая нумерация), пусть &'Я1= £ определено так 

S'— {s\3s0bfa7(S,)(jus0±iS)}(~{s\3s,<iSr (/V,(st>*vs)}). 

Тогда 

3'4*=*3у(\>всу)е/*, (S,)c%fa\>a (y)*i *Кх)). 

Из ^ 0 - вполне перечислимости множества juJ(S1') и рекурсив -

ной перечислимости предиката fa\)0(jx.)^ ^(у) и следует,что 

S -вполне перечислимо. Предложение доказано. 

Точно так же может быть доказан аналог предложения 8 (теоремы 

Майхилла-Шефердсона). Но наиболее важно для решения основной проб­

лемы то, что имеется следующий аналог теоремы 6. 

ТЕОРЕМА 8. П у с т ь С/0 - а п п р о к с и м а ц и я 
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н у м е р о в а н н о г о м н о ж е с т в а / = (S, \>) . п у с т ь 

(£,)?) - &п - п о д о б ъ е к т / 7 ,Ф Я* АС - с е м е й с т -

в о в с е х к о н е ч н ы х м н о ж е с т в и з Л Г , 

у? : /J—*-ф - с и л ь н а я н у м е р .а ц й я . Т о г ­

д а п р о б л е м а / 3 р а з р е ш и м а д л я п а р ы 

С/ (K,V)) т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а 

с е м е й с т в о в с е х р е к у р с и в н о п е р е -

ч и с л и м ы х м н о ж е с т в - п а р н а т у р а л ь -

н ы х ч и с е л . 4 , у д о в л е т в о р я ю щ и х у с -

л о в и я м 

0) е с л и <f>(y) — ф I т о д л я л ю б о г о ^ с 

*cjc>y> е А ; 

\)<эс, у>е.А 8с/и\>0 (ac)^y/u.\l0(x./)8c.fCr/r)^ f(y)=$-<3cf. г/>€.А ; 

2)<*,у0>&А &<jz,yf>eA =$3z(<x,z>aA&Lf(ya)uf(y,)] £ fW); 
и м е е т г л а в н у ю в ы ч и с л и м у ю н у м е р а ц - и ю . 

Доказательство этой теоремы вполне аналогично доказательтсву те­

оремы 6. Нужно только убедиться в том, что доказательства предложений 

9, 10 и леммы 10 сохраняет свою справедливость и в ситуации теоремы 8. 

Сформулируем теперь основную теорему об условиях разрешимости 

проблемы Р и свойствах её решения. 

ТЕОРЕМА 9. П у с т ь / - н у м е р о в а н н о е 

м н о ж е с т в о , о б л а д а ю щ е е с в о й с т в о м 

£ ) 0 , а. у, - р е т р а к т sn - п о д о б ъ е к т а / 7 

т о г д а 

1) е с л и Д о б л а д а е т с в о й с т в о м S> , а 

/ - с в о й с т в о м 4 , , т о P(fotfa) и 9Поъ(/0,/,) 

о б л а д а е т с в о й с т в о м ; 

2) е с л и Д о б л а д а е т с в о й с т в о м & г , 

3) е с л и уо о б л а д а е т с в о й с т в о м , 

/ , - с в о й с т в о м ^ , т oP~(j>o,/t) и moz,(jD,po б л а-

т 

а 

д а е т с в о й с т в о м .5 

4) е с л и / , о б л а д а е т с в о й с т в о м ^ , т о Р(/0,у,) и 
7Пйг'^о^^ о б л а д е е т с в о й с т в о м -5, . 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теорем 
7 и 7 и поэтому опускается. 
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Большинство теорем о разрешимости проблемы Р , доказанных в 

этой статье, являются следствиями теоремы 9. 

В заключение укажем на существование следующих последователь­

ностей нумерованных множеств. Определим понятие конечного типа: 

1) О - конечный тип; 

2) если (5 я Т - конечные типы, то i<S-*-T) - конечный тип. 

Определим две последовательности нумерованных множеств | / ^ J. 

. | , заиндексованные всеми конечными типами: 

if6 , Fz), е с л и ефо\ 

Жог(.Рл, Р„(Ю> 

,если %=о 

гЖогр(Р0,М) 

Из условий теоремы 9 вытекает, что все множества f~e и Р0 

определены и, кроме того, Р0 и Ра обладают свойством С£ , а для 

<5ф О Ра и Р обладают свойством Bf 

Заметим, что р^ и PQ можно рассматривать как вычислимые 

функционалы ( Р0 - функционалы типа Клини, Ра - частичные вычис­

лимые функционалы). Дальнейшие свойства этих функционалов и сравне­

ние их с известными составят последующую статью. 
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