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ОПТИМИЗАЦИЯ ФОРМЫ СТЕРЖНЯ КОЛЬЦЕВОГО ПОПЕРЕЧНОГО 
СЕЧЕНИЯ, ИЗГИБАЕМОГО В ОБЛАСТИ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ 
ДЕФОРМАЦИЙ 

В публикациях [1. 2] представлено решение задачи об оптималь­
ной форме стержня прямоугольного поперечного сечения; показано, 
что при упругопластическом изгибе (так же, как и при упругом) ус­
ловие минимума энергии деформации (как критерий оптимальности) 
при сохранении объема материала стержня приводит к условию рав-
нодеформируемости. В работе [ 3 ] та же задача решена для случая пе­
ременного нагружения. 

1. Рассмотрим стержень кольцевого поперечного сечения; внутрен­
ний радиус г считаем постоянным, внешний Ri=R\(x)—переменным 
(координата х направлена по оси стержня). Стержень свободно оперт 
по торцам и изгибается поперечной нагрузкой q{x), которой соответ­
ствует эпюра изгибающих моментов т0М(х); т0 — монотонно возрас­
тающий параметр нагрузки. Ставится задача определения R\(x) из ус­
ловий равнодеформируемости и постоянства объема; материал стерж­
ня полагаем идеальным упругопластическим. 

В дальнейшем изложении различаем два случая: a) ys>r— изгиб 
при малых деформациях; б) ys<r — изгиб при развитых упругопласти­
ческих деформациях; ys — граница упругопластической области. 

Рассмотрим задачу в варианте ys>r. Уравнение равновесия за­
пишется в виде 

тМ (х) = R3 (х) ф (и) — nx/4e s , ( 1 . 1 ) 

/ ч ( 1 - « 2 ) 1 / 2 . a r c s ina ( Ь - и а ) 3 / 2 

ф (и) = - \- - : ; 
Y W 2 2и ^ 3 

здесь обозначено и = е8/кЯ, х = х х г , R = RT/r, m = m 0/cr/ 3, ^—кривизна 
изогнутой оси стержня, e s — предел упругих деформаций, as — предел 
текучести. 

Условие сохранения объема примет форму 
1 

I (R2 (х) - \)dx = VjnrH == F, (1.2) 
о 

где V0 — заданный объем, / — длина стержня. 
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Критерий равнодеформируемости означает w=Wo=const, отсюда 
K=ES/UQR. Подставив это выражение в (1.1), получим уравнение для 
определения R(x): 

тМ (х) R (x)=R* (х) ф (и0)—л/4и0. (1.3) 
Обозначим через Ro(x) положительный, превосходящий единицу ко­
рень этого уравнения; подставив его в (1.2), придем к уравнению от­
носительно и0: 

^Rl(x)dx~V+l. (1.4) 

Соотношения (1.3), (1.4) решают поставленную задачу. 
При малых упругопластических деформациях а 0=1—Л, ф(«о) = 

^ я ( 1 + Я ) / 4 , Я 2 < 1 ; подставив это выражение в (1.3), получим относи­
тельно/?^) уравнение 

Я 4 = 1 + аЯ, а=4тМ{х)/я(\+Х). 
Его решение может быть найдено методом приближений 

# ° > = 1 , R{k)^(\+aR^l))l/\ 2 , . . . , 

сходимость которого легко устанавливается [4]. Если т а х ( а ) < 1 , доста­
точно ограничиться вторым приближением 

1 /4Ч1 /4 _ R0 {х) s R^ (*) = (1 + а (1 + a)iy/4 = 1 -f 32 

С такой же точностью RQ2^ 1 + а/2, поэтому из (1.4) находим 1 + 
+X=2mM0/nV, a=2MV/M0 и окончательно 

#(*) = ! +—^Г 9 • M0=\M(x)dx. 
8 Л 1 о 

Условие т а х ( а ) = (2У г /Л1о)Мтах(х)<1 заведомо выполняется для 
сравнительно тонкостенных стержней, когда V 2<Cl. 

Результат, как видно, состоит в том, что в рассмотренном прибли­
жении оптимальная толщина стенок стержня h(x)=R(x) — 1 не зави­
сит от механических свойств материала и определяется только видом 
нагрузки; это согласуется с результатами [1—3]. 

2. В случае развитых упругопластических деформаций {ys<r) 
уравнение изгиба имеет вид 

тМ (х) = R* (х) Ф (и) —ф (uR)y (2.1) 

здесь функция ф та же, что и в соотношении (1.1). 
При условии равнодеформируемости w=u 0 =const правая часть (2.1) 

есть непрерывная функция от R, равная нулю при R=l и монотонно 
возрастающая при /?>1 . Следовательно, существует решение (2.1): 
R(x)=f\(u0imM(x))>l; подставив его в условие (1.2) сохранения объ­
ема, получим 

( fx К > тМ (х)) dx ЕЕЕ f, (uQy т) = V +1, (2.2) 
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откуда tio=fa(mfV). Окончательно для оптимального радиуса R(x) 
находим 

* ( * ) = / i (Ли mM (*)) = / ( * ; т , V). 

Качественный анализ решения проведем для сравнительно тонко­
стенного стержня R(x) = l + h(x)t Л 2 ( # ) < 1 . Легко доказывается [4], 
что решение (2.1) может быть построено сходящимся методом после­
довательных приближений 

Я ( 0 ) = 1, 

/ тМ (х) + ф ) \ 1 / 3 . 
\ Ф("о) / 

В рассматриваемом случае достаточно ограничиться первым прибли­
жением 

R (x)t2zRil)(x) = (l + ^ W _ y / 3

; (2.3) 
\ Ф("о) / 

поскольку решение зависит только от отношения т/ф(ио), из (2.2) на­
ходим f2(u0,m)z~g(m/<{>(uo))==V+ly откуда mfo(uo)=g-l(V+l)=g0{V). 
Подставив его в (2.3), окончательно получаем 

R(x)9-Ril)(x)==(l+g0(V)M(x))x/*. 
Следовательно, как и в п.1, оптимальная толщина стенок стержня 

определяется только видом нагрузки. 
Представляет интерес сравнить несущую способность стержня оп­

тимальной формы и стержня постоянного поперечного сечения. Ис­
черпанию несущей способности соответствует uR-+Oy <р(и)о* 
£Ё<р(н/?)-*-4/3. Если т* — критическое значение параметра нагрузки, 
то из (2.1) находим 

Я # (х) = (1 - З т * М (х)/4) 1 / 3 , (2.4) 
при этом m*=4go(V)/3, 

Обозначим через р=(1 + У) , / а внешний радиус стержня постоянно­
го поперечного сечения, хт — точка максимального значения изгибаю­
щего момента, т* — критическое значение параметра нагрузки; усло­
вием исчерпания несущей способности стержня постоянного попереч­
ного сечения является 

- f т'М (хт) = p » - 1 = (1 + V)3'2-1. 
4 

Коэффициент увеличения прочности по несущей способности ока­
жется равным 

т* ^ 4т*М (хт) _ go (V) М (хт) ^ 5 ) 

т* 3[(1 + V ) 3 / 2 ~ 1] ( 1 + у ) 3 / 2 — Г К ' } 

Рассмотрим для примера стержень, который изгибается сосредо­
точенной силой, приложенной к середине пролета. Тогда картина сим­
метрична относительно точки л:=0,5, М (х) =0,5 х, 0<JC<0,5 , И ИЗ (2.4) 
следует 

# + ( х ) = (1 + Зт**/8) 1 / 3 , 0 < х < 0 , 5 . 
Из условия сохранения объема получим 

(1 + З т 7 1 6 ) 5 / 3 = 1 + 5m* (1 + У)/16. (2.6) 
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Если, например, V= l /3 , то решением (2.6) будет т*=5,88; по­
скольку * т = 0 , 5 , М ( * т ) = 0 , 2 5 , из (2.5) окончательно находим у]=2,04. 
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КОНТИНУАЛЬНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕФОРМИРОВАНИЯ ДВУХРЯДНОЙ 
КОНЕЧНОЙ ДИСКРЕТНОЙ СИСТЕМЫ С УЧЕТОМ КРАЕВЫХ ЭФФЕКТОВ 

Замена неоднородных систем однородными моделями эффективно 
используется при решении ряда задач. В строительной механике ши­
роко применяются решетчатые конструкции. Уточнение моделей с целью 
учета некоторых эффектов, обусловленных структурой, базируется, как 
правило, на отказе от тех или иных гипотез, принимаемых в простей­
ших моделях [1]. Отказ от предположения о том, что движение систе­
мы может быть полностью определено одним полем перемещений, и ис­
пользование при моделировании нескольких полей перемещений при­
водят к построению многополевых моделей. Вопросы разработки мно­
гополевого подхода рассматривались, в частности, в работах [2, 3];, 
вопросы построения пограничных операторов — в работе [4]. 

В настоящей статье на примере двухрядной конечной дискретной 
системы при растяжении с помощью многополевого подхода показано, 
что у краев, в окрестности дефектов, локальных нагрузок возникает 
погранслойное быстроосциллирующее поле смещений. Такие модели 
представляют интерес, в частности, при изучении разрушения. 

Дискретные уравнения, уравнения однополевой и двухполевой мо­
делей. Уравнения для поперечных смещений vn узлов двухрядной си­
стемы (рис. 1) при действии сил f, если пренебречь смещениями вдоль 

Рис. 1 Рис. 2 
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